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PREDGOVOR

Namjera mi je bila napisati praktican udzbenik linearne algebre; sadrzajno
zaokruzen, ali ne predug; rigorozan, ali ne prestrog. Namijenjen je studen-
tima i nastavnicima kao udzbenik za standardni jednogodisnji kurs linearne
algebre uobicajen na studiju matematike i fizike na preddiplomskoj razini.

Linearna algebra je grana matematike koja proucava vektorske prostore,
linearne operatore i sustave linearnih jednadzbi. Konkretnu realizaciju line-
arne algebre nalazimo u analitickoj geometriji, odnosno u prostorima klasa
orijentiranih duzina u dvije i tri dimenzije. Ti prostori predstavljaju is-
hodisnu tocku u izgradnji opée teorije vektorskih prostora i linearnih ope-
ratora. Svoje poopcéenje, pak, linearna algebra nalazi u teoriji operatora i
funkcionalnoj analizi.

Vektorski prostori igraju jednu od centralnih uloga u modernoj matema-
tici. Stoga linearna algebra nalazi Siroku primjenu u drugim matematickim
disciplinama. Jednako ekstenzivno primjenjuje se linearna algebra i u dru-
gim prirodnima te u druStvenim znanostima. U svim primjenama slijedi
se u osnovi isti obrazac: dani problem koji nije mogucée direktno ili eks-
plicitno rijesiti nastoji se ”linearizirati”, tj. aproksimirati nekim linearnim
problemom koji se zatim rjeSava metodama linearne algebre.

Svrha je ovog udzbenika prikazati glavne rezultate linearne algebre u op-
segu u kojem se ova teorija uobicajeno izlaze studentima prve godine studija
matematike. I po nacinu izlaganja i po izboru materijala prepoznat ée se
da je udzbenik ponajprije namijenjen matematicarima. Napokon, glavninu
materijala i ¢ine biljeSke s predavanja koja sam drzao studentima prve go-
dine matematike i fizike na PMF-u Sveucéilista u Zagrebu tijekom posljednjih
dvadesetak godina.

Ipak, od citatelja se ne zahtijeva nikakavo posebno predznanje; podrazu-
mijeva se tek poznavanje uobicajene matematicke notacije i vladanje osnov-
nim elementima naivne teorije skupova i matematicke logike. Stoga vjerujem
da ¢e ovaj udzbenik biti pristupacan i koristan i studentima drugih, posebno
prirodoslovnih, tehnickih i ekonomskih fakulteta.

U sadrzajnom smislu udzbenik se gotovo podudara s programom isto-
imenog kolegija za studente prve godine preddiplomskog studija matema-
tike na PMF-Matematickom odjelu Sveucilista u Zagrebu. Osnovna ideja
je i bila odabrani materijal organizirati kao praktican i efikasan udzbenik.
Zato sam svjesno izostavio uvodno izlaganje skupovno-teorijskih ¢injenica
s jedne, i naprednijih tema s druge strane. Ti i drugi izostavljeni dijelovi
(poput matematickih i izvanmatematickih primjena, povijesnih napomena,
komentara vezanih za izgradnju teorije i individualne doprinose pojedinih
matematicara, ekstenzivnog popisa literature) detaljno su izlozeni u klasic-
nim sveuciliSnim udzbenicima profesora S. Kurepe i K. Horvati¢a. Uz to,
povijesne ¢injenice i opis razlic¢itih aspekata nastanka i izgradnje linearne
algebre kao moderne matematicke teorije danas su Siroko dostupni na mno-
gobrojnim internetskim stranicama
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Materijal je organiziran na sljede¢i nacin. Uvodno poglavlje je u izvjes-
nom smislu prolog: u njemu se prikazuje prostor radijvektora s namjerom da
se prepozna i usvoji koncept vektorskog prostora. Naglasak zato nije na pot-
punosti izlaganja, veé¢ na strukturnim svojstvima prostora V2(0) i V3(0).
Upravo radi lakseg uvida u strukturu odlu¢io sam za ogledni primjer vektor-
skog prostora uzeti prostor radijvektora, a ne mnogo sofisticiraniji i korisniji
(ali tehnicki zamrseniji) prostor klasa orijentiranih duzina V3. "Dug” prema
prostoru V3 vraéen je u Dodatku na kraju drugog poglavlja.

U drugom poglavlju uveden je pojam vektorskog prostora na apstraktnoj
razini te su obradene standardne teme poput baze, dimenzije, potprostora.

Trecte poglavlje je posveéeno matricama. U njemu su navedeni i dokazani
klasi¢ni teoremi o matricama i determinantama.

Cetvrto poglavlje se izravno nadovezuje na prethodno i sadrzi cjelovitu
diskusiju o sustavima linearnih jednadzbi. Sustavi linearnih jednadzbi nisu
samo univerzalna zadac¢a koja se prirodno javlja unutar linearne algebre i
u njezinim primjenama; oni su u izvjesnom smislu i sadrzajna jezgra te-
orije. Na primjer, tek u proucavanju sustava prirodno se namece potreba za
uvodenjem i proucavanjem visedimenzionalnih vektorskih prostora (Dok je
relativno lako akceptirati potrebu za proucavanjem vektorskog prostora di-
menzije 4, uvodenje prostora proizvoljne dimenzije je krajnje neintuitivno.)
Sliéno, tek pri proucavanju sustava linearnih jednadzbi prirodno se pojav-
ljuje pojam linearne mnogostrukosti i tek tu imamo priliku vidjeti teorem
o rangu i defektu na djelu. U tom smislu, pozicioniranje poglavlja o sus-
tavima linearnih jednadzbi (pa onda, posljedi¢no, i poglavlja o matricama
i determinantama) u izlaganju linearne algebre uvijek je delikatno pitanje.
Ovdje smo izgradnju teorije zapoceli proucavanjem apstraktnih vektorskih
prostora te razvojem potrebnog tehnickog aparata. Tek tada su obradeni
sustavi linearnih jednadzbi, a u njihovom tretmanu su bitno koristeni rezul-
tati iz prethodnih dvaju poglavlja. Dosljedna provedba ovakvog pristupa
vjerojatno bi podrazumijevala da se prije sustava izloze i uvodna poglavlja
teorije operatora; time bi se svi rezultati o rjeSivosti i rjeSavanju sustava
linearnih jednadzbi dobili jo§ elegantnije. Takav bi izbor, medutim, teoriji
dao jos naglaseniju apstraktnu (moguée i preapstraktnu) notu. Zbog toga,
a 1 zato Sto je pogodno radi vjezbi i rjeSavanja prakti¢nih problema sustave
linearnih jednadzbi obraditi ¢im prije, poglavlje o sustavima ipak prethodi
diskusiji o operatorima.

Peto poglavlje u cijelosti je posveéeno linearnim operatorima i predstavlja
centralni dio izlozenog materijala. Poglavlje zavrSsava relativno opsirnim
izlaganjem o spektru, svojstvenim i invarijantnim potprostorima te svoj-
stvenom polinomu.

Posljednje, Sesto poglavlje sadrzava pregled standardnog materijala o ko-
na¢nodimenzionalnim unitarnim prostorima. Osobito je naglasena uloga
Gram-Schmidtova postupka ortogonalizacije. Uvrsteno je i nekoliko tipi¢nih
primjena, poput QR faktorizacije matrice, problema najbolje aproksimacije
te pribliznog rjeSavanja sustava linearnih jednadzbi.
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Svako poglavlje zavrsava odgovaraju¢im skupom zadataka razlicite pri-
rode. Neki su od njih sasvim tehnicki, drugi sluze kao vjezba apstraktnog
rezoniranja, u tre¢ima se uvode novi pojmovi ili navode nove ¢injenice. Svi su
zadaci odabrani iz obilne neformalne arhive zadataka prikupljene na PMF-
Matematickom odjelu Sveucilista u Zagrebu. Ona se sastoji od mnostva
primjera s auditornih vjezbi te ispitnih i kolokvijskih zadataka, a nastala je
dugogodisnjim radom brojnih sadasnjih i bisih asistenata koji su proteklih
desetljeca vodili vjezbe iz kolegija Linearna algebra.

Nemogudée je matematicku teoriju u potpunosti svladati bez testiranja
naSeg razumijevanja kroz rjeSavanje zadataka. Zato savjetujem citateljima
da pokusaju samostalno rijesiti navedene zadatke. Uvrstene zadatke treba
shvatiti kao integralni dio teksta.

Ovaj je udzbenik nastao uz potporu mojih kolega i studenata i na iz-
ravan poticaj urednice u Skolskoj knjizi, gde Stefice Dumancié¢ Poljski. U
razli¢itim fazama nastanka dijelove rukopisa ¢itali su i dali korisne opaske i
prijedloge moji kolege s PMF-Matemtickog odjela Sveucilista u Zagrebu na
¢emu im srda¢no zahvaljujem. Posebno zahvaljujem doc. dr. Ljiljani Aram-
basi¢ kao i recenzentima, prof. dr. Ivici Gusiéu, prof. dr. Mirku Primcu i
prof. dr. Zoranu Vondraceku na brojnim korisnim primjedbama i sugesti-
jama. Unaprijed zahvaljujem i svima koji ¢e me upozoriti na greske ili dati
primjedbe i komentare.

U Zagrebu, ozujak 2008.

PREDGOVOR DRUGOM IZDANJU

Novo izdanje dopunjuje originalni tekst ne Sireéi znacajnije sadrzajni ok-
vir. Dodani su brojni zadaci, uvrsteni su, osobito u zadnjem poglavlju,
razli¢iti primjeri koji ilustriraju neke primjene, neki su dokazi izmijenjeni i
ispravljene su uocene greske. Kao novi sadrzaji uvrsteni su na kraju ¢etvrtog
poglavlja odjeljak o magi¢nim kvadratima, odjeljak na kraju petog poglav-
lja u kojem se opisuju neke primjene spektralne teorije i na kraju zadnjeg
poglavlja odjeljak posveéen dekompoziciji singularnih vrijednosti i pseudo-
inverzu.

U Zagrebu, sijecanj 2020.
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1. Uvob

U ovom poglavlju uvodimo pojam vektorskog prostora na neformalnoj, in-
tuitivnoj razini. Zeljeli bismo ilustrirati osnovne ideje te pokazati pozadinu,
odnosno temelje nekih apstraktnih koncepata koji ¢e kasnije biti uvedeni. To
¢emo uciniti proucavajuéi radijvektore u ravnini i prostoru. Nije nam pritom
namjera iznijeti kompletan pregled klasi¢ne algebre vektora. Primarni nam
je cilj uociti i istaknuti strukturna svojstva prostora radijvektora u dvije,
odnosno tri dimenzije. Ti ¢e nam prostori kasnije posluziti kao prototip u
izgradnji opée teorije vektorskih prostora.

Nasa razmatranja ovdje nee biti aksiomatski zasnovana. Osnovne poj-
move poput, primjerice, pravca i ravnine ¢emo shvacati intuitivno.

1.1. Radijvektori u ravnini.

Ozna¢imo s E? ravninu koju shvac¢amo kao skup tocaka. Neka je u E?
dan pravokutni koordinatni sustav s ishodistem u tocki O. Svakoj tocki

—
A € E? mozemo pridruziti radijvektor OA, tj. strelicu s pocetkom u tocki
O 1 zavrsetkom u tocki A.

Skup svih radijvektora u ravnini oznaéavamo s V2(0), naglasavajuéi time
da je ishodiste pocetna tocka svih radijvektora koje promatramo. Kad god
nam ne bude vazno specificirati zavrsne tocke, radijvektore ¢emo oznacavati
simbolima 7, ?, ... Radijvektor O? zovemo nulvektorom i ozna¢avamo
.7, -

Modul radijvektora OA definiramo kao duljinu duzine OA i oznacavamo
s ‘O—z>4| Uocimo da je 0 jedini radijvektor ¢iji modul iznosi 0. Smjer ra-
dijvektora OA # 0 definiramo kao pravac OA. Smjer nulvektora se ne
definira. Nadalje, kazemo da su radijvektori O—1>4 i @ kolinearni ako tocke
0, A, B leze na istom pravcu. Primijetimo da je, prema definiciji, nulvektor
kolinearan sa svakim radijvektorom.

Neka su OA i O@ kolinearni i netrivijalni (tj. razli¢iti od 0) radijvekto-
ri. Kazemo da su O—1>4 i @ jednako orijentirani ako tocke A i B leze s iste
strane tocke O na praveu OAB. Ako se tﬂm A1 B nalaze s razlicitih strana
tocke O na pravecu OAB, kazemo da su OA i O? suprotno orijentirani.
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Primijetimo da je orijentacija samo relativan pojam; niti jedan radijvektor
sam po sebi nema orijentaciju.

Jednaka orijentacija Suprotna orijentacija

Iz prethodnih je definicija o¢ito da je svaki netrivijalan radijvektor jed-
noznac¢no odreden svojim modulom, smjerom i orijentacijom. Iskazimo ovaj
zakljucak i formalnom napomenom:

Napomena 1.1.1. Neka su zadani realan broj m > 0 i radijvektor O? #* 6>

pravac OT' i koji je orijentiran jednako kao OT'.

Za radijvektor a =+ ﬁ definiramo suprotan radijvektor —d kao radijvek-
tor koji ima jednak modul i smjer kao . a orijentiran je suprotno u odnosu
na @. Uocimo da je pojam suprotnog radijvektora dobro (tj. jednoznaéno)
definiran na temelju prethodne napomene.

Nakon §to smo uveli osnovne pojmove, sada mozemo definirati zbrajanje
radijvektora.

—
Nekolinearne radijvektore zbrajamo prema zakonu paralelograma: OA +

@ definiramo kao radijvektor OC' pri ¢emu je C' jedinstvena tocka ravnine
E? sa svojstvom da je ¢etverokut OACB paralelogram.

Zakon paralelograma: zbrajanje nekolinearnih radijvektora

Da bismo definiciju kompletirali, potrebno je jo$ definirati zbroj a + 7 i
kad su @ i b kolinearni.

Najprije uzimamo da je @ + V=0+7==7zsved iz V2(0), te
?—F(—?)z—ﬁ—k?zﬁzasve?;éﬁ.

Akosu @i ? kolinearni, netrivijalni, i nisu jedan drugome suprotni, zbroj
a+ ? definirat ¢emo tako da mu propiSemo modul, smjer i orijentaciju.
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Prema napomenim time ¢e radijvektor E)—F? biti jednoznac¢no odreden.
Akosu @ i b jednako orijentirani, d + b definiramo kao radijvektor ¢iji
modul iznosi |@| + \_b>\, koji je kolinearan s @ i b, a orijentiran je jednako
kao @i b.

Ako su @ i v suprotne orijentacije te ako je || > |7|, onda @ + v
de_ﬁ)niramo kao radijvektor ¢iji modul iznosi | @|—| b |, koji je kolinearan s @
i b, a orijentiran je jednako kao @. Kona¢no, ako je |@| < | b |, definicija
je analogna (pa je, posebno, d + ? orijentiran kao b ).

Zbrajanje kolinearnih radijvektora

Sada je zbroj @ + 7 definiran za svaka dva radijvektora i pritom je, za
zadane @ i b , njihov zbroj 7—1—? jednoznaéno odreden radijvektor. Dobili
smo, dakle, preslikavanje + : V2(0) x V2(0) — V2%(0). U tom smislu
kazemo da je zbrajanje binarna operacija na skupu V?2(0).

Sad bismo zeljeli istraziti svojstva ovako uvedene operacije zbrajanja ra-
dijvektora. Uocimo prvo da pravokutni koordinatni sustav kojeg smo na
pocetku fiksirali nije igrao nikakvu ulogu ni u nasem poimanju radijvektora,
ni u prethodnim definicijama. Vazno je tek bilo fiksirati ishodisnu tocku O.
Koordinatizacija ¢e, medutim, biti vrlo koristan alat u nasim razmatranjima.

Svakoj tocki A € E? mozemo pridruziti ureden par njezinih koordinata u
odabranom pravokutnom sustavu. Zelimo li specificirati neki radijvektor O A
(8to se zapravo svodi na specifikaciju zavrsne tocke A), dovoljno je poznavati
ureden par koordinata tocke A.

—
Sada je prirodno zapitati se: ako su dani radijvektori OA i O@ , mozemo li
iz koordinata tocaka A i B ”isc¢itati” koordinate zavrsne tocke radijvektora

04+ 0B?
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Propozicija 1.1.2. Neka je A = (a1,a2) i B = (b1,b2). Tada je O—zZH—@ =
(ﬁ, gdje je C = (a1 + b1, ag + ba).

Dokaz. Uzmimo najprije da su vektori O—fl i O@ nekolinearni. Tada je, ako
smo oznacili OA + OB = OC, toctka C' sjeciste pravaca p i ¢ pri ¢emu je p
paralelan s OB i prolazi tockom A, dok je ¢ paralelan s OA i prolazi tockom
B. Sada se dokaz nase tvrdnje da tocka C' ima koordinate (aj + b1, az + b2)
svodi na rjeSavanje elementarne zadace iz analiticke geometrije.

Kad su OA i OB kolinearni, provjera je jos jednostavnija pa detalje izo-
stavljamo. O

Uz pomo¢ prethodne propozicije lako je odrediti sva svojstva operacije
zbrajanja.

Propozicija 1.1.3. Binarna operacija zbrajanja + : V?(0) x V2(0O) —
V2(0) ima sljedeéa svojstva:

(1) @+(b +7) = (7+7)+7 v, b, 7 e V¥0);
(2) za nulvektor 0 € V2(0) vrijedi d + T =047 = @, Vd e V2(0);
(3) 3 V2(0) wvrijedi d +

o¢

za svaki d € VZ(O)_i> njemu suprotan —d €
Ca) s -gra -0,
(4 T+ b=0b+74d,Yd, b €V0).

&
Dokaz. (1 ) Odaberlmo pr01zvolJne 7 O—x>4 b = O0Bi7e = OC te

oznacéimo @ + ( 7 +7) = — 0T i ) +7¢ = 0S. Treba dokazati
dajeT =5, a za to je dovoljno utvrditi da su koordinate tocaka T i S
identi¢ne. Neka je A = (aj,a2), B = (b1,b2) i C = (c1,¢2). Sada je, prema
propoziciji , OB + OC = 0D pri ¢emu je D = (by + ¢1, b2 + ¢2). Kako
je 07 =a +(b+ ?) = O_f4+5ﬁ, ponovnom primjenom pmpozicije
dobivamo da je T = (aj + (b1 + ¢1), a2 + (b2 + ¢2)). Potpuno analogno nala-
zimo da vrijedi i S = ((a1 +b1) + c1, (a2 + b2) + c2). Jer je zbrajanje realnih
brojeva asocijativno, koordinate tocaka T i S su u parovima jednake, pa
slijedi T'= S.

Tvrdnje (2) i (3) su zapravo dijelovi definicije zbrajanja radijvektora pa
se ovdje nema §to dokazivati. Tvrdnja (4) je pak ocita posljedica definicije
zbrajanja radijvektora. Alternativno, i ovu tvrdnju mozemo dokazati kao i

tvrdnju (1) sluzedi se propozz'cz'jom ]

Svojstvo (1) iz prethodne propozicije se zove asocijativnost (zbra Janja
radijvektora). Svojstvo (2) opisno izricemo tako da kazemo da je 0 ne-
utralni element za zbrajanje. Svojstvo (3) opisuje algebarsku narav suprot-
nog vektora: kad se bilo koji radijvektor zbroji sa sebi suprotnim, rezultat
je neutralni element za zbrajanje (tj. nulvektor). Striktno govoreéi, pojam
suprotnog radijvektora definirali smo samo za netrivijalne radijvektore, no
jednakost 0 + 0 = 6) (koja je dio nase definicije zbrajanja) pokazuje da
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ﬁ igra ulogu suprotnog radijvektora samome sebi. Konacno, svojstvo (4)
se naziva komutativnost (zbrajanja radijvektora).

Primijetimo da operacije zbrajanja realnih, odnosno kompleksnih brojeva
imaju identi¢na svojstva.

Kao i pri racunanju s brojevima, i ovdje je obicaj izraz @ + (—?) zapi-
sivati u jednostavnijem obliku @ — b . Kolokvijalno govorimo da se radi o
oduzimanju, no treba uociti da oduzimanje radijvektora nije nova operacija,
nego tek naziv za zbroj radijvektora @ i radijvektora suprotnog radijvektoru

b . Isti dogovor podrazumijevamo i kod oduzimanja brojeva.

Osim zbrajanja radijvektora vazna ¢e nam biti jos jedna operacija: mnoze-
nje radijvektora realnim brojevima. Obicaj je da se u ovom kontekstu realni
brojevi nazivaju skalarima i da se oznacavaju malim grékim slovima. Prije
nego §to definiciju navedemo, uo¢imo bitnu strukturnu razliku u odnosu na
zbrajanje: dok je zbrajanje + : V2(O) x V2(O) — V?(O) binarna opera-
cija na skupu V2(0) (8to znaéi da se zbrajaju dva radijvektora, a rezultat
je opet radijvektor), mnozenje radijvektora skalarima je preslikavanje - :
R x V2(O) — V?2(0); operandi su ovdje raznorodni (jedan skalar i jedan
radijvektor), a rezultat je opet radijvektor.

Nekajea € Ri @ € V2(0). Umnozak a- @ definira se kao radijvektor ¢iji:
(i) modul iznosi | - | @|; (ii) smjer je isti kao smjer od @’; (iii) orijentacija
je ista kao orijentacija od d ako je a > 0, odnosno suprotna orijentaciji od
d ako je a < Q0.

Kao i kod mnozenja brojeva i ovdje je obicaj pisati ad umjesto « - q.

Operacija mnozenja radijvektora skalarima iskazana je uz preSutnu pri-
mjenu napomene od je definiran tako §to smo mu propisali mo-
dul, smjer i orijentaciju. Pritom, odrednice (ii) i (iii) nemigu smisla ako je
ad = ﬁ No, ve¢é iz (i) neposredno vidimo da je - 0 = 0, Vo € R, kao i
0.7 =0,vd e VO0).

Ocito je iz definicije da vrijedi sljedece pravilo:

—
Propozicija 1.1.4. Neka je « € R i @ € V2(0). Ako je d = OA i

A = (a1,a2), te ako stavimo ad =0T, onda je T = (vay, aag).

Teorem 1.1.5. Operacije zbrajanja + : V2(0O) x V3(O) — V2(O) i mno-
zenja skalarima - : R x V2(0) — V2(O) na skupu V?(O) imaju sljedeéa
svojstva:

1) T+(b+)=(a+b)+7,¥d, b, ¢

(2) za nulvektor 0 € V2(0) vrijedi T+0=10

(3) za svaki @ € V?(O) i njemu suprotan —
(-d)=-d+a=10;

4 @+b=0b+d,va, b eV0);

(5) a(fd) = (af)d, Ya,3 € R,Yd € V2(O);

6) (a+8)d =ad +Bd, Vo, € RV € V(O);

1%
d=d,Vd e V0);
€ V2(0) wrijedi @ +

al |l
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(7) a(d + ?) —ad + a?, Va € R,Vﬁ,? € V2(0);
(8) 1-d =7d,Vd € VO0).

Dokaz. Prve cetiri tvrdnje veé su izrecene i dokazaneﬂ u propoziciji m
Dokazimo tvrdnju (5). Neka je @ = OAiA= (a1,a9). Stavimo (@) =
O? i (ozﬁ)ﬂ> = O? . Uzastopnom primjenom prethodne propozicije dobiva-
mo B = (a(fa1),a(Baz)) i C = ((af)ai, (af)az). Kako je mnozenje realnih
brojeva asocijativno, ocito slijedi B = C.

Analogno se dokazuju i preostale tri tvrdnje. Uo¢imo da ¢e u dokazima
tvrdnji (6) i (7) zavr$ni dio argumentacije biti pozivanje na distributivnost
mnozenja realnih brojeva prema zbrajanju. ([

Prethodni teorem sadrzi popis osnovnih svojstava zbrajanja i mnozenja
skalarima u skupu V2(0). Svojstva (5), (6) i (7) nazivaju se, redom, kva-
ziasocijativnost, distributivnost mnozenja prema zbrajanju skalara i distri-
butivnost mnozenja prema zbrajanju radijvektora.

Ovih osam svojstava igra fundamentalnu ulogu u izgradnji pojma apstrak-
tnog vektorskog prostora. U tom smislu éemo, prejudicirajuéi terminologiju
i pojmove koji ée biti uvedeni u sljedeé¢em poglavlju, od sada na dalje govoriti
da je V2(O) vektorski prostor.

Iz navedenih svojstava (ili iz samih definicija) lako se izvode i druga pravi-

la za racunanje s radijvektorima poput (—1)5> = -, (04—5)6> =ad-Bd
N S S W
ia(d—b)=ad —ab.

Dokazi ovih tvrdnji su posve jednostavni pa ih stoga izostavljamo. No
oprez je potreban kako bi se ispravno shvatila i interpretirala prva od nave-
denih jednakosti. Tu nije rije¢ o mehanickom ispustanju zagrade (na kakvo
smo navikli pri ra¢unanju s brojevima) jer izrazi na lijevoj i desnoj strani
jednakosti potjecu iz razlicitih definicija: dok se na lijevoj strani jednakosti
radi o mnozenju radijvektora @ skalarom —1, na desnoj se strani pojavljuje
suprotan radijvektor - pojam koji je definiran ranije. Nije stoga ni¢im a pri-
ori osigurano da su izrazi s razli¢itih strana navedene jednakosti identi¢ni.
Nasrecu, ti su radijvektori zaista jednaki, a provjera je jednostavna.

Teorem [1.1.5 predstavlja polaznu tocku u proucavanju strukturnih svoj-
stava vektorskog prostora V2(0). Veliku vaznost ima okolnost da su defi-
nicije obiju operacija s radijvektorima geometrijske prirode. To nam omo-
guéuje da razne geometrijske ¢injenice (koje mozemo vizualizirati, pa stoga
i intuitivno prihvacati) prepoznamo ili iskazemo u terminima algebarskih
operacija.

%
Propozicija 1.1.6. Neka su @, b € V2(O) kolinearni te neka je @ # 0.

Tada postoji jedinstveni skalar o takav da je b = od. Obratno, ako za

_)
neke @, b € V2(0) i a € R vrijedi b = ad, onda sud i b kolinearni.

1Nije obicaj u tvrdnju nekog teorema ukljucivati iskaze prethodno dokazanih propo-
zicija ili teorema. Ovdje smo ucinili iznimku kako bismo objedinili sva svojstva i dobili
kompletnu sliku.



LINEARNA ALGEBRA 7

o o o
Dokaz. Ako je b = 6>, onda je o¢ito b = 0-d. Ako je b % 6>, uzmimo
a = %, §to je dobro definirano zbog a #* ﬁ Sada je jasno da vrijedi ili

3} = ad ili ? = (—a)? ovisno o tome jesu i @ i ? jednake ili suprotne
orijentacije.

Druga tvrdnja propozicije je izravna posljedica definicije mnozenja radij-
vektora skalarima. (]

Dakle, jednakoSéu ? — a'd karakterizira se kolinearnost radijvektora
aib. Primijetimo da smo u prvoj tvrdnji prethodne propozicije morali
izuzeti slucaj d = (. Zaista, ako je d = 0, onda je, po definiciji, svaki
radijl/}ekt(g b kolinearan s @, no jednakost ? —ad je moguca jedino ako
jei b =0.

Ovoj maloj tehnickoj smetnji mozemo jednostavno doskociti. Uzmimo
proizvoline @, b € V2(0) i potrazimo skalare a i 8 za koje bi vrijedilo
ad + 8b = ﬁ Neovisno o izboru radijvektora q i ?, ova Ce jednakost
oc¢ito biti zadovoljena uzmemo li @« = § = 0. Ima li i drugih, netrivijalnih
izbora a, 8 € R koji zadovoljavaju 0474—6? = 07? Akosu @ i b kolinearni,
takva moguénost ocito postoji. Zaista, ako je q = 6>, onda vrijedi 1 - a+
0-b = 0. Ako je pak @ # 0, onda, prema prethodnoj propoziciji, postoji
a € R takav da je 7 = a'd, a odatle odmah slijedi (—a) - d+1-b = 6)

Vrijedi i obrat: Ako postoje skalari «, 8 € R od kojih je bar jedan razli¢it
od 0, a koji zadovoljavaju jednakost od + Bb = 6), radijvektori i ?
su kolinearni. Kako bismo to pokazali, pretpostavgno da je a # 0. Tada

- -
jednakost od + Bb = 0 odmah povlaci q = —g b pa su, prema drugom

dijelu tvrdnje prethodne propozicije, i ? kolinearni. Ako je @ = 0, onda
je prema pretpostavci S # 0 i potpuno analogno opet zaklju¢ujemo da su a
i b kolinearni.

Korisno je ovo zapazanje formulirati i na sljededi, ekvivalentan nacin:

%
Korolar 1.1.7. Radijvektori @, b € V?(0) su nekolinearni ako i samo ako
vrijedi

(1) 0@ +8b=0=>a=8=0

Korolar [1.1.7 je od fundamentalne vaznosti za nasa daljnja razmatranja.
Smisao je u tome da smo nekolinearnost (a time a posteriori i kolinearnost)

dvaju radijvektora uspjeli iskazati na algebarski naéin._)RadiBektori i
b su nekolinearni ako i samo ako jednakost ad 4+ Bb = 0 moze biti
zadovoljena samo za trivijalan izbor skalara: o = 8 = 0.

Spomenimo jo§ da se izraz oblika a’d + 8 b naziva linearna kombinacija
radijvektora dib s koeficijentima « i 5. Opcenito, izraz alcﬁ + 012@ +
cot ana—g, n € N, zovemo linearnom kombinacijom vektora c?l, .. ,a_n> S
koeficijentima aq, . . ., ay.
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Sljedeéi teorem otkriva ulogu koju u prostoru V2(O) imaju skupovi koji
se sastoje od (bilo koja) dva nekolinearna radijvektora.

_>
Teorem 1.1.8. Neka su @, b € V2(O) nekolinearni. Tada za svak:i)? €
V2(0) postoje jedinstveni skalari o i 3 takvi da vrijedi T =ad+8b.

Dokaz. Uzmlmo proizvoljan 7 i prvo dokazimo egzistenciju prikaza v =

od +p b Uocimo najprije da su i q i

nekolinearnosti.
Ako je ¥ kolinearan s @, onda prema propoziciji imamo ¥ = a'd
za neki o € R. Odavde odmabh slijedi T =ad+0-b.U slucaju kad bi o

%
bio kolinearan s b, zakljuc¢ivali bismo analogno.

i b netrivijalni zbog pretpostavljene

Pretpostav1mo da o nije kolinearan niti s d, niti s b Oznaéimo @ =

OA b @ v = ﬁ Neka je tocka A’ paralelna projekcija tocke T'
na pravac OA u smjeru pravca OB. Analogno, neka je tocka B’ paralelna
projekcija tocke T na pravac OB u smjeru pravca OA.

— —
Kako je ¢etverokut O A'T B’ paralelogram, vrijedi 07 = OA'+0OB’. Nadalje,
dvostrukom prlmjenom propozicije 0l nalazimo skalare o« i 3, takve da
vrijedi OA" = aOA i OB = B@. Uvrstavanjem ovih dviju jednakosti u
prethodnu dobivamo ¥ = a'd + 3 b

Preostalo je pokazati jedinstvenost ovakvog zapisa svakog radljvektora
a1 d + B1 T _>1

¥ = a9 a + B2 b . Izjednacavanjem dobivamo a; a + ﬂl_g) a9 a + B2 b
0.

7. U tu svrhu _})retpostavuno da za neki ¥ Vrljedl 7

§to mozemo zapisati u obliku (ay — 042)7 +(B1—P2) b Kako su prema

%
pretpostavci @ i b nekolinearni, korolar pokazuje da je sada nuzno
ar—az=01p1—P2=0,tj. a1 =z ip = pa. U

_>
Imamo li, dakle, bilo koja dva nekolinearna radijvektora @ i b, svaki

se radijvektor 7 moze prikazati kao njihova linearna kombinacija, i to na
jedinstven nacin. Istaknimo da je rije¢ o ekskluzivnom svojstvu dvoclanih
skupova radijvektora (a pritom je nuzno i da su promatrani radijvektori
nekolinearni).

Jedan, ma kako odabran radijvektor nije dovoljan da se, mnozeéi ga ska-
larima, preko njega izraze svi elementi prostora V2(0). Uzmemo li pak tri
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ili vise radijvektora a{,as, ..., a,, n > 3, od kojih su bar dva nekolinearna,
svaki ée se U € V2(0) moéi prikazati u obliku U =@l +araq +. . .+ana,
(dakle, kao njihova linearna kombinacija), no ne vise na jedinstven nacin.

Da bismo to pokazali, pretpostavimo npr. da je dan skup {H, a_>2, a_>3}, pri
¢emu neka a_>1 i a_% nisu kolinearni. Prema prethodnom teoremu, a3 mozemo
prikazati u obliku @ =)\ HJr)\ga_)g s jedinstveno odredenim skalarima Aq, Ag.
Uzmimo sada proizvoljan @ € V2(0). Ponovnom primjenom teorema
dobivamo i jedinstveno odredene «, 8 € R za koje vrijedi U = aaj + Baj,
$to mozemo pisati i kao U = oal +pBas+0-a5. S druge strane, oc¢ito vrijedi
iU = (a— )\1)(1_{ + (B — )\2)@ +1-a@}. Tako je ¥ prikazan na dva razlicita
nacina kao linearna kombinacija radijvektora at, a_>2, a. Stovise, jasno je da
takvih prikaza radijvektora o zapravo ima beskona¢no mnogo.

Analogno bismo rezonirali i kad bismo, umjesto s tri, radili opéenito s
n > 3 radijvektora.

_>
Definicija 1.1.9. Svaki dvoclani skup {7, b } ¢iji su ¢lanovi nekolinearni
naziva se baza vektorskog prostora V2(0).

Ako je {@, 7} proizvoljno odabrana baza prostora V2(0), teorem
jaméi da se svaki ¢lan prostora V2(0) moze na jedinstven nac¢in prikazati
kao linearna kombinacija elemenata baze.

U praksi, ako je @ = @1, 7 = @, v = 07 iA=(a,a2), B=(b1,b2),
T = (t1,12), koeficijente « i 3 za koje vrijedi ¥ = a?—l—ﬁ? mozemo odrediti
slijedeé¢i dokaz teorema Alternativno, primjenom propozicija [1.1.9 i
problem se svodi na rjeSavanje sustava od dvije linearne jednadzbe s
je baza zgodnije odabrana.

U tom smislu posebno mjesto zauzima baza { ¢, j } koja se sastoji od
jedini¢énih radijvektora (modula 1) u smjeru pozitivnih dijelova koordinatnih

osi naseg odabranog koordinatnog sustava. Tada, za proizvcij}an v =0T ¢
5 . . . o = .
V2(0), pri éemu je T = (t1,12), oGito vrijedi o =t 7 +1to ] .

Baza {7, 7} zove se kanonska ili standardna baza prostora V2(O) (no tre-
bamo biti svjesni da ta baza ovisi o nasem prethodnom izboru koordinatnog
sustava u ravnini). Iako je u konkretnim zadacama ¢esto najjednostavnije
operirati upravo s kanonskom bazom, bitno je imati na umu da bazu pros-
tora predstavlja svaki skup od dva nekolinearna radijvektora. U teoriji, tj. u
smislu tvrdnje teorema|1.1.8, sve su baze ravnopravne.
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Istaknimo na kraju jo$ jednom da se sve baze prostora sastoje od tocno
dva radijvektora. To¢no dva nekolinearna radijvektora (i to bilo koja dva)
imaju mo¢ da pomoc¢u njih, i to na jedinstven nacin, izrazimo svaki drugi
element prostora V2(0). Ova opaska je u skladu s nasom intuicijom prema
kojoj prostor V2(0) zamisljamo dvodimenzionalnim.

1.2. Vektorski prostor V3(0).

Prethodna razmatranja mozemo prosiriti i na radijvektore u prostoru.
Ozna¢imo s E? intuitivno shvaéen trodimenzionalni prostor koji takoder
shvacamo kao skup tocaka. I ovdje ¢emo fiksirati pravokutni koordinatni
sustav s ishodistem u O. Neka V3(0O) oznacava skup svih radijvektora s
pocetnom tockom O. Modul, smjer i orijentacija, kao i pojam suprotnog
radijvektora definirani su identi¢no kao u V2(0). Jednako su definirane
i binarna operacija zbrajanja + : V3(0) x V3(0) — V3(O) i operacija
mnozenja radijvektora skalarima - : R x V3(0) — V3(0).

I ovdje je korisno najprije utvrditi kako se ove operacije realiziraju u
terminima koordinata zavrsnih toc¢aka radijvektora.

Propozicija 1.2.1. Neka je A = (a1, az,a3), B = (b1,b2,b3) i O—le + @ =
@ Tada je C' = (aj + by, az + ba, ag + b3). Nadalje, oznacimo li za o € R,
aOA = 0D, vrijedi D = (aaq, cag, aas).

Dokaz. Pretpostavimo da O_1>4 i @ nisu kolinearni. Uoc¢imo da se sada
zbroj (721 + @ = O? dobiva pravilom paralelograma u ravnini OAB.
Pretpostavimo, konkretnosti radi, da se ravnina OAB ne podudara niti s
jednom od koordinatnih ravnina. Ozna¢imo C' = (cy, ¢, c3).

Neka su A’, B, C’, redom, ortogonalne projekcije tocaka A, B, C na
xy-ravninu. Tada je A" = (a1,a2,0), B = (b1,b2,0) i C' = (¢1,¢2,0). Kako
je OACB paralelogram, i njegova ortogonalna projekcija na xy-ravninu
OA'C'B’ je paralelogram. Zato je OA" + OB’ = OC". 1z propozicije
(primijenjene u zy-ravnini) sada dobivamo C” = (a1 +b1, ag +b2,0). Odavde
jeci=ay1+b1icy=as+ bo.

Na sasvim analogan nacin, koriste¢i ortogonalnu projekciju paralelograma
OACB na yz-ravninu, dobivamo i ¢3 = ag + bs.

Sliéno zaklju¢ujemo da vrijedi C' = (a; + b1, as + bg,as + b3) i u svim
drugim situacijama. Druga tvrdnja propozicije se dokazuje analogno. ([

Uz pomo¢ prethodne propozicije sada lako mozemo prouciti svojstva ope-
racija u V3(0). Sljedeéi teorem navodimo bez dokaza jer se sve njegove
tvrdnje dobivaju izravnom primjenom propozicije [1.2.1

Teorem 1.2.2. Operacije zbrajanja + : V3(0) x V3(0) — V3(O) i mno-
zenja skalarima - : R x V3(0) — V3(0O) na skupu V3(O) imaju sliedeéa
svojstva:
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(1) @+ (5 +72) = (@ +5)+7,va, b, 7 € V3(0);

(2) za nulvektor O € V3(0) vrijedi d + O T+ad = A,V € V3(O),

(3) za svaki @ € V3(0) i njemu suprotan —d € V3(O) vrijedi d +
(- =-T+7=0;

4 T+b=0b+a,va, 0 ¢ v3(0);

(5) a(8) = (aB) @, ¥, B € R,V € V*(0);

6) (0 +B)d =ad + Bd, Va BERNVT € V3(0);

(7) o(T+ ) =ad +ab,VacRYT, 5 € V3(0);

(8) 1-d =7d,Vd € V3(O)

Uoc¢imo da je iskaz prethodnog teorema identican iskazu teorema
Prema tome, strukturna svojstva operacija zbrajanja i mnozenja skalarima
na skupovima V2(0) i V3(O) su ista. U tom smislu kazemo da je i V3(O)
vektorski prostor. Imajuéi na umu ovu strukturnu sli¢nost prostora V?2(O)
i V3(0), i ovdje bismo zeljeli provesti razmatranja analogna onima koja su
nas dovela do pojma baze u prostoru V2(0).

Definicija 1.2.3. Neka je {v_f,v_g, .. .,11_>n}, n > 2, konacan skup radijvek-
torau V3(0), te neka je v, =0T, i=1,2,...,n. Kazemo da su radijvektori
v_f, v_%, . ,v_,i komplanarni ako tocke O, Ty, Ts, ..., T, leze u istoj ravnini. U
suprotnom kazemo da su radijvektori v_f, 175, e ,ﬂ nekomplanarni.

Primijetimo da su svaka dva radijvektora komplanarna. Uzmemo li tri
radijvil;tcga, j_a)sno je da oni mogu i ne moraju biti komplanarni. Na primjer,
akos ¢, 7 i k oznacimo jedini¢ne radijvektore u smjeru pozitivnih dijelova
koordlnatnlh osi _J)asno je da su oni nekomplanarni. Nasuprot tomu, radij-
vektori i , z 4+ j i ¢ — j ocito su komplanarni.

Sljedeéa propozicija gotovo je identi¢na teoremu[I.1.§te je navodimo samo
radi potpunosti. I dokaz je identic¢an pa ga izostavljamo.

%
Propozicija 1.2.4. Neka su @, b € V_3>(O) nekolinearni radijvektori. Za
svaki U € V3(0) komplanarﬂz sd i b postoje jedinstveni skalari o i 3
takvi da vrijedi ¥ =ad + b .
U odnosu na teorem jedina je razlika $to se ovdje zakljucak ne odnosi

na sve radijvektore, nego tek na one koji su komplanarni s dvama zadanima.
Stvarni, puni analogon teorema je sljedeéi rezultat.

%
Teorem 1.2.5. Neka su @, b, € V3(0) nekomplanarni. Za svaki radij-
vektor U € V3(0) postoje jedinstveni skalari o, 3, takvi da vrijedi v =

ad@ + B0 +17.

Dokaz. Uocimo najprije da zbog pretpostavljene nekomplanarnosti nikoja
dva od zadamh raduvektora d, b, ne mogu biti kolinearna.

Stavimo @ OA b = O? ? (ﬁ te uzmimo proizvoljan v = 07
Neka je T” paralelna projekcija tocke T na ravninu OAB u smjeru pravca
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OC. Dalje, neka je T” projekcija tocke T na pravac OC paralelna s ravninom
OAB.

Ocito je 07 = TT’—FW Kako je WT kolinearan s O?, imamo, prema
propoziciji |1.1.6 WT__z_} 707>' za neki v € R. S druge strane, primjena
propozicije|1.2.4 daje OT' = aO_}H—BO.B) za neke a i B. Uvrstavanjem ovih
d\%]u jednakosti u prethodnu slijedi ¥ = 07 =0T"+0T"=ad +08b +
! Za dokaz jedinstvenosti pretpostavimo da neki K dopusta dva takva pri-
kaza: U = a1 d + 613> + 717 i =a0d + ,6’23> + 'yz?. Izjednacavanjem
dobivamo oy @ + 513> + 717 = aod + 527 + 72?, odnosno (a1 — 042)6> +
(Bi — B2) B + (11 —42)@ = 0. Ako bi sada bilo a1 # a, slijedilo bi

— _ _ BB _ -2
a = a1—as b a—asg

7, a to bi, prema definiciji zbrajanja, znacilo da je

a komplanaran s b i ?, §to je protivno pretpostavci.
Jednako se otklone moguénosti 51 # 2 1 v1 # V2. O

%
Definicija 1.2.6. Svaki skup {E), b ,?} od tri nekomplanarna radijvektora
naziva se baza prostora V3(0O).

Primijetimo da je ova definicija baze formalno razlicita od definicije baze
prostora V2(0) (definicija . No usporedba prethodnog teorema i te-
orema pokazuje da smo u funkcionalnom smislu dobili identi¢an rezul-
tat: za proizvoljno odabranu bazu prostora V3(0) svaki radijvektor iz V3(O)
na jedinstven se na¢in moze prikazati kao linearna kombinacija elemenata
baze.

Sliéno kao i u V2(0) i ovdje bismo lako vidjeli da takvo svojstvo ne moze
imati ni jedan skup s manje od tri ¢lana, kao i ni jedan skup koji sadrzi vise
od tri ¢lana. U ovom drugom sluc¢aju, kad imamo skup S koji se sastoji od
n > 4 radijvektora, jos se svaki radijvektor iz V3(0O) mozda i moze prikazati
kao linearna kombinacija elemenata skupa S (uvjet je da nisu svi elementi
od S komplanarni), ali ne viSe na jedinstven nacin.

Svojstvo iz teorema[1.2.5 mogu, dakle, imati samo troc¢lani skupovi radij-
vektora (koji moraju biti i nekomplanarni). Kao i u slu¢aju prostora V2(0),
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ovo je potpora naSem intuitivnom poimanju trodimenzionalnosti prostora
V3(0).

Za kraj, korisno je formulirati kriterij nekomplanarnosti triju radijvek-
tora. Ocekivano, sljedeéi rezultat je potpuno analogan korolaru[I.1.7 tri su
radijvektora nekomplanarna ako i samo ako se nulvektor moze prikazati kao
njihova linearna kombinacija samo na trivijalan nacin.

%
Korolar 1.2.7. Radijvektori @, b, d € V3(0) su nekomplanarni ako i
samo ako vrijeds

(2) a?—kﬁ?%—’y?zﬁ:azﬁz’y:&

Dokaz. Pretpostavuno da sud, b s nekomplanarni. Nulvektor o¢ito mozemo

zapisati u obliku O =0-d+0- b +0-7¢. Teoremjam01 jedinstvenost
ovakvog prikaza, ¢ime upravo dobivamo implikaciju ([2|) iz iskaza korolara.

%

Obratno, pretpostavimo da Vrijedi lli Odmah se vidi d_a> tada @i b
ne mogu biti kohnearm Kad bi @ c bio komplanaran sdib imali bismo,
prema, propoziciji 7 =ad+8 b za neke o, € R. Posljednju

jednakost mozemo plsatl ikao ad +80b + (-1)- @ = 0. Kako je koefi-
cijent uz ¢ razlicit od 0, ova Jednakost je u kontradikciji s pretpostavljenom

1mphkacuom . Stoga su 7 b ? nekomplanarni. L.

1.3. Vektorska interpretacija sustava linearnih jednadzbi s dvije i
tri nepoznanice.

Na viSe nac¢ina sustavi linearnih jednadzbi zauzimaju jedno od centralnih
mjesta u linearnoj algebri. Na tehnickoj razini, rjeSavanje sustava linearnih
jednadzbi nazaobilazan je dio rjesavanja gotovo svake zadace linearne alge-
bre. S druge strane, za razumijevanje i izgradnju teorije sustava linearnih
jednadzbi upravo je nuzno razviti opéu teoriju vektorskih prostora i njihovih
preslikavanja - linearnih operatora.

Da bismo to ilustrirali, pokazat ¢emo kako se sustavi jednadzbi s dvije, od-
nosno tri nepoznanice mogu interpretirati i analizirati uz pomo¢ prethodnih
rezultata o radijvektorima.

Promotrimo najprije 3 sustava s po dvije linearne jednadzbe s dvije ne-
poznanice.

TG + 19 = 4 T1T — 219 = 1 200 — x99 = 1
rKT — X9 = 2, 2.?U1 — 41’2 = 2, 4.1‘1 — 2.%’2 = 0.

U prvom slucaju jedino rjesenje je ureden par (3,1), drugi sustav ima bes-
kona¢no mnogo rjesenja; to su svi uredeni parovi oblika (2t + 1,¢), t € R,
a treéi sustav nema rjeSenja. Dobro poznata analiticko-geometrijska inter-
pretacija sustava linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice pokazuje da su to
upravo svi slu¢ajevi koji mogu nastupiti. Smisao je te interpretacije svaku
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jednadzbu shvatiti kao jednadzbu pravca te time rjeSavanje sustava svesti
na geometrijski problem nalazenja sjecista dvaju pravaca.

U ovom trenutku nas vise od konkretne metode nalazenja rjesenja zani-
ma analiza danog sustava. Dok je rije¢ o jednadzbama s dvije nepoznanice,
spomenuta analiticka interpretacija sustava je jasna i ucinkovita. Ispravno
je pretpostaviti da se analogno mogu analizirati i sustavi linearnih jednadzbi
s tri nepoznanice nakon §to razvijemo analiticku geometriju u prostoru. U
takvoj geometrijskoj interpretaciji svaka bi jednadzba zapravo predstavljala
jednadzbu neke ravnine. Stoga bi se analiza danog sustava svela na razma-
tranje medusobnog polozaja ravnina u prostoru.

Ociti nedostatak ovakvog pristupa je u nemoguénosti daljnje generalizaci-
je, tj. analognog, geometrijskog tretmana opc¢ih sustava linearnih jednadzbi
s, opéenito, n nepoznanica. Zelimo li, dakle, razviti opéu teoriju sustava
linearnih jednadzbi, bilo bi korisno iznaéi i druge interpretacije.

Promotrimo sada vektorsku jednadzbu u skalarnim nepoznanicama x i y
%
(3) Z=ad+yb

gdje su @, 7, ¢ proizvoljno odabrani radijvektori u V2(0). (Ovdje, drze¢i
se tradicije da nepoznanice oznac¢avamo s x i y, privremeno odustajemo od
dogovora da skalare oznacavamo malim grékim slovima.) Neka je q = 0—121,
? = O? i 7= O?, pri ¢emu je A = (a1,a2), B = (b1,b2) i C' = (c1,c2).
Sad se mozemo pozvati na propozicije i te prethodnu jednadzbu
pisati u obliku

(4) (c1,c2) = (a1 + D1y, agx + bay).

Napokon, kako je jednakost uredenih parova ekvivalentna jednakostima od-
govarajuc¢ih komponenti, mozemo zapisati kao sustav jednadzbi

(5) ax + by =
ar + by = co.

Pocetna jednadzba je ekvivalentna sustavu linearnih jednadzbi u
smislu: ureden par (z,y) zadovoljava ako i samo ako zadovoljava i sustav
[)

StoviSe, identi¢no rezoniranje mozemo primijeniti i u obrnutom smjeru.
Ako je zadan sustav od dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice oblika
(5), pri éemu su aq,az, by, b, c1,co proizvoljni realni brojevi, on je ekviva-
lentan jednadzbi gdje je @ = 0—121, ? = @, 7 = O?, i A= (a1,a),
B = (b1,b2), C = (c1,¢2).

Na ovaj nacin analizu danog sustava linearnih jednadzbi s dvije nepoz-
nanice mozemo provesti analizirajuéi vektorsku jednadzbu oblika (3)). Iz
rezultata prve tocke ovog poglavlja odmah je jasno:

jednadzba @ = zd + y? za zadane radijvektore @, 7, < e V2(0)
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e ima Jedlnstveno rjeSenje u slucaju kad sudi b nekolinearni (teorem

[L.L.8);

e ima beskonacno mn(ﬁo rjeSenja ako su @ i b kolinearni i ako jei
¢ kolinearan s @ i

e nema rjesenja ako su @ i b kolinearni i ako je pritom ¢ nekoline-

aransﬁl b.

Ovime smo dobili alternativnu moguénost analize sustava jednadzbi s
dvije nepoznanice. Uoc¢imo: dok se analiticko-geometrijska interpretacija
temeljila na tumacenju "redaka” (svaka jednadzba je predstavljala pravac),
ova vektorska interpretacija se zasniva na tumacenju ”stupaca”: radijvektori

koje smo uveli su zadani koeficijentima uz nepoznanicu ”x”, nepoznanicu

"y” te slobodnim ¢lanovima sustava (|5)).

Potpuno analogno sada mozemo tretirati sustave od tri jednadzbe s tri
nepoznanice oslanjajuéi se na prethodno dobivene rezultate o radijvektorima
u prostoru V3(0). Uz pomoé propozicije lako se zakljucuje:

Sustav od tri linearne jednadzbe s tri nepoznanice z, y, z oblika

air + by + caz = t
(6) azx + by + cz = 1o
azr + b3y + c3z = 3

pri ¢emu su ai,as,as, by, bs, b3, c1,co,c3,t1,ta,t3 proizvoljni realni brojevi,
ekvivalentan je jednadzbi

(7) T=2d+yb +20

gdjejeE):O_Zl,?:O?,720?,72071/1:(@1,@2,@3),32
(bl,bg,bg), C= (61,62,03), T= (tl,tg,tg).

Sada mozemo lako analizirati (u smislu egzistencije i broja rjesenja) svaki
sustav od tri linearne jednadzbe s tri nepoznanice proucavajuéi rjesivost
ekvivalentne vektorske jednadzbe . Na temelju rezultata iz prethodne
tocke zakljucujemo:

jednadzba T =2d + y? + 2°¢ za zadane radijvektore a, ?, 7,V €
V3(0)
e ima jedinstveno rjesenje u slucaju kad su a, b i @ nekomplanarni;
e ima beskona¢no mnogo rJesenJa i ona ovise o jednom slobodnom
parametru, ako su a b i 7 komplanarni i nekolinearni i ako je i
K komplanaran s 7 b 1 ?
e nema rjesenja, ako su E) b i7 komplanarni i nekolinearni i ako K

nije komplanaran s @ b i 7
e ima beskonacno mnogo rjeSenja i ona ovise o dva slobodna para-

metra, ako su @, b i ¢ kolinearni, prl cemu je bar jedan od njih
netrivijalan, i ako jei o kolinearan s @ b i
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* nema Ijesenja, ako su @, b i @ kolinearni i ako ¥ nije kolinearan
S 7, b i,

Ovo su svi slucéajevi koji mogu nastupiti. Istaknimo da je prvi slucaj
pokriven teoremom [1.2.5. Drugi slucaj je opisan u diskusiji koja je pret-
hodila definiciji Nadalje, zaklju¢ak u tre¢em slucaju slijedi direktno
iz definicije zbrajanja: ako su 7, ? i 7 komplanarni, onda je i svaki
radijvektor oblika xd + yb + 27 s njima komplanaran, pa stoga jednadzba
U =xd+ y? + 2¢ u ovom slu¢aju nije rjesiva. Analogno se argumentira
i nepostojanje rjeSenja u posljednjem slucaju.

Pokazimo kako slijedi zaklju¢ak u preostalom sluc¢aju kad su a, 7 i
kolinearni, bar jedan od njih netrivijalan, i kad je i s njima kolinearan.

Pretpostavimo da je a =+ 6} Sada, prema propoziciji ﬂ postoje je-
dinstveno odredeni realni brojevi 8, v i 7 takvi da vrijedi b = ﬁﬁ, 7 = 7?
i ¥ = 7d. Kombinirajuéi ove tri jednakosti lako dobivamo, za proizvoljno
odabrane \, i € R, v = (T—)\,@—M’Y)E)—F)\?-FM?. Uoc¢imo da su ovdje 5,
v 1 7 konstante (tj. u svakoj konkretnoj situaciji dobivamo za njih konkretne
vrijednosti), dok su A i p proizvoljni realni brojevi, medusobno neovisni i
neovisni o vrijednostima 3, v i 7. U tom smislu se ovdje kaze da rjesenje
ovisi o dva slobodna parametra.

Sliéno bismo mogli analizirati i sustave linearnih jednadzbi s tri nepo-
znanice u kojima broj jednadzbi nije nuzno jednak 3. No to nam ovdje
nije cilj. Nije nam ni namjera ovdje podrobno ulaziti u metode nalazenja
svih rjeSenja ovakvih sustava. Potpunu i detaljnu diskusija opé¢ih sustava
linearnih jednadzbi (m jednadzbi, n nepoznanica) provest ¢emo u éetvrtom
poglavlju, nakon §to pripremimo odgovarajuc¢u teorijsku podlogu.

Za sada tek uoc¢imo da smo i ovdje, kao i kod jednadzbi s dvije nepoznani-
ce, analizu danog sustava proveli interpretiravsi "stupce” (tj. koeficijente uz
istu nepoznanicu) kao radijvektore u V3(0). Strukturna svojstva prostora
V3(0) posebno propozicija @1 teorem ucinkovito su nas dovela do
zakljuCaka o egzistenciji i broju rjeSenja danog sustava.

Prirodno je sada ocekivati da bi nam pri analizi i rjeSavanju opé¢ih sus-
tava linearnih jednadzbi na slican nac¢in mogli posluziti ”viSedimenzionalni
analogoni” prostora V2(0) i V3(O) koji bi s njima dijelili ista strukturna
svojstva. Izgradnja i razvoj teorije takvih, apstraktnih, vektorskih prostora
(i njihovih preslikavanja) osnovni je predmet proucavanja linearne algebre.

1.4. Zadaci.
1. Upotpunite dokaz propozicije

2. DokiZite da vﬁjed_e> relacije (—1_))7 = -4, (a — 6)7 =ad - Bd i
o(d—b)=ad—ab,zasve d, b € V3O)isvea,BeR.



LINEARNA ALGEBRA 17

3. Neka je A = (1,2,1),B = (1,1,0),C = (0,1,1). Ispitajte ¢ine li radij-
G4.08.0¢ ;
vektori OA, OB, OC bazu prostora V>(O).
%

g Neka_;je {d, b} baza prostora V2(0). Pokazite da je tada i {d —
b, d+ b } jedna baza za V?2(0). Nadalje, odregte nuzan i_}dovoljan uvjet
na skalare «, 8,7v,0 € R da bi i skup {OzE> —Bb,yd +0 b } bio baza za
V2(0).

5. Rijesite sustav

z + y — 2z = 12
2t — y — =z = 6
T + z = 2

6. Sluzedi se vektorskom interpretacijom pokazite da je sustav

r — y + 2z =1
2z — y + 3z = 4
r + 2y — =z =T

rjeSiv te da je skup njegovih rjesenja beskonacan jednoparametarski skup.
Nakon toga, rijesite sustav sluzeéi se nekom od uobic¢ajenih metoda.
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2. VEKTORSKI PROSTORI

2.1. Pojam vektorskog prostora.

Grubo govoredi, vektorski prostor je skup na kojem su zadane binarna
operacija zbrajanja i operacija mnozenja skalarima koje poStuju uobicajena
racunska pravila. Da bismo definiciju mogli iskazati precizno, podsjetimo se
prvo pravila racunanja s brojevima.

Napomena 2.1.1. Binarne operacije zbrajanja + : R x R — R i mnozenja
-: R x R — R na skupu realnih brojeva imaju sljedeca svojstva:
) a+ (B+7) =(a+p)+7, Vo, 3,7 €R;
2) postoji 0 € R sa svojstvom a+0=0+a =, Va € R;
3) za svaki @ € R postoji —a € R tako da je a + (—a) = —a+ a = 0;

4) a+p =0+ a, Va,B,€ R;
postoji 1 € R\ {0} sa svojstvom 1-a=a-1=a, Ya € R;
za svaki o € R, a # 0, postoji o™ 16Rtak0dajeaoz 1—04 la =1;

)
|
gM 7) = (aB)y, Yo, B,y € R;
)
)

af = pa, Va, B, € R;
) a(B+7) =ab + ay, Va, 8,7 € R.

Kad god imamo neki skup F na kojem su zadane binarne operacije zbra-
janja + : F x F — F i mnoZenja - : F x F — [ koje imaju navedenih devet
svojstava (pri ¢emu, naravno, u tom slucaju svuda umjesto R treba stajati
F), kazemo da je IF polje. Preciznije bi bilo reéi da je uredena trojka (F,+, )
polje jer je rije¢ o zajednickim svojstvima skupa F i na njemu definiranih
binarnih operacija + i -. U tom smislu, prethodna napomena se moze jezgro-
vito reformulirati: skup realnih brojeva s uobi¢ajenim operacijama zbrajanja
i mnozZenja je polje.

Odmah vidimo da su i skup racionalnih brojeva Q, kao i skup kompleksnih
brojeva C daljnji primjeri polja. Postoje i brojni drugi primjeri. Nasuprot
tomu, skup cijelih brojeva Z s uobicajenim operacijama zbrajanja i mnozenja
nije polje jer u Z nije zadovoljen uvjet (7).

Kako smo ve¢ naznacili u uvodnom poglavlju, vektorski prostor je struk-
tura koja je izgradena "nad poljem skalara”. Konkretno, u prostorima
V2(0) i V3(0) definirano je mnozenje radijvektora realnim brojevima. Pri-
tom su nam vaznija od same prirode realnih brojeva bila svojstva algebarske
strukture koju ¢ini skup R zajedno s operacijama zbrajanja i mnozenja. Pre-
ciznije, bitno nam je bilo da je skup R polje. U tom smislu, u formalnoj
definiciji vektorskog prostora dopustit ¢emo da ulogu polja skalara umjesto
skupa R igra bilo koje odabrano polje F.

(1
(
(
(
(5
(6
(7
8
9

Definicija 2.1.2. Neka je V neprazan skup na kojem su zadane binarna
operacija zbrajanja + : V' x V — V i operacija mnozenja skalarima iz polja
F,-:FxV — V. Kazemo da je uredena trojka (V,+,-) vektorski prostor
nad poljem F ako vrijedi:
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)

) postoji 0 € V sa svojstvom a+0=0+a = a, Va € V;

) za svaki a € V postoji —a € V tako da je a + (—a) = —a + a = 0;
) a+b=b+a, VYa,b,eV;

) a(Ba) = (af)a, Va, € F, Ya € V;

) (a+ p)a =aa+ Pa,Va,B €F, Ya € V;

) a(a+0b) =aa+ ab, Va € F, Va,b e V;

)1l-a=a,VaeV.

Vektorski prostor je, dakle, struktura koja se sastoji od skupa snabdjeve-
nog dvjema operacijama koje trebaju zadovoljavati navedenih 8 svojstava.
Primijetimo da je rije¢ o identi¢nim pravilima ra¢unanja koja smo otkrili
kao zakonitosti u prostorima V2(0) i V3(O) (usp. teoreme i[1.2.9).
Stovise, formalna definicija vektorskog prostora je i nastala tako da smo
apstrahirali prirodu skupova V2(0) i V3(0) i usredotoéili se na strukturu
prisutnu u oba prostora. Opéi plan je da sada na nacelnom, apstraktnom
nivou istrazimo svojstva swvih vektorskih prostora, dakle, svih skupova V
(zajedno s odgovarajué¢im operacijama + i -) koji zadovoljavaju definiciju
212

Uz ovaj nacelni komentar, korisno je uz definiciju vektorskog prostora
navesti i niz konkretnih pojasnjenja i opaski. Navodimo ih u sljedeéoj for-
malnoj napomeni.

Napomena 2.1.3. (a) Uocimo da su operacije na vektorskom prostoru, po
definiciji, preslikavanja. Time su implicitno navedene jos dvije vazne ¢inje-
nice: prvo, jer je zbrajanje binarna operacija na V', zbroj je definiran za svaka
dva elementa iz V' i, za svaka dva elementa, taj je zbroj jedinstveno odreden
element skupa V. Analogno, jer je mnozenje skalarima preslikavanje s F x V
u V, dobro je definiran umnozak svakog skalara iz F sa svakim elementom
iz V i rezultat te operacije je opet jedinstveno odreden element skupa V.

(b) U definiciji vektorskog prostora priroda elemenata skupa V je irele-
vantna. Smisao definicije je da skup V, §to god po svojoj naravi bio, zajedno
s operacijama Cija se prisutnost u definiciji zahtijeva, zadovoljava postavljene
uvjete. Ipak, obicaj je da se elementi vektorskog prostora uvijek nazivaju
vektorima. Vektore ¢emo, kao i u prethodnoj definiciji, oznacavati malim
latinskim slovima.

(¢) U definiciji vektorskog prostora zahtijeva se da na skupu V' bude defi-
nirano i mnozenje vektora elementima polja F. To je smisao fraze V je vek-
torski prostor nad F. Nacelno, F moze biti bilo koje polje. Ipak, najvazniji
su slucajevi vektorskih prostora sagradenih nad poljem realnih ili komplek-
snih brojeva. Stoga ¢emo se ograniCiti samo na ova dva slucaja. Od sada
nadalje, oznaka [F ¢e znaciti iskljuc¢ivo R ili C. Vektorski prostori nad poljem
R nazivaju se realni vektorski prostori; za one nad poljem C kazemo da su
kompleksni. U oba slucaja elemente polja oznacavat ¢emo malim grékim
slovima i zvati skalarima.



20 DAMIR BAKIC

(d) Kad god to bude moguce, nase definicije i teoremi ¢e biti iskazani
simultano za oba slucaja i tada ¢e u iskazima stajati simbol F. U posebnim
sluc¢ajevima izrijekom c¢e se navesti o kojem polju je rije¢. U trenutku nije
jasna potreba da se teorija postavi toliko iroko. (Nasi pilot-primjeri V2(O)
i V3(0) su realni prostori i nije bilo naznaka da bi teoriju trebalo Siriti i
na kompleksne prostore.) No, simultan tretman realnih i kompleksnih vek-
torskih prostora neée dodatno opteretiti nasa razmatranja jer ¢e gotovo svi
argumenti biti univerzalni, tj. neovisni o izboru polja. U drugu ruku, poka-
zat Ce se da teorija realnih vektorskih prostora svoje prirodno upotpunjenje
dobiva tek u ovom, Sirem kontekstu.

(e) Formalno, govori se o uredenoj trojci (V,+,+) nad poljem F. No kad
je iz konteksta jasno o kojim se operacijama i o kojem polju radi, pisat ¢emo
jednostavno V. Poput, primjerice, ” vektorski prostor V2(0)”.

Sli¢no, kad je iz konteksta jasno da se radi o nekom vektorskom prostoru,
Cesto ¢emo i atribut vektorski ispustati. U nacelu, termin prostor u kontek-
stu linearne algebre uvijek podrazumijeva da se zapravo radi o vektorskom
prostoru.

Daljnji komentari definicije odnose se na postavljene uvjete (1)-(8), pa su
viSe tehnicke prirode.

Napomena 2.1.4. (a) Svojstvo (2) u definiciji govori o postojanju neutralnog
elementa za zbrajanje. Taj je oznacen simbolom 0 i naziva se nulvektor.
Primijetimo da je 0 jedini vektor u vektorskom prostoru koji ima to svojstvo.

Zaista, zamislimo da postoji i vektor n € V koji zadovoljava a +n =
n+a = a, Va € V. Posebno, tada bismo imali i 0 +n = 0. U drugu ruku,
jer je nulvektor neutralan za zbrajanje, vrijedi i n + 0 = n. Sad je bitno da
je zbrajanje funkcija; rezultat zbrajanja bilo koja dva vektora je jedinstven
i zato je n = 0.

Nije slucajno da je za simbol nulvektora odabran isti onaj koristimo za
oznaku realnog broja nula. Time se upravo Zeljela naglasiti uloga (tj. ne-
utralnost za zbrajanje) nulvektora jer, ocito, isto svojstvo ima i broj nula
pri zbrajanju brojeva. Iz konteksta ¢e uvijek biti jasno radi li se o broju
nula ili o nulvektoru nekog prostora.

(b) Uvjet (3) nalaze da za svaki vektor a postoji njemu ”suprotan” —a
koji zadovoljava a+ (—a) = —a+a = 0. Uoc¢imo da je nulvektor univerzalan
(jedan za sve), dok je suprotni vektor —a definiran kao objekt koji se odnosi
samo na dani vektor a. Za svaki a € V suprotni vektor je jedinstveno
odreden (te je, jedino zahvaljujuéi tomu, i moguée vektor suprotan vektoru
a oznacavati funkcionalnom oznakom —a).

Zaista; pretpostavimo da u vektorskom prostoru V za neki vektor a pos-
toje vektori b,c € V sa svojstvom a+b=b+a=0ia+c=c+a=0. Sada
uz upotrebu asocijativnosti (to je uvjet (1)) i svojstvo neutralnog elementa
(uvjet (2)) imamo b=b+0=b+(a+c)=(b+a)+c=0+c=c
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Odavde odmah zaklju¢ujemo da vrijedi —0 = 0 i —(—a) = a. Nadalje, i
ovdje éemo umjesto a + (—b) pisati jednostavno a — b i govoriti o ”oduzima-
nju” (toéno kako smo navikli pri ra¢unanju s brojevima i radijvektorima).
Na kraju, uo¢imo da u sadrzaju pojma suprotnog vektora nema geometrij-
skih konotacija - rije¢ je iskljucivo o izvjesnom algebarskom svojstvu. Na-
ravno, termin ”suprotan vektor” inspiriran je stvarnim izgledom suprotnog
radijvektora u prostorima V?2(0) i V3(0O).

(¢) Svojstvo (5) iz definicije vektorskog prostora zove se kvaziasocija-
tivnost. Prefiks kvazi upozorava da se u jednakosti pojavljuju dvije vrste
mnozenja: mnozenje u polju i mnozenje vektora skalarima.

(d) Svojstva (6) i (7) zovu se distributivnost mnozenja prema zbrajanju
skalara, odnosno vektora. Na manipulativnhom nivou njima ¢emo se sluziti
kao i kad ra¢unamo u polju (uoc¢imo da i ovdje mozemo govoriti o izlu¢ivanju
kad oba pravila ¢itamo s desna na lijevo). S filozofskog stajalista ova svoj-
stva treba razumjeti kao zahtjev da dvije operacije definirane na vektorskom
prostoru budu jedna s drugom vezane, uskladene.

(e) Posljednji zahtjev izgleda neduzno ali je vazan jer prije¢i da u drustvo
vektorskih prostora udu i neke degenerirane strukture. Zamislimo, npr. da
na skupu V imamo binarnu operaciju + sa svojstvima (1) - (4). Takvih
primjera je mnogo; najjednostavniji je vjerojatno (Z,+). Definirajmo sada
mnozenje skalarima iz polja F' formulom av = 0, Va € F, Vv € V. Naravno
da ovakvo degenerirano mnozenje nije zanimljivo, no treba uociti da tako
dobivena struktura (V, +, -) zadovoljava uvjete (1)-(7). Jedino (8) ne vrijedi
¢im je V' # {0}. Samo zahvaljujuéi uvjetu (8) ovako konstruiran primjer
ipak nije vektorski prostor.

(f) Prethodni primjer pokazuje da je uvjet (8) nezavisan od ostalih. Moze
se pokazati da isto vrijedi i za sve ostale uvjete. Uvjeti iz definicije
su medusobno nezavisni. Da se to pokaze, moze se, za svaki pojedini uvjet,
kao §to smo to gore uéinili za uvjet (8), konstruirati primjer u kojem bi bili
zadovoljeni svi uvjeti iz definicije osim tog, odabranog.

Pogledajmo sada najvaznije primjere vektorskih prostora.
1. V2(0), V3(0).

2. Na skupu R? svih uredenih parova realnih brojeva definiramo zbra-
janje (a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, as + by) i mnozenje realnim skalarima
a(ay,a2) = (aar,aas). Uz ovako uvedene operacije R? je realan vektorski
prostor. Sasvim lagano se provjere svi uvjeti iz definicije No, i bez
formalne provijere, veé otprije znamo da je ovo vektorski prostor; naime, R?
s ovako uvedenim operacijama je, niSta drugo, nego koordinatna realizacija
vektorskog prostora V2(O).

Istim argumentima se vidi da je i R® s analogno definiranim operacijama
takoder realan vektorski prostor.

3. Neka je n € N, te neka R™ oznacava skup svih uredenih n-torki realnih
brojeva (drugim rije¢ima, R™ je Kartezijev produkt od n kopija skupa R).
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Definirajmo (ay,as9,...,an)+ (b1,b2,...,by) = (a1 +b1,a2 + b2, ..., an +by)
i, za a € R, a(ay,as,...,a,) = (qay,aag,...,aa,). Lako se vidi da je uz
ovako definirane operacije i R™ realan vektorski prostor.

Primijetimo da smo time dobili ¢itavu seriju prostora R", n € N, kao
prirodno poopéenje prostora R? i R? koje smo poznavali od ranije.

4. Skup C", n € N, potpuno analogno mozemo opskrbiti strukturom
vektorskog prostora. Definicije operacija su identi¢ne, jedino je sada rije¢ o
uredenim n-torkama kompleksnih brojeva, te ¢e ovo biti kompleksan vektor-
ski prostor (vektore iz C" mnozimo, dakle, kompleksnim skalarima). O¢ito,
C" s ovako uvedenim operacijama ima svih osam svojstava iz definicije[2.1.2
te time postaje kompleksan vektorski prostor za sve n € N.

5. Ako u prethodna dva primjera uzmemo n = 1, primje¢ujemo da je i
polje R realan vektorski prostor (dakle, prostor nad samim sobom), kao $to
je i polje C kompleksan vektorski prostor.

Ova dva primjera nisu inspirativna; u stvari se radi o izvjesnoj degene-
raciji jer, za razliku od svih drugih primjera u kojima su vektori i skalari
raznorodni objekti, ovdje su i vektori i skalari realni, odnosno kompleksni
brojevi. No, kako i R i C s uobi¢ajenim operacijama zbrajanja i mnozenja
zadovoljavaju sve uvijete iz definicije rije¢ je o legitimnim primjerima
vektorskih prostora.

6. Jos neinspirativniji je vektorski prostor {0} koji se sastoji od samo
jednog vektora i na kojem su operacije dane s 0+0 =0, te -0 =0, Va € F.
Odmah se vidi da su zadovoljeni svi formalni uvjeti, pa je i ovo vektorski
prostor. Zovemo ga trivijalnim ili nulprostorom. Uoc¢imo da nulprostor
mozemo shvatiti i kao realan i kao kompleksan vektorski prostor, ovisno o
tome Sto odaberemo za F.

7. Nekaje V = {(x,3z) : x € R} C R% Uz operacije zbrajanja i mnozenja
realnim skalarima naslijedenima iz R? (v. primjer 2.) V je realan vektorski
prostor. Provjerite!

Korisno je uoé¢iti da uz iste operacije skupovi X = {(z,3z+4) : x € R} C
R?2iY = {(z,2%) : € R} C R? nisu vektorski prostori. Utvrdite koji od
definicionih zahtjeva nisu zadovoljeni u skupovima X i Y.

8. Primjeri (3) i (4) imaju svoje prirodno poopéenje u vektorskim pros-
torima matrica. Za prirodne brojeve m i n neka M,,,(F) oznacava skup
svih matrica s m redaka i n stupaca s koeficijentima iz polja F. (U slucaju
m = n umjesto M,,, obicaj je pisati kratko M,,. U ovom slucaju govorimo o
kvadratnim matricama reda n.) Tipican element skupa M,,, (F) zapisujemo
u obliku

ail a2 e A1n
a1l ago e aon

aml aGm2 ... Omn
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U stvari je rije¢ o funkcijama A : {1,2,...,m}x{1,2,...,n} — F uz dogovor
da funkcijsku vrijednost A(%,j) oznacavamo krace s a;; i onda, dogovorno,
zapisujemo u pravokutnu m X n tablicu i to u i-ti redak i j-ti stupac. S
obzirom na to da je rije¢ o funkcijama odmah zakljucujemo da su matrice
A = [ai;] i B = [b;j] s m redaka i n stupaca jednake ako i samo ako vrijedi
Qi5 = bi]’, Vi = 1,2,...,m, V] = 1,2,.‘.,’0.

Sada definiramo

ail ... Qin bii ... bin air +bir ... aiy +biy
as1 ... aop bor ... bon asy +bo1 ... ag, +ba,
+ = . .
Aml  --- QGmn bmi ... bmn Ami +bm1i .. Qmn + bmn
i,za a €T,
ail N AT aanl ... aln
as1 ... Qoan aasl ... Qaoy
« =
Gml - Qmn aami ... Olmn

Nije tesko provjeriti (pa i ovdje izostavljamo detalje) da uz ove operacije
skup M, (F) postaje vektorski prostor nad poljem F. Jasno je da ovdje
ulogu nulvektora ima tzv. nulmatrica

00 ... 0
00 ... 0
0=1. . .
00 ... 0

Primijetimo da smo dobili dvije serije vektorskih prostora, ovisno o tome
nad kojim poljem radimo. U konkretnim sluc¢ajevima govorimo o realnim,
odnosno kompleksnim matricama. U daljnjem ¢emo pisati jednostavno My,
ako u tom trenutku nije vazno o kojem se polju radi (u smislu da se tada sve
re¢eno odnosi na oba slucaja); zelimo li pak naglasiti da govorimo o realnim
ili kompleksnim matricama, pisat éemo M,,,,(R), odnosno M,,,(C).

Uoc¢imo i da su za m = 1 elementi prostora M, uredene n-torke skalara.
Sliéno, ako je n = 1, govorimo o jednostup¢anim matricama.

9. Neka FN oznacava skup svih nizova realnih, odnosno kompleksnih
brojeva. Radeé¢i analogno kao u prostorima F" definiramo zbrajanje nizova
kao (al, az, as, . . ) + (bl, b, b, .. ) = (a1 +b1,a0+bo,a3+0bs, .. ) i mnozenje
skalarima iz polja F s a(ai,a2,as,...) = (aay,aaz,aas,...). 1 ovdje se
lako provjeravaju sva trazena svojstva. Na ovaj nacin smo dobili vektorske
prostore nizova realnih, odnosno kompleksnih brojeva.

10. Neka je n € N, te neka P,, oznacava skup svih polinoma s koeficijen-
tima iz polja F ¢iji je stupanj manji ili jednak n, zajedno s nulpolinomom.
Operacije zbrajanja polinoma i mnozenja polinoma skalarima imamo otprije:
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S gaitt + > bt = S0 (a; + b))t ad i jaitt = > aait’. Uz ove
operacije i skup P, postaje vektorski prostor. Ovisno o izboru polja F opet
govorimo o realnim ili kompleksnim prostorima polinomima.

Usput: pokazite da za n € N skup polinoma V,, ¢iji stupanj iznosi n nije
vektorski prostor uz uobicajene, gore opisane operacije s polinomima.

11. Neka P oznacava skup svih polinoma, bez ograni¢enja na stupanj.
I ovo je, uz uobicajene operacije s polinomima, vektorski prostor, realan ili
kompleksan, ovisno o tome gledamo li polinome s realnim ili kompleksnim
koeficijentima.

Sliéno kao i kod matrica, pisat ¢emo kratko P, ili P ako nam polje u
momentu nije vazno, a ako polje zelimo naglasiti koristit ¢emo prosirenu
oznaku poput P, (R).

12. Ne moramo se zaustaviti na polinomima; mozemo npr. promatrati
skup C(R) svih neprekidnih funkcija na R. Uz operacije zbrajanja (f +
g9)(t) = f(t)+g(t), t € R, i mnozenja realnim skalarima (af)(t) = af(t), t €
R, i C(R) postaje vektorski prostor. Inace se kaze da smo ovdje operacije
zbrajanja funkcija i mnozenja funkcija skalarima definirali ”po tockama”.

Primjera je jo§ mnogo, no ovdje ¢emo zasad stati s njihovim navodenjem.
Daljnje primjere ¢emo, kad se za to ukaze potreba, uvesti i opisati u hodu.
No i ovako vidimo kako je definicija dovoljno univerzalna da struktura
koju proucavamo - vektorski prostor - ima mnogo razli¢itih realizacija. Ta
nas okolnost potice da teoriju razvijamo u punoj opéenitosti, tj. na sasvim
apstraktnom nivou. Smisao je u tome da e tada svaki dobiveni rezultat,
odnosno svaki teorem biti primjenjiv u svim vektorskim prostorima.

Kao i u prostorima radijvektora, i u opéim se vektorskim prostorima iz
definicionih uvjeta izvode daljnja racunska pravila. Navedimo neka:

Propozicija 2.1.5. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Tada:
(1) Zaa €F iacV vrijedi aa =0 ako i samo ako je o =0 ili a =0,
(2) (—a)a = a(—a) = —(aa), Va € F, Va €V,
(3) ala —b) =aa —ab, YVa € F, Va,be V,
(4) (o« —p)a=aa— pa, Vo, €F,VaecV.

Dokaz. (1) Uzmimo da je « = 0. Tada je,zasvakia € V,a+0-a=1-a+
0-a=(140)a=1-a=a. (Uo¢imo da smo u prethodnom nizu jednakosti
koristili, redom, definicione uvjete (8), (6) i ponovno (8).) Sad objema
stranama dobivene jednakosti dodamo —a. Uz koriStenje asocijativnosti
zbrajanja i neutralnosti nulvektora, dobivamo 0 - a = 0.

Ako pak uzmemo a = 0 onda za proizvoljan skalar a zaklju¢ujemo ovako:
a0+ a0 = a(0+0) = a0. Jos uvijek ne znamo koliko iznosi a0, ali to je neki
vektor iz V' pa, prema (3) iz definicije postoji vektor njemu suprotan.
Dodamo li —(a0) objema stranama dobivene jednakosti, slijedi a0 = 0.

Obratno, pretpostavimo da vrijedi aa = 0. Ako je &« = 0, nema se §to
dokazivati. Ako o # 0 onda postoji o' € F pa jednakost ca = 0 mozemo
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mnoziti s a~!. Prema upravo dokazanom, rezultat je ! (aa) = 0. Koristeéi
svojstva (5) 1 (8) iz definicije[2.1.4, odavde dobivamo a = 0.
Sliéno se dokazuju i ostale tvrdnje, pa daljnje detalje izostavljamo. O

Sve cetiri tvrdnje prethodne propozicije su o¢ite u vektorskim prostorima
radijvektora V2(0) i V3(0). No u formalnom dokazu se nismo smjeli oslo-
niti niti na koji konkretan primjer vektorskog prostora, ve¢ nam je jedino
sredstvo na raspolaganju bio skup uvjeta iz definicije Zato se metoda
dokaza i svela iskljuc¢ivo na formalno manipuliranje s definicionim uvjetima.

Poruka je prethodne propozicije da u svakom vektorskom prostoru zaista
vrijede pravila na kakva smo navikli pri racunanju s brojevima. Zato ¢emo
u daljnjem i uvjete (1)-(8) iz definicije i pravila dokazana u propoziciji
[2.1.5 koristiti presutno, bez eksplicitnog citiranja. Nakon svega, mozemo ne-
formalno reéi da je vektorski prostor struktura na kojoj su zadane binarna
operacija zbrajanja i operacija mnozenja vektora (tj. elemenata prostora)
odabranim skalarima (tj. ¢lanovima odabranog polja), a obje operacije za-
dovoljavaju uobicajena rac¢unska pravila.

2.2. Baza i dimenzija.

Definicija 2.2.1. Neka je V' vektorski prostor nad F. Izraz oblika aja; +

agas + ...+ agag, pri ¢emu je aj,az,...,ar € V, aj,a,...,ar € F i
k € N, naziva se linearna kombinacija vektora aq, as, ..., ax s koeficijentima
Q1,09,. .., Q.

Uocimo da je linearna kombinacija pojam definiran samo za konacno
mnogo vektora. To je uvijek dobro definiran vektor iz V koji ne ovisi o
poretku vektora koje kombiniramo (jer zbrajanje u V' je komutativno), niti
su potrebne zagrade koje bi naznacavale redoslijed zbrajanja (jer zbrajanje
u V je asocijativno).

Cesto aar + asas + . .. + agag zapisujemo ekonomicnije kao Zle o;a;.

Definicija 2.2.2. Neka je V vektorski prostor nad F i S = {aj,aq,...,ax},
k € N, konacan skup vektora iz V. Kazemo da je skup S linearno nezavisan
ako vrijedi
k
(1) al,ag,...,akelﬁ‘,Zaiai:0:>o¢1:a2:...:ak:0.
i=1
U suprotnom kazemo da je skup S linearno zavisan.

Smisao ove definicije postaje o¢it u usporedbi s tvrdnjama korolara [1.1.7
U njima smo pokazali da se nekolinearnost, odnosno nekomplanar-
nost radijvektora moze algebarski opisati upravo implikacijom (1) iz pret-
hodne definicije. U tom smislu je onda prirodno i u opcoj, apstraktnoj
situaciji zamisljati da vektori linearno nezavisnog skupa S, zadovoljavajuéi
uvjet (1), zauzimaju "razlic¢ite smjerove”.
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Napomena 2.2.3. (a) Istaknimo jos jednom puni smisao prethodne definicije:
za svaki konacan skup S = {aq,as, ..., ar} vektora u V linearna kombinacija
Zle oza; = 0 ée ocito biti jednaka 0 odaberemo li koeficijente v = ag =

. = a = 0. Linearna nezavisnost skupa S znaci da je to jedini nacin
kako mozemo dobiti 0 linearno kombinirajuéi elemente skupa S. Drugim
rije¢ima, nulvektor se moze prikazati kao linearna kombinacija elemenata

skupa S samo na taj, trivijalan nacin gdje je o; =0, Vi =1,... k.
(b) Linearno zavisni skupovi su, po definiciji, oni koji nisu nezavisni.
Eksplicitno, S = {a1,as,...,ax} je linearno zavisan ako

k
Jdo, ..., 0 € F takvi da o # 0 bar za jedan j € {1,2,...,k} i Zaiaizo.
i=1

U ovom slucaju, dakle, nulvektor mozemo iskazati kao linearnu kombinaciju
vektora skupa S i na neki netrivijalan nacin.

(c) Najcesce atribut linearno ispustamo pa govorimo o nezavisnim, odno-
sno zavisnim skupovima.

(d) Za svaki a € V, a # 0, jedno¢lan skup {a} je nezavisan. Ovo je ocito
iz propozicije (1)

(e) Svaki skup koji sadrzi nulvektor je zavisan. Zaista, ako je npr. a; = 0,
onda je o¢ito 1-0+0-a2+ ...+ 0-ax = 0 i, kako je prvi koeficijent razli¢it
od 0, skup je zavisan.

(f) Zavisnost, odnosno nezavisnost ne ovisi o poretku vektora u proma-
tranom skupu S. To je direktna posljedica komutativnosti zbrajanja u vek-
torskom prostoru.

(g) Svaki neprazan podskup nezavisnog skupa je nezavisan. Da to pokaze-
mo, uzmimo nezavisan skup S = {a1,as,...,a;} i promotrimo njegov pod-
skup T' = {a1,a2,...,a;}, | < k. (Uzimajuéi ovakav podskup 7" ne gubimo
na opéenitosti jer S, zahvaljujuéi prethodnoj opasci (f), uvijek mozemo pre-
numerirati, tj. zapisati njegove elemente u drugacijem poretku). Neka sada
vrijedi 22:1 a;a; = 0. Posebno, odavde je i 22:1 @;a;+0-a41+...+0-a =
0. Sad pak iz nezavisnosti skupa .S zaklju¢ujemo da su svi koeficijenti u ovoj
linearnoj kombinaciji nuzno jednaki 0; posebno je a; = ... = ay = 0.

(h) Izravno iz prethodne tvrdnje slijedi: svaki nadskup zavisnog skupa je
zavisan.

Nije sasvim precizno govoriti o nezavisnim i zavisnim vektorima (te zato
definicija i govori o nezavisnim i zavisnim skupovima). Sljede¢a propo-
zicija pokazuje, medutim, kako ima smisla za vektore zavisnog skupa govoriti
da su medusobno zavisni.

Propozicija 2.2.4. Skup S = {a1,as9,...,ar}, k > 2, u vektorskom pros-

toru V' je linearno zavisan ako i samo ako postoji j € {1,2,...,k} takav da
je aj linearna kombinacija preostalih elemenata skupa S.
Ako je skup S = {ai,aq,...,ax}, k > 2, linearno zavisan, ureden, te ako

je a1 # 0, onda postoji | € {2,...,k} takav da je a; linearna kombinacija
svojih prethodnika u skupu S, tj. vektora ay,as,...,a;_1.
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Dokaz. Ako za neki a; vrijedi a; = anar +...+aj_1aj-1 +ajp1a41 +. ..+
apay onda mozemo pisati i aar + ... + aj_1aj-1 + (—1)a; + ojp1a41 +
...+ agar, = 0, a to upravo znaci (usp. (b) u prethodnoj napomeni) da
je S zavisan. Obratno, ako je skup S linearno zavisan, tada po defini-
ciji postoje koeficijenti a;, ¢ = 1,2,...,k, koji nisu svi jednaki 0, takvi
da je >, joa; = 0. Ako je npr. a; # 0, odavde ocito slijedi a; =
— e YT iay — Y cia

Za dokaz druge tvrdnje uzmimo opet netrivijalnu linearnu kombinaciju
skupa S koja je jednaka 0: Zle a;a; = 0. Oznacimo s [ indeks sa svojstvom
o #0,0;=0,i=1+1,...,k (smisao je da odredimo posljednji netrivijalni
koeficijent). Sada mozemo pisati i Zlizl a;a; = 0. Primijetimo da je [ > 1.
Ako bi, naime, bilo [ = 1 onda bismo imali a; # 0, a prethodna jednakost
bi glasila aja; = 0. No tada bi iz propozicije [2.1.5(1) slijedilo a; = 0 §to
je kontradikcija s pretpostavkom. Konacno, jer je [ > 1, iz 22:1 a;a; = 0

ocito slijedi a; = _0%1 i;% o;a;. O

Prethodna propozicija daje jednostavan kriterij za utvrdivanje zavisnosti
danog skupa. Posebno, kad je skup zavisan, bar jedan vektor se sigurno
moze izraziti kao linearna kombinacija ostalih. U tom smislu druga tvrdnja
je vrijedno profinjenje ove konstatacije: ako znamo da je skup S zavisan, ako
poredak njegovih elemenata drzimo fiksnim te ako znamo da je prvi vektor
netrivijalan (tj. razli¢it od 0) onda, Stovise, postoji element u S koji se moze
prikazati ¢ak kao linearna kombinacija svojih prethodnika. Primijetimo da
se pretpostavka a; # 0 u ovoj, drug(i tgdg’i propozicije ne moze izostaviti.
To je ocito kad promotrimo skup {0, i, 5 } u V2(O); taj skup je zavisan
jer sadrzi 0, a unjemu niti jedan element nije moguce prikazati kao linearnu
kombinaciju prethodnika.

Primjer 2.2.5. Koriste¢i prethodnu propoziciju u mnogim primjerima je
sasvim lagano utvrditi zavisnost nekog skupa - ako se jednostavnim uvidom
mozemo uvjeriti da je neki element linearna kombinacija ostalih. Takav je,
na primjer, slu¢aj sa skupom {(1,1,0),(0,0,1),(1,1,1)}.

Isto tako, ponekad je evidentno da se niti jedan element danog skupa
ne moze prikazati kao linearna kombinacija ostalih; tada je, opet prema
prethodnoj propoziciji, taj skup nezavisan. Tako je, na primjer, sa skupom
{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} u R%.

Medutim, ako nije odmah ocito kakav je karakter nekog zadanog skupa,
onda je svakako mnogo jednostavnije provjeriti definicioni uvjet (jer u pita-
nju je analiza samo jedne jednakosti), nego ispitivati je li ispunjen nuzan i
dovoljan uvjet zavisnosti iz prve tvrdnje prethodne propozicije

Primjer 2.2.6. U prostoru polinoma P, skup {1,¢,¢2,...,t"} je nezavisan.
Argumentirati mozemo ovako: smatrajmo skup uredenim, uo¢imo da je prvi
element netrivijalan. Kad bi sada taj skup bio zavisan, postojao bi u njemu,
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prema drugoj tvrdnji propozicije [2.2.4] element koji bi bio linearna kombi-
nacija svojih prethodnika. No, usporedimo li stupnjeve polinoma na lijevoj
i desnoj strani te hipoteticke jednakosti, vidimo da je ona nemoguca.

Linearna nezavisnost je, kako smo vidjeli, apstraktno poopéenje pojmova
nekolinearnosti, odnosto nekomplanarnosti koje poznajemo iz prostora ra-
dijvektora. Razmatranja o bazama prostora radijvektora namecéu pitanje
mozemo li i u proizvoljnom vektorskom prostoru pomocu elemenata neza-
visnog skupa izraziti svaki drugi vektor prostora. No, odmah je jasno da
sama nezavisnost nije dovoljna - primjer skupa { i, j } u V3(O) to poka-
zuje ve¢ na prvi pogled.

Definicija 2.2.7. Neka je V vektorski prostor nad poljem Fi S C V, S # 0.
Linearna ljuska skupa S oznacava se simbolom [S] i definira kao

k
(2) [S] :{Zaiai ca; €Fa; € S,k € N}
i=1
Dodatno, definira se [()] = {0}. (Ponekad se koristi i oznaka span(S).)

Linearna ljuska nepraznog skupa S je, dakle, skup svih moguéih linearnih
kombinacija elemenata skupa S. Uo¢imo da u definiciji nema ograni¢enja na
broj elemenata skupa S; on moze biti i beskonac¢an. No u svakom sluc¢aju, u
definiciji linearne ljuske uzimaju se u obzir samo konaé¢ne linearne kombina-
cije elemenata iz S. Primijetimo da je uvijek S C [S]; naime svaki element
s € S je prikaziv u obliku s = 1- s, a ta jednoclana linearna kombinacija po
definiciji spada u [S]. U praksi je najéesée [S] mnogo veéi skup od S - to je
vrlo jasno vidljivo kad je, na primjer, skup S konacan.

Ako je S konacan, recimo S = {aj,aq,...,a,}, onda se prethodna defini-
cija svodi na

[S] = {Z o;a; oy € F}

Primjer 2.2.8. Promotrimo u prostoru R? vektore a; = (1,7,0) i ay =
(—1,2,0). Tvrdimo da je tada [{a1,a2}] = {(z,9,0) : z,y € R}.

Ocito, [{a1,a2}] C {(x,y,0) : x,y € R}. Da dokazemo obratnu inkluziju,
uzmimo proizvoljan ¢lan (x1,x9,0) skupa {(z,y,0) : z,y € R}. Da bismo
dokazali da je (z1,x2,0) € [{a1,a2}] moramo pokazati da postoje skalari
a1, a0 € R za koje ¢e vrijediti (z1,x2,0) = apa; + azag, to jest takvi da je
a1(1,7,0)+az(—1,2,0) = (z1,22,0), odnosno oy —ae = 1 1 Tag + 29 = wo.
Lako se izra¢una da je rjeSenje oy = %l’l + %ZCQ, g = —gxl + %.7}2.

Definicija 2.2.9. Neka je V vektorski prostor i S C V. Kaze se da je S
sustav izvodnica za V' (ili da S generira V') ako vrijedi [S] =V .

Smisao definicije je sljedeéi: jasno je da za svaki S C V vrijedi [S] C V.
Jednakost iz definicije je, dakle, ekvivalentna obratnoj inkluziji i poanta je
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upravo u tome. Skup S je sustav izvodnica za V ako se svaki vektor iz
V nalazi u [S], tj. ako se svaki vektor iz V moze prikazati kao linearna
kombinacija elemenata skupa S.

Odmah je jasno da je svaki nadskup sustava izvodnica takoder sustav
izvodnica za isti prostor. No, dodavanje vektora u sustav izvodnica niti
nije interesantno; uostalom ekstremni primjer je ¢itav prostor V koji je, po
definiciji, sustav izvodnica za sebe sama. Pozeljno je na¢i ¢im manji sustav
izvodnica te time moci opisati sve vektore prostora sa $to manje elemenata
(koji taj sustav izvodnica konstituiraju). No, redukcija sustava izvodnica je
delikatna zadaca.

Primijetimo u prolazu da je upravo obratno s linearnom nezavisnoséu:
podskup nezavisnog skupa je uvijek nezavisan, no nadskup nezavisnog skupa
moze i ne mora biti nezavisan (usp. napomenu ( g) 1 propoziciju .

Pogledajmo skup {(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} C R*. Taj
je otito sustav izvodnica za prostor R*. Izostavimo li, medutim, bilo koji
njegov element, tako dobiven skup evidentno viSe necée biti sustav izvodnica.

Drugacije je sa skupom

10 0 1 00 1 2 00
s=os ] [ool (Va1 8] [0 D
u prostoru Ms. Lako se provjeri da je S sustav izvodnica za Ms. Izostavimo

S 0 o o . . .
li iz njega { 0 1 }, dobiveni skup vise nije sustav izvodnica. Medutim, S
1 0 bit ¢e novi, manji sustav izvodnica za Ma.

Prirodno je pitanje: mozemo li kontrolirano smanjivati dani sustav izvod-
nica s ciljem da reducirani skup i dalje bude sustav izvodnica?

bez matrice [

Propozicija 2.2.10. Neka je S sustav izvodnica za vektorski prostor V te
neka u S postoji vektor x koji se moze prikazati kao linearna kombinacija
(nekih drugih) elemenata iz S. Tada je i S\ {x} sustav izvodnica za V.

Dokaz. Pretpostavimo da je x = > " | \jx; pri emu je x; € S, x; # x, i =
1,2,...,n.

Uzmimo sada proizvoljan v € V. Trebali bismo v prikazati kao linearnu
kombinaciju vektora iz S\ {z}. Kako je S sustav izvodnica za V', postoje
k € N, skalari a7, ..., a4 i vektori a1,...,a; € S takvida je v = Z§:1 aja;.
Ako su svi a; u ovom prikazu razliciti od x, nema se sto dokazivati. Ako je
pak neki a; jednak vektoru  (uzmimo konkretnosti radi da je a; = z), onda

uvrstavanjem prve relacije u drugu slijediv = oq > 4 )\ixi+2§:2 aja;. O
Sada je teren pripremljen za uvodenje pojma baze vektorskog prostora.

Definicija 2.2.11. Konac¢an skup B = {b1,bs,...,b,}, n € N, u vektorskom
prostoru V' se naziva baza za V ako je B linearno nezavisan sustav izvodnica

za V.
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Baza vektorskog prostora je, dakle, konacan skup koji ima dva svojstva:
nezavisan je te ¢ini sustav izvodnica. Primijetimo da su ova dva svojstva
logicki nezavisna: skup moze imati oba ta svojstva, ili samo jedno (jedno ili
drugo), ili pak niti jedno. To demonstriraju sljedeéi primjeri u prostoru R3:

{(17 L, 1)7 (13 L, 0)’ (1’ 0, 0)}7

((L1,1), (1,2, D)},

{(17 0, 0)7 (17 L, 0)7 (0’ 1, 1)7 (1’ L, 1)}’

{(1,1,0),(1,-1,0),(2,3,0)}.

Uoc¢imo da na apstraktnoj razini navedena definicija opisuje i baze pros-
tora V2(0) i V3(0). Drugacije receno, baze tih prostora zadovoljavaju ovu
definiciju. Zaista, dvoclani skupovi nekolinearnih radijvektora u V?2(0) i
troclani skupovi nekomplanarnih vektora u V3(O) su linearno nezavisni sus-
tavi izvodnica za te prostore.

Jednako je vazno da se baze vektorskih prostora u funkcionalnom smislu
ponaaju isto kao baze prostora radijvektora. O tome govori sljedeéi teorem.

Teorem 2.2.12. Neka je V wvektorski prostor nad poljem F, te neka je B =
{b1,ba,...,bp} baza za V. Tada za svaki vektor v € V postoje jedinstveno
odredent skalari a,...,an € F takvi da vrijedi v = E?:l o b;.

Dokaz. Jer je B sustav izvodnica za V, svaki vektor v € V dopusta prikaz
u obliku v = 377" | a;b;.

Ako bi za neki v € V vrijedilo v = Y | a;b; 1 takoder v = Y 1 | Bib;
oduzimanjem bismo dobili Y 7" | (e — B;)b;i = 0. Jer je skup B i linearno
nezavisan, odavde po definiciji slijedi o; — 5; =0, Vi =1,2,...,n. ([

Teorem je fundamentalan rezultat linearne algebre. Smisao je u
tome da svaki vektor danog prostora mozemo na jedinstven nacin predociti
kao linearnu kombinaciju vektora baze. Na ovaj se nacin svaki problem
i svaki ra¢un u tom prostoru moze svesti na operiranje s kona¢no mnogo
(baznih) vektora.

Primjer 2.2.13. (a) Skup {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} je baza prostora R3.
Uocimo takoder da je isti skup i baza kompleksnog prostora C3.

(b) Opéenito, u prostoru R™ promotrimo vektore e; = (1,0,0,...,0),
es = (0,1,0,...,0),..., e, = (0,0,0,...,1) (dakle, i-ta komponenta vektora
e; iznosi 1, a sve ostale komponente su jednake 0, i = 1,2,...,n). Skup
{e1,e2,...,e,} je baza prostora R™. Jasno je da je isti skup i baza prostora
cn.

(c) U prostoru matrica M,,, promotrimo skup £ = {E;; : i =1,2,...,m,
Jj=1,2,...,n} gdje su koeficijenti matrice F;; = [e] danise;; = liey =0
¢im je k # i ili | # j. (Dakle, matrica F;; ima jedinicu na presjeku i-tog
retka i j-tog stupca, a svi ostali njezini koeficijenti iznose 0.) Skup F je baza
za M.

(d) {1,t,£2,...,t"} je baza prostora P,.
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(e) I SkupOVi {(17 17 1)7 (17 17 0)7 (17 07 0)} i {(27 17 0)7 (L 17 7)7 (_L _37 3)}
su baze prostora R3.

U svim ovim primjerima se lako utvrdi da su navedeni skupovi i linearno
nezavisni i sustavi izvodnica; stoga je provjera izostavljena.

Baze u primjerima (a), (b), (c), (d) zovu se standardne ili kanonske baze
navedenih prostora. To je zato Sto se svaki vektor tih prostora prirodno
prikazuje kao linearna kombinacija elemenata ovih baza. Primjerice, za x =
(x1,22,...,2,) € R, ocito vrijedi z = Y " | z;e;. Slicno, ako je A = [a;;] €
Mnp, odmah vidimo da vrijedi A = )", 2?21 ai; Eij.

Primjeri (e) nisu standardni. Zelimo li prikazati vektor = = (z1, z2, x3) €
R3 kao linearnu kombinaciju vektora jedne ili druge navedene baze, oéito
¢emo trebati rijesiti sustav od tri linearne jednadzbe s tri nepoznanice. Pri-
mijetimo: teorem jaméi da ¢ée u obje navedene baze, i to za svaki
vektor x, rjeSenje dobivenog sustava biti jedinstveno.

Prethodni primjeri pokazuju da vektorski prostori kojima se najcesée ba-
vimo posjeduju bazu. Stovise, iz posljednjeg primjera vidimo (Sto nam je
dobro poznato u prostorima radijvektora) da vektorski prostor moze imati
i mnogo razli¢itih baza.

Egzistencija baze u proizvoljnom vektorskom prostoru je, medutim, netri-
vijalno pitanje. U prvom redu, uo¢imo da je po nasoj definiciji baza konacan
skup. Implicitno, time smo zapravo nasa razmatranja ogranicili samo na
jednu, doduse dovoljno Siroku klasu prostora.

Definicija 2.2.14. Kaze se da je vektorski prostor V' kona¢nodimenzionalan
ili konacnogeneriran ako postoji neki konacan sustav izvodnica za V.

Cesée je u uporabi termin "kona¢nodimenzionalan” iako treba primijetiti
da taj termin u svom sadrzaju nema nista s pojmom dimenzije (uostalom,
koncept dimenzije jos nismo ni uveli).

Prethodno navedeni primjeri eksplicitno pokazuju da su prostori R™, C",
Mn, P, konaé¢nodimenzionalni.

Nasuprot tomu, prostor P nije kona¢nodimenzionalan, tj. nema konacnih
sustava izvodnica. Da bismo to pokazali, pogledajmo proizvoljan konacan
skup S = {p1,p2,...,pn}, n € N, u P. Oznacimo s k; stupanj polinoma
pi, © = 1,2,...n. Neka je k = max {ky, ko,...,k,}. Sada je jasno da svaki
polinom p koji se moze izraziti kao linearna kombinacija elemenata skupa S
ima stupanj najvise k. To o¢ito povlaéi da je [S] # P; drugim rije¢ima, S
nije sustav izvodnica za P.

Kaze se da je P, kao i svi drugi takvi prostori, beskona¢nodimenzionalan.
U daljnjim razmatranjima ogranicit ¢emo se samo na kona¢nodimenzional-
ne prostore. Beskona¢nodimenzionalne prostore spominjat ¢emo uglavnom
samo u komentarima i pojedinim primjerima, isklju¢ivo s namjerom da na-
glasimo kako su pojedini rezultati ekskluzivna svojstva kona¢nodimenzio-
nalnih prostora.

Sad mozemo dokazati jos jedan od fundamentalnih rezultata. Prvo je na
redu jedna sama za sebe korisna propozicija.
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Propozicija 2.2.15. Neka je S = {aq,aq9,...,an}, m € N, sustav izvodnica
za vektorski prostor V% {0}. Tada postoji baza prostora V' koja je podskup
skupa S.

Dokaz. Ako je skup S linearno nezavisan, nema se §to dokazivati. Ako je
zavisan, prema prvoj tvrdnji propozicije postoji neki a; € S koji
je linearna kombinacija preostalih vektora skupa S. Sad smo u uvjetima
propozicije i skup S\ {a;} je sustav izvodnica za V. Ako je taj skup
nezavisan, ujedno je i baza za V i dokaz je gotov.

Ako je pak S\ {a;} zavisan, opet prema propoziciji postoji neki
njegov ¢lan, recimo ag, koji je linearna kombinacija preostalih ¢lanova tog
skupa. Ponovnom primjenom propozicije zakljucujemo da je (S \
{a;})\ {ar} = S\ {a;,a;} sustav izvodnica za V.

Postupak nastavljamo sve dok nakon nekog koraka (tj. izbacivanja nekog
vektora) ne dobijemo nezavisan skup. Bitno je uociti da je nakon svakog
koraka skup koji dobivamo izbacivanjem nekog vektora sustav izvodnica.

U najgorem slucaju, kad bismo izveli m — 1 korak, ostali bismo s jed-
noclanim skupom, recimo {a;} koji bi, po konstrukciji, takoder bio sustav
izvodnica za V. No taj jednoc¢lan skup ¢e tada nuzno biti linearno nezavisan,
pa dakle i baza za V. U protivhom bi, naime, prema napomeni ( d),
vrijedilo a; = 0. To je, medutim, nemoguce jer {a;} je sustav izvodnica za
V', a prema pretpostavci je V' # {0}. O

Napomena 2.2.16. Postupak koji smo primijenili u proslom dokazu naziva
se redukcija sustava izvodnica do baze.

Teorem 2.2.17. Svaki konacénodimenzionalan vektorski prostor V. # {0}
ima bazu.

Dokaz. Po definiciji, V' ima bar jedan konacan sustav izvodnica. Uzmimo
jedan takav skup S = {a1,aq9,...,a,} 1 na njega primijenimo prethodnu
propoziciju. O

Uoc¢imo da smo iz tvrdnje prethodnog teorema zaista morali izostaviti nul-
prostor. Naime, po definiciji je {0} kona¢nodimenzionalan, no taj prostor
nema niti jednu bazu naprosto zato jer nema linearno nezavisnih podsku-
pova.

Veé smo i u prostorima radijvektora vidjeli da vektorski prostor moze
imati vise baza. Indikativno je da svaka baza prostora V2(0O) dvoclani skup,
a da se svaka baza prostora V3(0) sastoji od to¢no tri vektora.

Lema 2.2.18. Neka je B = {by,bs,...,b,} sustav izvodnica za vektorski
prostor V, te neka je A ={ai,as,...,ar} CV linearno nezavisan. Tada je
k<n.

Dokaz. Pogledajmo skup B = {a1,b1,bo,...,b,}. Jer je B sustav izvod-
nica za V', element a; se moze prikazati kao linearna kombinacija elemenata
skupa B; drugim rije¢ima, a; se moze prikazati kao linearna kombinacija
preostalih elemenata skupa Bj. Zato je, prema propoziciji skup Bj
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zavisan. UoCimo da njegov prvi element, a1, nije nulvektor jer a; dolazi iz
nezavisnog skupa A. Mozemo, dakle, primijeniti drugu tvrdnju propozicije
W postoji neki element skupa B, recimo b;, koji je linearna kombinacija
svojih prethodnika.

U drugu ruku, uo¢imo da je skup Bj sustav izvodnica - jer je nadskup
sustava izvodnica B. Sad pak iz propozicije zakljucujemo da je i skup
Bl = Bi \ {bl} = {al, bl, ey bifl, bi+1, PN ,bn} sustav izvodnica za V.

Ako je ovime skup A iscrpljen (tj. ako je bilo £ = 1), dokaz je gotov. U pro-
tivnom, uzmimo as i uvrstimo ga kao prvi element u skup B;. Promotrimo
dobiveni skup B = {ag,a1,b1,...,bi—1,bi+1,...,by}. Ponovimo argumen-
taciju iz prethodnog koraka: B} je zavisan jer je njegov element ag linearna
kombinacija preostalih njegovih elemenata (to je zato sto je By bio sustav iz-
vodnica). Nadalje, prvi element skupa B}, ag, nije nulvektor pa opet prema
pmpozz’cz’ji postoji neki vektor u BY koji je linearna kombinacija svojih
prethodnika. Neka je to b;. (Primijetimo da to svakako nije a; jer bi relacija
a1 = Aag proturjecila pretpostavljenoj nezavisnosti skupa A.) Sad ”izba-
cimo” taj vektor b;. Promotrimo nastali skup By = ({a2,a1} U B)\ {b;, b;}.
Na kraju, uot¢imo da je taj skup sustav izvodnica; to opet slijedi iz pro-
pozicije jer Bs je nastao izbacivanjem ”zavisnog” vektora iz sustava
izvodnica B) (a B) jest sustav izvodnica jer je nadskup sustava izvodnica
By).

Postupak nastavimo. Uo¢imo da smo nakon r-tog koraka ubacili u origi-
nalni sustav izvodnica B r elemenata skupa A, izbacili r elemenata skupa
B, i ostali sa skupom B, koji je takoder sustav izvodnica za V. Pritom ne
moze biti da je skup B iscrpljen u r < k koraka. Kad bi tako bilo, sustav
izvodnica B, bi se sastojao isklju¢ivo od elemenata skupa A, te bi preostali
elementi iz A bili njihove linearne kombinacije. No to je kontradikcija s
nezavisnoséu skupa A.

Ocito ¢ée nakon k-tog koraka skup A biti iscrpljen i, kako smo u tih k
koraka detektirali (i izbacili) k razli¢itih elemenata skupa B, jasno je da
vrijedi k£ < n. O

Teorem 2.2.19. Neka je V # {0} konacénodimenzionalan vektorski prostor.
Sve baze prostora V' su jednakobrojne.

Dokaz. Neka su A 1 B baze za V. Ozna¢imo broj njihovih elemenata s k,
odnosno n. Kako je A nezavisan, a B sustav izvodnica, prethodna lema
povlaéi kK < n. No, B je takoder nezavisan, dok je A isto tako sustav
izvodnica; zato lema daje i n < k. ([

Prethodni teorem je posljednji u nizu pokazatelja na temelju kojih za-
kljuc¢ujemo da je nasa definicija baze vektorskog prostora uspjela. I vise od
toga; imajuéi na umu broj elemenata svih baza u V2(0) i V3(0), sada je
logi¢no definirati pojam dimenzije na sljede¢i nacin:
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Definicija 2.2.20. Neka je V # {0} kona¢nodimenzionalan vektorski pros-
tor. Dimenzija prostora V se definira kao broj elemenata bilo koje njegove
baze. Dodatno, uzima se da je dimenzija nulprostora 0.

Pojam dimenzije je dobro i konzistentno definiran jer svaki konacnodi-
menzionalan prostor razli¢it od {0} ima bazu (teorem[2.2.17), a sve njegove
baze imaju jednako mnogo elemenata (teorem .

Dimenzija prostora V standardno se oznacava s dim V. Iz primjera
odmah proizlazi: dimR" = dim C"” = n, Vn € N, dim M,,,,, = mn, Ym,n €
N, dim P, =n+1,Vn € N.

Uocimo da sada sintagma kona¢nodimenzionalan prostor poprima i ”kon-
kretnije” znacenje. Naime, po definiciji, kona¢nodimenzionalni prostori su
oni koji posjeduju konacne sustave izvodnica. No, nakon teorema
znamo da takvi prostori, svi osim {0}, imaju i (konac¢nih) baza, a to, po
prethodnoj definiciji, zna¢i da im je dimenzija kona¢na. Tu ¢injenicu ¢esto
¢emo u nastavku pisati kao dim V' < oo.

Diskusiju o bazama zavrsit ¢emo propozicijom podjednako korisnom i u
teoriji i pri rjeSavanju konkretnih problema.

Sjetimo se da propozicija osigurava da se svaki konacan sustav
izvodnica moze reducirati do baze. Tvrdnja naredne propozicije je, u izvje-
snom smislu, dualna.

Propozicija 2.2.21. Neka je A = {ay,aq9,...,ar}, k € N, linearno nezavi-
san skup u konacnodimenzionalnom prostoru V. Tada se A moZe nadopuniti
do baze.

Dokaz. Ako je A i sustav izvodnica za V', nema se Sto dokazivati. Pretpos-
tavimo stoga da nije. Sad nam je zadac¢a naéi neki nadskup skupa A koji ¢e
biti baza za V.

Odaberimo proizvoljnu bazu B = {b1,ba,...,b,} za V; to mozemo na
temelju teorema Implicitno, ovime smo oznagcili dim V = n.
Promotrimo skup AU B = {ay,...ak, b1,...,b,}. OCito je zavisan jer se

bar jedan njegov element moze prikazati kao linearna kombinacija ostalih
(takav je svaki a; zato jer je skup B baza). Osim toga, a; # 0, jer skup A je
nezavisan pa ne moze sadrzavati nulvektor. Prema drugoj tvrdnji propozicije
zato postoji vektor skupa A U B koji se moze prikazati kao linearna
kombinacija svojih prethodnika u tom skupu. To, naravno, ne moze biti
nikoji a; zbog pretpostavljene nezavisnosti skupa A. Neka je b; neki takav
element koji je prikaziv kao linearna kombinacija svojih prethodnika u AUB.

Pogledajmo skup (AUB)\{b;}. Nastao je izbacivanjem vektora b; iz skupa
AU B. Jer je AU B sustav izvodnica (naime, nadskup je sustava izvodnica
B) i jer je bj prikazan pomocu ostalih njegovih elemenata, propozicz’ja
jamci da jei (AU B) \ {b;} sustav izvodnica za V.

Ako je (AUB)\ {b;} nezavisan, gotovi smo. Ako nije, postupak ponovimo.
U ovom, drugom koraku svi argumenti su identi¢ni prethodnima, a na kraju,
nakon izbacivanja nekog b;, ostajemo sa skupom (AU B)\ {b;, b;} koji je jos
uvijek sustav izvodnica za V.
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Evidentno, nakon to¢no k koraka ovim postupkom dolazimo do baze pros-
tora V koja sadrzi ¢itav skup A. O

U praksi se postupak nadopunjavanja nezavisnog skupa do baze provodi
tocno kao u prethodnom dokazu.

Primjer 2.2.22. Uocimo skup A = {a; = (1,1,1,1),a2 = (1,1,-1,-1)} u
prostoru R*. O¢ito je A nezavisan pa ga mozemo prosiriti do baze. Uzmimo
kanonsku bazu E = {e1,ea,e3,e4} iz primjera i promotrimo uniju
AUE = {a1,a2,e1,€e2,e3,e4}. Taj je skup zavisan sustav izvodnica i sad,
kao u proslom dokazu, moramo u njemu detektirati vektore koji su linearne
kombinacije svojih prethodnika.

Najprije rjeSavamo jednadzbu e; = Aja; + A2az. Kad izjednac¢imo od-
govarajuée komponente (¢ime dobivamo sustav od ¢etiri linearne jednadzbe
s dvije nepoznanice) odmah vidimo da rjeSenja nema. Zakljucujemo da e;
nije moguce prikazati kao linearnu kombinaciju prethodnika.

Moze li biti eo = A\ja1 + Aoag + Aze1? Jednostavnim ra¢unom dobivamo
ey = %(al + ag) — ey. Zato vektor e treba izbaciti.

Preostao nam je skup {a1,az,e1,es,e4} pa sada promatramo jednadzbu
e3 = Ara1+XA2a2+Age;. Lako se vidi da rjeSenja nema. Odavde zaklju¢ujemo
da je skup {ai, a2, e1,e3} nezavisan (jer u njemu prvi vektor nije trivijalan
i niti jedan vektor nije linearna kombinacija prethodnika; usp. propoziciju
2.2.4).

Mogli bismo sada rac¢unati i konstatirati da ¢e posljednji vektor, e4, biti
linearna kombinacija ovih vektora, te ¢e stoga i on biti suviSan. No, taj
zakljucak mozemo izvesti i bez ra¢una na temelju sljedeceg korolara

U svakom slucaju, trazena baza je {ai,as,e1,e3}.

Napomena 2.2.23. Postupak prosirenja nezavisnog skupa do baze prostora
nikako nije jedinstven. Najjednostavnije to mozemo vidjeti veé u V2(0).
Odaberemo li netrivijalan vektor @, skup {7} je nezavisan. No sada je

jasno da ¢e skup {@, ?} biti baza za V2(0) ¢im je vektor b nekolinearan
sd.

Tako je i opéenito. Svaki linearno nezavisan skup od k elemenata u pros-
toru V' dimenzije n > k moze se zapravo na beskonatno mnogo nacina
prosiriti do baze za V.

Zelimo li provjeriti da je odredeni skup baza nekog prostora, opéenito
govoredi, treba provjeriti i da je taj skup nezavisan i da je sustav izvodnica.
Kako smo veé vidjeli, ne postoji uzro¢no posljedi¢na veza izmedu ta dva
pojma. Poznajemo li, medutim, dimenziju prostora, sve postaje lakse.

Korolar 2.2.24. Neka je V wvektorski prostor, te neka je dimV =n < oco.
(i) Svaki linearno nezavisan skup w V ima n ili manje elemenata. Svaki
linearno nezavisan skup u V' koji ima toéno n elemenata je baza za V.
(i) Svaki sustav izvodnica za V ima n ili vise elemenata. Svaki sustav
izvodnica za V' koji ima toéno n elemenata je baza za V.



36 DAMIR BAKIC

Dokaz. (i) Uzmimo linearno nezavisan skup A s k elemenata. Prema propo-
ziciji A se moze dopuniti do baze za V' (ili veé jest baza). Kad bi sad
bilo £ > n dogli bismo u kontradikciju s teoremom Sli¢no, pretpos-
tavimo li da nezavisan skup A s n elemenata nije baza, ponovo propozicija
i teorem daju kontradikciju.

(ii) Dokaz ove tvrdnje je posve analogan s tim da ulogu propozicije
ovdje preuzima propozicija Detalje izostavljamo. O

Primjer 2.2.25. Lagrangeov interpolacijski polinom.

Dobro je poznato da kroz svake dvije tocke u ravnini mozemo povuéi jedins-
tveni pravac. Drugim rije¢ima, ako su dane tocke (z1,y1) i (x2,y2) pri cemu
je 1 # x2, onda postoji jedinstveni polinom prvog stupnja p(x) = ax + b sa
svojstvom p(x1) = y1, p(x2) = y2. Ova se Cinjenica generalizira na sljededi
nacin:

Neka je n > 1 te neka su dane tocke u ravnini (z1,y1), (z2,%2), -y (Tn,Yn)
pri ¢emu su svi z; medusobno razli¢iti. Tada postoji jedinstveni polinom p
¢iji stupanj je manji ili jednak n—1, p € P,,_1, sa svojstvom p(z;) = y;, Vi =
1,...,n. Taj polinom p je dan formulom

 [hickanpzi(® = 24)

ple) = ; H1§k§n;k¢j($j - xk)yj. )

Ovaj polinom p naziva se Lagrangeov interpolacijski polinom.

Da bismo to pokazali, uzmimo najprije da je y1 = yo = ... = yp, =
0. Jedini polinom koji pripada prostoru P,_; i ima ovih n nultocaka je
nulpolinom, a to nam u ovom slu¢aju upravo daje i gornja formula (x).

Sljededi najjednostavniji slucaj je y1 = 1, yo = ... = y, = 0. Ovdje
se trazi polinom p; stupnja najvise n — 1 kojemu su zo, ..., z, nultocke
i koji zadovoljava pi(z1) = 1. Ocito je da p; mora biti oblika pi(x) =
c(x — )+ ...  (x —xp) pri Cemu je ¢ konstanta. Sad iz uvjeta pi(x1) = 1
lagano dobivamo c te izlazi

() = (x —x9) - ... (. — xy) _ [Tiss(z — o)
(z1—22) .o (m1—2n)  [lioa(er —zk)
Jos uoc¢imo da je p; jedini polinom iz P,_; koji zadovoljava postavljene
uvjete.

Potpuno analogno dobivamo: za 1 < j < n, jedini polinom iz prostora
P,,_1 koji zadovoljava p(z;) =11 p(z;) =0, Vi # j, je dan formulom

Y )

Ilichann; (25 — 21)

Pokazimo sada da je skup {p1,p2,...,pn} linearno nezavisan u prostoru
P,_1. Pretpostavimo da je Y ;" | a;p; = 0. Uvrstavanjem tocke z; u lijevu
i desnu stranu ove jednakosti odmah dobivamo «; = 0. To o¢ito mozemo

uciniti za svaki j = 1,...,n, pa je time nezavisnost promatranog skupa
dokazana.

pj(@)
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Sad tvrdimo da je skup {pi1,p2,...,pn} zapravo baza za P,_;. To je
neposredna posljedica prethodnog korolara i ¢injenice (koju otprije znamo)
dim P,_1 = n.

Svaki f € P,_1 zato ima jedinstven prikaz oblika f = Z?Zl a;p;. Po-
sebno, takav prikaz mora imati, ako postoji, i trazeni interpolacijski poli-
nom: p = Z?Zl a;pj. Sada iz uvjeta p(x;) = y;, Vi = 1,...,n, uvrstavanjem
x; u prethodnu jednakost odmah dobivamo «; = y;,Ve = 1,...n. Dakle,
p= Z?:l yjpj- No to je upravo jednakost (x).

Napomena 2.2.26. Korolar[2.2.2] pokazuje da svaki linearno nezavisan skup
u prostoru dimenzije n ima najvise n elemenata. U tom smislu je defi-
nicija linearne nezavisnosti, kako smo je naveli, sasvim zadovoljavajuca za
kona¢nodimenzionalne prostore.

U beskona¢nodimenzionalnim prostorima potrebno je definirati i nezavis-
nost beskonac¢nih skupova. Formalna definicija glasi: kaze se da skup A u
vektorskom prostoru V linearno nezavisan, ako je svaki konac¢an podskup
od A linearno nezavisan.

Primijetimo da ova definicija ima smisla kad je A beskonacan skup, jer
se definicioni uvjet odnosi samo na kona¢ne podskupove, a za takve je po-
jam nezavisnosti veé¢ uveden. Ako je pak A konacan skup, onda napomena
( g) pokazuje da je ovakva definicija nezavisnosti ekvivalentna definiciji

Kao primjer jednog beskona¢nog nezavisnog skupa navodimo skup svih
monoma M = {t" : n € NU{0}} u prostoru P.

Sad se pojam baze za beskona¢nodimenzionalne prostore definira kao i za
prostore kona¢ne dimenzije: baza je svaki linearno nezavisan sustav izvod-
nica. Inace se takve baze zovu algebarske ili Hammelove baze.

Lako se vidi da je skup svih monoma M baza vektorskog prostora P.
Pokazuje se da i svaki beskona¢nodimenzionalan prostor ima bazu; no taj je
dokaz netrivijalan i temelji se na aksiomu izbora.

2.3. Potprostor.

Promotrimo prostor V3(O) i u njemu podskup svih radijvektora éije
zavrsne tocke leze u xy-ravnini. OC&ito je taj podskup zapravo realizacija
prostora V2(0) u zy-ravnini te je, dakle, i sam za sebe vektorski prostor
s istim operacijama koje su definirane na ¢itavom V3(0). Slican fenomen
primjeéujemo i u 7. navedenom primjeru vektorskog prostora. Ovakvu si-
tuaciju, gdje je jedan vektorski prostor smjesten u drugome, htjeli bismo
prouciti u punoj opéenitosti.

Definicija 2.3.1. Neka je V vektorski prostor nad F i M C V, M # (). Ako
jei(M,+,-) vektorski prostor nad I uz iste operacije iz V', kazemo da je M
potprostor od V.
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Uocimo da se izrijekom zahtijeva da M bude vektorski prostor uz operacije
koje su ve¢ definirane na V. U stvari se radi o restrikcijama funkcija + :
VXV —->Vi:FxV —VnaMx M, odnosno na F x M. U tom smislu
se kaze da su operacije na M naslijedene iz V.

Vidjeli smo da se V2(0O) moze shvatiti kao potprostor od V3(0O). Sli¢no,
pogledajmo netrivijalan radijvektor @ € V2(0) i njegovu linearnu ljusku:
{d}] = {\d : A € R}. Lako se vidi da je [{@}] potprostor od VZ(O).
U [{@}] spadaju oni i samo oni radijvektori koji su kolinearni s @. Ako
je @ = OA, to znadi da zavréne tocke svih radijvektora iz [{@'}] leze na
praveu OA. U tom smislu ¢esto se kaze (i zamislja) kako je [{@}] pravac
kroz ishodiste koji prolazi tockom A.

Kad je M potprostor od V, pisat ¢emo M < V.

Jasno je da svaki vektorski prostor ima dva “rubna” potprostora; to su
{0} i sam V. U oba sluc¢aja odmah se vidi da je definicioni uvjet zadovoljen
na trivijalan nac¢in. I kaze se da su ovi potprostori trivijalni. Jasno je da
razli¢iti i od nulprostora i od prostora V.

Pretpostavimo da je V' vektorski prostor te da nam je dan njegov ne-
prazan podskup M. Zelimo li utvrditi je li M potprostor od V, slijedom
definicije[2.3.1) trebali bismo provjeriti zadovoljava li M sve uvjete iz defini-
cije vektorskog postora. No stvarni posao je, zahvaljujuéi iducoj propoziciji,
mnogo manji.

Propozicija 2.3.2. Neka je V' wvektorski prostor nad F 1 M neprazan pod-
skup od V. Tada je M potprostor od V ako i samo ako vrijeds

(i) (Va,be M), a+be M,
(ii) (VaeF), (Vae M), aa € M.

Dokaz. Nuznost navedenih uvjeta je oc¢ita. Da dokazemo dovoljnost trebamo
provjeriti uvjete iz definicije Prema pretpostavci M je neprazan skup,
a pretpostavljeni uvjeti (i) i (ii) upravo jamée da ¢e restrikcije na M opera-
cija definiranih na V' zaista biti preslikavanja s M x M, odnosno F x M s
vrijednostima u M.

Preostaje provjeriti osam uvjeta iz definicije No, odmah se vidi da
su ti uvjeti automatski naslijedeni iz V, te se zapravo i nema $to provjeravati.
Na primjer: zbrajanje svih vektora u V je asocijativno i komutativno pa je,
posebno, asocijativno i komutativno i zbrajanje svih vektora iz M. Dalje,
jer je M neprazan, mozemo uzeti neki a € M. Ako sad primijenimo uvjet
(ii) na vektor a i skalar 0, zaklju¢ujemo da je 0 € M.

Na slican se nac¢in provjere i ostali uvjeti. O

Cesto se tvrdnja prethodne proporzicije izrice tako da se kaze kako je
neprazan podskup M prostora V' potprostor od V ako i samo ako je M
zatvoren u odnosu na zbrajanje i mnozenje skalarima.
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Pogledajmo ponovo skup V' koji se sastoji od svih polinom ¢iji stupanj
iznosi toc¢no n, gdje je n zadan i fiksiran prirodan broj. Veé¢ smo vidjeli da
V' nije vektorski prostor, promatramo li ga uz uobicajene operacije s polino-
mima. Problem je u tome §to V nije zatvoren u odnosu na operaciju zbra-
janja polinoma (jer zbroj dva polinoma stupnja n moze imati nizi stupanj),
a nije zatvoren niti na operaciju mnozenja skalarima (jer 0-p je nulpolinom,
a taj nije stupnja n). Ovom drugom nedostatku mozemo dosko¢iti tako da
umjesto skupa V' promatramo V' U{0}; ovaj je skup sada zatvoren u odnosu
na mnozenje skalarima, no niti on nije zatvoren s obzirom na zbrajanje.

U tom svjetlu sad mozemo ponovo pogledati tvrdnju prethodne propo-
zicije: ona nam kaze da su ovo jedine opstrukcije koje se mogu pojaviti;
¢im je neki neprazan podskup zatvoren u odnosu na obje operacije, on je
automatski potprostor.

Korisno je primijetiti da se uvjeti iz prosle propozicije mogu objediniti:
iduéi korolar jamcéi da je M potprostor ako i samo ako je zatvoren na sve
dvoclane linearne kombinacije vlastitih vektora.

Korolar 2.3.3. Neka je V' wvektorski prostor nad F ¢ M neprazan podskup
od V. Tada je M potprostor od V ako i samo ako vrijedi

(x) Va,B €F), (Va,be M), aa+ b€ M,.

Dokaz. Treba dokazati da je uvjet (k) ekvivalentan uvjetima (i) i (ii) iz
prethodne propozicije.

Pretpostavimo da vrijedi (x). Odaberimo proizvoljne a,b € M. Ako sad
u (*) uvstimo a = = 1, dobivamo upravo (i). Sli¢no dobivamo i (ii) ako
za proizvoljan a € M iskoristimo (x) sa € F, =11ib=0.

Obratno, uzmimo da vrijedi (i) i (ii). Da bismo dokazali (*) uzmimo
proizvoljne a,b € M i «, 5 € F. Sad prvo primijenimo (ii) (na « i a, a onda
na (i b) da zaklju¢imo kako je aa € M i b € M. Preostaje primijeniti
(). O
Napomena 2.3.4. Ako je M <V, onda je, prema prethodnom korolaru, M
zatvoren na dvoclane linearne kombinacije svojih elemenata. Jednostavnim
induktivnim argumentom moze se pokazati da to vrijedi i za sve (naravno,
konacne) linearne kombinacije vektora iz M. Eksplicitno: ako je M <V,
onda za a,...,an €F, a1,...,a, € M in € N vrijedi Y " | cja; € M.

Primjer 2.3.5. Za kvadratnu matricu A = [a;;] € M,, kazemo da je gornje-
trokutasta ako vrijedi a;; = 0, Vi > j. Smisao naziva je sljedeci: za elemente
a1, a22, - - -, any kazemo da tvore dijagonalu kvadratne matrice (od lijevog
gornjeg do desnog donjeg kuta matrice). Koeficijenti a;; za ¢ije indekse
vrijedi ¢ > j nalaze se ispod dijagonale. Ako smo sada propisali da za sve 7 >
J vrijedi a;; = 0, onda su svi znacajni (tj. netrivijalni) koeficijenti matrice A

1 2 3
sadrzani u gornjem trokutu, ukljucujuéi dijagonalu. Matrica | 0 4 5
0 0 6

je primjer gornjetrokutaste matrice.
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Analogno, za matricu B = (b;;) € M, kazemo da je donjetrokutasta ako
vrijedi b;; = 0, Vi < j.

Oznacimo s G, odnosno s D skup svih gornjetrokutastih, odnosno donje-
trokutastih matrica u M,. Sad se laganom primjenom korolara vidi
da vrijedi G < M, kao i D < M,,. Provjerite!

Primjer 2.3.6. Za matrica A = [a;;] € M,,, definiramo transponiranu
matricu A* formulom A" = [b;;] € My, bij = aj;, Vi, j. Smisao je u tome
da retci matrice A predstavljaju stupce matrice A® (i obratno). Ako je,

1 2
npr. A= | 3 4 |, ondaje At = L3 i
5 6 2 4 6

Primijetimo da je za A € M, i A € M,,. Zato sljedeée definicije imaju
smisla: kazemo da je kvadratna matrica A € M, simetricna ako vrijedi
Al = A, dok za matricu B € M,, kazemo da je antisimetri¢na ako vrijedi

1 2 3
B! = —B. Na primjer, matrica A= | 2 4 5 | je simetri¢na. Uo¢imo da
3 5 6

je A zaista simetri¢na s obzirom na dijagonalu. Lako se vidi da je to osobina
svake simetri¢ne matrice, pa odatle i ime.

Oznac¢imo sa S, odnosno A skup svih simetri¢nih, odnosno antisimetri¢nih
matrica u M,. Primjenom korolara lako se pokazuje da sui Si A
potprostori od M,. Provjerite! Prije same primjene korolara korisno
je uociti da vrijedi (A + BB)! = aAl + B3B! za sve skalare «, 3 i sve matrice
A,B e M,.

Primjer 2.3.7. Neka je V' vektorski prostor nad F i S C V. Tada je [S]
potprostor od V.

I ovdje dokaz provodimo primjenom korolara[2.53.3 Odaberimo «, 3 € F i
a,b € [S]. Po definiciji linearne ljuske, vektori a i b su oblika a =" | \iz;
ib= Z;nzl M5y pri Gemu su A;, p; neki skalari, ;,y; neki vektori iz skupa
S, a nim prirodni brojevi. No sada je odmah jasno da je aa + 8b opet
linearna kombinacija nekih vektora iz S, dakle aa + b € [S].

Pojam potprostora definiran je neovisno o dimenziji prostora. Ako pret-
postavimo da je prostor V kona¢nodimenzionalan i da vrijedi dimV = n,
te da je M potprostor od V, bilo bi logi¢no ocekivati da onda vrijedi
dim M < n. Zaista, ako bi skup B = {by,b,...,b,} bio baza za M (Sto
implicitno znaéi da je dim M = m), onda je, posebno, B linearno nezavisan
skup u V, pa prema korolaru slijedi m < n.

Ipak, ovaj argument nije kompletan! Problem je u tome Sto mi a priori
ne znamo da je i potprostor M konacnodimenzionalan (koliko god to bilo
"logi¢no”). Ako bismo prethodno dobili taj podatak, onda bi, medutim,
naSa argumentacija bila besprijekorna. Dokaz koji slijedi je zato korigirana
verzija prethodnog argumenta.
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Propozicija 2.3.8. Neka je V wvektorski prostor takav da je dimV =n <
oo, te neka je M potprostor od V. Tada je dimM < n.
Ako je M potprostor od V' takav da je dimM =n, onda je M = V.

Dokaz. Ako je M = {0} nemamo $to dokazivati.

Uzmimo zato M # {0} i odaberimo a; € M, a; # 0. Kako je M potpros-
tor, prema napomeni imamo [{a;1}] € M. Ako vrijedi [{a1}] = M,
onda je {a;} sustav izvodnica za M (Stovise baza), pa je M konacnodi-
menzionalan. U suprotnom, mozemo naéi az € M \ [{a1}]. Uo¢imo da to
znaci (zbog propozicije da je skup {aj, a2} nezavisan pa, posebno,
korolar [2.2.2]] pokazuje da je dimV > 2. Osim toga, jer je M potpros-
tor, [{a1,a2}] € M. Ako je [{a1,a2}] = M, opet smo gotovi (i vidimo da
je dim M = 2). U suprotnom, postupak analogno nastavimo. U najvise
n koraka dobit ¢emo [{ai,as,...,a,}] = M. Naime, u protivhom bismo
mogli odabrati vektor a,+1 € M \ [{a1,a2,...,a,}], a tada bi, opet zbog
propozz'cije skup {ai,as,...,an,an4+1} bio nezavisan. To je, medutim,
nemogucée zbog korolara

Ovaj posljednji argument ujedno dokazuje i drugu tvrdnju propozicije.

O

Primjer 2.3.9. Izracunajmo dimenzije potprostora iz primjera[2.3.5i[2.3.6,
Za A € G, svi koeficijenti ispod dijagonale iznose 0, dok za elemente na
dijagonalnim mjestima i u gornjem trokutu nema nikakavih ogranicenja.
Ako sada, za proizvoljne 1 <14, j <n, s E;; € M, oznac¢imo matricu koja na
presjeku i-tog retka i j-tog stupca ima jedinicu, a na svim drugim mjestima
nule, lako se vidi da je skup {E;; € M, : i < j} baza za G. Zato je
dimG=1+4+2+...4n= %n(n + 1). Na identi¢an nacin se vidi da vrijedi i
dimD = In(n +1).

Za A € S su svi elementi ispod dijagonale jednoznacno odredeni onima
iznad dijagonale, dok za one iznad dijagonale i na dijagonalnim mjestima
nema ogranicenja. Zato jeiovdje dimS=1+2+...+n = %n(n +1).

Konacno, uoc¢imo da za B = (b;j) € A jednakost b;; = —bj;, Vi, j, pokazuje
da svi dijagonalni koeficijenti moraju biti jednaki 0. Zato je dimA = 1 +
24 ...+ (n—1)=1in(n—1).

Propozicija 2.3.10. Neka je V vektorski prostor te neka su L i M njegovi
potprostori. Tada je ¢ L N M potprostor od V.

Dokaz. Primijenit ¢emo korolar [2.5.3 Uzmimo proizvoljne a,b € LN M i
proizvoljne skalare o i 8. Jer je, posebno, a,b € L i jer je L potprostor,
korolar [2.5.3 povlaci da je aa + b € L. Na isti nacin zakljucujemo da je i
aa+ Bb € M. Zato je aa+ b e LN M. O

Napomena 2.3.11. Ako je M;, i € I, familija potprostora vektorskog pros-
tora V' (pri éemu je indeksni skup I proizvoljno velik, moguée i beskonacan),
onda je i (,c; M; takoder potprostor od V. Dokaz ove tvrdnje je zapravo
identi¢an dokazu prethodne propozicije.
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Uzmimo sada proizvoljan neprazan podskup S vektorskog prostora V.
Tvrdimo da je [S] presjek svih potprostora od V koji sadrze skup S (te je
zato [S] zapravo najmanji potprostor od V koji sadrzi S).

Zaista, oznacimo s L;, ¢ € I, familiju svih potprostora od V koji sadrze
S. Uocimo da ta familija sadrzi barem jedan potprostor, naime, sam V.
Tvrdimo, dakle, da vrijedi [S] = (¢ L.

Da bismo to pokazali, uzmimo najprije proizvoljan = € [S]; po definiciji li-
nearne ljuske znamo da je x oblika x = 2?21 aja; za neke skalare o5, vektore
a; € Sineki k € N. No, kako je S C L;, Vi € I, vrijedi i a; € L;,Vj =
1,...,k, Vi € I. Prema korolaru @sada slijedi z = Z?Zl aja; € L, Vi €
I, a to pokazuje da je = € [;c; Li.

Ovime smo pokazali da vrijedi [S] C (;c; Li- Sad jos uocimo da je i
[S] potprostor od V/ (pm'mjer koji o€ito, po definiciji linearne ljuske,
sadrzi S. To znaci da je [S] jedan od potprostora iz familije L;, i € I;
recimo da je [S] = L;, za neki indeks iy € I. Sada je jasno da vrijedi i
Mier Li € Lig = [S].

Za razliku od presjeka, unija dvaju potprostora nekog vektorskog prostora
gotovo nikad neée biti potprostor. Pogledajmo, na primjer, netrivijalne

radijvektore @, T e V2(0) i jednodimenzionalne potprostore [{@}] i [{7}]
od V2(0). Ako su adib kolinearni, ti se potprostori o¢ito podudaraju.
Akosu @i b nekolinearni, onda [{@}] i [{?}] zapravo predstavljaju dva
pravca kroz ishodiste. Kad bi [{@ }U[{ b‘;] bio potprostor, trebao bi, prema

korolaru sadrzavati i vektor @ + b &to je, ofito, nemoguce.

Opcenito, moze se pokazati da ¢e unija dvaju potprostora biti potprostor
jedino u slucaju kad je jedan od tih potprostora sadrzan u drugom (Sto je
posve nezanimljiva situacija).

Kad ve¢ unija LU M dva potprostora vektorskog prostora V nije potpros-
tor od V', mozemo potraziti najmanji potprostor od V koji tu uniju sadrzi.
To nas dovodi upravo u situaciju kakvu smo razmatrali u prethodnoj napo-
meni.

Definicija 2.3.12. Neka je V' vektorski prostor, te neka su L i M njegovi
potprostori. Suma potprostora L i M oznacava se s L + M i definira kao
L+ M :=[LUM].

Suma potprostora L i M je, dakle, najmanji potprostor istog prostora V
kojisadrzii L i M. Iduéa propozicija otkriva pozadinu naziva suma i oznake
+. Primijetimo usput da je iz definicije jasno kako vrijedi L + M = M + L.
To je vidljivo i iz naredne propozicije.

Propozicija 2.3.13. Neka je V vektorski prostor, te neka su L 1« M njegovi
potprostori. Tada je L+ M ={x+y:x € L,y € M}.

Dokaz. Akojex € Liy € M, onda je x,y € LU M, pa po definiciji linearne
ljuske imamo z +y € [LUM]| =L+ M.
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Obratno, uzmimo v € L 4+ M. Po definiciji sume potprostora, to znaci da
postoje k € N, vektori v1,ve,...,vp € LUM iskalari A1, Ag, ..., A\ takvi da
jev = Zle Aiv;. Po definiciji unije, neki od vektora v; su iz L, neki su iz
M. Ako je potrebno, mozemo ih prenumerirati tako da vrijedi vy,...,v, € L
1Up41,...,05 € M (pri cemu je 0 < r < k). Kako sui L i M potprostori,
korolar povlaci x := 22:1 A\vi € Liy:= Zf:TH Aiv; € M. Odavde
jev= Zi:l AU = 27{:1 Aiv; + Z§:r+1 Aivi =+ 4.

U slucajevima r = 01ir = k imamo v = 0+ y, odnosno v = x + 0 pa je i
tada v prikazan kao zbroj jednog vektora iz L i jednog vektora iz M. ([

Opcenito, prikaz vektorav € L+ M uoblikuv = x4y, x € L,y € M, nije

jedinstven. Na primjer, matrica A = é i } € M> pripada sumi G+ D jer

se moze prikazati kao zbroj jedne gornjetrokutaste i jedne donjetrokutaste
. 2 1 2 0 0 . e e

matrice: 34| 10 4 + [ 3 0| Medutim, to nije jedini prikaz

3 4 0 0 3 4

da se A u stvari moze na beskona¢no mnogo nacina prikazati u obliku A =
B+ C gdjeje BeGiC eD.

Jasno je iz navedenih jednakosti da je viSe razli¢itih rastava matrice A
u obliku A = B+ C gdje je B € Gi C € D omoguéeno upravo time Sto
su dijagonalni koeficijenti matrice A mogli biti ”svrstani” u bilo koji od
dva pribrojnika. Uoc¢imo da je presjek potprostora G i D skup dijagonalnih
matrica. Odavde naslué¢ujemo da je stvarni uzrok nejedinstvenosti rastava
zapravo prisutnost netrivijalnih vektora u presjeku promatranih potpros-
tora.

takve vrste jer vrijedi i { L2 } = { 02 }—l—[ 1o ] Usput, primijetimo

Definicija 2.3.14. Neka je V' vektorski prostor, te neka su L i M njegovi
potprostori. Kazemo da je suma potprostora L i M direktna i tada je
oznac¢avamo s L + M ako je LN M = {0}.

Propozicija 2.3.15. Neka su L i M potprostori vektorskog prostora V.
Suma L 4+ M je direktna ako i samo ako svaki vektor v € L + M dopusta
jedinstveni prikaz u obliku v=a+b,a € L,b e M.

Dokaz. Uzmimo da je suma direktna, tj. LN M = {0}. Pretpostavimo da za
vektor v € L+ M vrijedi v = a+ b i takoder v = c+d pri cemu su a,c € L i
b,d € M. Odavde je a+b = c+d, sto mozemo pisati kao a—c = d—b. Vektor
na lijevoj strani jednakosti je u L jer L je potprostor i a,c € L. No taj je
vektor jednak onome na desnoj strani jednakosti koji, iz analognih razloga,
lezi u M. Zato je a —c € LN M. Kako je, prema pretpostavci, presjek
nulpotprostor, slijedi a — ¢ = 0, dakle a = ¢. Uvrstavanjem u jednakost
a+b=c+ d dobivamo i b= d.

Da dokazemo obrat, pretpostavit ¢emo da suma nije direktna. To znaci
da postoji a € LN M, a # 0. Posebno jei —a € LN M. Sad nulvektor
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koji, naravno, pripada sumi L 4+ M ima dva razli¢ita rastava u obliku zbroja
jednog vektora iz L i jednog iz M: 0=0+010=a+ (—a). O

Ako je V konacnodimenzionalan prostor, onda su, za L,M < V i pot-
prostori L, M, LN M i L + M kona¢nodimenzionalni. Jasno je da vrijedi
dim (LN M) < dim L, dimM < dim (L + M). Mnogo vise o odnosu ovih
dimenzija govori sljedeé¢i teorem.

Teorem 2.3.16. Neka je V konacnodimenzionalan prostor, te neka su L 1
M potprostori od V. Tada je dim(L+ M)+ dim(LNM) = dim L+ dim M.

Dokaz. Neka je By = {a1,az,...,ax} baza za L N M. Kako je to nezavisan
skup iu L iu M, mozemo ga, dvaput primjenjujuéi propoziciju[2.2.21}, dopu-
niti do baze za L i do baze za M. Neka su By, = {a1,az,...,ax,b1,b2,..., b}
i By = {a1,aq9,...,a,c1,co,...,cs} tako dobivene baze potprostora L, od-
nosno M.

Uo¢imo da smo time implicitno oznacili dim (LN M) =k, dimL =k +r
idimM =k + s.

Sada tvrdimo da je B, U By = {a1,a9,...,ak,b1,ba, ..., by c1,¢,...,Cs}
baza za L + M. To bi znacilo da je dim (L + M) =k +r +s = dim L +
dim M — dim (L N M) i tvrdnja teorema time bi bila dokazana.

Pokazimo prvo da je skup Br U Bjs nezavisan. Pretpostavimo da je

k r s
(%) Z Qia; + Z Bjb; + Z ey = 0.
i=1 j=1 t=1

Odavde je >7_; Bbj = — Zle @;a; — Y 11 V¢t Prema izboru i konstruk-
ciji nasih baza vidimo da je vektor na lijevoj strani ove jednakosti element
potprostora L, a njegov oblik na desnoj strani jednakosti pokazuje da lezi i
u potprostoru M. Zato je 22:1 Bibj € LN M. Kako je {a1,as,...,a;} baza
za LN M, postoje skalari A1, ..., Ay takvi da je Y%, B;b; = Zle Aiai. Ovo
mozemo pisati u obliku Zle Aia; — 29:1 Bibj = 0, a odavde, zbog nezavis-
nosti skupa By, slijedi A\; =0, Vi i 3; =0, Vj. Kad to uvazimo u jednakosti
(*), dobivamo Ele aa; + > ;v = 0, a jer je i skup Bjs nezavisan,
zakljuéujemo i o; = 0, Vi, iy = 0, Vt.

Preostaje pokazati da je skup Br U B)s sustav izvodnica za L+ M. Oda-
berimo proizvoljan v € L + M. Prema propoziciji postoje x € L i
y € M takvi da je v = x 4+ y. Sada je x linearna kombinacija vektora baze
By, y je linearna kombinacija vektora baze By, pa je jasno da jev =z +y
linerna kombinacija vektora iz skupa Br U Byy.

Primijetimo na kraju da smo dokaz zapoceli izborom jedne baze potpros-
tora L N M ¢ime smo implicitno pretpostavili da je taj prostor netrivijalan.
Da bismo kompletirali dokaz, potrebno je jos posebno razmotriti mogucénost
LN M ={0}. (Inace nema apriornog razloga za dijeljenje dokaza u ta dva,
medusobno iskljuc¢ujué¢a slucaja. No, u ovako izvedenom dokazu to je bilo
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potrebno jer je dokaz zapoceo uzimanjem neke baze presjeka. Ako je suma
direktna, po definiciji je presjek nulprostor, a on nema bazu.)

Uzmimo, dakle, da je L N M = {0}. Odaberimo po volji po jednu bazu
za L 1 M; neka su to npr. By, = {b1,...,b} i Byy = {c1,...,cn}. 1 ovdje
tvrdimo da je njihova unija BLUBy; = {b1,...,b;,c1,...,¢m} bazaza L+ M.
Primijetimo odmah da to povlaci tvrdnju teorema jer je tada dim (L+ M) =
l+m=dimL+dim M — dim (L N M). Sam dokaz da je By, U By baza za
L + M je sasvim slican prethodnome, pa detalje izostavljamo. O

Istaknimo dokazanu formulu za dimenziju direktne sume:

Korolar 2.3.17. Neka potprostori L i M konacnodimenzionalnog prostora
¢ine direktnu sumu. Tada je dim (L + M) = dim L + dim M.

Napomena 2.3.18. Cesto je zgodno operirati s bazom prostora ¢iji pocetni dio
predstavlja bazu nekog odredenog potprostora. Primijetimo da to svojstvo
nema svaka baza danog prostora.

Medutim, dokaz teoremal[2.3.16 pokazuje standardni manevar kojim takvu
bazu dobivamo. Ako je, dakle, dan potprostor L kona¢nodimenzionalnog
prostora V', onda se najprije odabere proizvoljna baza za L, a nakon toga
se, primjenom propozicije taj nezavisan skup dopuni do baze cijelog
prostora V.

Primjer 2.3.19. Promotrimo potprostore G i D prostora M, iz primjera
Uoc¢imo da je GN D skup svih dijagonalnih matrica iz M,, (to su one
¢iji su svi koeficijenti i ispod i iznad dijagonale jednaki 0), a dimenzija tog
potprostora ocito iznosi n.

Sad formula iz teorema povlaéi (usp. primjer[2.5.9) dim (G + D) =
dim G + dim D — dim (G N D) = 3n(n + 1) + in(n + 1) — n = n?. Kako je
M,, jedini vlastiti potprostor dimenzije n? (propozicija , zakljuCujemo
da je G+ D = M,.

Primjer 2.3.20. Pogledajmo potprostore S i A simetri¢nih i antisimetri¢nih
matrica u prostoru M,,. Primijetimo da je njihova suma direktna jer A €
SNA povlaéi A = A = — A, a odavde je A = 0. Uvazavajuéi izracunate
dimenzije u primjeru primjenom korolara nalazimo dim (S +
A) = %n(n +1)+ %n(n — 1) = n?. Prema drugoj tvrdnji propozicije
odavde je S + A = M,. Propozicija u ovoj situaciji daje sljedeci
zakljucak: svaka kvadratna matrica moze se na jedinstven nacin prikazati
kao zbroj jedne simetri¢ne i jedne antisimetri¢ne matrice.

Definicija 2.3.21. Neka je V' vektorski prostor, te neka je L potprostor
od V. Potprostor M prostora V se naziva direktan komplement od L ako
vrijedi L+ M =V.

Jer je, opéenito, L+M = M+ L, za bilo kakve potprostore od V', navedena
definicija je simetricna: ako je M direktan komplement od L, onda je i L
direktan komplement od M. Ponekad se kaze, preciznije, da je M direktan
komplemet od L u V ako se hoce naglasiti ambijentni prostor V. Prethodni
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primjer pokazuje da su potprostori simetri¢nih i antisimetriénih matrica
direktni komplementi jedan drugomu u prostoru M,.
Iz definicije je odmah jasno da su u svakom vektorskom prostoru V dva
trivijalna potprostora V' i {0} direktni komplementi jedan drugomu.
Pitanje egzistencije direktnog komplementa za proizvoljan potprostor da-
nog kona¢nodimenzionalnog prostora je rijeSeno idué¢im teoremom.

Teorem 2.3.22. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor i L
njegov potprostor. Tada postoji direktan komplement od L u V.

Dokaz. Zbog opaske prije iskaza teorema smijemo pretpostaviti da je L #
{0}, V. Uzmimo proizvoljan pravi potprostor L od V. Neka je {a1,as,...,ar}
baza za L te neka je {ai,as,...,ak, agi1,. .., a0y} njezino nadopunjenje do
baze prostora V' (usp. napomenu . Ovime smo implicitno oznagdili
dmL=kidimV =n.

Definirajmo sada M := [{ag41, . ..,an}]. Primjer[2.3.7 pokazuje da je M
potprostor od V. Skup {ag+1,...,a,} je linearno nezavisan kao podskup
nezavisnog skupa; zato to nije samo sustav izvodnica za potprostor M, nego
je i baza za M. Posebno, slijedi dim M =n — k.

Pokazimo da je presjek potprostora L i M trivijalan. Ako jex € LN M
onda x dopusta prikaz u obliku z = Zle a;a; (jer je element od L), ali
iz = 3", aa (er lezi i u M). Oduzimanjem slijedi Zle aia; —
> i1 @iai = 0 odakle zbog nezavisnosti skupa {a1, az, . .., ag, Ggy1, .-, an}
slijedi o; = 0, V2. No, tada je x = 0.

Time je pokazano da potprostori L i M ¢ine direktnu sumu. Sad korolar
[2.5.17 pokazuje da vrijedi dim (L+ M) = dimL+dim M = k+ (n—k) = n.
Druga tvrdnja propozicije sad povlaci da je L + M =V, a to upravo
znaci da je M direktan komplement od L u V. U

Napomena 2.3.23. Pogledajmo netrivijj)ﬂan radijvektor @ u prostoru V2(0)
i potprostor L = [{@}] < V. Ako je b bilo koji radijvektor nekolinearan s

@ i ako stavimo M = [{ b }], jasno je da je M direktan komplement od L
u V2(0). Vidimo, dakle, da L ima beskonaéno mnogo razli¢itih direktnih
komplemenata.

Lako je vidjeti da je tako i u proizvoljnom vektorskom prostoru: niti je-
dan netrivijalan potprostor nema jedinstven direktan komplement. Zato ni
nema neke posebne oznake za direktan komplement. Uzroci te nejedins-
tvenosti vidljivi su veé¢ i u prethodnom dokazu (usp. napomenu . 1z
korolara je, medutim, jasno da svi direktni komplementi potprostora
L u prostoru V imaju istu dimenziju: dim V' — dim L.

Inace se u praksi direktan komplement danog potprostora trazi to¢no kao
u dokazu teorema [2.3.22

Na kraju ovog dijela uvodimo jos jednu vaznu konstrukciju s potprosto-
rima.
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Neka je V' vektorski prostor, ne nuzno kona¢nodimenzionalan. Neka je M
potprostor od V. Na V definiramo binarnu relaciju ~ formulom z ~ y <
y—xeM, x,yeV.

Lako je vidjeti da je ~ relacija ekvivalencije na V. Za xz € V vrijedi z ~ x
jer M sadrzi 0. Ako je x ~ y onda je, po definiciji, y —x € M, a jer je M
potprostor, tada je i x —y € M §to upravo znaci y ~ x. Time smo provjerili
refleksivnost i simetricnost. Napokon, relacija je i tranzitivna jer iz z ~ y
iy~zimamoy—z € Miz—y e M. Kako je M potprostor, slijedi i
(y—x)+(z2—y) € M, tj. z—x € M pa je, dakle, x ~ z.

Za dani x € V' s [z] oznacavamo klasu ekvivalencijﬂ odredenu vektorom
x; po definiciji je [x] ={y € V : . ~ y}.

Vektor x naziva se reprezentantom ili predstavnikom ove klase ekvivalen-
cije. Uocimo da se ista klasa [z] moze predo¢iti i drugim predstavnicima; iz
opée teorije skupova znamo da vrijedi [z] = [y] & = ~ y. Sjetimo se takoder
da je prostor V disjunktna unija svih klasa ekvivalencije [z], x € V.

Klase ekvivalencije za ovako uvedenu relaciju mozemo i preciznije opisati:
vrijedi [z] = x+ M, Yz € V, pri ¢emu 2+ M oznacava skup {x+a:a € M}.

Da bismo to pokazali, uzmimo najprije y € [z]. Po definiciji to znaci da
je x ~y; dakle y —z € M. Oznac¢imo li y — = s a, mozemo pisati y = x + a.
Kako je y —x = a € M, to pokazuje da je y € z + M.

Obratno, ako je y € x + M, to znac¢i da postoji a € M takav da je

y =z + a. Odavde je y —x = a i, kako je a € M, dokazali smo da je z ~ y,
tj. y € [z].
Definicija 2.3.24. Neka je M potprostor prostora V. Svaki skup oblika
x4+ M ={x+a:a € M}, z €V, naziva se linearna mnogostrukost u smjeru
potprostora M. Skup svih linearnih mnogostrukosti u smjeru potprostora
M oznacava se s V/M i naziva kvocijentni skup ili kvocijent (prostora V' po
potprostoru M).

Vidjeli smo, dakle, da odabrani potprostor M prostora V prirodno indu-
cira relaciju ekvivalencije na V. Sad bismo zeljeli i u kvocijentni skup V/M
uvesti strukturu vektorskog prostora.

Definirajmo zbrajanje klasa ekvivalencije (tj. linearnih mnogostrukosti)
na sljededi nacin: [z]+ [y] = [z +y], x,y € V. Definicija je sasvim prirodna:
klase ekvivalencije odredene reprezentatima x i y zbrajamo tako da vektore
x 1y zbrojimo u polaznom prostoru V' i onda zbroj [z] + [y] definiramo kao
klasu ¢iji reprezentant je upravo x+y. Problem s ovom definicijom je u tome
Sto moramo pokazati da je konzistentna (Cesto se kaze dobra), tj. neovisna
o izboru predstavnika pojedinih klasa.

Da bismo to uéinili, odaberimo 2’ € [x] i ¥/ € [y]. Primijetimo da je tada
[#'] = [z] i [y'] = [y]. Sada je zbroj ovih dviju klasa definiran kao [z + y],
ali takoder i kao [2' + /], ako smo za reprezentante odabrali vektore 2’ i y/'.

2Vazno je registrirati malu, ali bitnu razliku u odnosu na oznaku linearne ljuske. Line-
arna ljuska je pojam definiran za podskupove vektorskog prostora i, cak i kada je rije¢ o
linearnoj ljusci jedno¢lanog skupa koji sadrzi samo element x, pisemo [{z}].
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Treba, dakle, vrijediti [z+y] = [2'+4/], a to je ekvivalentno s x+y ~ 2’ +1/,
odnosno, po definiciji nase relacije, s ' + 3y’ — (z +y) € M.

No, iz x ~ a2’ iy ~ ¢ imamo o’ —x € M iy —y € M. Kako je M
potprostor, i zbroj ova dva vektora ¢e ostati u M; dakle je (' —z)+(y' —y) €
M, a to smo i htjeli. Time smo pokazali da je operacija zbrajanja linearnih
mnogostrukosti zaista dobra.

Sasvim analogno ¢emo definirati mnozenje skalarima. Prije svega, ako je
V vektorski prostor nad F, nad tim istim poljem skalara ¢emo graditi prostor
V/M. Za o € F i [z] € V/M definiramo a[z] = [ax]. Definicija je jednako
prirodna kao definicija zbrajanja, a jednako je i delikatna. I ovdje smo duzni
provjeriti da rezultat mnozenja linearne mnogostrukosti skalarom ne ovisi
o izboru reprezentanta. Precizno: ako je [z] = [2/] 1 @ € F, treba pokazati
da vrijedi [ax] = [az’]. Kako je provjera sasvim sli¢na onoj maloprijasnjoj,
detalje izostavljamo.

Uocimo jos (s obzirom da je [x] = z+ M, z € V) da navedene operacije s
linearnim mnogostrukostima mozemo zapisati i u obliku (z+M)+(y+M) =
(x+y)+ M, a(x+M)=ax+ M.

Sada, dakle, imamo definirane operacije + : V/M x V/M — V/M i
-t FxV/M — V/M sto je preduvjet da V/M bude vektorski prostor.

Teorem 2.3.25. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, te neka je M
potprostor od V. Tada je uz operacije (x+M)+(y+M) = (x+y)+M, z,y €
Viaz+M)=ar+ M,a € F,x € M, kvocijentni skup V/M vektorski
prostor nad .

Dokaz. Veé¢ smo vidjeli da su operacije navedene u izreci teorema dobro
definirane. Preostaje provjeriti uvjete iz definicije vektorskog prostora. No,
odmah se vidi da su svi potrebni uvjeti osigurani odgovarajuéim svojstvima
operacija u V.

Na primjer, zbrajanje u V//M je asocijativno to¢no zato §to je zbrajanje u
prostoru V asocijativno: ((z+M)+(y+M))+(z+M) = ((z+y)+2)+M =
(x4 (y+2)+M=(@x+M)+ (y+ M)+ (z+ M)).

Sliéno se provjere i ostali uvjeti. Uoc¢imo da je nulvektor u kvocijentu
0] =0+M=M. O

Vektorski prostor V/M naziva se kvocijentni prostor (prostora V' po pot-
prostoru M). Primijetimo da trivijalni izbori M = {0} i M = V do-
vode do nezanimljivih kvocijentnih prostora. Ako je M = {0} onda je
x~y < x =y, teje [xr] = {x}. Zato je u ovoj situaciji kvocijentni skup
V/M u bijekciji s polaznim prostorom V' i zapravo se, do na formalizam u
razlici izmedu elemenata z € V' i {z} € V/{0}, radi o istom prostoru. Ako
je pak M =V, onda je jasno da je z ~ y, Vz,y € V, te u ovom slucaju
dobivamo samo jednu klasu ekvivalencije: V/V = {[0]}. Dakle, V/V je
nulprostor.

Dosadasnja diskusija o kvocijentnim prostorima nije bila ovisna o dimen-
ziji polaznog prostora. Ako pretpostavimo da je V kona¢nodimenzionalan,
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onda imamo razloga vjerovati da je takav i V/M pa ima smisla pokusati
odrediti i dimenziju kvocijentnog prostora.

Teorem 2.3.26. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor ¢ M
njegov potprostor. Tada je i prostor V/M konacnodimenzionalan i vrijedi

dimV /M = dimV — dim M.

Dokaz. Pretpostavimo da je M netrivijalan potprostor od V; stavimo dim V'
=nidimM = k. Neka je By = {a1,a9,...,a;} neka baza za M i B =
{ay,a9,...,a,ax+1,...,a,} neko njezino nadopunjenje do baze za V.

Tvrdimo da je tada skup {axy1+ M, akro+ M, ..., a,+ M} baza za V/M
(evidentno, to ¢e dokazati i vise nego Sto se u iskazu teorema tvrdi).

Pretpostavimo da je Y7, ; aj(a; + M) = 0. Imamo li na umu kako
su definirane operacije u kvocijentu i da je nulvektor u kvocijentu mno-
gostrukost 0 + M = M, ovo znaci ) i, ., oa; + M = 0+ M, drugim
rije¢ima, Z?:,H_l aza; € M. Zato postoje skalari ag,...,ap takvi da je
Doy (G = Zle o;a;. Odavde je Zle aia; — Y0 oia; = 0 i, zbog
nezavisnosti skupa B, a; = 0, Vi = 1,...,n. Time je dokazano da je skup
{agy+1 + M,ax1o+ M, ..., a, + M} linearno nezavisan.

Preostalo je pokazati da je to i sustav izvodnica za V/M. Uzmimo pro-
izvoljan z € V i odmah ga napisimo u oblikuz = > ; X\ja;. Sada je, opet po
definiciji operacija u kvocijentu, z+M = Y"1 | Nia;+M = >0 4 Ni(a;+M).
Preostaje samo uocitida jea;+M = 0+M, Vi=1,... kjerje,zai =1,...k,
a; € M. O

2.4. Zadaci.

1. Neka je GG neprazan skup i * : G Xx G — G binarna operacija na G.
Ureden par (G, ) se zove grupa ako su zadovoljeni sljededéi uvjeti:

(1) a* (bxc) = (axb)x*c, Va,b,c € G;

(2) postoji e € G takav da je axe =e*xa = a, Va € G}

(3) za svaki a € G postoji a~! € G takav da vrijedi axa™' = a " 'xa =e.
Ako jos vrijediia*xb=bxa, Ya,b € G, kazemo da je (G, *) komutativna ili
Abelova grupa.

Pokazite da su (Z,+), (R,+) i (R\ {0},-) Abelove grupe.

Napomena. Uocimo da je grupa matematicka struktura koja je implicitno
prisutna u definicijama polja i vektorskog prostora. Na primjer, svojstva
operacija zbrajanja i mnoZenja realnih brojeva navedena u napomeni|2.1.1
(koja ¢ine definiciju polja) sada se mogu konciznije izreéi na sljedeéi nacin:

(1) (R,+) je Abelova grupa;

(2) (R\ {0},-) je Abelova grupa;

(3) a(b+c¢) = ab+ ac, Ya,b,c € R.
Identi¢na svojstva imaju i operacije zbrajanja i mnozenja u C i u bilo ko-
jem polju F. Uoc¢imo takoder da prva Cetiri uvjeta iz definicije vektorskog
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prostora zapravo znace da je (V,+) Abelova grupa. Cesto se zato i kaze da
je (V,+) aditivna Abelova grupa vektorskog prostora (V,+, ).

2. Neka je S neprazan skup. Oznac¢imo s B(S) skup svih bijektivnih pres-
likavanja sa S u S. Dokazite da je skup B(S) uz kompoziciju preslikavanja
kao binarnu operaciju grupa. Uocite da grupa (B(S),o) nije komutativna
¢im skup S ima viSe od dva elementa.

3. Upotpunite dokaz propozicije |2.1.

4. Zakoje vrijednosti parametra t je skup {(1,2,1,—1),(1,1,4,0), (1,¢,7,1)}
linearno nezavisan u prostoru R*?

5. Je li skup {(1,4,1+1),(4,0,4), (1,1,1)} baza prostora C3?

6. Neka je to realan broj. Pokazite da je skup {(t —t9)’ : i = 0,1,...,n}
baza prostora P,.

7. U R™ zadani su vektori
a; = (1,0,0,...,0),a2 = (2,2,0,...,0),...,an, = (n,n,n,...,n).

Pokazite da je skup {ai,as,...,a,} baza za R™.

8. Neka je zadan realan broj a # 0. Dokazite da je skup
S ={(x1,22,...,2) ER" : 21,29,..., 2, € {—a,a}}

sistem izvodnica za R".
9. Pokazite da je skup {(1,1,1),(2,1,3),(3,1,7),(6,2,13)} sustav izvodnica

za R3 pa ga reducirajte do baze prostora R3.

10. Nadopunite skup {[ ; 1 ] , [ ; ! ]} do neke baze prostora Ms.

[\

~.

11. Nadopunite skup {[ bl } , { 0

11 i 0 } } do neke baze prostora My (C).

12. Neka je {a1,a2,...,a,}, n € N, baza za vektorski prostor V. Odredite
nuzan i dovoljan uvjet na vektor b € V' da bi i skup {b, as,...,a,} bio baza
za V.

13. Neka je {a1,as,...,a,}, n € N, baza za vektorski prostor V. Odredite
nuzan i dovoljan uvjet na b € V da bi i skup {ay,...,ax_1,b,aks1,...,an}
bio baza za V.

14. Neka je {b1,be,...b,} baza vektorskog prostora V te neka je b,11 =
— > i1 bi. Uocite da je {b1, b, ... by, byt1} linearno zavisan sustav izvodnica
za V. Pokazite da svaki vektor x iz V dopusta jedinstven prikaz u obliku
T = Z?jll Aib; pri cemu je Z?jll A = 0.
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15. Neka je {a1,as,...,a,} baza prostora V, te neka je v € V. Odredite
nuzan i dovoljan uvjet na vektor v da bi i skup {a; +v,a2 +v,...,a, + v}
bio baza za V.

16. Neka je {aj,as9,...,a,}, n € N, baza za vektorski prostor R". Uocite
da vektori a;, ¢ = 1,2,...,n, leze i u prostoru C". Pokazite da je skup
{ay,a9,...,a,} baza i za C".

17. Pokazite da prostor RY nije konaénodimenzionalan.

18. Pokazite da je skup aritmetickih nizova X = {(x1,29,23,...) € RY :
Tpe1 — ¢ = w9 — x1, Vk € N} potprostor prostora RYN. Dokazite da je X
kona¢nodimenzionalan i odredite mu neku bazu i dimenziju.

19. Dokazite da je C™ i realan vektorski prostor uz uobi¢ajene operacije
zbrajanja i mnozenja (isklju¢ivo) realnim skalarima. Pokazite da dimenzija
tako shvaéenog vektorskog prostora C™ iznosi 2n.

20. Neka su u vektorskom prostoru V' dani konaé¢ni skupovi A = {ay,...,a,}
i B={b1,...,bs}. Dokazite da je [A] = [B] ako i samo ako vrijedi

aiE[B],Vizl,...,ribje[A],ijl,...,s.

21. U prostoru R? dani su vektori a; = (1,3,1), as = (1,2,1), by =
(—=1,0,—1) i bg = (—1,—1,—1). Pokazite da vrijedi [{a1,a2}] = [{b1, b2}].

22. Neka je L potprostor od V pri ¢emu je 0 < dimL =k <n =dimV.
Pokazite da postoji baza prostora V' ¢iji niti jedan element ne lezi u L.

23. Dokazite da je skup {(x1,z2,23) € R®: 221 — 29 + 53 = 0} potprostor
od R? i odredite mu neku bazu i dimenziju.

24. Pokazite da je skup EMQ:Qa—b—c:O,a—b—i—%—d:O}

b
d
potprostor od Ms i odredite mu neku bazu i dimenziju.

25. Dokazite da je skup {(x1,z2,...,2,) € R" : > | 2; = 0} potprostor
od R"™ i odredite mu neku bazu i dimenziju.

26. Dokazite da je skup {(z1,z2,...,2n) ER" tx9g —x1 =03 — 20 = ... =
Ty —Tp—1 = T1— Ty} potprostor od R™ i odredite mu neku bazu i dimenziju.

27. Odredite po jedan direktan komplement svakom od potprostora iz pret-
hodna cetiri zadatka.

28. Neka su L i M medusobno razli¢iti potprostori prostora V, te neka
vrijedi dim L = dim M = 3, dim V' = 4. Dokazite da je tada dim (LNM) = 2.

29. U realnom vektorskom prostoru P, polinoma ¢iji stupanj nije veéi od 4
promotrimo podskupove

L={feP:f2)=0}, i M={geP:g(-2) =0}
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Pokazite da su to potprostori i odredite im po jednu bazu. Nadalje, pokazite
da se svaki polinom p € Py moze prikazati u obliku p = f + g, pri ¢em u je
feLige M.

30. U vektorskom prostoru P; polinoma s realnim koeficijentima ¢iji stupanj
je manji ili jednak 3 zadani su potprostori

L={pePs:p(1)=0}, M={pe P3:p(2)=0}

Odredite dim L, dim M i dim (L N M).
Rijesite isti zadatak u prostoru P,, n € N.

1 1] |11
2 20 |12 2
potprostor od Ms i odredite mu neki direktni komplement.

32. Neka su L i M potprostori prostora V, te neka vrijedi dim L = 4,
dimM =2, dimV = 5. Dokazite: ilije M C L,ilije L+ M =1V.

33. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor, neka su L i M
njegovi potprostori. Dokazite da je dim L = dim M ako i samo ako postoji
potprostor K od V koji je direktan komplement i za L i za M.

31. Neka je X =T € My: T T}. Pokazite da je X

34. Neka je V vektorski prostor dimenzije 3. Pokazite da u V postoji
beskonaéno mnogo potprostora dimenzije 2.

35. Neka je V vektorski prostor dimenzije n > 2. Pokazite da u V' postoji
beskona¢no mnogo potprostora dimenzije k, gdje je 0 < k < n.

36. Neka su L i M potprostori prostora V, te neka su {aj,aqo,...,a,} i
{b1,ba,...,bs} baze od L, odnosno M. Uzmimo da je baza {b1,bo,...,bs}
numerirana tako da je skup B = {a1, a2, ...,a,,b1,b2,...,bx} bazaza L+ M.
Uoc¢imo da je k < s i, prema teoremu dim (LN M) = s — k. Nadalje,
vektori bgi1,...,bs leze u L + M, pa se svaki od njih moze prikazati kao
linearna kombinacija vektora baze B. Neka je

r k
bj :Zo‘ijaﬁZﬁiijw Vi=k+1,k+2,...,s.
=1 i=1

Oznacimo ¢; := Y ;| aija;, j = k+1,k+2,...,s. Dokazite da je tada skup
{Ck+1,Ckt2y--.,Cs} baza za LN M.

37. U prostoru R? zadani su potprostori L i M svojim bazama a; = (1,1,1),
az = (1,2,1), odnosno b; = (1,0,2), bs = (1, —1,2). Odredite bazu potpros-
tora LN M.

38. U prostoru realnih polinoma Pj zadani su potprostori
M ={pePs:p(1)=p(2) =0}, L ={p(t) =co+cit+cst®: co,c1,c3 € R}.

Odredite po jednu bazu za M + L i M N L.
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39. Provjerite da je mnozenje skalarom u kvocijentnom prostoru dobro
definirano (tj. da definicija ne ovisi o izboru predstavnika klasa/linearnih
mnogostrukosti).

40. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem F. Na Kartezijevom
produktu V' x W definiramo zbrajanje s (v, w)+(va, we) = (v1+vg, w1 +ws)
i mnozenje skalarima iz F formulom «(v,w) = (av, aw). Dokazite da je uz
ove operacije i V' xW vektorski prostor. Nadalje, ako su V' i W konaé¢nodi-
menzionalni, dokazite da je dimV x W =dim V + dim W.

Dodatak: vektorski prostor V3.

Na kraju, uvedimo jo§ prostor V3 klasa orijentiranih duzina i objasnimo
njegovu vezu s prostorom V3(0). To éemo uéiniti navodedi sve relevantne
¢injenice bez dokaza. Dokazi navedenih tvrdnji D1 - D5 mogu se naéi u [4],
gdje je prostor V3 iscrpno i sustavno opisan.

Za A, B € E® ureden par (A, B) se naziva orijentirana duzina s pocetkom
u tocki A i zavrSetkom u tocki B. Obi¢no se orijentirana duzina (A, B)
oznacava s E i zamiSlja kao strelica s pocetkom u A i zavrSetkom u B.

Na skupu svih orijentiranih duzina uvodimo relaciju ~ na sljedeé¢i nac¢in:
E ~ CD ako i samo ako duzine AD i BC imaju zajednicko poloviste.
Primijetimo da x@ ~ C"ﬁ u slucaju kad tocke ABC' D nisu kolinearne znaci
da je cetverokut ABDC' paralelogram.

D1. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na skupu svih orijentiranih duzina.

Skup klasa ekvivalencije orijentiranih duzina s obzirom na relaciju ~ oznacava
se s V3. Klase orijentiranih duzina zovu se vektori. U ovom kontekstu vektor
je, dakle, skup svih medusobno ekvivalentnih orijentiranih duzina. Vektore

oznacavamo simbolima 7,?,..., odnosno [AB],[CD],..., ako izrijekom
zelimo navesti reprezentante. Nulvektor je ovdje [AA] (i pritom treba uo¢iti
daje AA ~ BB, VA, B € E®).

Vazna je ¢injenica da se za svaki vektor moze nadi reprezentant s pocetkom
u danoj tocki:
D2. Za svaki @ € V3 i svaku tocku A € E3 postoji jedinstvena tocka
B € E3 takva da vrijedi @ = [ﬁ]

Zbrﬂ'anje se u V3 definira sljedeéim ”pravilom trokuta”: za zadane vektore
7, b odabere se proizvoljna toéka_xil € E3 te se, na temeljg}DQ, nadu tocke
B i C takve da vrijedi @ = ABi b = BC. Tadaje @ + b = [AC].

D3. Zbrajanje u V3 je dobro definirano, tj. rezultat ne ovisi o izboru pocetne
tocke predstavnika prvog sumanda. Nadalje, pravilo trokuta za zbrajanje
nekolinearnih vektora daje isti rezultat kao i pravilo paralelograma koje se

ovdje izvodi na sljedeéi nacin. Za @, b € V3 se odabere proizvoljna tocka
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%
A te se, primjenom D2, nadu tocke B i C' takve da je @ = zﬁ ib= fﬁ
Sada se u ravnini ABC nade jedinstvena tocka D za koju je Getverokut

ABDC paralelogram i definira se @ + T = [zﬁ]

Modul vektora @ se definira kao duljina duzine AB gdje je E bilo koji
reprezentant od a. Nadalje, smjer vektora a =+ 6> se definira kao smjer
pravca AB gdje je AB bilo koji reprezentant od d. Pritom se pod smjerom
pravca p podrazumijeva familija svih pravaca paralelnih s p.

Kolinearni vektori su oni koji su istog smjera, a po definiciji uzimamo da
je nulvektor kolinearan sa svakim vektorom. Ako su sada d i b netrivi-
jalni kolinearni vektori, (medusobnu) orijentaciju im definiramo na identi¢an
nac¢in kao u prostoru radijvektora nakon sto im odaberemo reprezentante s
pocetkom u istoj tocki.

Lako se pokazuje da su sve prethodne definicije konzistentne, tj. neovisne
o izboru predstavnika pojedinih vektora. Nadalje, svaki vektor u V? je
jednoznaéno odreden svojim modulom, smjerom i orijentacijom.

Sada se definira mnozenje vektora skalarima jednako kao u prostorima
V2(0) i V3(0) (pri cemu se ovdje a'@ efektivno definira tako da mu se

odredi jedan predstavnik s po¢etkom u unaprijed odabranoj tocki A).

D4. V3 je realan vektorski prostor.

Za vektore @ = [0—1)4],7 = [O?],? = [O?] kazemo da su komplanarni
(nekomplanarni) ako tocke O, A, B,C leze (ne leze) u istoj ravnini. Pri-
mijetimo da je za utvrdivanje (ne)komplanaranosti najprije potrebno dane
vektore reprezentirati s pocetkom u istoj tocki. Nije tesko pokazati da je
definicija dobra, tj. neovisna o izboru pocetne tocke O.

D5. Svaki skup od tri nekomplanarna vektora je baza prostora V3. Posebno,
dim V3 = 3.

Istaknimo na kraju da je prostor V3(O) tek simplificirana realizacija pros-
tora V3. Ukoliko odaberemo i fiksiramo tocku O € E? onda, temeljem
tvrdnje D2, svaki vektor @ € V3 mozemo reprezentirati s po¢etkom u tocki
O. Tada vektor @ = [(74] mozemo poistovjetiti s njegovim predstavni-

kom (7)4 i u tom smislu V3(O) postaje model koji pokazuje kako prostor
V3 izgleda ”lokalno”. Izborom razli¢itih pocetnih tocaka, recimo O i O,
dobivamo prostore V3(0) i V3(0’) koji su, do na translaciju koja tocku O
prevodi u O', jednaki.

Pokazuje se da je zapravo prostor V3 prikladan za primjene, osobito u
fizici. Na primjer, modeliranje i istrazivanje vodenih tokova ili strujanja
zraka podrazumijeva upravo prirodu vektora kao elemenata prostora V3.
U prostoru V? sve medusobno ekvivalentne orijentirane duzine predstavlja-
ju jedan vektor i, sukladno tomu, dani vektor nije fiksiran samo za neku,
odredenu tocku, veé¢ ima svoju realizaciju (tj. reprezentant) s pocetkom u
svakoj tocki prostora - upravo kao §to npr. rijecni tok ili vjetar pokazuje isti
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intezitet, smjer i orijentaciju u svakoj tocki unutar odredenog promatranog
podrucja.

Odluka da kao prototip vektorskog prostora umjesto prostora V3 oda-
beremo njegovu simplifikaciju V3(O) bila je motivirana zZeljom da uvodna
razmatranja budu $to jednostavnija, rastere¢ena tehnickih detalja (poput,
npr. operiranja s klasama ekvivalencije) i fokusirana na algebarsku struk-
turu.
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3. MATRICE

3.1. Operacije s matricama.

Podsjetimo se definicije matrice: za prirodne brojeve m i n, preslikavanje
A:{1,2,....m} x{1,2,...,n} — F naziva se matrica tipa (m,n) s koefi-
cijentima iz polja F. Obicaj je djelovanje svake takve funkcije A napisati
tabli¢no, u m redaka i n stupaca, piSuéi u i-ti redak i j-ti stupac funkcijsku
vrijednost A(i,7). U tom smislu se kaze da je A matrica s m redaka i n
stupaca. Napokon, obi¢aj je da se i funkcijska vrijednost A(i,j) jednostav-
nije oznaci kao a;;. Uz ove dogovore svaku matricu s m redaka i n stupaca
standardno pisemo u obliku

ai a12 A1n

a21 a22 a2n
A= [aij] = .

Aml Am2 ... Qmn

Katkad ¢e biti prakti¢no za danu matricu A njezin koeficijent u i-tom
retku i j-tom stupcu oznacavati s [A];; ili (A);;. Ponekad ¢emo, da se iz-
bjegne eventualna moguénost zabune, indekse odvajati zarezom te pisati
a;,j, odnosno [A]; ;.

Skup svih matrica s m redaka i n stupaca s koeficijentima iz polja F
oznac¢avamo s M, (F). Ako je m = n pisemo kraée M, (F), a elemente tog
skupa zovemo kvadratnim matricama reda n. Kao i prije, pisat ¢emo kratko
My, odnosno M, ako nam u trenutku nije vazno radimo li s realnim ili s
kompleksnim matricama.

U tocki 2.1. uveli smo i osnovne operacije s matricama. Sjetimo se da
smo za A = [a;j], B = [bij] € Myn(F) definirali zbroj A + B kao matricu
istog tipa, A + B = [cij| € My (F), pri ¢emu je ¢;; = ai; + bij, Vi =
1,2,...,m,Vj=1,2,...,n. Analogno, za A € I, definirali smo A\A = [d;;] €
an(]F), nge je dij = )\CLU, Vi = 1,2, ceey Iy \V/] = 1,2, ey

Vidjeli smo da je M, (F) uz ovako uvedene operacije vektorski prostor
nad poljem F. Znamo takoder da je dim M,,,(F) = mn, Vm,n € N.

Uz zbrajanje i mnozenje skalarom moze se definirati i mnozenje matrica.
Za razliku od zbrajanja, koje je binarna operacija na svakom od prostora
M., mnozenje matrica je operacija u kojoj, opéenito, ni faktori, ni rezultat
nisu matrice istog tipa.

Definicija 3.1.1. Neka je A € M,,,, i B € M,;. Kazemo da su matrice A i
B ulancane ako je n = 7.

Matrice A i B su, dakle, ulancane ako je broj stupaca matrice A jednak
broju redaka matrice B. Ovo nije simetri¢na relacija; ako su matrice A i
B ulancane (u tom poretku), ne slijedi nuzno da su ulan¢ane i u obrnutom
poretku. Na primjer, A € Moy i B € Mys su oc¢ito ulanc¢ane, a B i A nisu.
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Primijetimo jo§ da su kvadratne matrice istog tipa A, B € M,, ulancane u
oba poretka.

Definicija 3.1.2. Neka su A = [a;5] € My, 1 B = [bij] € M, ulancane
matrice. Tada je produkt AB definiran kao matrica AB = [¢;;] € My, pri
cemu je

n
cij:Zaikbkj,W:1,2,...,m, Vj:1,2,...,8.
k=1

Umnozak AB ima redaka kao prvi faktor i stupaca kao drugi faktor. Smi-
sao definicije je da koeficijent ¢;;, koji se u produktu nalazi u i-tom retku i
j-tom stupcu, izracunamo kao ”umnozak i-tog retka od A i j-tog stupca od
B”. Pod tim umnoskom se podrazumijeva zbroj a;1b1j +a;2bz; +. . .+ ainbn;.
Sada je jasno kako zahtjev da matrice budu ulanc¢ane upravo znaci da svaki
redak od A ima to¢no onoliko elemenata koliko i svaki stupac od B, ¢ime je
osigurano da ovakvo mnozenje bude smisleno. Pogledajmo primjer:

1 -1 -1
11 -13)]1 0 9| [5 6 19
10 21|]0 -1 2|72 -1 2]

Napomena 3.1.3. (a) Istaknimo jo§ jednom: mnozenje matrica je preslika-
vanje - : My X Mus — Mps, m,n,s € N. Zato, opéenito, mnozenje nije
binarna operacija. Izuzetak je jedino slucaj m = n = s; jedino tada je
mnozenje - : M, x M, — M, binarna operacija na skupu M,,.

(b) Iz definicije je jasno da mnozenje matrica nije komutativna operacija.
Naime, promatramo li proizvoljne ulan¢ane matrice A i B, umnozak BA ne
samo da opéenito neée biti jednak AB, nego mozda uopée nije ni definiran.
Cak i u prostorima M,, u kojima je definiran produkt bilo kojih dviju matrica
u oba poretka, zakon komutacije ne vrijedi (kako pokazuje sljedeéi primjer):

ool al=lo o] [ o]l o]=[o 7]

(¢) Za svaku matricu A € M, vrijedi A0 = 01 0A = 0 (pri ¢emu
nulmatrica mora biti prikladno formatirana da bismo je s desna ili s lijeva
mogli mnoziti s A).

(d) Za n € N definiramo jedini¢nu matricu reda n kao kvadratnu matricu

100 ... 0
010 ...0
7=1001 ...0
|00 0 ... 1|

Jedini¢na matrica ima, dakle, jedinice na svim dijagonalnim mjestima, a svi
ostali koeficijenti jednaki su joj 0.
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Ovdje je prikladno uvesti tzv. Kroneckerov simbol 6;;, koji ovisi o dva
1, ako jei=yj,
0, ako jei # j.
oznaku, jedini¢nu matricu n-tog reda jednostavno zapisujemo kao I = [9;;] €
M,

Sad se lako provjeri da za svaku matricu A € M,,, vrijedi AI = A i
IA = A. Pritom je bitno uociti da je u prvoj navedenoj jednakosti I € M,
dok je u drugoj jednakosti I € M,,.

Ovo pokazuje da se jedini¢na matrica, prikladno formatirana, ponasa kao
neutralni element za mnozenje svih matrica.

indeksa 4 i j i definiran je formulom ¢;; = { Uz ovu

U iduéem teoremu navest ¢emo sva svojstva mnozenja matrica.

Teorem 3.1.4. Za mnoZenje matrica vrijedi (kad god su navedeni produkti
definirani):

(1) A(B+C)=AB+ AC;

(2) (A+ B)C = AC + BC;

(3) (vA)B = A(aB) = a(AB), Ya € F;

(4) (AB)C = A(BC);

(5) IA=A, Al = A.

Formulacija "kad god su navedeni produkti definirani” podrazumijeva da
navedena pravila vrijede za matrice proizvoljnog tipa pod uvjetom da su
faktori koji se pojavljuju u pojedinim umnoScima ulan¢ane matrice. Svoj-
stva (1) i (2) zovu se desna, odnosno lijeva distributivnost mnozenja prema
zbrajanju, a svojstvo (3) se naziva kvaziasocijativnost. Uo¢imo i ovdje da
na jednoj razini ova svojstva predstavljaju racunska pravila (koja ¢emo u
u nastavku koristiti presutno, bez eksplicitnog citiranja), dok na drugoj
razini ova pravila treba razumjeti kao pokazatelje da je mnozenje matrica
uskladeno s operacijama zbrajanja i mnozenja skalarima. U tom smislu
mozemo reé¢i da je mnozenje matrica uskladeno sa strukturom vektorskih
prostora M.

Dokaz teorema. Dokazimo tvrdnju (4) - asocijativnost mnozenja matrica.

Neka je A = [a;j] € My, B = [bij] € Mps, C = [ci5] € M. Uocimo da je
tada AB € M, pa je produkt (AB)C definiran i rezultat je matrica iz M.
Sasvim analogno se vidi da je i A(BC) € M,,;. Zato preostaje samo vidjeti
da su u matricama (AB)C i A(BC) svi odgovarajuéi koeficijenti jednaki.

Odaberimo proizvoljne 1 <:<mil < j <t. Sada je

S

[(AB)Clij = Y [ABlacy; = Z Zazlblk Chj>

k=1 k=1 l=1

a s druge strane imamo

s

Z azp BC Z Qip Z bp’l‘ch Z(Z ainPT)CTj7

r=1 p=1
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odakle je o¢ito da su dobiveni rezultati identi¢ni (do na izbor indeksa suma-
cije, §to je irelevantno). JoS primijetimo da je zamjena redoslijeda sumiranja
(8to je sadrzaj posljednje jednakosti) moguca jer su sume konacne, a zbra-
janje u polju komutativno.

Dokazi svih ostalih tvrdnji su znatno jednostavniji i svode se na direktnu
provjeru. Zato detalje izostavljamo. O

Korolar 3.1.5. MnoZenja matrica u vektorskom prostoru M, (F) ima sljedeca
svojstva:

(1) A(B+C)=AB+ AC,VYA,B,C € M,(F);

(2) (A+ B)C = AC + BC,VA,B,C € M,(F);

(3) («¢A)B = A(aB) = a(AB), Va € F, VA, B € M, (F);

(4) (AB)C = A(BC), YA, B € M, (F);

(5) A=Al = A, VA € M, (F).

Definicija 3.1.6. Neka je V vektorski prostor nad poljem F na kojem je,
dodatno, zadana binarna operacija mnozenja - : V. xV — V. Tada se V zove
asocijativna algebra s jedinicom ako operacija mnozenja na V ima sljedeca
svojstva:

(1) a(b+¢) = ab+ ac, Ya,b,c € V;

(2) (a+b)ec=ac+be, Ya,b,c e V;

(3) (wa)b = a(ab) = a(ad), Yo € F, Ya,b € V;

(4) (ab)e = a(be), Ya,b € V;

(5) postoji e € V sa svojstvom ea = ae = a, Ya € V.

Ponekad se, ako nema opasnosti od zabune, krace kaze algebra. Medutim,
bolje je koristiti puno ime jer se time jasno daje do znanja da u V' postoji
neutralan element za mnozenje te da je operacija mnozZenja asocijativna.
Postoje, naime, i vektorski prostori na kojima je dana binarna operacija
mnozenja koja nije asocijativna i ne posjeduje neutralni element. Takve
strukture se takoder zovu (neasocijativne) algebre.

Sad prethodni korolar u ovom novom kontekstu mozemo izreéi na sljedeci
nacin:

Korolar 3.1.7. M, (F) je asocijativna algebra s jedinicom.

Sad bismo zeljeli dodatno istraziti svojstva mnozenja u algebri M,,. Prije
svega, uoc¢imo bitnu razliku u odnosu na mnozenje u polju: dokiuRiu C
(kao i u svakom polju) jednakost ab = 0 povlaci a = 0 ili b = 0, u algebri
matrica nije tako. U M,, postoje takozvani djelitelji nule, tj. matrice A i B

obje razli¢ite od nulmatrice, a takve da vrijedi AB = 0. Na primjer, takve
Su matrice [ 01 05 € M.
0 0|0 O
Nadalje, u polju svaki element ¢ # 0 ima multiplikativni inverz, tj. ele-
ment ¢! € F sa svojstvom aa~! = a~'a = 1. To opet nije slu¢aj u al-
1

9 4 ] ne moze postojati

gebri matrica. Na primjer, za matricu A = [
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matrica B € M, takva da vrijedi AB = I. Zaista, uzmimo proizvoljnu
. [ a b
matricu B =
c d
| a+2c b+2d
AB = [ 2a+4c 2b+4d
zadovoljene jednakosti a +2c=1,b+2d =0,2a+4c=0i2b+4d =1, a
taj sustav ocito nema rjesenja.

] € My i pretpostavimo da vrijedi AB = I. Kako je

}, jednakost AB = I bi znacila da moraju biti

S druge strane, lako je provjeriti da za matricu A = [ i 123 ] postoji
matrica B € Ms sa svojstvom AB = BA = 1.
U ovom svjetlu je prirodno uvesti sljede¢u definiciju.

Definicija 3.1.8. Kaze se da je matrica A € M, (FF) regularna ako postoji
matrica B € M,(F) takva da vrijedi AB = BA = I. U tom se slucaju
matrica B zove multiplikativni inverz ili inverzna matrica od A i oznacava
s A7L

Za matricu A € M,(F) koja nema multiplikativni inverz kazemo da je
singularna.

Napomena 3.1.9. (a) Uo¢imo da matrica A € M,, moze imati najvise jedan
inverz. Kad bi, naime, postojale matrice B,C' € M,, koje bi zadovoljavale
AB = BA =11 AC = CA = I, onda bi zbog asocijativnosti mnozenja
slijedilo B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C. Zbog toga i ima smisla
matricu B koja zadovoljava jednakost AB = BA = [ zvati inverznom ma-
tricom matrice A i oznacavati je funkcijskom oznakom A1,

(b) Sli¢nim rezoniranjem dokazuje se i sljede¢a tvrdnja: ako za matricu
A € M, postoje matrice B,C € M, za koje vrijedi BA =1 1i AC =1
tada su te dvije matrice jednake, A je regularna i A~! = B = C. Zaista,
B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C. Obitno se ova ¢injenica izrice tako
da kazemo: ako A ima lijevi i desni inverz, tada su te matrice nuzno jednake
i zapravo se u tom slucaju radi o inveru od A.

(c) Matrica I je regularna i sama sebi inverzna jer vrijedi [ - I = I.

(d) Ako je A regularna onda po definiciji vrijedi AA™! = A~1A = 1. To,
posebno, pokazuje da je i A~! regularna matrica te da vrijedi (A~1)~! = A.

(e) Ako su matrice A, B € M, regularne, regularan je i njihov umnozak
AB te vrijedi (AB)~! = B~ A~!. Zaista, ponovo uz pomoé asocijativnosti
mnoZenja matrica imamo (AB)B™1A™! = (A(BB™Y))A™! = (A)A™! =
AA~Y = I. Analogno se pokaze da vrijedi i B"1A™1(AB) = I.

Sad se lakim induktivnim argumentom pokazuje: ako su Ay, As, ..., A €
M, k € N, regularne matrice, regularna je i matrica AjAs - ... Ag i vrijedi
(AjAg - - Ap) b= AT ASTATE

(f) Skup svih regularnih matrica n-tog reda s koeficijentima iz polja F
oznacava se s GL(n,F). Inace, ponekad se umjesto regularna kaze i inverti-
bilna matrica.
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Napomena 3.1.10. Uocimo da smo u definiciji inverzne matrice zahtijevali
da za danu matricu A postoji matrica B za koju vrijede dvije jednakosti:
AB =11 BA = I. Kako mnoZenje matrica nije komutativno, nema aprior-
nog razloga da jedna od te dvije jednakosti povla¢i drugu. Medutim, ipak
je tako! Ako za matricu A € M, postoji B € M, za koju vrijedi BA = I
onda je A regularna i vrijedi A~! = B. Zapravo se radi o dubokoj i netri-
vijalnoj ¢injenici koju ¢emo jo§ komentirati u viSe navrata jer ona odrazava
neke od fundamentalnih rezultata linearne algebre poput, na primjer, Binet-
Cauchyjevog teorema i teorema o rangu i defektu.

Zasad mozemo izvesti sljedeéi dokaz te Cinjenice:

Pretpostavimo, dakle, da za matricu A € M,, postoji matrica B € M,, za
koju vrijedi BA = I. Oznacimo kao i prije s {E;; : 4,7 = 1,...,n} kanonsku
bazu prostora M,. Sad tvrdimo da je i skup {AE;; : i,j = 1,...,n} baza
za M,,.

Da to dokazemo, dovoljno je provjeriti da je navedeni skup linearno ne-
zavisan. Pretpostavimo zato da vrijedi sz: 7;;AF;; = 0. Oznacimo s
T € M,, matricu ¢iji su koeficijenti upravo skalari 7;; iz ove linerane kombi-
nacije. Tada je

n n n n
T=)> mjEj=1-Y 7;Ej=BAY m;E;=BY 7;AE;=0.
i,j=1 i,j=1 ij=1 i,j=1
Odavde je 7;; = 0 za sve 4,5 = 1,...,n §to je i trebalo dokazati.

Sad za matricu I postoje skalari 7;; za koje vrijedi I = szzl Vi AEj.
Oznacimo li C' = szzl 7i; Eij prethodnu jednakost mozemo pisati u obliku
AC =1.

Zakljucak: iz pretpostavljene jednakosti BA = I dobili smo i matricu
C' za koju vrijedi AC = I. Preostaje primijeniti tvrdnju (b) iz prethodne
napomene: slijedi da je A regularna te da je A~' = B=C.

Sliénim argumentiranjem bi se dokazala i simetri¢na tvrdnja: ako za ma-
tricu A € M, postoji C € M, takva da vrijedi AC = I, tada je A regularna
A7l =C.

Primijetimo da pretposljednji dio napomene[3.1.9pokazuje da je mnozenje,
kad se provodi samo nad regularnim matricama, binarna operacija na skupu
GL(n,F). Naime, totno to znaéi tvrdnja da je umnozak dviju regularnih
matrica takoder regularna matrica.

Sjetimo se da smo u zadatku 1 u prethodnom poglavlju definirali pojam
grupe. Nije tesko utvrditi da je GL(n,F) s binarnom operacijom mnozenja

Propozicija 3.1.11. Za binarnu operaciju mnozZenja na skupu GL(n,TF),
n € N, vrijedi:

(1) A(BC)=(AB)C,VA,B,C € GL(n,F);

(2) postoji I € GL(n,F) takva da je Al =IA=A,VA € GL(n,F);
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(3) za svaku matricu A € GL(n,F) postoji A~ € GL(n,F) tako da
vrijedi AA™' = A71A = 1.
Dakle, (GL(n,F),-) je grupa.

Definicija 3.1.12. GL(n,F) se zove op¢a linearna grupa reda n nad poljem
F.

U nastavku bismo zeljeli poblize istraziti regularne matrice. Dva pitanja
prirodno proizlaze iz prethodne diskusije:

e kako se moze prepoznati je li dana matrica regularna?
e kako se za zadanu regularnu matricu ra¢una njezin inverz?

3.2. Determinanta.

U ovoj tocki uvest ¢emo determinantu kvadratne matrice i ispitati njena
svojstva. Pokazat ¢e se da je determinanta prikladan teorijski instrument
za opis regularnih matrica.

Izlaganje zapocinjemo pregledom osnovnih ¢injenica o permutacijama.
Svojstva permutacija predstavljat ¢e vaznu tehnicku podrsku nasem istrazi-
vanju determinanti.

Zelimo li proucavati permutacije od npr. n elemenata, nije nam vazna pri-
roda tih elemenata, ve¢ samo efekt djelovanja svake pojedine permutacije.
Zato te objekte mozemo idealizirati. Konkretno, ovdje ¢emo promatrati
permutacije skupa {1,2,...,n}. Pritom na skupu {1,2,...,n} podrazumi-
jevamo prirodni uredaj.

Definicija 3.2.1. Neka je n proizvoljan prirodan broj. Permutacija skupa
{1,2,...,n} je bilo koja bijekcija p : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Cesto
se kaze i da je p permutacija od n elemenata. Skup svih permutacija od n
elemenata oznacavamo sa S,.

Uobicajeno je u praksi permutacije zapisivati tablicno, u obliku p =

1 2 ... n
. Uoc¢imo: jer je p bijekcija, svaki element skupa
(p(l) p(2) ... p(n) JEJE B PUERA P
{1,2,...,n} se u donjem retku pojavljuje to¢no jednom.

Za svaki n permutacije unutar skupa .S, mozemo komponirati. Kako je
kompozicija dviju bijekcija opet bijekcija, time smo dobili jednu binarnu ope-
raciju na skupu S,,. U stvari je (Sp, o) grupa (usp. zadatak 1 u 2. poglavlju).

Propozicija 3.2.2. Neka je n € N. Skup S,, s kompozicijom kao binarnom
operacijom ¢ini grupu od n! elemenata.

Dokaz. Kompozicija bilo kakvih preslikavanja je asocijativna operacija. Ne-

utralni element u S, je identi¢na permutacija id = ( } ; Z > Za

2 n

p(1) p(2) ... p(n) > € S, inverz je zapravo

proizvoljan element p = <



LINEARNA ALGEBRA 63

. . . 1 2) ... .

inverzno preslikavanje p~! = ( p(l ) p(2 ) p(rrbl) > (pri ¢emu stupce u
tabli¢nom zapisu od p~! mozemo, ako zelimo, ”presloziti” tako da u prvom
retku tablice elementi skupa {1,2,...,n} budu poredani u svom prirodnom,

rastu¢em poretku.

Druga tvrdnja se dokazuje jednostavnim induktivnim argumentom. Broj
elemenata skupa S7 ocito je jednak 1! - to je baza indukcije.

Da provedemo korak, pretpostavimo da je tvrdnja toéna za n € N. Po-
gledajmo proizvoljan element p € Sp,41 1 uotimo da se vrijednost p(n +
1) moze odabrati na n + 1 na¢in. Zamislimo da je p(n + 1) = i za neki
i €{1,2,...,n,n+ 1}. Ostatak djelovanja permutacije p je proizvoljno
bijektivno preslikavanje skupa {1,2,...,n} naskup {1,2,...,n,n+1}\ {i},
a takvih, prema pretpostavci indukcije, ima n!. Preostaje uociti da je (n +
Dn!=(n+ 1)L O

Uoc¢imo da je prva tvrdnja prethodne propozicije zapravo specijalan slucaj
tvrdnje zadatka 2 u 2. poglavlju. Grupa (S,,0) je, dakle, specijalan slucaj
grupe (B(S), o) svih bijektivnih preslikavanja na nepraznom skupu S s kom-
pozicijom kao binarnom operacijom. Grupa S, se naziva simetri¢na grupa
stupnja n.

Kad zapisujemo kompoziciju dviju permutacija p i g, znak komponiranja
o obi¢no ispustamo i piSemo jednostavnije pq.

Propozicija 3.2.3. Neka je q € S, proizvoljna permutacija. Preslikavangja
lg: Sn— Sn, lg(p) = qp i dg : Sp — S, dg(p) = pq su bijekcije. Preslikava-
nje p — p~! je takoder bijekcija skupa S, na samog sebe.

Dokaz. Neka je gp1 = qp2. Komponiranjem s ¢! s lijeve strane slijedi

p1 = p2. Dakle, [, je injekcija. Jer je skup S, konacan, to je dovoljno da
se zakljuci kako je [, bijektivno preslikavanje. Analogno se dokazuju ostale

dvije tvrdnje. O

Definicija 3.2.4. Neka je p = ( ! 2 .om ) € Sp. Svaki par
p(1) p(2) ... p(n) "

(i,7) takav da vrijedi i < j i p(i) > p(j) naziva se inverzija u permutaciji p.

Broj svih inverzija u p oznacava se s I(p). Ukoliko je I(p) paran broj, kazemo
da je permutacija parna; u suprotnom kazemo da je p neparna permutacija.

Primijetimo da je I(id) = 0, stoga je identi¢na permutacija parna. Ako
pak pogledamo p = ; i i) g € Sy, vidimo da su inverzije u p parovi
(1,3), (2,3) 1 (2,4); zato je ovdje I(p) = 3 pa je p je neparna.

Definicija 3.2.5. Za p € S,, definira se predznak kao signp := (_1)1(;;)_
p(i)—p(i)

Jj—1

Propozicija 3.2.6. Za sve p iz Sy, vrijedi signp = II;;~
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Dokaz. Jer je p bijekcija, svaki nazivnik u navedenom produktu nalazi se, do
na predznak, u jednom i samo jednom brojniku. Zato je apsolutna vrijed-
nost produkta jednaka 1. U drugu ruku, svaki od razlomaka ima negativan
predznak onda i samo onda kad je par (i, j) inverzija u permutaciji p. Dakle,
vrijednost navedenog produkta je jednaka 1 to¢no onda kad je permutacija
parna. [l

Propozicija 3.2.7. Za sve p i q iz S, vrijedi signpq = signp - signq
Dokaz.

, Pq(J) — pq(t p(q(7)) —plq(e q(g) —q(i
Slgnpq:Hi<jM—Hi<j (al )) (,())Hi<j ( ) ()
j—i q(j) — q(i) j—i
Preostaje primijetiti, argumentirajuéi kao u prethodnom dokazu, da je

m,. PaU) —pla@) _ ) =p() _ o
< 40) — a(i) VY '

Korolar 3.2.8. Za svaku permutaciju p € S,, vrijedi signp = signp~!.

1

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz pp~" = id i prethodne propozicije. O

Uzmimo proizvoljan n € N, te proizvoljne i, j takve da je 1 <i < j < n.
Definirajmo permutaciju p formulom

o(k) = ;‘3 iiﬁj _(1 2 ... i ... j ... n-1 n>
i k= 12 ... 5 ... ¢« ... n=1n

Svaka permutacija ovog tipa naziva se transpozicija. Transpoziciju opéenito
mozemo oznaciti s p(i <> j).

Propozicija 3.2.9. Svaka transpozicija je neparna permutacija.

Dokaz. Trebamo pokazati da je broj inverzija u svakoj transpoziciji neparan.
Uzmimo proizvoljnu transpoziciju

p=pli & f) = < 1 2 ... 4 ... j ... n—1 n)
12 ... j§j oo i .o.om—1n)"
Ako je 7 = i+ 1, jasno je da je I(p) = 1 jer jedina inverzija u p je par
(i,1+1).
U opéem slucaju stavimo j = i+ r. Primijetimo da se izmeduiij=i+7r
nalazi to¢no r — 1 elemenata skupa {1,2,...,n}. Sad je jasno da transpozi-

ciju p(i <> i + r) mozemo realizirati kao kompoziciju od 2r — 1 transpozicija
oblika p(s <> s+ 1). (Najprije s r — 1 uzastopnih zamjena ”dovedemo” 1
ispred 7 + r, a zatim s r uzastopnih zamjena i + r ”pomaknemo unatrag”
ispred i + 1.)

Dakle, p je kompozicija od neparnog broja (2r — 1) neparnih permutacija.
Primjenom propozicije [3.2.7 sada slijedi da je i p neparna. O
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prepustamo citatelju. Prije njenog iskaza uocimo: ako je p € S,, permutacija
za koju vrijedi p(n) = n onda je restrikcija pl¢; . n,—1) jedna permutacija od
n — 1 elemenata.

Propozicija 3.2.10. Preslikavanje ¥ : {p € Sy, : p(n) = n} — S,_1 defini-
rano s W(p) = plq1,..n—1y je bijekcija za koju vrijedi I(p) = 1(¥(p)).

Sada smo spremni uvesti determinantu kvadratne matrice.

Definicija 3.2.11. Neka je n € Ni A = (a;5) € M,(F). Determinanta
matrice A oznacava se s det A 1 definira s

det A = Z (_1)I(p)a1p(l)a2p(2) Ceee Onp(n)-
pESn

Uoc¢imo prvo da je determinanta definirana samo za kvadratne matrice i
da je det A skalar. Spomenimo odmah i da se determinanta matrice A =

ai]p] a2 ... Qain
5 ) a1 a2 ... Q2n

[a;j] € M,, ponekad oznacava i kao
apl1 Ap2 ... QGpp

Determinanta matrice A je, dakle, definirana kao kona¢na suma pri ¢emu
se sumacija vrsi po permutacijama od n elemenata. Zato imamo n! pribroj-
nika; svaka permutacija p generira ¢lan (—1)I(p)alp(1)a2p(2) "ot Upp(n) koJi se
naziva osnovni sumand (pridruzen permutaciji p ili generiran permutacijom
p). Predznak tog sumanda je upravo predznak (signum) dane permutacije.

. . . . 1 2 ...
Na primjer, ako za p uzmemo identi¢nu permutaciju ¢d = 1 2 Z ) ,
pridruzeni osnovni sumand je (—1)%ai1a9s - . . . - @ny; dakle, umnozak eleme-

nata na dijagonali.

Primijetimo da se u svakom osnovnom sumandu nalazi po jedan i samo
jedan koeficijent iz svakog retka matrice A. Takoder, jer je svaka permutacija
p € S, bijekcija skupa {1,2,...,n} na sebe sama, svaki osnovni sumand
sadrzi jedan i samo jedan koeficijent iz svakog stupca od A.

Ako je n = 1 determinanta je, ocito, trivijalna funkcija: det (a) = a.

Za n = 2 imamo samo dvije permutacije u So; to su id = ( } ; ) i

1 2 . . e
p= ( ) S obzirom na to da je i¢d parna, a p neparna, ocito je da za

2 1
. . a a
svaku matricu drugog reda imamo - ai11a92 — A12a91.-
a1 a22
Veé kad je n = 3, racun postaje kompliciraniji. S3 ima Sest eleme-

e (123 (123 (123 B
nata: 14 = 1 2 3 , P1 = 1 3 2 , P2 = 2 1 3 , P3 =
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1 2 3 1 2 3 1 2 3 . .
(2 3 1),]94_(3 1 2),]95—(3 9 1),odk031hsuzd,p3

i py parne, a ostale tri neparne. Zato je, za svaku matricu treéeg reda,
a1 a2 ais
G21 (22 (23 | = @11G22033—011A23G32—012021033+012023031 1013021432 —
az1 a2 ass

a13G22031 -

Veé i iz ovih jednostavnih primjera je jasno da operiranje s definicijom
determinante nije lagano. Kad bismo, na primjer, izravno iz definicije trebali
izracunati determinantu matrice petog reda, imali bismo 5! = 120 osnovnih
sumanada. Prva nam je zadaca, dakle, naéi lakse i efikasnije metode za
racunanje determinanti. Zapo¢nimo s jednim vaznim posebnim slucajem.

Propozicija 3.2.12. Neka je A = [a;5] € M, proizvoljna donjetrokutasta
kvadratna matrica. Tada je det A = aj1a92 - ... Gpp-

Dokaz. Po definiciji je (usp. pm’mjer a;; = 0, Vi < j, Sto znaci da su
svi koeficijenti matrice A iznad dijagonale jednaki 0.

Uoc¢imo da je produkt dijagonalnih elemenata zapravo osnovni sumand
generiran identicnom permutacijom. Zato se dokaz propozicije svodi na
¢injenicu da za svaku permutaciju p € S, p # id, pridruzeni osnovni sumand
iznosi 0.

Odaberimo proizvoljnu p € S, i pogledajmo p(1). Ako p(1) # 1, imamo
1 < p(1) i zato ajpqy = 0. Jasno je da je tada i ¢itav osnovni sumand
pridruzen ovoj permutaciji p jednak 0.

Time smo pokazali da u nastavku trebamo promatrati samo one permu-
tacije koje zadovoljavaju p(1) = 1. Uzmimo jednu takvu permutaciju p i
pogledajmo p(2). Jer je p injekcija, ne moze biti p(2) = 1. Moguénosti su,
dakle, p(2) = 2 i p(2) > 2. No, ako je p(2) > 2 onda je agy2) = 0 i opet je
cijeli osnovni sumand generiran ovom permutacijom jednak 0.

Netrivijalan (ne-nul) doprinos mogu dati, dakle, samo one permutacije za
koje vrijedi p(1) =11 p(2) = 2. Sad se razmatranje analogno nastavi dalje.
Jasno je da na kraju dolazimo do zakljuc¢ka kako netrivijalan doprinos moze
dati samo identi¢na permutacija. O

Korolar 3.2.13. Neka je A = [a;;] € M, dijagonalna matrica (a;; =0, Vi #
j). Tada je det A = aj1aze - ... Qnp.

Malom modifikacijom dokaza propozicije [3.2.19 mogli bismo pokazati da
je i determinanta svake gornjetrokutaste matrice jednaka produktu dijago-
nalnih koeficijenata. To ée, medutim, slijediti iz iduée propozicije koja ¢e se
pokazati visestruko korisnom.

Sjetimo se da je za matricu A transponirana matrica A? ona &iji retci su
stupci matrice A. Ako je A = [a;;] 1 A® = [bj;], onda vrijedi b;; = aj;, Vi, .
Uo¢imo takoder da je za A € M,, i A € M,,. Prirodno je razmotriti vezu
determinanti ovih dviju matrica.
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Propozicija 3.2.14. Za svaku matricu A € M, vrijedi det A® = det A.

Dokaz. Oznacimo A = [a;;] i A® = [bsj], pritom je b;; = aji, Vi, j.
Uoc¢imo da za osnovni sumand u det A pridruzen permutaciji p € .S,, vrijedi
-1
(=) Waryyaz) - anp) = (=D ay 10318, 102 - Gpa -
Naime, prema korolaru prvo imamo (—1)7® = (=1)7¢"") Osim
toga, jer je p bijekcija, postoji jedinstven i € {1,2,...,n} za koji vrijedi
p(i) = 1. Odavde je p~'(1) = i, pa sada faktor a;,; u osnovnom sumandu
generiranom permutacijom p zapravo glasi a;;, a to mozemo pisati i kao
~1(1)1-
Analogno rezoniranje primjenjuje se i na sve ostale faktore u osnovnom
sumandu. Zato mozemo pisati

det A = Z alp )agp@) et anp(n)
PESH

,1 .
=2 (D) gy Gt = (er ag = bi)
PESH

I —1
== Z (—1) (p )blp_l(l)b2p_1(2) S et bnp_l(n)
PESn
(jer je, prema propoziciji p — p~! bijekcija, sumaciju po svim p € S,
mozemo provesti i tako da sumiramo po svim p~! € S,,)

= Z (—1)I(p_1)b1p_1(1)b2p_1(2) oo byp-1(n) = (supstituiramo pl=gq
plESH

= Z (—1)I(q)b1q(1)b2q(2) e bnq(n) = det A%.
qESn

O

Korolar 3.2.15. Determinanta svake gornjetrokutaste matrice je produkt
dijagonalnih elemenata.

Dokaz. Uocimo da gornjetrokutasta matrica transponiranjem prelazi u do-
njetrokutastu, a dijagonalni koeficijenti pritom ostaju na svojim mjestima.

Sada je tvrdnja ocita posljedica propozicija 1[3.2.13 O

Propozicija 3.2.16. Pomnozimo li neki redak (ili stupac) matrice A ska-
larom X, za determinantu tako dobivene matrice B vrijedi det B = Adet A.

Dokaz. Napomenimo najprije da se pod mnozenjem retka ili stupca skalarom
A podrazumijeva da se svaki koeficijent tog retka ili stupca mnozi s .

Dokazimo najprije tvrdnju za retke. Neka smo u matrici A r-ti redak
mnozili s A i tako dobili matricu B. Ako ozna¢imo A = [a;;] i B = [b;;] onda
je bij = ai;, Vi #r, V3,1 brj = Aarj, ¥j. Sada je

det B = Z blp b2p( ) P brp(r) L— bnp(n)
PESH
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= Z (=1)! P arya)azpe) - My -+ Anpi)

=\ Z I(p)al Ya2p(2) v+ App(r) * v -+ Opp(n) = Adet A.
PESn
Uzmimo sada matricu B koja nastaje tako da r-ti stupac u A mnozimo
skalarom ). Uo¢imo da je tada B! matrica koja nastaje tako da r-ti redak
u A® mnozimo s A\. Sada kombinacijom upravo dokazane tvrdnje za retke i
propozicije imamo det B = det B! = \det A* = \det A. O

Korolar 3.2.17. Za svaku matricu A € M, vrijedi det(AA) = \"det A.

Dokaz. Tvrdnja se dobiva uzastopnom primjenom prethodne propozicije (n
puta). O

Propozicija 3.2.18. Neka matrica B nastaje medusobnom zamgjenom dvaju
redaka (ili stupaca) u matrici A € M,,. Tada je det B = —det A.

Dokaz. Dokazimo prvo tvrdnju za stupce. Neka B nastaje iz A tako dau A
zamijenimo k-ti i [-ti stupac. Ako oznacimo A = [a,;] i B = [b;;], onda, za
a;; akoje j#Kk,l
svei=1,2,...,n, imamo b;; =< a; akoje j=k
a;,  akoje =1
Uzmimo, konkretnosti radi, da je k£ < [ i promotrimo transpoziciju ¢ =

12 ...k ... 1 ... n—1n
q(]“”)_<1 2 .1 ...k ... n-1 n>
Sada uz pomo¢ permutacije ¢ mozemo pisati bij; = a;q(j), Vi,J, a odavde
imamo:

det B = Z (—l)l(p)blp(l)bgp(Q) L. bnp(n)
PESH

= > (D" aigp)asgp2) - * Inglp(n)
PESH

(iskoristimo sada da je, prema propoziciji q neparna permutacija
pa primjenom propozicije dobivamo (—1)/?) = —(—1)/@(—1)I®) =
—(—1)(ar))

_ I(qp) . .
= Z O1,gp(1)32,gp(2) * - - - * An,gp(n)
pESH

(sad, prema propoziciji znamo da je preslikavanje p — gp bijekcija sa
Sy na S, pa umjesto sumacije po svim p € .S, isti efekt mozemo dobiti ako
sumiramo po svim gp, p € Sy,)

= — Z al ap(1)@2,qp(2) * -+ * Ongp(n) = (supstituiramo ¢p = s)
qpESn

- Z als 1)@25(2) " Qps(n) = —det A.
sESn
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Tvrdnja za retke sada slijedi kombinacijom upravo dokazane tvrdnje za

stupce 1 propozicije O

Korolar 3.2.19. Ako matrica A € M,, ima dva jednaka retka (ili stupca),
onda je det A = 0.

Dokaz. Zamjenom tih dvaju jednaka redaka (stupaca) det A ¢e ostati jed-
naka (jer dobivamo jednaku matricu) i, istovremeno, zbog propozicije
promijeniti predznak. Vrijedi, dakle, det A = —det A. O

Propozicija 3.2.20. Neka matrica B = [b;j| nastaje iz matrice A = [a;;] €
M,, tako da nekom retku (stupcu) u A pribrojimo neki drugi redak (stupac)
matrice A pomnoZen skalarom \. Tada je det B = det A.

Dokaz. Napomenimo najprije da redak ili stupac pribrajamo drugom retku,
odnosno stupcu tako da redom zbrajamo odgovarajuce koeficijente (one na
istim matri¢nim mjestima, tj. s istim indeksima).

Dokazimo najprije tvrdnju za retke. Zamislimo da smo s-tom retku pri-

brojili 7-ti redak pomnozen s A. Ovdje je, za sve j = 1,2,...,n,
o oay ako je i#s .
bij = asj +Aap; akoje i=s" Sada je
det B=) (=)' Pbiyybapiz) -+ bupi)
PESn

= (D" - a1 pe—1) (@sp(s) F Arp(s) < Gnp(n)
PESR

(primjenom zakona distribucije u polju ovo mozemo rastaviti u dvije sume)

I
= Z (p (- np —i—)\ Z alp (1) - .-arp(r)-. . .~arp(8)~. . .-anp(n)
PESH pESH
= det A.

Naime, druga suma ispred zadnje jednakosti iznosi 0 jer ta suma predstavlja
determinantu matrice s dva jednaka retka.

Kao i prije, odgovarajuca tvrdnja za stupce dobiva se kombinacijom upravo
dokazane tvrdnje za retke i propozicije O

Kombiniranom primjenom prethodnih propozicija mozemo relativno efi-
kasno izra¢unati determinantu svake matrice.

Definicija 3.2.21. Neka je A € M,,,,. Elementarne transformacije matrice
A (ili nad matricom A) su

(I) medusobna zamjena dvaju redaka (stupaca);
(IT) mnozZenje nekog retka (stupca) skalarom X # 0;
(ITT) pribrajanje nekom retku (stupcu) drugog retka (stupca) prethodno
pomnozenog skalarom .



70 DAMIR BAKIC

Uocimo najprije da smo elementarne transformacije definirali za matrice
bilo kojeg tipa. U ovom kontekstu, kad rac¢unamo determinante, ogranicit
¢emo se, naravno, samo na kvadratne matrice.

Prethodno dokazane tvrdnje pokazuju da je lako pratiti posljedice po
determinantu polazne matrice ukoliko nad njom vrsimo elementarne tran-
sformacije. Ukratko: pri transformaciji (I) determinanta mijenja predznak,
pri transformaciji (II) determinanta se mnozi (tim istim) skalarom A, a pri-
mjenom transformacije (III) determinanta se ne mijenja.

Sada je ideja spretno kombinirati elementarne transformacije s namjerom
da zadanu matricu svedemo na trokutasti oblik; znamo da ¢e determinanta
tako dobivene matrice biti samo produkt elemenata na dijagonali.

O opcoj strategiji primjene elementarnih transformacija s namjerom da
se polazna matrica svede na trokutasti oblik detaljno ¢emo govoriti u iducoj
tocki. Za sada pogledajmo kako to funkcionira na jednostavnom primjeru:

2 1 -1 11 2
1 3 —4| (zamijenimo 1. 13. redak) =—|1 3 —4
11 2 2 1 -1

(1. redak mnozimo s —1 i dodajemo 2. retku, nakon toga 1. redak mnozimo
s —2 i dodajemo 3. retku)

1 1 2 1 1 2

=—|0 2 —6 | (zamijenimo 2. i 3. redak) =| 0 -1 -5

0 -1 =5 0 2 —6
1 1 2

(2. redak mnozimo s 2 i dodajemo 3. retku) =|{ 0 —1 —5 | = 16.
0 0 -16

Sliéno bismo postupali i kad bismo rac¢unali determinante viSeg reda.

Prethodni primjer pokazuje jednu metodu ra¢unanja determinanti. Posto-
je i druge tehnike kojima se moze izraCunati determinanta zadane matrice,
bez izravnog pozivanja na definiciju. Najvaznija je, bez sumnje, Laplaceova
formula. Za dokaz te formule trebat ¢e nam nekoliko tehnickih lema.

Lema 3.2.22. Neka je 1 < k < n te neka su dane matrice A, B,C € M,

oblika
B a1 a2 R ain 7
asy ago . aon
A= : : : ’
b1t ekl b2+ k2 oo brn t Crn
L an1 an2 ce Qnn 4
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[ a1 a2 ... aip ] [ a1 a2 ain |
a1 Q2 ... Q2 a1 a2 a2n
B = s C g
bk bk ... bpn Ckl  Ck2 Ckn
L Anl Qn2 ... Gpnp | L Anl Qan2 Ann
Tada je det A = det B + detC.
Dokaz.
det A = Y (=1)"Pay,)azpo) (brpik) + Chptr) - - - Anp(n)
PESn
= > (D) Payaya0@br0) - - G
pESH
+ > D) P ag)ase) i - - anpy
PESn
= det B +detC.
O
X1
Napomena 3.2.23. Za X1, Xs,... X, € F" neka je X = : € M,. Utoj
Xn

notaciji iskaz prethodne leme moZemo iskazati na sljedeéi nacin: ako je A =

A ) [ Ay ] [ Ay ]

A’I’L An - An =

) Ocito je da se ovo poopcuje na vise pribrojnika: akozam € NiTy, 75, ...
F™ u k-tom retku matrice imamo zbroj 171 + 15 + ... + T}, onda vrijedi

- A, - A T

det | TV +...+T,, | =det Ty | + ...+ det

Ap

AL

By+Cy |,B=| B, | iC=| Cg | onda je det A =det B+ detC.

T €



72 DAMIR BAKIC

Lema 3.2.24. Neka je A = [a;5] € M, i1 <k <n. Oznacimo s Ay, ..., A,
retke matrice A te s eq,...e, elemente kanonske baze u F". Tada je

- Ay

n .
det A = Z agjdet | ej
j=1

Dokaz. Prema prethodnoj napomeni imamo

[ Ay ) Ay A T

det A=det | A | =det | Y0 apje; | = Z det | agje;

: j=1
| A, ] oA [ 4, ]
C oA T - AL
Medutim, zbog propozicije|3.2.16| imamo det | apje; | = agjdet | e
L An L Ay
za svaki j=1,...,n. O

Lema 3.2.25. Neka jen > 2, C = [¢;;] € My,—1, te neka sux1,22,...,Tpn_1

ci1 ... Clp—1 1
proizvoljni skalari. Tada za matricu D =
Cn—-11 .-+ Cpn—1n—-1 Tp-1
0 e 0 1

vrijedi det D = detC.

Dokaz. Oznacimo koeficijente matrice D s d;;. Tada je, po definiciji, det D =
Zpesn(_l)l(p)dlp(l) -+ lyp(ny- Odmah uocavamo da zbog specifitne grade
zadnjeg retka matrice D za svaku permutaciju p za koju je p(n) # n imamo
dpp(n) = 0 1 zato pripadajuci osnovni sumand takoder iznosi 0. Zbog toga
se ovdje u definicionoj formuli za determinantu matrice D odmah mozemo
ograni¢iti samo na one permutacije p € S, za koje je p(n) = n. Pritom,
p(n) = n povlaci da za sve i < n imamo p(i) < n. Zato za sve takve
permutacije p, opet zbog posebne grade matrice D mozemo pisati d;,;) =
Cip(i) 2 sve i < n. Tako dobivamo

det D = Z (—1)I(p)clp(1) e Cn—l,p(n—l) - 1.

{p€Sn:p(n)=n}
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Sad se prisjetimo preslikavanja ¥ : {p € S,, : p(n) = n} = Sp—1, ¥(p) =
pl{1,..n—1} 1z propozicije|3.2.10; Jer je I(p) = I(¥(p)), mozemo pisati

det D = Z (fl)l(q](p))cl\p(p(l)) < Cn—1,9(p(n—1))-
{pES,L:p(n):n}

Konaéno, jer je ¥ bijekcija, posljednji izraz iznosi upravo det C. ([

Sada je sve spremno za dokaz Laplaceove formule.

Teorem 3.2.26. (Laplaceov razvoj determinante) Neka je A = [ai;] €
M,, n > 2. Tada je

n n
det A = Zaijkj, Vk=1,2,...,n, i detA= Zaijkj, Vi=12,...,n,
j=1 k=1

pri cemu za sve k,j, vrijedi Ap; = (—1)k+jAkj, a Ayg; je determinanta
matrice n — 1. reda koja nastaje tako da iz matrice A uklonimo k-ti redak i
j-ti stupac.

Obje formule se zovu Laplaceov razvoj. Brojevi Ay; zovu se algebarski
komplementi ili kofaktori matri¢nih koeficijenata ay;. Uocimo da se u prvoj
formuli radi o razvoju po k-tom retku (jer u prvoj formuli indeks & je fiksan
i svi koeficijenti ay; i njihovi algebarski komplementi Aj; pod znakom sume
pripadaju k-tom retku), a teorem tvrdi da ta jednakost vrijedi za svaki k.

Analogno, druga formula predstavlja razvoj determinante po j-tom stupcu,

pri ¢emu za j mozemo odabrati bilo koji element skupa {1,2,...,n}.
1 -1 -1
Pogledajmo primjer: determinantu matrice A = | 23 4 | izra-
1 5 7
. , . or1| =1 -1
¢unat ¢emo razvojem po drugom retku: det A = 2(—1)** 57 ‘ +

212 1 —1 213 | 1 —1
3(—1)** 1 7| 4D + 1 s

Ocito je da se Laplaceovim razvojem ra¢unanje determinante n-tog reda
svodi na racunanje n determinanti A; koje su n — 1. reda. Na prvi pogled,
pojednostavnjenje u odnosu na definiciju mozda i nije veliko, no sada re-
kurzivno moZemo nastaviti dalje i svaki od algebarskih komplemenata Ay;,
odnosno determinanti Ay;, izracunati ponovnom primjenom Laplaceova ra-
zvoja snizavajuéi opet red determinante. Primjena je osobito spretna ukoliko
determinantu razvijamo po retku ili stupcu u kojem su mnogi koeficijenti
jednaki 0 - jer tada, oc¢ito, algebarske komplemente ne treba ni ra¢unati. U
tom smislu je najefikasnije Laplaceov razvoj primjenjivati u kombinaciji s
elementarnim transformacijama. Za ilustraciju, izra¢unajmo determinantu
matrice iz prethodnog primjera na sljedeéi nacin: najprije prvi stupac do-
dajmo drugom, zatim prvi stupac dodajmo tre¢em, a onda determinantu
tako dobivene matrice izracunajmo Laplaceovim razvojem po prvom retku.

= -2(-2)+3-8—4-6=4.
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Dobivamo
100 _—
detA=|2 5 6|=1-(-1)'"! =40 — 36 = 4.
1 6 8 6 8

Dokaz teorema [3.2.24.
Fiksirajmo proizvoljan indeks retka k. Veé¢ znamo iz leme|3.2.24]da vrijedi

- Ay

n .
det A = Zakj det | e;
j=1 :

Ap

Preostaje samo izracunati navedene determinante, to jest dokazati da svaka
od njih iznosi tocno Ay;.
AL

Izvrsimo u matrici | e; | n—k uzastopnih zamjena redaka kojima ¢emo

L Ay ]
njezin originalni k-ti redak e; dovesti na posljednje mjesto. Nakon toga
izvr§imo u toj matrici n — j uzastopnih zamjena stupaca nakon kojih ée j-ti
stupac takoder doé¢i na posljednje mjesto. Tako dobivamo

- Al .
det | e; | =
L An |

ail e alyj,l a17j+1 e A1n alj

_— ag-1,1 .- Qk—1j5-1 Qk—14+1 --- Qk—1n QAk—1j
n—(k+7

(D)2 a1 @1 o1 GEb1 el -ee Qkibla Gktlg

[07%%] PN Qp, -1 Qp, j+1 PN Apn Qnj

0 o 0 0 0 1

Sad prvo primijetimo da je (—1)2"~(*+7) = (—1)*+J. Drugo, dobivenu de-
terminantu mozemo izracunati koriste¢i lemu[3.2.25, Ukupni rezultat iznosi
upravo (—1)F+i Ap; = Ag;. Time je prva jednakost iz teorema dokazana.
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Kao i mnogo puta do sada, drugu jednakost, to jest Laplaceov razvoj
determinante po stupcima dobit ¢emo transponiranjem. Ovdje, a i u ne-
kim drugim prilikama, spretnije je koristiti oznaku A(A)y; umjesto Ayj,
jer zelimo naglasiti da se podmatrica ¢iju determinantu rac¢unamo dobiva
uklanjanjem k-tog retka i j-tog stupca upravo iz matrice A.

Primijenit éemo veé¢ dokazanu formulu za Laplaceov razvoj po k-tom retku
na determinantu matrice A':

n n
det A =det A" = "[AN; (=) TAA); = ajr(—DFITA(A) i

j=1 j=1

Uocimo da smo ovdje koristili i jednakost A(A");; = A(A);x, a opravdanje je
sljedeée: ako iz matrice A uklonimo j-ti redak i k-ti stupac, pa tako dobivenu
matricu transponiramo, efekt je to¢no isti kao da iz A* uklonimo k-ti redak
i j-ti stupac, a propozicija[3.2.1]] jaméi da se determinanta transponiranjem
ne mijenja. [l

Postoje i drugi dokazi Laplaceovog teorema. Ovdje ¢emo opisati jos je-
dan moguéi pristup u kojem se takoder prirodno pojavljuje ideja razvoja
po nekom odredenom retku. Promotrimo ponovno definicionu formulu za
determinantu matrice A = [a;;]:

det A = Z (_1)I(p)a1p(l)a2p(2) “eee Opp(n)-

PESn

Pretpostavimo da je n > 2, fiksirajmo neki, npr. k-ti redak i pogledajmo
faktor u svakom osnovnom sumandu koji se nalazi u k-tom retku; to je ap ).
Ovisno o tome §to je p(k), taj je koeficijent u prvom, drugom, ili, opéenito, u
j-tom stupcu matrice A. Za sve one permutacije p € S, za koje je p(k) = 1,
taj faktor ¢e glasiti ag;. Ukoliko grupiramo zajedno sve osnovne sumande
koji potjecu od permutacija p sa svojstvom p(k) = 1, iz svih tih sumanada
¢emo ocito modi izluciti faktor ap;. Slicno bismo mogli razmisljati i dalje.

Uoc¢imo da za odabrani ¥ mozemo pisati S, = U;-’Zl{p €S, :pk) =
j}, pri ¢emu je ova unija disjunktna. Zato sumu iz definicije determinante
mozemo zapisati na sljede¢i nacin:

det A = Z Z (—1)I(p)a1p(1)a2p(2) L akj L. anp(n)
=l pes,
p(k) =

= Z QAfj Z (_1)I(p)a1p(l) Cee s Op—1,p(k—1)Ak+1,p(k+1) " - - - Qnp(n)

(S
—~~
Em
I N
bv:
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Definiramo li, drzeéi k jos uvijek fiksnim, za za sve j = 1,2,...,n, veli¢ine
A= > D) Pagay o 0 o)) et 1) - D),
pE Sy
p(k) =j

mozemo pisati

n
det A = Z aijkj.

j=1
Naravno, sada preostaje dokazati da su ovako definirani brojevi Ay; za-
ista jednaki izrazima (—1)*+J Ay; Sto zahtijeva posao slican onome koji smo
obavili u iznijetom dokazu. Medutim vidljivo je kako ovo alternativno rezo-
niranje prirodno ”razvija” determinantu kao sumu duz odabranog retka u

kojoj se matri¢ni koeficijenti mnoze nekim brojevima (kofaktorima).

Laplaceov teorem ima i donekle iznenadujuéi nastavak. Vidjeli smo da
zbroj umnozaka koeficijenata iz nekog retka (stupca) matrice s njihovim
algebarskim komplementima daje determinantu. Iduéa propozicija govori
o tome Sto ¢e se dogoditi ako elemente nekog retka ili stupca mnozimo s
”tudim” algebarskim komplementima.

Propozicija 3.2.27. Neka je A = [ai;] € M,,. Tada vrijedi

S A =0,Vi£k i Y aj;Ag=0,Yj #k.
i=1

J=1

Dokaz. Dokazimo najprije prvu formulu (u kojoj se mnoze koeficijenti i-tog
retka s algebarskim komplementima koeficijenata iz k-tog retka). Uvedimo
pomoénu matricu B € M, koja neka ima sve retke kao i matrica A, osim
k-toga; u k-tom retku matrice B neka je opet prepisan i-ti redak matrice A.
Kako B ima dva jednaka retka, to je det B = 0. S druge strane, mozemo na
B primijeniti Laplaceov razvoj po njezinom k-tom retku. Tako dobivamo:
0=det B =37 [Bli(~1)"A(B)y; = X7y aij(—=1)*A(B)x; = (jer se
B i A podudaraju u svim retcima osim k-toga, imamo A(B)y; = A(A)g;)
=i aig (=DM A(A)gs = YT aijAk;.
Druga tvrdnja se lako dobiva iz ove, upravo dokazane i propozicije
O

Definicija 3.2.28. Neka je A € M,,. Adjunkta matrice A je matrica A=
[xi;], pri cemu je x5 = Aj, Vi, j =1,2,...,n.
Adjunkta kvadratne matrice A je, dakle, transponirana matrica algebar-

skih komplemenata originalne matrice A. Na primjer, za A = [ le _g ]

lako nalazimo da je A= [ _i ? }
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Korolar 3.2.29. Za svaku kvadratnu matricu A vrijedi AA = AA = (det A)I.

Dokazimo prvo AA = (det A)I. Treba zapravo vidjeti da u matrici AA
svi izvandijagonalni koeficijenti iSCezavaju i da svi dijagonalni iznose det A.
Oznacimo opet A = [ai;] 1 A = [zi5], ij = Aji. Uzmimo proizvoljne indekse
i,k. Sada je (AA)y = > ie1 @ik = >0y aijAgj. Ako je k = i, imamo
upravo Laplaceov razvoj po i-tom retku pa je rezultat det A. Ako je pak
k # i, onda nam prva jednakost iz prosle propozicije kaze da je rezultat 0.

Jednakost AA = (det A)I dokazuje se analogno, koristenjem Laplaceova
razvoja po stupcima i druge jednakosti iz prethodne propozicije. ([l

Pokazat ¢e se da je prethodni korolar jedan od vaznih koraka u opisu
regularnih matrica. No, prije nego Sto se vratimo regularnim matricama,
dokazat ¢emo jos jedan klasi¢an teorem o determinantama.

Lako je utvrditi da determinanta nije aditivna funkcija, tj. opéenito ne
vrijedi det (A + B) = det A+ det B za A, B € M,,. Ne vrijedi ni det (AA) =
MetAza A€ FiAe M,zan > 1 (usp. korolar[3.2.17). S obzirom na
to da je M, algebra, mozemo takoder pitati kako se determinanta ponaSa
s obzirom na mnozenje matrica. Za razliku od zbrajanja i mnozenja ska-
larom, ovdje odgovor niposto nije o¢it jer u izrazu det (AB) imamo posla
sa zamrSenom operacijom mnozenja matrica i jo§ zamrSenije definiranom
determinantom. Tim je neocekivanija ¢injenica da je determinanta multipli-
kativno preslikavanje, tj. da vrijedi det (AB) = det A - det B, VA, B € M,,.
Dokazimo prvo sam po sebi koristan pomoéni rezultat.

A C A 0
Lema 3.2.30. Neka su X,Y € M,,, X = [ 0 B },Y— [ D B} blok-

matrice pri cemu jen >2, A€ My, Be M,_, C € My, D€ My,
1<k<n. Tada je det X = detA - detB i detY = det A - det B.

Blok-matricama se ne¢emo baviti sustavno; stoga ih niti ne¢emo formalno
definirati, nego ¢emo ih shvacati intuitivno. Opéenito, kad se za to ukaze
potreba, matricu mozemo na prikladan nacin razdijeliti na blokove i pro-
matrati svojstva tih ”podmatrica”. Tvrdnja leme se u tom svjetlu moze
interpretirati na sljedeé¢i nacin: ako neku kvadratnu matricu uspijemo raz-
dijeliti na blokove, s tim da dijagonalni blokovi budu kvadratne matrice (ali
ne nuzno istog tipa), te da bar jedan od izvandijagonalnih blokova bude
nulmatrica, onda je determinanta polazne matrice umnozak determinanti
matrica na dijagonalnim mjestima.

Uocimo da je, opéenito, k # n — k pa izvandijagonalni blokovi ne moraju
biti kvadratne matrice.

Promotrimo slucaj n = 2. Ovdje je jedina moguénost razdiobe na blokove
k =n—k =11 ovdje su blokovi u stvari matrice prvog reda. Ako je rije¢ o

0 b d b
Kako je det X = detY = ab, i kako za svaku matricu prvog reda [m] po

matricama kao u iskazu leme, onda imamo X = { @ c ] iY = [ a0 }
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definiciji determinante vrijedi det[m] = m, vidimo da je u ovom slucaju
tvrdnja leme to¢na.

A C
0 B } <
M,,. Dokaz provodimo indukcijom po n (dakle, po redu matrice X).

Bazu indukcije ¢ini slu¢aj n = 2, a upravo smo u komentaru prije dokaza
vidjeli da je tada tvrdnja leme tocna.

Pretpostavimo da je tvrdnja leme to¢na za svaku gornjetrokutastu blok-
matricu reda n — 1 pri ¢emu su dijagonalni blokovi kvadratne matrice (reda
k, odnosnon — 1 —k, za 1 < k < n — 2), a blok u lijevom donjem uglu je
nulmatrica.

Dokaz leme. Promotrimo najprije blok matrice oblika X = [

A C

0 B:|,A€Mk,

Uzmimo matricu X € M, kao u iskazu leme; X = {

Be M, Ce Mk,n—ka 1<k<n.

Pogledajmo najprije rubne slucajeve k =11k =n—1. Ako je k = 1,
blok u lijevom gornjem uglu je skalar (matrica prvog reda (a)), u ostatku
prvog stupca su nule i tvrdnju dobivamo primjenom Laplaceova razvoja za
det X po prvom stupcu. Sasvim analogno, ako je kK =n — 1, blok u desnom
donjem kutu je matrica prvog reda (b) i tvrdnja izlazi primjenom Laplaceova
razvoja za det X po posljednjem, n-tom retku.

Pretpostavimo sada da je 2 < k < n — 2. Determinantu matrice

ail a1k C11 Cln—k
_ | Akl Ak Ck1 Ckn—k
X =
0 0 b1 bin—k
L 0 0 bn—k:,l bn—k,n—k i

izracunat ¢emo Laplaceovim razvojem po prvom retku:

det X = au(—l)HlA(X)u +...+ a1k<—1)1+kA(X)1k+

611(—1)1+k+1A(X)17k+1 + ...+ Clyn,k(—1)1+nA(X)1n.

Preostaje izracunati poddeterminante A(X);. Za 1 < j < k mozemo direk-
tno primijeniti pretpostavku indukcije: lijevi gornji blok je ovdje matrica iz
Mj,_1 koja nastaje iz bloka A uklanjanjem prvog retka i j-tog stupca. Dobi-
vamo A(X)i; = A(A)y;-det B, j =1,2,..., k. Ako pak racunamo A(X)y;
za j > k onda u lijevom gornjem kutu imamo matricu (koja je nastala iz
originalnog bloka A) s k — 1 redaka i k stupaca. Da bismo primijenili pret-
postavku indukcije, u determinanti A(X)q; koja je n — 1. reda organizirat
¢emo drugaciju razdiobu na blokove. U spomenuti blok u lijevom gornjem
kutu pridodat ¢emo joS jedan redak te time gornji lijevi blok uciniti kva-
dratnom k x k matricom. Primijetimo da smo time i donji desni blok uéinili
kvadratnom matricom (ta sada ima n — k — 1 redaka i n — k — 1 stupaca).
Sada ponovno mozemo primijeniti pretpostavku indukcije. Odmah se vidi
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da je A(X)1j; = 0 za sve j > k jer je zadnji redak matrice u lijevom gornjem
bloku nulredak.
Na ovaj nacin prethodna formula prelazi u

det X = CL11(*1)1+1A(A)11 -det B+ ...+ alk(*l)l_kkA(A)lk -det B =
det B - (a1 (=) P A(A) 11 4 ... 4+ a1 (—1)TFA(A) 1) = det A - det B.

Drugu tvrdnju leme mogli bismo dokazati analogno. Alternativno, moze se
uociti da donjetrokutasta blok-matrica transponiranjem prelazi u gornjetro-
kutastu blok-matricu; zato druga tvrdnja slijedi kombiniranom primjenom
prethodno dokazane tvrdnje i propozicije (I

Teorem 3.2.31. (Binet-Cauchy) Za sve A,B € M, vrijedi det(AB) =
det A - detB.

Dokaz. Stavimo A = [a;;] i B = [bsj]. Prema prethodnoj lemi imamo

ailr ... Qin 0 0
lapt .. Gpn 0 ..o 0
detA-detB=\ "5 " 0" by ... b
0 ... =1 by ... bum
(zamijenimo 1. stupac s n+ 1., 2. stupac s n+ 2., ... , n-ti stupac s 2n-tim)
0 0 ailr ... Qin
O ... 0 ap1 ... a
_ (_1\n n nn
_( 1) b1 ... by, -1 ... 0
S ) B |

(sad ¢emo primijeniti elementarnu transformaciju (III) koja ne mijenja de-
terminantu: n+ 1. redak pomnozimo s a1 i dodajemo 1. retku, n+ 2. redak

pomnozimo s ajo i dodajemo 1. retku, ..., 2n — t¢ redak pomnozimo s ay, i
dodajemo 1. retku)
ZZ:l alkbkl e Zzzl alkblm 0 e 0
0 e 0 anl ... @
_(_1\n n nn
_( 1) b11 bln -1 ... 0
bn1 . bun 0o ... -1

(sada n + 1. redak pomnozimo s ag; i dodajemo 2. retku, n + 2. redak
pomnozimo s age i dodajemo 2. retku, ... , 2n-ti redak pomnozimo s ag,, i



80 DAMIR BAKIC

dodajemo 2. retku)

B I
= (~1)"det (AB) - (—1)" = det (AB).

ZZ:1 alkbkl e zz:l alkbkn 0 e 0
Zzzl agkbkl . Zzzl agkbkn 0 . 0
=(-1)" 0 .. 0 anl ... GQnn
b11 . bin -1 ... 0
bn1 . bon 0 ... -1
(analogno nastavljamo dalje te nakon jos n — 2 koraka kona¢no dobivamo)
= (—=1)"det ‘ AB 0 ‘ (ponovno primijenimo lemu)

O

Ovime smo kompletirali pregled najvaznijih svojstava determinante. Sada
smo spremni vratiti se prouc¢avanju regularnih matrica i odgovoriti na dva
pitanja s kraja prethodne tocke. Sljedeéi teorem daje oba odgovora.

Teorem 3.2.32. Matrica A € M, je reqularna ako i samo ako je det A # 0.

U tom slucaju je inverzna matrica A~' dana formulom A= = deltAA' Jos
vrijedi det (A1) = deltA'

Dokaz. Neka je A regularna. Po definiciji, tada postoji inverzna matrica
A=Y € M, za koju vrijedi AA~! = A='A = I. Kad na jednakost AA~! =T
primijenimo determinantu dobivamo det (AA™!) = det I = 1, a odavde je,
prema Binet-Cauchyjevom teoremu, det A - det (A1) = 1. Nuzno je, dakle,
det A # 0. Osim toga, posljednja jednakost pokazuje da za determinantu
inverzne matrice vrijedi det (A™!) = —3—.

Obratno, pretpostavimo da je det A # 0. Prema korolaru [3.2.29 imamo
AA = AA = (det A)I. Kako je det A # 0, ovu jednakost mozemo pomnoziti
L Tako dobivamo (usput koristimo i korolar|3.1.5(3)) A(z2—A) =

S

det A~ det A
(deltAA)A = I. Po definiciji, ovo znaé¢i da je matrica A regularna a zbog
jedinstvenosti inverza (napomena|3.1.9(a)), slijedi A~! = deltAg' O

Napomena 3.2.33. Pretpostavimo da za matricu A € M,, postoji B € M,
takva da vrijedi BA = I. U napomeni[3.1.10 vidjeli smo da je A tada nuzno
regularna te da je B = A~'. Ovdje to mozemo zakljuéiti na jos jedan nacin,
primjenom Binet-Cauchyjevog teorema.

Naime, iz BA = I odmah slijedi det A - det B = 1 a to o¢ito povlaci
det A # 0. Prethodni teorem sad jaméi da je A regularna i kad jednakost
BA =T s lijeva pomnozimo s A™! izlazi B = A~!.

Potpuno analogno isti zakljuc¢ak se izvodi i ako pretpostavimo da za ma-
tricu A postoji B € M, takva da je AB = I.
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Primjer. Matrica A = ’ } je regularna jer je det A = 7. Kako je

7 8
1 8 —7 . . <. . -1 _1 8 —7
A= [ R }, prethodni teorem jamci da je A7 = = [ R }
3.3. Rang.

U prosloj tocki smo pokazali da regularne matrice mozemo karakterizi-
rati pomocu determinante. Rang matrice je jos jedan koncept prikladan
za prepoznavanje regularnih matrica i ra¢unanje njihovih inverza. Rang je,
medutim, za razliku od determinante, definiran za sve matrice (ne nuzno
kvadratne), Sto ga ¢ini vaznim tehnickim sredstvom i u Sirem kontekstu.

ail
. .o . . (1/21
Definicija 3.3.1. Neka je A = [a;j] € My, (F) inekasuS; = . , Sy =
am1
a2 Q1n
a2 A2n . . .
e, SO = : € M,,1(F) njezini stupci. Rang matrice A,
Am2 Amn,

r(A), definira se formulom r(A) = dim [{S1, So, ..., Sn}]

Napomena 3.3.2. (a) Ponekad se kaze da je skup {S1,So,...,S,} stupcana
reprezentacijaﬁ matrice A € My,,. Uoc¢imo da je {5, S2,...,S,} sadrzan u

prostoru jednostupcanih matrica s m redaka, te je zato [{S1,S2,..., S} <
M,,1. Odavde zaklju¢ujemo da za sve A € My, vrijedi r(A4) < m.
U drugu ruku, po definiciji linearne ljuske, {S1,So,..., Sy} je sustav iz-

vodnica za potprostor [{S1,S2,...,5,}] pa je zato, prema korolaru
r(A) = dim [{S1, S2,..., S0} < n.

Tako vidimo da za svaku matricu A € M, vrijedi 7(A) < mir(A) < n;
dakle, r(A) < min{m,n}.

(b) Kako stupci matrice A ¢ine sustav izvodnica za [{S7,52,..., Sn}] i
kako se svaki sustav izvodnica moze reducirati do baze (propozicija |2
to vidimo da je rang matrice zapravo broj njezinih linearno nezav1sn1h stu—
paca. Cesto se i ova opisna formulacija uzima za definiciju ranga.

(c) Za razliku od determinante, rang je funkcija koja poprima isklju¢ivo
cjelobrojne vrijednosti. Jo§ uoc¢imo da je nulmatrica jedina matrica ranga
0. Takoder se odmah vidi da za jedini¢nu matricu I € M, vrijedi r(I) = n.

3Stupéana reprezentacije {S1, S2,. .., Sp} matrice A € My, je skup koji mozda ima i
manje od n elemenata; sasvim je moguée da su neki stupci matrice A jednaki. Striktno
govoredi, onda ni oznaka {Si,S2,...,S5,} nije sasvim korektna jer u popisu elemenata

nekog skupa ne ¢inimo ponavljanja. No, uz tu malu zloupotrebu notacije zadrzat ¢emo
praksu da u stupcanoj reprezentaciji matrice navedemo sve njezine stupce.
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Rang je, dakle, broj linearno nezavisnih stupaca u danoj matrici. Vidjet
¢emo i u drugim prilikama da stupci matrice imaju u teoriji vazniju ulogu
od redaka. No nije nekorisno ponekad promotriti i sporedne objekte i spo-
redne uloge. Mozemo se, na primjer, ovdje pitati i koliko nezavisnih redaka
ima dana matrica. Indikativna je pritom diskusija 2 x 2 sustava linearnih
jednadzbi provedena u prvom poglavlju.

Pogledajmo matricu koeficijenata A = Zl bl ] sustava linearnih jed-
2 b2
nadzbi ‘1% + by = a . Njezin rang moze biti 0, 1, ili 2. Slucaj
asx + by = co

u kojem je rang 0 odmah mozemo iskljuciti iz razmatranja jer tada je to
nulmatrica i pripadajuéi sustav jednadzbi je u tom slu¢aju nezanimljiv (tri-
vijalan). Pretpostavimo da rang matrice A iznosi 1. Po definiciji, to znaéi
da su stupci ove matrice linearno zavisni, tj. da postoji skalar A takav da je

[ lb)l } =A { Zl ] U nasoj vektorskoj intepretaciji sustava ovo znaci da su
2 2

radijvektori OA i OB kolinearni (gdje je A = (a1,a2), B = (b1,b2)) te stoga
sustav ili nema rjeSenja, ili je rjeSenja beskonac¢no mnogo. No isti zakljucak
onda mora proizi¢i i iz analiticko-geometrijske interpretacije. To znaéi da
jednadzbe sustava definiraju paralelne pravce, a to je moguée samo tako
da koeficijenti a1, b1 i ag,bs budu proporcionalni kao uredeni parovi. No,
posljednji zakljuc¢ak upravo znaci da su retci matrice A linearno zavisni, pa
broj linearno nezavisnih redaka u A takoder iznosi 1.

Analogno bismo rezonirali i kad bi rang matrice A iznosio 2 i zakljucili
da su i retci u A nuzno nezavisni.

Na ovaj nacin zaklju¢ujemo: svaka matrica A € My ima jednak broj
linearno nezavisnih redaka i stupaca. To, naravno, nije slu¢ajno.

Teorem 3.3.3. Neka je rang matrice A = [a;j] € My, jednak . Tada i
broj linearno nezavisnih redaka u A iznosi r.

Dokaz. Oznatimo stupce od A sa Sy, So,...,Sy,. Prema pretpostavci, r(A) =
dim [{S1, So, ..., Sp}] = r. Pokazat ¢e se da nije smanjenje opéenitosti pret-
postavimo li da je skup {S1,S9,...,S,} linearno nezavisan. Tada je, po-
sebno, svaki daljnji stupac matrice A linearna kombinacija ovih prvih r:

(1) S; =751 +72;5 + ...+ S, Vi=r+1,...,n.

Uvedimo matricu A € M, ¢ija je stupéana reprezentacija {S1, Sa, . .., Sy }.
(Dakle, A nastaje iz A ispustanjem zadnjih n — r stupaca.)

Pretpostavimo da A ima to¢no p nezavisnih redaka. Jasno je da je p < m
(jer m je ukupni broj redaka matrice A), no takoder je i

(2) p<r

jer su retci matrice A elementi prostora F" (retci su uredene r-torke), a u
tom prostoru nezavisan skup moze imati najvise r elemenata.
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Ponovno neée biti smanjenje opcenitosti ako pretpostavimo da prvih p
redaka u A ¢ini nezavisan skup. Eksplicitno, ako retke u A oznaéimo s
Ri,..., Ry, onda je skup {Ri,...,R,} linearno nezavisan, dok za ostale
retke postoje skalari \;; takvi da vrijedi

(3) R = MiRi+ X iRo+ ...+ M\piRp, i=p+1,...,m.

Sada tvrdimo da identi¢ne relacije vrijede i za retke Ri, Ra, ..., R,, matrice
A:

(4) RiZ)\liRl—i-)\QiRQ—i-...—i-)\piRp, 1=p+1,....,m.

Da bismo dokazali ovih m — p jednakosti, fiksirajmo proizvoljan ¢, p + 1 <
1 < m. Gledajuéi element po element moramo vidjeti da vrijedi

(5) aij = A13015 + Aojag; + ...+ Apiaps, Vi=1,2,,...,n.

Za j = 1,2,...,r, medutim, nemamo Sto dokazivati - toé¢no to nam go-
vori jednakost kad je raspiSemo po elementima redaka. Uzmimo zato
j > r. Najprije iz ¢itamo a;; = Y p_qYkjaixr = (koristeéi ) =
Y okey ki Qo7 Miagk). Preostaje pokazati da je i desna strana jednakosti
jednaka dobivenom izrazu.

Zaista, ako iskoristimo , desnu stranu od mozemo pisati u obliku
2 iy Aty = D i1 Twjatk).

Time smo dokazali relacije . 1z (4)) ¢itamo da A ima najvise p nezavisnih
redaka. Ako broj nezavisnih redaka u A oznacimo s ¢, vrijedi, dakle, t < p.
Pogotovo je tada, prema (2)), t < r.

Kako je matrica A bila proizvoljno odabrana, dobivena nejednakost vrijedi
za sve matrice. Posebno, ako tu nejednakost primijenimo i na A?, dobivamo
r <t. Zato jet =r. O

Uocimo da smo u zavrsnom argumentu dokaza presutno koristili sljede¢u
o¢iglednu ¢injenicu: skup jednostupcanih matrica {x1,x2, ..., x5} C M1 (F)
je linearno nezavisan ako i samo ako je nezavisan skup uredenih m-torki
{af,ab, ... 2t} CTF™.

Pitanje broja linearno nezavisnih redaka u matrici je irelevantno za samu
definiciju ranga jer za rang su, po definiciji, relevantni isklju¢ivo stupci dane
matrice. U tom smislu se pitanje broja nezavisnih redaka moze ¢initi aka-
demskim, a prethodni teorem samo usputnom primjedbom. Medutim, brzo
Ce se pokazati da je taj teorem izrazito koristan pri efektivnom racunanju
ranga.

Zabiljezimo najprije tvrdnju teorema [3.3.3 u ekvivalentnom obliku koji
¢e biti spretniji za primjenu.

Korolar 3.3.4. Za svaku matricu A € My, vrijedi r(A) = r(A?).

U procavanju determinante bilo je korisno vidjeti kako se determinanta po-
nasa pri primjeni elementarnih transformacija (uvedenih u definiciji|3.2.21).
Isto pitanje mozemo postaviti i za rang.
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Teorem 3.3.5. Neka je matrica A" dobivena iz matrice A € M,,, primje-
nom neke elementarne transformacije. Tada je r(A") = r(A).

Dokaz. Dokazimo teorem najprije u slucaju kad je A’ dobivena iz A nekom
transformacijom stupaca. Najprije primijetimo: ako A’ nastaje iz A jednom
od elementarnih transformacija stupaca, onda primjenom istovrsne transfor-
macije stupaca na A’ dobivamo originalnu matricu A. Zbog toga je dovoljno
dokazati da vrijedi r(A’) < r(A) (jer tada e isti zakljucak primijenjen na
ove dvije matrice u obrnutim ulogama dati i obrnutu nejednakost).

Oznacimo stupce matrica A 1 A’ sa Sy,...,S,, odnosno Si,...,S,. Po
definiciji ranga, treba dokazati dim [{S], S5, ..., S, }] < dim [{S1, S2, ..., Sn}]-
To ¢e slijediti iz [{S], S5, ..., 5L} € [{S1,52,...,5n}], a za to je dovoljno
vidjeti da vrijedi S}, S%,..., S, € [{S1,S52,...,5,}]. Ovo je, medutim, tri-
vijalna posljedica definicije elementarnih transformacija. Naime, ovisno o
tome koju smo transformaciju izvrsili, svaki od stupaca S;» je ili jednak ne-
kom 5;, ili je oblika ASg, ili je pak oblika Sy + AS;.

Preostalo je dokazati tvrdnju teorema u slucaju kad A’ nastaje transfor-
macijom redaka matrice A. Uoc¢imo da efekt A — A’ mozemo proizvesti
i okolnim putem: A — A! — (A" — ((AY)5)! = A’. Naznageni koraci
imaju sljedeée znacenje: matricu A najprije transponiramo, nad transpo-
niranom matricom izvedemo transformaciju stupaca koja odgovara danoj
transformaciji redaka A — A’ i na kraju tako dobivenu matricu (A%)* opet
transponiramo - o¢ito se konacni rezultat ((A*)?)* zaista podudara s A’.

Zato je r(A’) = r(((AH))). S druge strane, kombinacijom prethodnog ko-
rolara i prethodno dokazane tvrdnje za stupce, imamo 7(((A?)%)) = r((A?)f)
=r(AY) =r(A). O

Definicija 3.3.6. Kazemo da je matrica B € M,,, ekvivalentna matrici
A € My, (i pisSemo A ~ B) ako se B moze dobiti iz A primjenom konaé¢no
mnogo elementarnih transformacija redaka ili stupaca.

Napomena 3.3.7. Definirana relacija ~ je oCito relacija ekvivalencije na pros-
toru M.

Neposredno iz prethodnog teorema sada slijedi:
Korolar 3.3.8. Za A, B € My, vrijedi: A~ B = r(A) =r(B).

Teorem|3.3.5)1 prethodni korolar daju nam praktiénu metodu za rac¢unanje
ranga. Ideja je primijeniti na zadanu matricu A konac¢an niz elementarnih
transformacija s namjerom da se dobije ekvivalentna matrica B ¢iji rang
mozemo iscitati i bez racunanja.
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Definicija 3.3.9. Neka su m,n € Nir € {0,1,2..., min{m,n}}. Matrica

1 0 ... 0 ... 07
01 ... 0 ...0
S | . o e
D, = 00 .1 .. 0 € My, pri ¢emu je tocno r jedinica na
L0 0 ... 0 ... 0]

dijagonalnim mjestima, zove se kanonska matrica tipa m X n ranga r.

Rang matrice D, zaista iznosi r jer prvih njezinih r stupaca oc¢ito ¢ini
linearno nezavisan skup, a ostali stupci su nulstupci.
Za ilustraciju pogledajmo prostor My3. Kanonske matrice tipa 4 x 3 su:

10 0 100 1 00
00 0 010 010
Do=0,Di=14 ¢ o P2=]10g0o0|"P=]0 01
00 0 000 000

Kako se i nasluéuje, skup kanonskih matrica u prostoru M,,, ¢e biti skup
predstavnika svih klasa ekvivalencije s obzirom na relaciju ekvivalentnosti
matrica. To je sadrzaj sljedeéeg teorema. Medutim, dokaz tog teorema dat
ée nam i viSe: algoritam za ra¢unanje ranga proizvoljne matrice.

Teorem 3.3.10. Neka je A € My, i 7(A) =r. Tada je A~ D, € Mp,,.

Dokaz. Ako je A =0 onda je u stvari A = Dy, pa se nema Sto dokazivati.

Pretpostavimo da je A = [a;;] # 0. Smijemo pretpostaviti da je a1 # 0
(jer, u suprotnom, primjenom transformacije (I) mozemo u gornji lijevi kut
matrice dovesti koeficijent razli¢it od 0). Primijenimo transformaciju (II)
(mnozenje s 711) na prvi redak matrice A tako da u lijevom gornjem kutu
dobijemo 1. Oznac¢imo tako dobivenu matricu s

/ / /
} a/m a/13 - a/ln
A= a3 a3y azz ... Gz,
/ ! / !
L A1 A2 A3 oo Gyp ]

Jasno je da vrijedi A ~ A’. Sad ¢emo sustavno primjenjivati transformaciju
(III), prvo nad retcima, zatim nad stupcima matrice A’ s ciljem da dobijemo
matricu

1 0 0 ... 0
0 b22 bgg bgn

B=|0 bz b3z ... b3

_0 bm2 bmg bmn
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Konkretno, da bismo iz A’ dobili B, treba 1. redak od A" mnoziti s —ab; i
dodati 2. retku, zatim ponovno 1. redak od A’ mnoziti s —a%; i dodati 3.
retku, i analogno dalje. Time ¢emo u prvom stupcu, od drugog retka nanize
dobiti same nule. Analogni manevar sada treba provesti nad stupcima tako
da i u prvom retku, od drugog stupca nadalje dobijemo nule.

Jasno je da je A ~ A’ ~ B; posebno, ove tri matrice imaju jednake
rangove. Ako je r(A) = 1, nuzno je b;; = 0, Vi, j (jer u protivhom bi rang
matrice B bio barem 2), te je prema tome B = D; i dokaz je gotov.

Ako je 7(A) > 1, onda je i r(B) > 1, pa je barem jedan od koeficije-
nata b;; razlicit od 0. Nije smanjenje opcenitosti ako pretpostavimo da je
baa # 0. Naime, primjenom transformacije (I) nad matricom B (konkretno,
zamjenom 2. i i-tog retka, te 2. i j-tog stupca) mozemo posti¢i da koeficijent
bi; koji je razlicit od 0 dode na poziciju "dva-dva”. Sad nastavimo primje-
njujudi transformaciju (III) u istom duhu kao u prvom koraku, s namjerom
da dodemo do matrice

10 0 ... O

o1 o0 ... O
C = 0 0 C3z3 ... C3p

_0 0 Cm3 ... Cmn_

Opet je B ~ C, pa onda zbog tranzitivnosti ove relacije i A ~ C, te je stoga
ir(A) =r(C). Ako je r(A) = 2, jasno je da je ¢;; = 0, Vi, j i zato je C' = Ds.
Ako je r(A) > 2, postupak nastavimo. O

Korolar 3.3.11. Neka su A, B € My,. Tada vrijedi: A ~ B < r(A) =
r(B).

Dokaz. Jedan smjer je ve¢ dokazan u korolaru Da dokazemo obrat,
pretpostavimo da je r(A) = r(B) = r. Tada je, prema prethodnom teoremu,
A~ D,iB~ D,. Kako je ~ simetri¢na i tranzitivna relacija, zaklju¢ujemo

daje A~ B. O
1 2 1
Primjer. Izracunajmo rang matrice A= | —1 1 0
1 5 2
Najprije prvi redak dodajemo drugom, a zatim prvi redak mnozimo s —1
1 21
i dodajemo tre¢em. Tako dobivamo A~ | 0 3 1 | . Ve¢sada vidimo, po
0 3 1

definiciji ranga, da je 7(A) = 2. U praksi tako ¢esto postupamo; ako smo
zainteresirani samo za rang dane matrice nije nuzno doci sve do matrice D,
ako se rang moze ocitati i ranije.

Prethodnim rezultatima opisali smo svojstva i tehnike racunanja ranga.
Pogledajmo sada ¢emu rang matrice sluzi.
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Vratimo se najprije na trenutak elementarnim transformacijama. Do sada
smo elementarne transformacije dozivljavali (i koristili) kao neku ”vanjsku”
intervenciju nad matricama, potpuno izvan konteksta algebarske strukture
prostora M,,,. S filozofskog stajalista takva situacija nije pozeljna, s estet-
skog jo§ manje. Zato je prirodno pitati imaju li ipak elementarne transfor-
macije i neku algebarsku interpretaciju.

Definicija 3.3.12. Neka je n € N. Elementarne matrice n-tog reda su

1 0 ... 0 ... 0 ... 07
o1 ... 0 ...0 ...0
o0 ... 0 ....1 ...0
Eij=1. . . : s BI=12 0, 0 F
0 0 1 0 0
L0 0 0 0 1
1 0 07
0 1 0
Eix=100 ... X0 ... 0f,i=12,...,n, xeF\{0};
0 0 01 0
L 0 0 ... .1
1 0 ... 0 ... 0 7
0 1 0 ... 0
Eijx= 00 N 1 0 , 4,7 =1,2,...,n,1# j, A€ F\ {0}
L0 0 ... 0 ... 1 ]

Napomena 3.3.13. Podrazumijevamo da je u matrici E; ;  skalar A na mjestu
(4,7) (pa je u navedenoj definiciji matrica F; ; » prikazana u slucaju kad je
J <i).

Primijetimo da Ej;; nastaje zamjenom i-tog i j-tog stupca (ili retka) u
matrici I. Zato je, prema propoziciji det E;j = —1, te je, prema
teoremu E;; regularna matrica.

Iz istog su razloga i matrice E; ) i Ej ;) regularne. Naime, te su matrice
trokutaste, pa im je determinanta jednaka produktu dijagonalnih koeficije-
nata. Dakle je det B x = A # O idet F; ;\ = 1.

Stovise, lako je odrediti i inverze elementarnih matrica. Vrijedi Eigl =
Eij, E;Al =B 1, B\ = Bijox

7
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Teorem 3.3.14. MnoZenjem proizvoljne matrice A € My, s elementarnim
matricama s lijeve, odnosno desne strane realiziraju se elementarne tran-
sformacije nad retcima, odnosno stupcima matrice A.

Dokaz. Najprije treba uociti da za mnozenje s lijeva treba uzimati elemen-
tarne matrice iz algebre M,,, dok za mnozenje s desna uzimamo elementarne
matrice iz M,,.

Pritom je F;;A matrica koja nastaje zamjenom i-tog i j-tog retka u A,
E;»A je matrica koju dobivamo tako da i-ti redak u A mnozimo s A, a
umnozak FE; ;A je matrica koja se dobije kad se i-tom retku matrice A
pribroji njezin j-ti redak pomnozen s A.

Analogno se precizira tvrdnja o mnozenju matrice A elementarnim ma-
tricama s desne strane.

Sve navedene ¢injenice se dokazuju direktnom provjerom. U

Dosad dobivene rezultate sada ¢emo primijeniti na kvadratne matrice i

Teorem 3.3.15. Matrica A € M, je reqularna ako i samo ako je r(A) = n.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je r(A) = n. Prema teoremu
A ~ D,. Kako je ovdje D,, € M, kanonska matrica s to¢no n jedinica na
dijagonali, zapravo je D, = I. Imamo, dakle, A ~ I.

Po definiciji relacije ~, A se moze dobiti iz I primjenom kona¢no mnogo
elementarnih transformacija nad I. Prema teoremu ako smo primije-
nili k£ transformacija nad retcima i [ transformacija nad stupcima, mozemo
pisati A = Ej, - ... EoFyIF1Fy - ... - Fp, pri ¢emu su E;, Fj, elementarne
matrice koje realiziraju izvedene transformacije. Kako su, prema napomeni
elementarne matrice regularne, i matrica A je, kao produkt regular-
nih matrica, regularna.

Preostaje dokazati obrat. Tu pretpostavljamo da je matrica A regularna,
a treba pokazati da je r(A) = n.

Pretpostavimo suprotno: neka za regularnu matricu A vrijedi r(A4) # n.
Kako rang matrice A € M,, ne moze biti veéi od n, r(A) # n znaci da je
r(A) < n. Dakle je skup stupaca {Si,...,S,} matrice A linearno zavisan.
Po propoziciji postoji neki Si koji je linearna kombinacija preostalih
stupaca matrice A. Recimo da je S, = Zf:ll AiS; + E?:kﬂ N S;. Izvedimo
sad nad A sljedece transformacije stupaca: pomnozimo prvi stupac s —Aq
i dodajmo ga k-tom; pomnozimo zatim drugi stupac s —Ag i dodajmo ga
takoder k-tom i analogno dalje (slijedeéi prikaz stupca Sy pomocu ostalih).
Tako dobivena matrica B ¢e oito u k-tom stupcu imati same nule. Zato
mora biti det B = 0. Prema propoziciji[3.2.20tada imamo i det A = det B =
0. No, to je kontradikcija s det A # 0 Sto slijedi iz pretpostavke da je A
regularna i teorema O

Iz prvog dijela dokaza opazamo da su elementarne matrice svojevrsni
“atomi” iz kojih je sastavljena svaka regularna matrica. Ovu ¢injenicu vri-
jedi zabiljeziti kao zasebnu tvrdnju.
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Korolar 3.3.16. Svaka reqularna matrica je produkt konacénog broja ele-
mentarnih matrica.

Sada mozemo na jos jedan nacin opisati relaciju ekvivalentnosti matrica.

Korolar 3.3.17. Matrice A,B € M,,, su ckvivalentne ako i samo ako
postoje regularne matrice S € My, 1 T € M, takve da vrijedi B = SAT.

Dokaz. Ako postoje regularne matrice S € M,, i T € M, takve da vrijedi
B = SAT onda, prema prethodnom korolaru, postoje prirodni brojevi k i [
i elementarne matrice E1, FEs,...,Er € My, i F1, Fs,...,F; € M, takve da
vrijedi B = Ej - ... - EoE1AFF5 - ... - F;. Prema teoremu odavde
zakljuc¢ujemo da je A ~ B.

Obratno, ako je A ~ B, onda, ponovno na temelju teorema nala-
zimo elementarne matrice E1, Fo, ..., Er € My, i F1, F5, ..., F; € M, takve
da Vrijedi B = Ek; . .'EQElAFlFQ-. . ﬂ Sad definiramo S = Ek . .'E2E1
iT=RF-...-F. O

S teorijske tocke gledista teorems 1[3.2.39 su jednako vrijedni jer
oba daju kompletnu karakterizaciju regularnih matrica. No, teorem je
Cesto spretniji za primjenu od teorema Stovise, uz malu modifikaciju
argumenta iz dokaza dobivamo jednostavnu, tzv. Gauss-Jordanovu metodu
invertiranja matrica.

Pretpostavimo da je matrica A € M, regularna. Prema teoremu
tada je 7(A) = n i1 A ~ I. Matricu I mozemo, dakle, dobiti elementar-
nim transformacijama nad matricom A. Lako se vidi da to mozemo uciniti
transformirajuéi samo retke (ili samo stupce) od A. Pretpostavimo da smo
uéinili tako. Prema teoremu[3.3.14imamo onda I = FEj-...-EyEq A, pri cemu
smo ucinili ¢ transformacija, a matrice E; su elementarne matrice kojima su
(upravo tim redom) te transformacije redaka realizirane.

Matrica E; - ... - EoFq je zbog napomena i (d) regularna.
Zato prethodna jednakost pokazuje da su A i E; - ... - EoFy jedna drugoj
inverzne matrice (usp. zadatak 10). Vrijedi, dakle, A=' = E; - ... ExFy,
§to mozemo pisati i kao A™! = E; - ... E;EI. Sad, medutim, u svjetlu
teorema zadnju jednakost mozemo procitati na sljedeéi nacin: ako
na matricu I primijenimo to¢no one iste transformacije redaka, i to u istom
poretku kojima smo iz matrice A dobili I, rezultat ¢e biti upravo A~

U praksi nije potrebno voditi zapisnik o uc¢injenim transformacijama.
Zadanoj matrici ¢iji inverz trazimo (¢ak i ako ne znamo unaprijed da je
regularna), ra¢unat ¢emo rang iskljucivo transformirajuéi njezine retke, a
svaku transformaciju koju izvodimo odmah éemo, paralelno, uc¢initi i nad
jedini¢nom matricom. Izade li da je rang dane matrice A € M, manji od n,
ovaj paralelni postupak je bio uzaludan. Ako je pak zadana matrica regu-
larna, njezin rang je nuzno jednak n, u kona¢no mnogo koraka prevest ¢emo
tu matricu u jedini¢nu, a paralelni konaé¢ni rezultat (tj. matrica koju smo
dobili istim koracima iz I) je tada trazeni inverz od A.
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Formirajmo odmah ”duet” od matrica A i I:
01 2 |
(koje smo odjijelili iscrtkanom linijom) i transformirajmo retke lijeve strane
(to je zadana matrica A) s namjerom da dodemo do I, a iste te tranformacije
usput izvedimo i na desnoj strani.
Zapocet ¢emo tako da prvi redak pomnozimo s —1 pa ga dodamo drugom
retku:

110 100 110 100
111 ]010|~]001] —-110]/]~
012 ] 001 01 2] 001
(sad zamijenimo drugi i treéi redak)
110 100
01 2] 00 1|~ (odprvogretka oduzmemo drugi) ~
001 ] —-110
10 -2 | 1 0 -1
01 2] 00 1|~
00 1] -11 0

(sad od drugog retka oduzmemo treéi pomnozen s 2; te prvom retku dodamo
tre¢i pomnozen s 2)

100 | -1 2 -1

o101 2 -2 1

0o01] -1 1 0
-1 2 -1
Iz prethodne diskusije sada slijedi da je A™! = 2 =2 1
-1 1 0

Identiénu tehniku mozemo primijeniti i kad izvodimo samo transformacije
stupaca matrice koju zelimo invertirati - opravdanje je potpuno analogno
maloprijagnjem objasnjenju postupka invertiranja pomocu transformacija
redaka.

Naravno, rang matrice najefikasnije mozemo izra¢unati ako kombiniramo
transformacije redaka i stupaca. Tako bismo i ovdje mogli po¢i od ¢injenice
da, ako je matrica A regularna, imamo (kao u prvom dijelu dokaza teorema
I =FE-...- BoFfAF Fy - ... - F] gdje su E;, F; prikladno odabrane
elementarne matrice.

Odavde je A = (Ey, - ... B3F) "Y1 Fy - ... - F))™!, pa invertiranjem
dobivamo A™' = FyFy - ... - FE) - ... E2E;. Opet je dobivena formula
za A~!, no ne vidi se kako bi se ovo moglo jednostavno i efikasno iskoristiti
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za odredivanje A~! kao u slucaju kad transformiramo samo retke ili samo
stupce.

Na kraju, vratimo se jos jednom dokazu teorema odnosno algo-
ritmu za racunanje ranga matrice.

Pretpostavimo da je A kvadratna matrica. Da bismo izracunali njezin
rang, nije nuzno da je elementarnim transformacijama dovedemo do kanon-
ske matrice D,. Za odredivanje ranga je sasvim dovoljno svesti matricu A
na gornjetrokutasti oblik. Pogledajmo primjer:

1 2 3 1 2 3 12 3
A=2 51| ~]01 5|~ |01 =5
1 3 3 01 O 00 5

Ovdje smo u prvom koraku prvi redak mnozili s —2 i dodali drugom retku,
a nakon toga smo prvi redak mnozili s —1 i dodali tre¢em retku. U drugom
koraku smo drugi redak pomnozili s —1 i dodali tre¢em retku. Rang dobi-
vene matrice, pa onda i rang polazne matrice A evidentno iznosi 3; naime,
trokutasta struktura jasno pokazuje da su svi stupci linearno nezavisni.

Jednostavnom adaptacijom algoritma iz dokaza teorema svaku kva-
dratnu matricu mozemo elementarnim transformacijama dovesti do gornje-
trokutastog oblika. Stovise, jasno je da to mozemo postiéi iskljucivo tran-
sformirajuéi retke.

Pretpostavimo na trenutak da smo do gornjetrokutaste forme uspjeli doé¢i
bez zamjene redaka. Ako dobivenu gornjetrokutastu matricu oznac¢imo s U,
onda je U = Fy - ... - FoE1 A pri ¢emu su sve matrice Fy, t = 1,2,...,k,
oblika Fy = E;; y jer smo koristili samo transformaciju (III). Primijetimo jos
da je u svim tim matricama j < ¢ zato Sto smo u svakom koraku odredeni
redak mnozili nekim skalarom i dodavali nekom retku ispod njega. Zato su

sve koriStene matrice By = E;; \, t = 1,2,..., k, donjetrokutaste.
Osim toga, iz jednakosti U = EyFy_1-...-E2F A dobivamo A = E'Ey !
ceet Ek_lU. Pritom su, zbog EJ_}A = LEj; ), 1 sve matrice Et_l, t =

1,2,...,k, donjetrokutaste.

Lema 3.3.18. Neka su A = [a;;], B = [b;;] € M,, donjetrokutaste (gornjetro-
kutaste) matrice. Tada je 1 AB donjetrokutasta (gornjetrokutasta) matrica.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju za donjetrokutaste matrice. U ovom slucaju je
a;j = bjj; =0, Vi < j. Ozna¢imo AB = [¢;;]. Uzmimo proizvoljne indekse
i,7 takve da je ¢ < j. Treba pokazati da je ¢;; = 0. Po definiciji mnoZenja
matrica imamo ¢;; = > ,_; aixbrj. Ako je k < j onda je by; = 0, a ako je
k > j, onda je pogotovo k > i, pa je a;, = 0. Dakle, za sve k je a;pbr; = 0
pa je zato i ¢;; = 0.

Tvrdnja za gornjetrokutaste matrice se dokazuje sli¢no. U

Vratimo se sada prethodnoj diskusiji. Ako ozna¢imo L = F 1E2_ oo
E,;l, onda jednakost A = EflEgl e ~E,;1U mozemo pisati kao A = LU, a
matrica L je, prema prethodnoj lemi, donjetrokutasta. Prikazali smo, dakle,
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A kao umnozak dviju trokutastih matrica. Ovakva faktorizacija matrice A
se naziva LU faktorizacija ili LU dekompozicija.

Primijetimo da svi dijagonalni koeficijenti u matrici L iznose 1. Naime,
kad mnozimo donjetrokutaste matrice, ra¢un iz dokaza leme (u istim ozna-
kama) pokazuje da je c¢; = a;ibi, $to znacéi da u produktu na svakom di-
jagonalnom mjestu stoji umnozak odgovarajucih dijagonalnih koeficijenata.
Kako je L = EflEgl Ca Ekfl i kao svaka od matrica E[l na dijagonali
ima iskljuc¢ivo jedinice, slijedi i da su svi dijagonalni koeficijenti u L jednaki
1.

Dijagonalne koeficijente u matrici U ozna¢imo, redom, s dy,ds,...,d,.
Uvedimo sada jos§ dvije matrice. Neka je D € M,, dijagonalna matrica D =

d ... 0
: . |,aU € M, neka je gornjetrokutasta matrica s jedinicama

0 ... d,
na svim dijagonalnim mjestima i takva da vrijedi U = DU’ (usp. zadatak
15). Sada nasu dekompoziciju mozemo pisati u obliku A = LDU, pri ¢emu
sumatrice L, D i U, redom, donjetrokutasta, dijagonalna i gornjetrokutasta,
a svi dijagonalni koeficijenti u matricama L i U iznose 1.

Cijela prethodna diskusija provedena je pod pretpostavkom da se zadana
matrica A moze svesti na gornjetrokutasti oblik bez zamjene redaka. Opce-
nito, za svaku matricu A postoji izbor elementarnih transformacija redaka
kojima se A prevodi u gornjetrokutastu matricu, no to nije uvijek moguce
provesti bez zamjene redaka.

Takva je, na primjer, matrica A = . Ako u njoj od drugog

,_.,_.H
O =
— o

111
i od treéeg retka oduzmemo prvi redak dobivamo A ~ [ 0 0 1 |. Sad

010
se vidi da iz dobivene matrice nije mogucée dobiti gornjetrokutasti oblik
isklju¢ivom primjenom transformacije (III) nad njezinim retcima. Naravno,
ukoliko zamijenimo drugi i tre¢i redak, dobivamo gornjetrokutastu matricu.
U ovakvim slucajevima, kad je nuzno obaviti neke zamjene redaka, mozemo
pretpostaviti da smo sve potrebne zamjene ucinili unaprijed. Prema teoremu
to zna¢i da na pocetku matricu A mnozimo s nekoliko (konac¢no
mnogo) elementarnih matrica oblika E;;. Lako se pokazuje da je produkt
konacnog broja matrica oblika E;; matrica P koja u svakom retku i u sva-
kom stupcu ima to¢no jednu jedinicu, dok su na svim ostalim mjestima nule.
Takve se matrice zovu permutacijske matrice. Drugacije receno, matrica P

nastaje iz I nekom permutacijom stupaca (ili redaka); otuda i ime.
Izvrsimo li, dakle, potrebne zamjene redaka unaprijed, dobit ¢emo ma-
tricu PA pri ¢emu je P neka permutacijska matrica, a matrica PA se sada
moze svesti na gornjetrokutasti oblik isklju¢ivo primjenom transformacije
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(ITT) nad retcima. Iz prethodne diskusije sad zaklju¢ujemo da ovdje imamo
faktorizaciju oblika PA = LU, odnosno PA = LDU.

3.4. Zadaci.

1. Dokazite tvrdnje (1), (2) i (3) iz teorema
2. Za A € M, definiramo A° = I, A' = A i, induktivno, A¥*1 = A. A% ke
N. Dokazite da vrijedi A¥A! = AR+ i (AF) = AR za sve k,1 € NU {0}.

11
1 2
potprostor od M3(R) i odredite mu jednu bazu i dimenziju.

3. Neka je A = [ ] Dokazite da je M = {B € Ms(R) : AB = BA}

4. Odredite sve matrice iz M,, koje komutiraju sa svakom matricom A € M,,.
(Skup koji se trazi se moze zapisati kao {T' € M,, : AT =TA, VA € M,}, a
naziva se centar algebre M,,.)

5. Pokazite da je produkt dviju gornjetrokutastih matrica takoder gornje-
trokutasta matrica.

6. Pokazite da je inverz regularne gornjetrokutaste (donjetrokutaste) ma-
trice takoder gornjetrokutasta (donjetrokutasta) matrica.

7. Neka su A i B ulan¢ane matrice. DokazZite da je (AB)! = B'A!.

8. Neka je A € M, regularna matrica. Dokazite da je tada i A’ regularna
matrica i da vrijedi (AY)~! = (A71)%

9. Neka je A € M, simetri¢na regularna matrica. Dokazite da je i matrica
A~! simetri¢na.

10. Neka je A € M, antisimetri¢na regularna matrica. Je li i matrica A~}

antisimetri¢na?

11. Trag kvadratne matrice je preslikavanje tr : M, (F) — F definirano s
tr(lai;]) = Y i, aii. Pokazite da vrijedi tr(wd + SB) = atr(A) + ftr(B) za
sve skalare o i 8 i sve kvadratne matrice A i B.

12. Dokazite da za sve A, B € M, vrijedi tr(AB) = tr(BA).

13. Neka je X = {4 € M, : tr(A) = 0}. Pokazite da je X potprostor od
M, i odredite mu jednu bazu i dimenziju.

14. Pokazite da ne postoje matrice A, B € M, sa svojstvom AB— BA = 1.

15. Neka je U € M,, gornjetrokutasta matrica. Pokazite da postoje dijago-
nalna matrica D € M, i gornjetrokutasta matrica U’ ¢iji su svi dijagonalni
koeficijenti jednaki 1, takve da vrijedi U = DU’.
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16. Za A = [a;j] € Mpy,(C) definira se hermitski adjungirana matrica
A* = [by] € Mum s by = ag;, Vi,j (gdje je @j;; kompleksno konjugiran
broj broju aj;). Dokazite da za ulancane kompleksne matrice A i B vrijedi
(AB)* = B*A*.

17. Pokazite da za svaki n iz N skup A, svih parnih permutacija od n
elemenata uz kompoziciju kao binarnu operaciju, ¢ini grupu. (Grupa A,
se naziva alternirajuc¢a podgrupa od S,.) Nadalje, dokazite da A, ima %n!
elemenata.

18. Kompletirajte dokaz propozicije
19. Kompletirajte dokaz korolara
2 5

20. Izracunajte

S O N =
NN O Ot

1 1
6 3
) 1

21. Neka je A € Mj regularna matrica, te neka je B =

OO =
O =N
o W

Izracunajte A(ZEE)A.

22. Pokazite da je adjunkta gornjetrokutaste matrice takoder gornjetroku-
tasta.

23. Pokazite da je adjunkta dijagonalne matrice takoder dijagonalna.
24. Neka je A € M, singularna matrica. Dokazite da je tada i A singularna.

25. Neka je A € M,,. Izracunajte det A u ovisnosti o det A.

26. Neka je A € M, regularna matrica. Izracunajte A.

27. Neka je SL(n,F) = {A € M, (F) : det A = 1}. Pokazite da je mnozenje
binarna operacija na skupu SL(n,F), te da je (SL(n,F),-) grupa (koja se
naziva specijalna linearna grupa reda n nad poljem F).

28. Pokazite pomoc¢u determinante da je matrica A = re-

Tt W DN Ot
N = =N

8 6
3 3
4 2
7T 4

gularna i odredite joj inverz koristeéi formulu iz teorema
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1 I |
X1 T2 e Ip
29. Dokazite da je o TP A [licj(wi—zj)zan,... .20 €
A S v
R. (Ova se determinanta naziva Vandermondeova determinanta reda n.)
(111 1 1]
011 11
30. Izracunajte inverz matrice :
0 00 11
| 000 0 1
(1 2 ... n—1 n
01 ... n=2 n-1
31. Izracunajte inverz matrice :
0 0 1
| 0 0 . 0 1
0 0 Qp,
0 Ap—1 0
32. Izracunajte | . . .
ai 0 0
1 10 0 . 0 0
-1 11 0 . 0 0
0o -11 1. 00
33. Odredite .
0 00O 11
0 00O -1 1
1 n n n
n 2 n n
34. Izracunajte

35. Odredite inverz matrice I — J € M,, gdje je J € M,, matrica koja na
svim mjestima ima jedinice.

36. Neka su AH, Alg, A21, AQQ, D € M,. Dokazite da je tada

DA11 DA12 All A12
det =det D - det
¢ ( A Agp ) vl <A21 A22)

37. Provjerite eksplicitno sve tvrdnje iz dokaza teorema
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1 3 5 -1

. : 2 -1 -3 4

38. Odredite rang matrice A = £ 1 -1 7
T 7T 9 1

2 t 1 -3
3 -4 -9 -8
-2 1 5 2t
1 -1 -4 =2

39. Ovisno o parametru ¢ odredite rang matrice A =

40. U prostoru R* zadani su vektori a; = (1,2,1,2), as = (1,1,—1,2),
a3 = (0,—2,1,1)iaq = (4,—3,1,—1). Racunajuéi rang matrice ¢iji su stupci
(ili retci) vektori aq,asg,as,as odredite je li skup {a1,as,as,as} linearno
nezavisan.

2 211
. e . . 2 1 0 1
41. Odredite, ako postoji, inverz matrice A = 35 1 1
|2 4 21
[0 1 1 3
42. Odredite, ako postoji, inverz matrice A = le I 513 1;
|1 3 4 2

43. Za zadane matrice B € M,1 i C € My,, B,C # 0, pokazite da je rang
matrice A = BC jednak 1. Obratno, pokazite da za svaku matricu A € M,
ranga 1 postoje B € My,1 i C € My,, B,C # 0, takve da je A = BC.

44. Dokazite da za A, B € M, vrijedi
r(A) =r(B) =n=r(AB) =n.

Nadalje, pokazite (moze i protuprimjerom) da za 1 < k < n ne vrijedi
implikacija
r(A) =r(B) =k = 1(AB) = k.

45. Neka su A i B proizvoljne ulancane matrice. Pokazite da vrijedi
r(AB) <r(B)ir(AB) <r(A).

46. Neka je A € M,,,. Pod minorom matrice A reda k& podrazumijevamo
determinantu bilo koje kvadratne k x k podmatrice od A. (Drugim rije¢ima,
minora reda k je determinanta bilo koje matrice koja nastaje uklanjanjem
m — k redaka i n — k stupaca iz matrice A.) Dokazite: r(A) = k ako i samo
ako postoji bar jedna minora od A reda k razli¢ita od 0, a sve minore od A
reda veceg od k su jednake 0.

47. Neka je A € M, regularna matrica. Dokazite da postoji matrica B €
M, 11 takva da vrijedi det B = (det A)? i r(B) =r(A) + 1.
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3 2 —6
48. Odredite LU faktorizaciju matrice A = 1 -1 0
-3 3 4

49. Neka je A € M, matrica koja dopusta prelazak na gornjetrokutasti
oblik primjenom elementarnih transformacija redaka, ali bez zamjene re-
daka. Neka je A = L1DU; = LoD5Us pri ¢emu su D1, Dy dijagonalne,
Ly, Ly donjetrokutaste, Uy, Us gornjetrokutaste, te neka su svi dijagonalni
elementi u Ly, Lo, Uy, Us jednaki 1. Dokazite da je tada Ly = Lo, D1 = Do
iUy = Us.

(Uputa: u jednakosti L2_1L1D1 = D2U2U1_1 usporedite posebno dijago-
nalne, posebno izvandijagonalne elemente.)

50. Neka je A simetri¢na matrica koja dopusta LDU dekompoziciju. Pokazite
da tada jedinstvena (u smislu prethodnog zadatka) LDU dekompozicija ma-
trice A glasi A = LDL!.
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4. SUSTAVI LINEARNIH JEDNADZBI

4.1. Rjesivost i struktura skupa rjesenja.

Definicija 4.1.1. Linearna jednadzba nad poljem F u nepoznanicama z1, xo,
..., xy je jednadzba oblika aix; + asxe + --+ + anxy, = b pri ¢emu su
a1,...,an,b€l.

Opéi sustav linearnih jednadzbi nad poljem F sastoji se od m linearnih
jednadzbi s n nepoznanica, m,n € N:

anxry + apr: + -+ awr, = b
(1> a1ry + axr: + - 4+ agpTy = b2

Am1T1 + am2T2 + 0+ AGmaTn = by
Skalari a;j, @ = 1,2,...,m,j = 1,2,...,n, zovu se koeficijenti sustava, a
bi,..., by slobodni ¢lanovi.

Definicija 4.1.2. Rjesenje sustava (1] je svaka uredena n-torka (y1,..., V)
€ F" za koju supstitucija x1 = 1,22 = 72,...,Zn = Vn zadovoljava sve
jednadzbe (tj. ta supstitucija sve jednadzbe prevodi u numericke identitete).

Uz sustav uobicajeno vezemo sljede¢e matrice:

air - Qln T1 by
A= , X = , B= ,
Aml *°° Qmn T, bin
ay ain by
Ap = :
Gm1 - Amn bm

One se, redom, zovu matrica sustava, matrica nepoznanica, matrica slobod-
nih ¢lanova i prosirena matrica sustava.

Uz pomoé¢ uvedenih matrica sustav mozemo pisati u ekvivalentnom
obliku

(2) AX = B.
Napomena 4.1.3. Sustav i matri¢na jednadzba ekvivalentni su, ne
samo po zapisu, nego i u sljedeéem smislu: uredena n-torka (y1,7v2,...,%n)
!
zadovoljava (|1)) ako i samo ako jednostupcana matrica : zadovoljava
Tn
gi!
(2). Drugim rije¢ima, prirodna identifikacija (y1,72,...,7) —

Tn
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predstavlja bijekciju skupa svih rjesenja sustava (1) na skup svih rjesenja
matri¢ne jednadzbe .

U nastavku ¢emo slobodno, bez eksplicitnog referiranja na prethodnu
napomenu, koristiti i i . U ovom poglavlju zZelimo rijesiti tri zadace:
e naci nuzne i dovoljne uvjete da bi sustav bio rjesiv,
e opisati skup svih rjesenja sustava ,
e nacéi metodu za nalazenje svih rjeSenja sustava .
Odgovor na pitanje o rjeSivosti opéeg sustava linearnih jednadzbi dat ¢e
nam, kako je to sugerirano u uvodnom poglavlju, analiza stupaca matrice
sustava. U osnovi, odgovor je sadrzan u sljedetoj propoziciji.

Propozicija 4.1.4. Uredena n-torka (y1,72,-..,7) € F" je rjeSenje sus-
tava ako i samo ako wvrijedi B = 151 + 252 + -+ + Sn gdje je
{S1,52,...,S} stupcana reprezentacija matrice A.

Dokaz. Tvrdnja izlazi direktno iz definicije operacija s matricama. (]

Teorem 4.1.5. (Kronecker-Capelli) Sustav AX = B je rjesiv ako i samo
ako vrijedi r(A) = r(Ap).

Dokaz. Po definiciji ranga imamo r(A) = dim [{S1, ..., S, }] i takoder 7(A4,) =
dim [{S1,...,Sn, B}]. Jasno je da vrijedi [{S1,...,S.}] < [{S1,...,Sn, B}]
i zato je r(A) < r(Ap). Sada imamo sljedeéi niz ekvivalentnih tvrdnji:
T(A) = T(AP) A [{517 ) Sn}] = [{‘917 te "S’THB}] < B € [{517 RN STL}] Ang
V1,792, -, Yn € F takvida je B = v1S1+7%252+ - -+70.Sn < (prema propo-
ziciji postoji rjeSenje sustava (i to je upravo n-torka (v1,v2,...,Vn))-

O

Definicija 4.1.6. Kaze se da je sustav linearnih jednadzbi homogen ako
vrijedi by = -+ - = b, = 0. Opéi oblik homogenog sustava je dakle

apnzy + apr2 + 0+ apT, = 0
(3) ag1z1  + axpry + -+ apr, = 0

am1T1 + amar2 + -+ appTnp = 0
odnosno
(4) AX =0.

Propozicija 4.1.7. Homogeni sustav je uvijek rjesiv. Skup svih rjeSenja
homogenog sustava (3) je vektorski prostor.

Dokaz. Prva tvrdnja je trivijalna jer svaki homogeni sustav ima bar trivi-
jalno rjesenje v1 = 0,7 = 0,...,7, = 0. Primijetimo usput da se rjesivost
homogenog sustava jednako o¢ito dobiva i iz prethodnog teorema[{.1.5]

Da bismo dokazali drugu tvrdnju dovoljno je vidjeti da je skup svih
rjeSenja homogenog sustava potprostor od F™ (odnosno, ekvivalentno,
da je skup svih rjeSenja homogenog sustava zapisanog u obliku potpros-
tor od M,1(F)). Priklonimo se matri¢nom zapisu i oznac¢imo skup svih
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rjeSenja s Q C M,1(F). Za C1,Cy € Q1 A, Ay € F sada, zbog distribu-
tivnosti i kvaziasocijativnosti mnozenja matrica i AC; = ACy = 0, imamo

A(AlCl + )\202) = MACT| + M ACH = 0, dakle \{Cq + A2C5 € Q. O

Napomena 4.1.8. Prostor rjeSenja €2 homogenog sustava AX = 0 je uvijek
kona¢nodimenzionalan. Ako oznac¢imo dim () = d, pokazat ée se da vrijedi
d=n—r gdje je r = r(A). Ovaj rezultat ¢emo dobiti u sljedecoj tocki kao
direktnu posljedicu opisa Gaussove metode eliminacije.

Napomena 4.1.9. Uz oznaku dimQ = d neka je skup {Ci,...,Cyq} baza
prostora rjeSenja 2 homogenog sustava AX = 0. Tradicionalno, ovo se
zove fundamentalni skup rjesenja. Svako rjeSenje je sada oblika C' = A\ Cy +
AMC1+- -+ XgCq zaneke Ay, ..., g € F. Ovo, medutim, nije nova ¢injenica,
nego svojstvo (svake) baze (bilo kojeg) vektorskog prostora.

U opisu strukture skupa rjesenja proizvoljnog nehomogenog sustava
(odnosno ([2))) spretno je paralelno promatrati i pridruzeni homogeni sustav

(3) (odnosno ) )

Propozicija 4.1.10. Neka je dan proizvoljan sustav AX = B, neka je Cy
bilo koje njegovo rjesenje, te neka je € prostor rjesenja pridruzenog homo-
genog sustava AX = 0. Tada je Cy+ Q := {Cy+ C : C € Q} skup svih
rjeSenja sustava AX = B.

Dokaz. Vrijedi, dakle, ACy = B. Jasno je da za proizvoljan C' € ) imamo
A(Cy+ C) = ACy + AC = B+ 0 = B pa je Cy + C rjesenje sustava
AX = B. Obratno, pretpostavimo da je C7 neko rjesenje sustava AX = B,
dakle, ACy = B. Oduzmimo od toga jednakost ACy = B. Dobivamo
A(C1—Cy) = 0, sto pokazuje da je C; — Cj rjesenje pridruzenog homogenog
sustava. Zato postoji C € Q takav da C; — Cy = C, tj. C1 = Co+ C. O

Napomena 4.1.11. (a) Cy iz teksta prosle propozicije zovemo partikularnim
rjeSenjem. Ukoliko opet, za d > 0, s {CY,...,Cy} oznacimo bazu za () onda
je proizvoljno rjeSenje sustava oblika Cy+ Zgzl AiCiy A1, ..., g € F. Ako je
d =0 onda je Q = {0} i oba sustava, AX = Bi AX = 0, imaju jedinstveno
rjeSenje.

(b) Uocimo da je skup svih rjesenja proizvoljnog sustava AX = B line-
arna mnogostrukost Cy + €2; dakle, element kvocijentnog prostora F" /) ¢iji
reprezentant je partikularno rjeSenje Cy. Kako se svaka klasa ekvivalencije
moze reprezentirati bilo kojim svojim elementom, to u ovom slu¢aju vidimo
da za reprezentant klase (tj. partikularno rjesenje) zaista mozemo odabrati
proizvoljan vektor Cy takav da je ACy = B.

4.2. Gaussova metoda eliminacije.

Gaussova metoda eliminacije je algoritam kojim rjeSavamo sustave li-
nearnih jednadzbi. Kako smo vidjeli u prethodnoj tocki, to se svodi na
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nalazenje jednog partikularnog rjesenja i na odredenje baze prostora rjesenja
pridruzenog homogenog sustava. Jedno od vrijednih svojstava Gaussove me-
tode je ¢injenica da u primjeni nije potrebno unaprijed utvrdivati je li zadani
sustav uopce rjesiv. Naime, Gaussova metoda u svojoj osnovi ima racunanje
ranga matrice sustava te ¢e eventualna nerjeSivost sustava (tj. Cinjenica
da matrica sustava i proSirena matrica sustava nemaju isti rang) tijekom
izvodenja algoritma postati ocita.
Opis Gaussove metode zapoc¢injemo jednom ”strateskom” definicijom.

Definicija 4.2.1. Dva sustava linearnih jednadzbi nad poljem F su ekviva-
lentna ako imaju isti broj nepoznanica i isti skup rjeSenja.

U pozadini ove definicije je ideja da od danog sustava prijedemo na neki
ekvivalentan, ali sto jednostavniji, tako da mu rjesenja budu lako dokuciva.
Uoc¢imo da broj jednadzbi ovdje nije relevantna ¢injenica. To je i intuitivno
jasno, jer danom sustavu uvijek mozemo dodati neku od njegovih jednadzbi
ili njihovih kombinacija ¢ime se broj jednadzbi mijenja, a skup rjeSenja evi-
dentno ostaje isti. U drugu ruku, uoc¢imo li u danom sustavu da su npr. dvije
jednadzbe proporcionalne, oc¢ito je da jednu od njih mozemo izostaviti bez
ikakvih posljedica.

Prethodna definicija odmah otvara pitanje prepoznavanja, odnosno pro-
duciranja sustava koji su ekvivalentni zadanome.

Definicija 4.2.2. Elementarne transformacije sustava linearnih jednadzbi
su:

(I) zamjena poretka dviju jednadzbi,
(IT) mnozenje neke jednadzbe skalarom A # 0,
(ITT) pribrajanje neke jednadzbe pomnozene skalarom A nekoj drugoj jed-
nadzbi sustava.

Propozicija 4.2.3. Primjenom konacnog broja elementarnih transforma-
cija na dani sustav linearnih jednadzbi dobiva se ekvivalentan sustav.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da su sustavi AX = B i A1 X = Bj ekviva-
lentni, gdje ovaj drugi nastaje iz prvog primjenom samo jedne od gornjih
transformacija. Za to je pak dovoljno vidjeti da je proizvoljno rjesenje od
AX = B ujedno i rjeSenje od A1 X = Bj; obratna inkluzija tada slijedi
iz Cinjenice da se i AX = B dobiva iz A1 X = Bj primjenom istovrsne
transformacije.

Ako smo A1 X = Bj dobili iz AX = B primjenom transformacije (I) ili
(IT) tvrdnja je potpuno trivijalna. Preostaje provjeriti u¢inak transformacije
(I11). Uzmimo da smo i-tu jednadzbu u AX = B pomnozili s A i dodali k-toj
te na taj nacin dobili sustav A; X = Bj. Neka je (71,72, ..., 7n) proizvoljno
rjeSenje od AX = B. Kako se polazni i dobiveni sustav razlikuju samo u
k-toj jednadzbi, jedino treba provjeriti da (v1,72,...,7v,) zadovoljava k-tu
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jednadzbu sustava A1 X = Bjy. No, to je gotovo ocito:
n n n
Z(Aaij + akj)’}/j =\ Z Q75 + Z Qg = Ab; + by .
j=1 j=1 j=1
O

Napomena 4.2.4. Uocimo da su elementarne transformacije sustava zapravo
elementarne transformacije redaka prosirene matrice A,. Elementarne trans-
formacije stupaca ovdje neéemo izvoditi. Moze se primijetiti da bi elemen-
tarne transformacije stupaca zapravo znacile uvodenje novih nepoznanica
koje bi s originalnim nepoznanicama x1,...,x, bile vezane linearnim tran-
sformacijama.

Prijedimo sada na opis Gaussove metode eliminacije. Istaknimo jo§ jed-
nom da je rije¢ o univerzalnom algoritmu za rjeSavanje proizvoljnog sustava
linearnih jednadzbi.

Neka je dan sustav

a11x1 + apre + - A+ AT, = b
(5) anr1  + are + - 4 agr, = by
Am1T1 + am2T2 + -+ AmpTn = bm

Elementarnim transformacijama sustava (a to su elementarne transformacije
redaka prosirene matrice A,) dobivamo u kona¢no mnogo koraka matricu

[ ro -0 all,rJrl T alln | bll
01 o 0 ahyyy oy | b
A;) =100 - 1 a;",r+1 T a;"n | b;" )
'
0 0 0 0 T B
1 00 0 0 0o | v, i
odnosno sustav
(6)
T+ T + a/l,r+1x7’+1+ T +a/1nxn = /1
T+ + et o b= b
Tt Gy Trgit o AT = U
0-z1+ 0-29+ -+ +0-z,+ 0-zp11+ -+ 40z = ’T+1
0-z1+ 0-29+ -+ +0-z,+ 0-xpy1+ -+ +0-z,= 0,

Primijetimo najprije da navedenu formu od A;, uvijek mozemo dobiti

elementarno transformirajuéi retke polazne prosirene matrice A,. Pritom je
pretpostavljeno, odnosno izracunato, r(A) = r. Naime, ako je 7 = 0 nema
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se §to racunati, a ako je r > 0 onda se nekih r stupaca moze elementarnim
transformacijama redaka dovesti do oblika kakav ima prvih r stupaca u A;.
Vidjet ¢e se da nasa pretpostavka kako je to sluc¢aj upravo s prvih r stupaca
ne predstavlja smanjenje opéenitosti.

Prema propoziciji dobiveni sustav @ je ekvivalentan polaznom
sustavu (5)).

Sada iz izgleda sustava (6)), odnosno iz matrice A;,, odmah uvidamo da
je @ rjesiv ako i samo ako je b, ; = ... = bj, = 0. To, naime, slijedi
iz teorema (Izravnu potvrdu ove ¢injenice nam daje i izgled zadnjih
m — r jednadzbi sustava ({).)

Ako, dakle, za bar jedan ¢, r + 1 < ¢ < m, vrijedi b, # 0, zadani sustav
nema rjeSenja.

Pretpostavimo sada da je b}, = ... = b}, = 0. Tada dobivena matrica
Aj, ima oblik

10 --- 0 ail,r+1 ailn | :1 ]
01 0 Ay ry1 "0 Qop | b
A= 00 - 1,y od, | Y
0 0 0 -0 ] 0
1 00 0 0 0 | O ]

Odavde odmah vidimo da je Cy = (b}, b,...,b.,0,...,0) jedno partiku-
larno rjesenje.

Preostaje nac¢i bazu prostora rjesenja pripadnog homogenog sustava. Uo-
¢imo da to takoder mozemo is¢itati iz gornje matrice; pritom treba zamisljati
da je b, = 0,7 = 1,2,...,7, jer su u polaznom pridruzenom homogenom
sustavu svi slobodni ¢lanovi bili jednaki 0. Sad iz matrice A;, nalazimo
sljedeca rjeSenja pridruzenog homogenom sustava:

— / / !/
Cl — (_a177,+1, —a277,+1, ey _a,',.7,r.+17 1,07...,0)
. /! / !/
02 — (_al,T‘-"-Q’ _0/277,4_2, ceey _(1,,,,77,_,’_2, 0’1,...70)
/ / /
Chyp = (—alm, =AYy ey Gy, 0,0,...,1)
Da su C4,...,C,_, zaista rjeSenja pridruzenog homogenog sustava vidi se
direktnom provjerom. Jasno je takoder da je skup {C1,...,Cy—,} linearno

nezavisan (to je oc¢ito iz izgleda zadnjih n — r komponenti u svakom Cj, i =
1,2,...,n—r).

Dokazimo da je skup {C1, ..., Cy,_,} i sustav izvodnica za prostor rjesenja
pridruzenoga homogenog sustava. Neka je C' = (71,...,7,) proizvoljno
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rjeSenje pridruzenoga homogenog sustava. Eksplicitno, to znaci:

'71_1_ . - - +a/177-+177’+1+ e ‘Hllln'}’n — O
Yot o e +a/2,r+17r+1+ T +a/2n'7n =0
Ir WLQ;«,T-i-l’Yr%l+ T +a;n'yn = 0

Sad tvrdimo da je C = v.41C1 + Y4202 + ... + 7% Cph—r. Da se u to
uvjerimo, treba samo usporediti sve komponente. Medutim, prethodni skup
jednakosti daje upravo jednakost prvih r komponenti, dok su jednakosti
ostalih n — r komponenti trivijalne.

1z svega rec¢enog slijedi: opée rjeSenje dobivenog, a time i polaznog sustava
jedano s Co+ > " NiCi, A1, ..., Ap—yp € F.

Izravno iz prethodnog algoritma dobivamo sljede¢u vaznu ¢injenicu:

Korolar 4.2.5. Neka je Q prostor rjeSenja homogenog sustava AX = 0,
A € Mpu(F), r(A) = r. Tada je dimQ = n —r. Posebno, ukoliko je
r(A) = n onda sustav AX = 0 ima samo trivijalno rjesenje.

Uocimo da dimenzija prostora rjeSenja ovisi samo o broju nepoznanica i
o rangu matrice sustava; kako smo ve¢ i istaknuli, broj jednadzbi u sustavu
sam za sebe nije relevantan podatak.

Primgjer. Rijesimo sustav

r1 + 2x9 + 223 + 3w4 + Ty = 3
221 + - T3 — T4 + Oxy = 2

r1 + 2x9 + 6z — T4 + Odrs = 3

Ty — 2x9 4+ dSxz3 — 1224 + 1225 = -1

Transformirajuéi prosirenu matricu sustava A, dobivamo sljedec¢i niz ekvi-
valentnih matrica, odnosno sustava:

1 2 2 3 1| 3 1 2 2 3 1| 3
2 0 -1 -1 5 | 2 0 -4 -5 -7 3 | —4
1 2 6 -1 5| 3|70 0 4 —4 4] o0
1 -2 5 —12 12 | -1 0 —4 3 —15 11 | —4
1 2 2 3 1| 3] (1 2 0 5 -1 | 3
0 -4 =5 -7 3 | —4 0 -4 0 —12 8 | —4
“lfo o 1 -1 1] of 7|0 0o 1 -1 1] 0
0 —4 3 —15 11 | —4 0 -4 0 —-12 8 | —4
1 0 0 -1 3 | 1] 1 0 0 -1 3] 1
o0 0 0 0] 0 0 1 0 3 -2 1
“lo 0o 1 -1 1] o T]lo 0o 1 -1 1] o0
01 0 3 -2 | 1] 00 0 0 0] O

Odavde vidimo da rang matrica A i A, iznosi 3 te da je dimenzija pros-
tora rjeSenja pridruzenog homogenog sustava jednaka 2. (U tradicionalnoj
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terminologiji reklo bi se da rjesenje ovisi o dva slobodna parametra.) Pisemo
li rjeSenja kao jednostupcane matrice, dobivamo partikularno rjesenje

1 1 -3
1 -3 p
Co=|0|,teci=| 1],00=1] -1
0 1 0
0 0 1

Opce rjeSenje danog sustava je, dakle, C' = Cy + A1 C1 + AaCa, A1, A2 € R.

Ako je matrica sustava A kvadratna, tj. ako dani sustav ima jednak broj
jednadzbi i nepoznanica, Gaussova metoda eliminacije je zapravo ekvivalent
LU dekompoziciji koju smo razmatrali u zavrsnoj tocki prethodnog poglav-
ljafl]

Pretpostavimo da je dan sustav AX = B pri ¢emu je A € M,,. Uzmimo
da je A = LU faktorizacija matrice A na donjetrokutasti i gornjetrokutasti
faktor. Sada dani sustav mozemo pisati u obliku LUX = B. Uz supstitu-
ciju UX =Y sada se rjeSavanje polaznog sustava svodi na rjeSavanje dvaju
sustava: LY = B i UX =Y. Primijetimo da su oba sustava rjeSiva ne-
posrednim sukcesivnim odredivanjem svih nepoznanica jer su obje matrice
trokutaste. Uoc¢imo jo§ da, po konstrukciji, matrica L ima jedinice na svim
dijagonalnim mjestima. Posebno, prema propoziciji det L = 1 te je,
prema teoremu[3.2.39, L regularna matrica. Sad je, prema teoremu
r(L) = n. Primjenom korolara sada zakljuc¢ujemo da je rjeSenje sus-
tava LY = B jedinstveno. Ako to rjeSenje oznac¢imo s Y, preostaje rijesiti
sustav UX =Y.

Za kraj razmotrimo jos jedan specijalan sluc¢aj. Uzmimo sustav AX = B
u kojem je opet broj jednadzbi m jednak broju nepoznanica n; dakle A € M,
je kvadratna matrica. Ukoliko je r(A) < n onda je n —r(A) > 0 i imamo
beskonacan (u stvari (n —r(A))-dimenzionalan) skup rjesenja. Poblize ¢emo
razmotriti slu¢aj kad je n = r(A), tj. kad je matrica A regularna.

Definicija 4.2.6. Kaze se da je sustav AX = B Cramerov ako je A € M,
(dakle, broj jednadzbi je jednak broju nepoznanica) i ako je A regularna
matrica.

Propozicija 4.2.7. Cramerov sustav AX = B je rjesiv, a rjeSenje mu je
jedinstveno i dano formulom C = A™'B.

Dokaz. Da je C rjesenje vidi se izravnim uvrstavanjem, a jedinstvenost slijedi
iz korolara[4.2.5 O
Korolar 4.2.8. Neka je C = (71,...,7vn) jedinstveno rjeSenje Cramerova
sustava AX = B. Tada je v; = %, j=1,...n, pri cemu je D = detA,

4Pos‘coji i analogna dekompozicija matrica koje nisu nuzno kvadratne te se zapravo
nalazenje takve dekompozicije pokazuje ekvivalentom Gaussove metode eliminacije za pro-
izvoljne sustave linearnih jednadzbi.
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a Dj; je determinanta matrice ¢iji je j-ti stupac upravo B, dok su joj ostali
stupci isti kao u A.

Dokaz. Kako je A = [a;;] regularna matrica, D = det A # 0, pa je formula
smislena. Iz C = A~!'B vidimo da je ~; zapravo umnozak j-tog retka od
A~! i matrice B. Prema teoremu znamo da je A7! = %g, gdje je
A adjunkta matrice A. Po definiciji adjunkte je [;ﬂ,«s = Ag., pri ¢cemu je
Agy algebarski komplement koeficijenta agr. Zato je v; = > i %[[1] jibi =
% Yo biAi; = %Dj, s tim da je zadnja jednakost dobivena Laplaceovim

razvojem determinante D; po j-tom stupcu. O
4.3. Zadaci.
3r1 — To + 2x3 = 0
1. Rijesite sustav 2z1 + 3xz2 — d5x3 = 0.
r1 + a2 + x3 = 0
r1 — 2x9 + x3 = 4
2. Rijesite sustav 22y + 320 — x3 = 3.
dry — w + x3 = 11
3r1 — To + 2x3 = 0
3. Rijesite sustav 22y + 3xz2 — bdrs = 0.
1 + a2 + x3 = 0
r1 + 2xz9 — xr3 + Ty = —1
e .. 2xv1 + bxy — T3 + 2x4 = -2
4. Rijesite sustav 32, — xy — 2w + my = 5
Ty — X9 + 3x3 — bry = 6
4.%1 - 2332 — 32?3 — 21‘4 = 1
e .. 261 4+ 2x9 + 3x3 — 4dxy = 5
5. Rijesite sustav 32, + 2wy — 2ms — Bamy — 1
207 — bxo — 3x3 + 34 = -1
3r1 4+ 2x9 4+ 2x3 + 2x4 = 2
e .. 2¢1 4+ 3x9 + 2x3 + bdry = 3
6. Rijesite sustav 91, + 2wy + dws — Bzy = 1°
2c1 4+ 2x9 + 3x3 + 4dxry = 5

7. U ovisnosti o realnom parametru « rijesite sustav

2r1 4+ axe — 13x3 = =32
r1 — 2x9 + T3
—2x1 + 32 4+ ax3

1
oo R
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8. U ovisnosti o realnom parametru A rijeSite sustav

Ar1 + 2x9 + xr3 + Ty = 1
2.%'1 — i) — Ty = 1
dr1 + 3x0 + 223 + Ay = 3°
5ro + 213 + 314 = 1
9. U ovisnosti o realnom parametru A rijesite sustav
2r1 — To + 3xz3 + 4dxy = 5
4dry — 2x9 4+ bxgz + 6xry = 7
6x1 — 329 + Txs + 8xy = 9°
Ax1 — 4dxo + 93 + 10z = 11
1 2 41
. 001 3 . . . .. ..
10. Neka je A ~ | 3 1 1 | Pricemuje navedena ekvivalencija realizi-
0000
rana isklju¢ivo elementarnim transformacijama redaka. Nadite sva rjesenja

sustava AX = B ako je

(i) B razlika prvog i ¢etvrtog stupca matrice A.
(ii) B razlika prvog i drugog stupca matrice A.

11. Pokazite da je sustav

2x1 4+ a9 + 3ry = 13
T + x4 = 5
3r1 4+ x2 + bxj = 0
T2 + 33 = -1

Kramerov pa ga rijesite pomo¢u Kramerovih formula (iz korolara |4.2.8).

1 00 11 1 1
12. Rijesite sustav [ 1 1 0 0 2 1 [ X=]1
2 11 0 0 -1 1
1001 1 1]
13. Rijesite sustav | 2 1 0 00 1 [ X =0
2 01 0 0 -1
1 -1 0
14. Odredite LU dekompoziciju matrice A= | 2 0 2 | i uz pomo¢ te
0 -1 0
1
dekompozicije rijesite sustav AX = | 1
4

15. Neka je {(1,1,0,-1),(1,0,1,2)} baza potprostora M prostora R*,
Pokazite da je M skup svih rjeSenja nekog homogenog sustava jednadzbi.
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16. Neka je M potprostor prostora R™. Pokazite da postoji homogeni sustav
linearnih jednadzbi ¢iji prostor rjeSenja je M.

17. Neka je dan proizvoljan homogen sustav linearnih jednadzbi AX = B,
A € M,,,. Za regularnu matricu S € M, promotrimo i sustav ASX = B.
Dokazite da su dimenzije prostora rjeSenja sustava AX = B i ASX = B
jednake. Nadalje, ako je r(A) < § pokazite da ova dva sustava imaju bar
jedno netrivijalno zajednicko rjeSenje.
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4.4. Dodatak: magic¢ni kvadrati.

Definicija 4.4.1. Za matricu A = [a;;] € M,, kazemo da je magicni kvadrat
ako je zbroj svih elemenata u svakom njezinom stupcu jednak zbroju svih
elemenata u svakom njezinom retku i nadalje, ako je taj zbroj jednak zbroju
svih elemenata na dijagonali te zbroju elemenata na popre¢noj dijagonali;
tj. ako postoji broj u = u(A) za koji vrijedi

n

(7) ,u:Zaij, Vi:1,...,n,
Jj=1
n

(8) u:Zaij, ijl,...,n,
=1

(9) H= Z Qi
i=1

(10) p= Z Qi n—it1-
=1

Skup svih magi¢nih n x n kvadrata oznacavamo s MS,,. Nadalje, neka je
MSY = {A € MS,, : u(A) = 0}.

Kaze se da je magi¢ni n x n kvadrat normalan ako je sastavljen od pri-

rodnih brojeva 1,2, ..., n?. Takvi su, na primjer,
6 3 2 13
20 I T
6 7 9 ’ 9 6 7 12
4 15 14 1
Definicija 4.4.2. Za matricu A = [a;;] € M,, kazemo da je polumagi¢ni

kvadrat ako vrijedi i . Skup svih takvih matrica oznacavamo sa SMS,,.
Dodatno, neka je SMSY = {A € SMS,, : u(A) = 0}.

U ovoj tocki navest ¢emo neka jednostavna svojstva skupova magi¢nih i
polumagic¢nih kvadrata koja se izvode iz dosadasnjih ramatranja vektorskih
prostora, matrica i sustava linearnih jednadzbi. Veéinu dokaza ostavljamo
kao zadatke (uz potebne upute) ¢itateljima za vjezbu. Iscrpan pregled povi-
jesti magic¢nih kvadrata i njihovog pojavljivanja u popularnoj kulturi moze
se na¢i na https://en.wikipedia.org/wiki/Magic_squarel

Lema 4.4.3. Neka je n € N. Tada vrijedi
MS, < SMS), < SMS,, < M,

MS® < MS,, < SMS,, < M,,.


https://en.wikipedia.org/wiki/Magic_square
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Sve navedene inkluzije su ocite, stoga treba samo dokazati da je svaki
od navedenih skupova zatvoren na linearne kombinacije svojih elemenata.
Primijetimo da su skupovi SMS?L i MS,, neusporedivi ¢im je n > 2. Zaista,

_ n n B v . [T . ey . .. .
akos B = Y " > j—1 Eij oznatimo matricu ¢iji svi matri¢ni koeficijenti
iznose 1, uocavamo da je

11 1
11 .01 .
E=|. . .| e MS,, \ SMmS?
11 1
i
n=1 _ 1 _1
1 ot _1
I--E=| ™ " M| € SsMS?\ MS,,.
n :
1 1 n—1
n n n

Prije nego iskazemo sljede¢u propoziciju sjetimo se da je M, algebra s
jedinicom I. Opcenito, ako je X algebra, za potprostor ¥ od X kazemo
da je podalgebra od X ako je Y zatvoren i na mnozenje; u tom slucaju Y
je i sama za sebe algebra. Podalgebra moze i ne mora sadrzavati jedinicu
(neutralni element za mnozenje) iz X. U ovom drugom slucaju, podalgebra
Y moze sadrzavati vlastitu jedinicu koja je razli¢ita od jedinice u X.

Kao primjer mozemo pogledati skup

a b 0
Y = c d 0| €eMs:abc,deF
0 0O

Lako je provjeriti da je Y podalgebra od M3 koja ne sadrzi I, pa ipak Y
1 00
posjeduje svoju vlastitu jedinicu, naime matricu | 0 1 0
0 00
Za podalgebru Y algebre X kazemo da je ideal u X ako, $tovise, vrijedi i
zy,yr €Y zasvexr € X isvey €Y.

Propozicija 4.4.4. Neka je n € N. Tada je
MS, = MS? + [{E}] i SMS,, = SMS® + [{E}].

Nadalje, za A, B € SMS,, vrijedi AB € SMS,, i n(AB) = u(A)u(B) i zato
je SMS,, podalgebra od M,, tj. i sama za sebe algebra koja sadrzi jedinicu I.
Osim toga [{E}] i SMS, su ideali u SMS,, a matrica J = I—LFE je jedinica
u SMS.

I ovaj dokaz ostavljamo kao zadatak jer sve se tvrdnje dokazuju direktnom

provjerom. Sto se ti¢e posljednje tvrdnje u propoziciji, korisno je uociti da
za sve A € SMSY vrijedi AE = EA = 0.
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Istaknimo jo§ da MS,, nije algebra. Za to je dovoljno konstatirati da je,
na primjer,

A= ¢ MS;.

= o N
N = O
O N =

0
3

|
N\

DO
oo w
|
o w o
w o o

Sad bismo htjeli naé¢i baze i dimenzije za navedene potprostore. Zbog
prve dvije tvrdnje prethodne propozicije dovoljno nam je naéi baze za MS?L
i SMS?.

1 _1
Uocimo da je MSJ = {0}, dok je SMS = [{[ T 1 ]H Zato se u
T2 2
sljede¢oj propoziciji ogranicavamo na n > 3.
Propozicija 4.4.5. Neka jen > 3. Tada vrijeds
(11) dim MS? =n? —2n — 1, dim MS,, = n* — 2n,
(12) dim SMS =n? —2n+1= (n—1)2 dimSMS, =n? —2n + 2.

Dokaz. Da bi matrica A = [a;;] € M,, pripadala prostoru MS? nuzno je i
dovoljno da njezini koeficijenti zadovoljavaju sustav od 2n 4+ 2 homogenih
linearnih jednadzbi. Ukoliko te koeficijente (tj. nepoznanice) promatramo u

poretku ai1,...,a1n,021,...,020,...,0n1,-- -, Gnpn, Matrica tog sustava ima
sljedeéi oblik (ovdje navodimo matricu za n = 3):
(11100 0 0 0 0]
000111000
00 0O0O0OO0OT1T1T1
Y 100100100
01 0010010
001 001001
1000 100O0O0°T1
001010100
Oznag¢imo retke ove matrice s Ry, ..., Rapto (u navedenom slucaju imamo
Ry,...,Rg). Skup {R1, R, ..., Ron—1} je evidentno linearno nezavisan. Na-

dalje, odmah uvidamo i da vrijedi
R2n = (Rl + ...+ Rn) — (Rn+1 + ...+ RQn—l)-

Kona¢no, relativno lako se vidi i da je skup { R1, Ra, ..., Ropn—1, Ron+1, Ront2}
linearno nezavisan. Dakle, rang matrice sustava X iznosi 2n+1. Zato prema
korolaru dimenzija prostora rjeSenja (a to je upravo dim MS%) iznosi
n? — (2n + 1). Time smo dokazali prvu jednakost u (11). Druga jednakost
je sad ocita posljedica dobivene jednakosti i prve tvrdnje propozicije
Ako pak promatramo prostor SMS?, jasno je da matrica A = laij] € M,
lezi u SMSY ako i samo ako njezini koeficijenti zadovoljavaju sistem ho-
mogenih linearnih jednadzbi ¢ija matrica Y se sastoji od prvih 2n redaka
gornje matrice X. Iz recenog je jasno da je r(Y) = 2n — 1 te je zato
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dim SMSY = n? — (2n — 1) ¢ime smo dobili prvu jednakost u (12). Druga

jednakost ponovo slijedi direktnom primjenom propozicije [£.4.4]

Uzmimo ponovo proizvoljan n € N, n > 2, i promotrimo za i,j
{2,3,...,n} matrice A;; € M, definirane s [A;;];; = [Ai;]
[Aij]il =-1, [Aij]rs =0, V(T, 3) 7& (17 1)7 (i,j), (Lj)a (iv 1)' Dakle,

(13)

pri ¢emu se brojevi —1 nalaze na pozicijama (i,1) i (1, 7).

10
00
-1 0
00

-1 0
00
10
00

ij

O

€

Jasno je da sve ove matrice pripadaju prostoru SMS?L. Uocimo i da ih
je (n — 1)? - toéno toliko kolika je dimenzija tog prostora. Konaéno, skup
{A;j 11,7 =2,...,n} je ocito linearno nezavisan. Naime, jasno je da matrica
A na poziciji (k,l) ima 1, dok je u svim ostalim matricama skupa {A4;; :

i,j7 =2,...,n} koeficijent na poziciji (k,l) jednak 0. Tako smo dokazali:

Propozicija 4.4.6. Skup {A;j :i,j = 2,...,n} je baza prostora SMS,, za

sven > 2.

Uocimo sada matricu

(14)

Lako se provjeri da je T regularna te da je

T =—

3

1 11 1
0 0 0

0 -1 0 0

0 00 0

0 00 -1

1 1—n 1

1 1 1—-n

1 1 1

1 1 1

1 1 1

—_

1
1

e M,.

1—n
1

Definirajmo sada preslikavanje ¢ : M,, — M,, formulom p(A) = T—1AT.
Vidi se da je preslikavanje ¢ bijekcija te da vrijedi ¢(A+ B) = ¢(A) +¢(B),
©W(AA) = Ap(A) 1 ¢(AB) = p(A)p(B) za sve A, B € M, i sve skalare \.
(Usporedite zadatak 5.) Zbog ovih svojstava kaze se da je ¢ automorfizam

algebre M,,.
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Propozicija 4.4.7. Nekajen € N, n > 2. Tada je o(SMSY) = [ Mp—1 0 ]

0 0

gdje smo s [ 8 ! 8 ] simbolicki oznacili potprostor (u stvari, podalgebru)
ail “e al,n—l 0
tQi; € F
Gp—-11 --- OAn—-1n—1
0 e 0 0

algebre M, .

Dokaz. Fiksirajmo proizvoljno odabrane indekse %, 7, 2 < 4,5 < n. Direkt-
nom provjerom utvrdi se da vrijedi

70 ... 000 ... 007
e(Aj)=11 ... 121 ... 10|,
L0 ... 000 ... 00

pri ¢emu se jedini znacajan redak nalazi na poziciji ¢ — 1, a u njemu se broj
2 nalazi na poziciji (¢ — 1,j — 1). Drugacije zapisano, ako s E;; oznacimo
elemente kanonske baze u M,,, imamo

n—1

QO(A”) = Z Ei—l,k + Eifl,jfl, \V/’L,j =2,...,n.
k=1
Sad uocimo da ¢ zadovoljava p(aA + B) = ap(A) + Bp(B); to sli-

jedi direktno iz prethodno uocenih svojstava preslikavanja ¢ (vidite zadatak
5). Kako je SMSY potprostor od M,, to odmah povlaci da je i ¢(SMS?)
potprostor od M,,.

Nadalje, ocito je da vrijedi p(A;;) € [ Mg_l 8 ], za sve A;j. Konacno,
jer je ¢ bijekcija, a skup {A;; : i,j = 2,...,n} baza prostora SMSY pa time
i linearno nezavisan, slijedi da je i skup {¢(A4;;) : i,j = 2,...,n} linearno
nezavisan. S obzirom da je dim Mg_l 8 = (n —1)2, to je dovoljno da
se zakljuci da vrijedi ¢(SMS?) = [ Mg_l 8 ] O

Oznac¢imo sad s f i g preslikavanja koja svakoj kvadratnoj matrici pri-
druzuju zbroj njezinih elemenata na glavnoj, odnosno popre¢noj dijagonali:
za A = [a;;] € M, ona su definirana kao

(15) f(A) = Z aii, g(A) = Z Qin—i+1-
i=1 i=1
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Lako se provjerava da su ova preslikavanja aditivna i homogena, tj. da vrijedi:
f(A+B) = f(A) + f(B), f(ad) = af(A) i g(A+ B) = g(A) + g(B),
g(aA) = ag(A) za sve A, B € M,, i sve a € F. Iz toga se odmah zakljucuje
da vrijedi i

(16)  flaA+BB) =af(A)+ Bf(B)ig(ad+ BB) = ag(A) + Bg(B).
zasve A, Be M, ia,pB€F.

Promotrimo sad za svaki n > 2 matricu X = nl — E. Na primjer, za
n = 3,4,5 matrica X ima oblik

s 1 1 1 4 -1 -1 -1 -1

2 -1 -1 1 3 1 1 -1 4 -1 -1 -1

-1 2 -1, ,| -1 -1 4 -1 -1

-1 -1 2 j j _i’ _il)) -1 -1 -1 4 -1
-1 -1 -1 -1 4

Ocito, za sve n vrijedi f(X) =n(n —1). Za parne n imamo ¢g(X) = —n,

dok za neparne n vrijedi g(X) = 0.
Promotrimo za n € N, n > 2, jo§ i matricu J = [f;;] definiranu s

= 1, akojei+j=n+1
771 0, inace.

Definirajmo sada Y = nJ — E. Na primjer, za n = 3,4,5 matrica Y ima

oblik

L1 1 3 -1 -1 -1 -1 4

-1 -1 2 N -1 -1 -1 4 -1
-1 2 -1], j _;) _i’ j -1 -1 4 -1 -1
2 -1 -1 -1 4 -1 -1 -1

3o-b—1 -l 4 -1 -1 -1 -1
Lako je provjeriti da za parne n imamo f(Y) = —n, dok za neparne n vrijedi
f(Y)=0. S druge strane, za sve n imamo ¢g(Y) = n(n —1).
Ako je n paran broj, n > 4, uvedimo jos matricu Z € M,,

1 =10 ... 0
~1 10 ...0
Zz—| 0 00 ... 0
0 0 0 0

Jasno je da vrijedi f(Z) =21 ¢g(Z) =0.

Propozicija 4.4.8. Neka jen € N, n > 3.
Za parne n vrijedi SMSY = MS2 + [{Z, X}], dok za neparne n imamo
SMSS = MS2 + [{Y, X }].
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Dokaz. Prije svega uoc¢imo da matrice X, Y, Z pripadaju prostoru SMS%, za
svakin > 3. Neka je {C1,C2, ..., C,_1)2_3} proizvoljna baza prostora MSY.
Pretpostavimo prvo da je n paran. S obzirom da znamo da je dim SMS?L =
(n — 1)2, treba samo dokazati da je {Cy,Ca,.. -5 C(n—1)2_2, Z, X'} linearno
nezavisan skup. Medutim, Z ne moze biti linearna kombinacija matrica
C1,C4, ..., C(—1)2—3. U suprotnom bi, naime, zbog f(C;) =01 (16) vri-
jedilo f(Z) = 0 8to je neistina. Sli¢no, prije¢i i da X bude linearna
kombinacija matrica C1,Cs, ..., C(,_12_3, Z. Naime, imamo ¢(C;) = 0 za
sve i, g(Z) = 0 pa primjena daje kontradikciju s g(X) = —n # 0.
Uzmimo sad da je n neparan. Opet iz zaklju¢ujemo da Y nije linearna
kombinacija matrica C1, Cy, ..., C,_1)2_5 jer g(Y) # 0. Sli¢no, primjenom
slijedi da X nije linearna kombinacija matrica C1,Cy,...,Cp_1y2_9, Y
jer f(X)=n(n—-1)#0. O

Korolar 4.4.9. Neka jen € N, n > 3.

Ako je n paran, za sve i,j = 2,...,n postoje skalari \;j i p;; takvi da je
skup {Asj — NijZ — piz X 14,5 = 2,...,n} sistem izvodnica za MS0.
Ako je n neparan, za sve i,j = 2,...,n postoje skalari \ij i ji;; takvi da

je skup {A;j — \ijY — ;X 14,5 =2,...,n} sistem izvodnica za MSS.

Dokaz. Imamo, dakle, SMS% = MS% + K, pri ¢emu je u parnom slucaju
K =[{Z, X}], dok za neparne n imamo K = [{Y, X}]. U oba slucaja svaku
matricu A iz SMSY mozemo na jedinstven nacin prikazati u obliku A = C+D
pri ¢emu je C € MS?L, a D € K. Posebno, za sve 4,5 = 2,...,n imamo
Ajj = Cij + Dyj, gdje je Ci; € MSY i D;; € K. Kako je Dy; € K, za svaki
par indeksa ¢, 7 imamo skalare \;; i p;; za koje vrijedi D;; = A\jjZ + pi; X,
odnosno D;; = A\i;Y + p;;X. Odavde zbog C;; = A;; — D;j imamo

(17) Cij == Aij - )\i]’Z—,uin ili Cij == Ai]’ - )‘UY_IU’UX’ \V/’L,j = 2, ooy

Uzmimo sad proizvoljnu matricu C € MSY. Kako je {A;; : 4,7 = 2,...n}
sistem izvodnica za SMS?L, a MS?L C SMS?L, mozemo naci skalare a;; za koje
vrijedi C' = Z:‘Lj‘:z a;jAij = Z?jzg @;j(Cyj + Djj). Ovo mozemo pisati i kao

n n
C — Z aijCij = Z aijDij-

ij=2 i.j=2

Izraz na lijevoj strani ove jednakosti lezi u MS?, dok je onaj s desne strane u
K. Kako su ta dva prostora jedan drugome direktni komplementi u SMSY,
presjek im je trivijalan i zato C' = >, a;;Ci; = 0, tj. C =305 a;;Cj.
Dakle, {Cj; : i,j = 2,...n} je sistem izvodnica za MSY. Preostaje pozvati
se na jednakosti . O

Na kraju, ilustrirajmo dobivene rezultate u slu¢aju n = 3.
Ovdje nam prethodni korolar jaméi da je skup {Cag, Ca3, C32, C33} sistem
izvodnica za MS9. Takoder, znamo da je SMSY = MSY + [{Y, X}]. Sad se
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lako izracunaju matrice Cj; i D;j. Konkretno, za svaki par 4, j treba odrediti
skalare \;; i wij za koje ée vrijediti A;; — \ij Y — pi; X € MSY. Izlazi

1 1
i1 0
1 1 2
Agy— Y — X = _2 0 1| ewms)
6 3 0 1 1
2 2
i
L g _1
1 1 2 2
A+ -Y—-X=| -1 0 1| ecMs).
6 6 1y _1
2 2

Te dvije matrice, u oznakama iz dokaza prethodnog korolara, Cas i Cag,
oc¢ito su nezavisne. Kako je dim MSg = 2, matrice (39 i (33 ne moramo
ni rac¢unati; jasno je da je {Caa, Ca3} baza za Msg. To znaci da je svaka
matrica iz MS oblika

at+b —a —b
(18) —a—2b 0 a+2b |, a,bel.
b a —a-—>

Odaberemo li u gornjem zapisu medusobno razli¢ite prirodne brojeve a i b,
dobivena matrica ¢e biti gradena od 9 razlicitih cijelih brojeva.

Korolar 4.4.10. Svaka matrica iz MSs je oblika

a+b+c —a+c —-b+¢c
(19) —a—2b+c c a+2b+c |, a,b,ceF.
b+c at+c —-a—-b+c

Dokaz. 1z propozicije m znamo da je MS,, = MSY + [{E}]; zato je skup
{C32, Co3, E} baza za MSs. Sad tvrdnja slijedi iz jednakosti (18]. .

Posebno, uvrstimo 1i u medusobno razli¢ite prirodne brojeve a i b i
prirodni broj ¢ veéi od a + 2b dobit éemo magicni kvadrat sastavljen od 9
razlicitih prirodnih brojeva. Na primjer, za a = 2, b =11 ¢ = 5 dobivamo

8§ 3 4
1 5 9
6 7 2

Napomena 4.4.11. U idu¢em poglavlju u kojem ¢emo upoznati linearne ope-
ratore pokazat ¢e se da je korolar [£.4.9] zapravo direktna posljedica propo-
zicije navedeni korolar je u stvari jedno od elementarnih svojstava
linearnih operatora (u ovom konkretnom slucaju, izvjesnog kosog projek-
tora).

Takoder, razmatranja spektra linearnog operatora pokazat ¢e stvarnu po-
zadinu propozicije[L.4.7]
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Zadaci.

1. Dokazite lemu 43l
2. Dokazite propoziciju[£.4.4

3. Upotpunite dokaz propozicije tako da provjerite jednakost Ro, =
(R1 +... —|—Rn) — (Rn+1 +... —{—Rgn,l) i pokazete: (1) {Rl, Ro, ..., Rgnfl} je
linearno nezavisan, (2) Ra,+1 ne moze biti prikazan kao linearna kombinacija
redaka Ry, Ra,...,Ron—1, 1 (3) Ront2 ne moze biti prikazan kao linearna
kombinacija redaka R, Ra, ..., Rop—1, Ront1-

4. Pokazite da je

1 11 ... 117" (1 1-n 1 11 ]
1 00 ... 01 1 1 1-n 11

0 -1 0 ... 01 111 1 1 11

: N N _n : : : : :

0O 00 ... 01 11 1 ... 1 1-n

0 00 ... -1 1 11 1 .1 1

5. Neka je S € M, proizvoljna regularna matrica i ¢ : M,, — M, preslika-
vanje definirano formulom ¢(A) = S~1AS. Dokazite da je ¢ bijekcija te da
vrijedi p(A + B) = ¢(A) + p(B), p(AA) = Ap(A) i p(AB) = p(A)p(B) za
sve A, B € M, i sve skalare \.

6. Pokazite da za matrice A;; i T uvedene jednakostima , odnosno

vrijedi

r 0 000 0 07
. : . . . . n—1
T'A;T=11 ... 121 ... 10|=> E 3 +E 1,1, Vi,j=2,...
. . . . . . k=1
L0 000 0 0

7. Pokazite da za preslikavanja f i g definirana relacijama (15 vrijedi
f(A+B) = f(A) + f(B), f(ad) = af(A) i g(A+ B) = g(A) + g(B),
g(aA) = ag(A) zasve A,B € M, isve a € F.

1

8. Neka je f = | . |. Pokazite da je u matrici A € M,, zbroj elemenata u
1

svakom retku jednak i iznosi s ako i samo ako vrijedi Af = sf.

9. Neka je g = (1,1,...,1) € F". Pokazite da je u matrici A € M,, zbroj
elemenata u svakom stupcu jednak i iznosi s ako i samo ako vrijedi gA = sg.

, M.
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10. Neka je A € SMS,, regularna matrica. Dokazite da je tada i A=! €
SMS,. Pritom, ako zbroj elemenata u svakom retku i svakom stupcu u
matrici A iznosi s onda zbroj elemenata u svakom retku i svakom stupcu u
matrici A1 iznosi %

Napomena. Opéenito, ako je A magic¢ni kvadrat i uz to regularna matrica,
A~ ¢e prema prethodnom zadatku biti polumagi¢ni kvadrat, ali ne nuzno
i magican. Na primjer, ocito je

10 2 14 18
17 15 1 11
A=113 91 7 3 |EM5%
4 6 22 12

dok je
582 —540 472 —496
1 L | =375 351 —265 307
792 219 —243 197 —155
—408 450 —386 362

Medutim, moze se pokazati da za magicne kvadrate treceg reda ipak vrijedi:
ako je A € M S3 regularna matrica, onda je i A~' € M Ss.

€ SMS4\MS4.

Ovdje ¢emo, prejudicirajuéi neke rezultate iduceg poglavlja, dokazati na-
vedeni rezultat. (Zainteresiranom ¢itatelju savjetujemo da se ovom dokazu
vrati nakon petog poglavlja.)

Neka je A € M S5 regularna matrica te neka je zbroj elemenata u svakom
retku i svakom stupcu u matrici A jednak s. S obzirom na tvrdnju gornjeg
zadatka 10 treba samo dokazati da je u matrici A™! zbroj elemenata na
dijagonali (tj. trag) kao i zbroj elemenata na poprecnoj dijagonali jednak %

Kako je po pretpostavci A € MSs, znamo da je i tr(4) = s. Takoder,
prema tvrdnji gornjeg zadatka 8, skalar s je svojstvena vrijednost matrice
A. Ako druga dva korijena svojstvenog polinoma matrice A ozna¢imo s A;
i Ao onda prema tvrdnji zadatka 81 u petom poglavlju vrijedi Ay + Ao = 0.
Dakle, A\ = —)\y. Kako je A regularna, znamo da je A\; # 0. Imamo, dakle,
L:—)\%isadjetr(A_l):%—F)\%-i-/\%:1.

At s
Sto se tice poprecne dijagonale, pogledajmo matricu B = JA, gdje je
0 01
J=1]10 1 0 |. Jasno jeda jei B € MS3isuma elemenata u retcima i
100

stupcima i na dijagonalama matrice B takoder iznosi s. Prema prethodno
dokazanom imamo tr(B~!) = % Medutim, B~! = A=1J~! = A=1J i sad
se lako vidi da je tr(A~'J) upravo jednak sumi elemenata na poprecnoj
dijagonali matrice A1,
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5. LINEARNI OPERATORI

Fiksirajmo po volji odabran kut ¢ € [0,27) i promotrimo preslikavanje
R, : V(0) — V?(0) koje svaki radijvektor rotira za .

Kako je V2(O) vektorski prostor, prirodno je pitanje kako se ovo preslikava-
nje odnosi prema operacijama definiranima na V2(0O). Nije tesko zakljuéiti
da vrijedi

(1) R(d +
(2) Ro(a@)

RS

za sve radijvektore o', b isvakiskalar a. Na primjer, ako su i 7 nekoline-
arni radijvektori, prvo svojstvo je posljedica ¢injenice da svaki paralelogram
u ravnini rotacijom oko ishodista prelazi u paralelogram. Sli¢no se vidi da
(1) vrijedi i u situaciji kad su @ i b kolinearni. Jednako je jednostavno
pokazati da vrijedi i (2).

Kombinirajuéi oba navedena svojstva, zaklju¢ujemo da vrijedi i

Ry(a@+5bB) = aR,(@)+BR,(D), VT, b € V2(O),Va,f€R. (%)

Mozemo, dakle, zakljuciti da je preslikavanje R, uskladeno s linearnom
strukturom definiranom na V?2(0). Ova ¢injenica ima dalekosezne poslje-
dice. Prije svega, lako je ustanoviti da je zbog (*) preslikavanje R, potpuno
odredeno svojim djelovanjem na bilo kojoj bazi prostora V2(0). Da bismo
to pokazali, uzmimo proizvoljnu bazu {7, b} od V2(0). Prema teoremu
svaki vektor ¥ € V2(0) je oblika ¥ = a@ + B? za neke skalare
a i f. Jednakost (x) sada povladi da je R,(V) = aR,(d) + 5R¢(7), a
ovo jasno pokazuje da vektori Rw(ﬁ) i Ry( b)) potpuno odreduju djelovanje
preslikavanja R, na svakom vektoru.

Sliénim razmisljanjem mogli bismo naslutiti i izvesti i druge posljedice
jednakosti (). Zajednicka pozadina svih takvih svojstava preslikavanja R,
nije geometrijska priroda njegove definicije, nego ¢injenica da je njegovo dje-
lovanje uskladeno s algebarskom strukturom prostora na kojem je definirano.
Nije tesko naéi i druge primjere preslikavanja na V?2(O) (npr. zrcaljenja u
odnosu na neku fiksnu os, ortogonalne projekcije i sl.) koja bi zadovoljavala
jednakosti (1) i (2), odnosno (x). To nas navodi na ideju da sustavno, na
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apstraktnoj razini, prou¢imo svojstva preslikavanja vektorskih prostora koja
su uskladena s linearnom strukturom na kojoj djeluju.

5.1. Osnovna svojstva linearnih operatora.

Definicija 5.1.1. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem F.
Preslikavanje A : V' — W zove se linearan operator ako vrijedi A(ax+py) =
aAx + BAy, Vx,y € V,Va, 8 € F.

Jasno je da definicija dopusta i moguénost V' = W; tada je uvjet da su V
i W prostori nad istim poljem ispunjen automatski. Spomenimo usput da
se u takvoj situaciji, kad imamo linearan operator A : V — V', kaze da je A
linearan operator na V.

Ako je rije¢ o preslikavanjima A : V — W, gdje je V # W, sama priroda
definicije linearnog operatora zahtijeva da prostori budu nad istim poljem.
Naime, skalari o i 8 na lijevoj strani jednakosti A(ax + fy) = aAx + fAy
mnoze vektore x i y iz prostora V, dok na desnoj strani jednakosti ti isti
skalari mnoze slike tih vektora, Az i Ay, u prostoru W.

Linearne operatore cesto jednostavnije nazivamo samo operatorima, a
linearnost pritom podrazumijevamo. Ovakva konvencija nije uvijek naj-
spretnija, pa ¢emo linearnost naglasavati gdje god iz konteksta nije jasno da
se zaista radi o linearnom operatoru. Obi¢no operatore ozna¢avamo velikim
latinskim slovima, a umjesto A(x) standardno pisemo Az.

Prije nego pogledamo raznovrsne primjere linearnih operatora, navedimo
nekoliko jednostavnih ¢injenica koje proizlaze izravno iz definicije.

Napomena 5.1.2. (a) Definiciona jednakost A(ax+Ly) = aAx+LAy, Y,y €
V,Va, € F, naziva se linearnost preslikavanja A. Odavde odmah sli-
jedi A(x +y) = Ax + Ay, Vz,y € V (ako se uzme o« = = 1), te
Alax) = oAz, Vo € V,Va € F (ako se uzme 3 = 0). Ova se svojstva
zovu aditivnost i homogenost. Dakle, svaki je linearan operator aditivno i
homogeno preslikavanje.

Lako se vidi da vrijedi i obrat: aditivno i homogeno preslikavanje vektor-
skih prostora je linearan operator. Zaista, pretpostavimo da je preslikavanje
AV — W vektorskih prostora V i W nad F aditivno i homogeno pa uz-
mimo proizvoljno odabrane vektore x,y € V te skalare o, 8 € F. Sada je
A(ax + Py) = (zbog aditivnosti) = A(ax) + A(By) = (zbog homogenosti)
= aAx + S Ay.

(b) Svaki linearan operator nulvektor prevodi u nulvektor: A0 = 0. To
slijedi direktno iz definicije odaberemo li u definicionom uvjetu oo = 5 = 0.

(c) Ako je A : V — W linearan operator, jednostavnim induktivnim ar-
gumentom pokazuje se da tada vrijedi 1 A} ;" i) = D 1 Az, Vn €
N,Vz1,...,2n € V,Yaq,...,a, € F. Cesto se zato kaze da linearni operatori
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poStuju linearne kombinacije. Ovo svojstvo pokazuje da je djelovanje linear-
nih operatora u punoj mjeri uskladeno s algebarskom strukturom vektorskih
prostora.

Primjer 5.1.3. 1. Rotacija R, : V?(O) — V?(O) za kut ¢ je linearan
operator na prostoru V2(0).
H

2. Preslikavanje P : V3(0) — V3(O) definirano s P(O?) = OT’, gdje je
T = (z,y,2) i T' = (z,9,0), je linearan operator; P se naziva ortogonalni
projektor prostora V3(0O) na V2(0O) (pri éemu smo prostor V2(0) identifici-
rali s potprostorom od V3(0) kojeg ¢ine svi radijvektori ¢ije zavrine tocke
leze u zy-ravnini).

3. A:R3 = R3, A(xy,29,23) = (1, 22,0), je linearan operator. Moze se
uociti da je ovaj operator apstraktna realizacija ortogonalnog projektora P
iz prethodnog primjera.

4. A:R? = R3 A(x1,12) = (621 — 22, —2x1 + 29,21 — TT2), je linearan
operator.

5. A:R? = R?, A(zy1,12) = (22,29 + 5), nije linearan operator.

6. Transponiranje matrica T : M, (F) — My (F), T(A) = A?, je linea-
ran operator.

7. Hermitsko adjungiranje matrica H : My, (C) — My, (C), H(A) = A*,
nije linearan operator (usp. zadatak 16 u 3. poglavlju).

8. tr : M, (F) — F je linearan operator (usp. zadatak 11 u 3. poglavlju).

9. det : M,(F) — F nije linearan operator.

10. f:R3 = R, f(x1,72,23) = 211 — o2 + 423, je linearan operator.

11. Neka su ay,as,...,a, zadani realni brojevi. Preslikavanje f : R™ —
R, f(z1,®2,...,2n) = Yy a;x;, je linearan operator.

12. D : P, — P,, Dp = p/, pri éemu je p’ derivacija polinoma p, je
linearan operator.

13. Neka je V. = L 4+ M pri ¢emu je dimL = k i dimV = n. Prema
PTropoziciji znamo da tada svaki vektor x € V ima jedinstven zapis
u obliku x =a+0b,a € L,b € M. Neka je sada preslikavanje P : V — V
definirano formulom Pz = a. Tada je P linearan operator. P se zove kosi (ili
paralelni) projektor na potprostor L u smjeru potprostora M. Napomenimo
da je za definiciju operatora P relevantnan ne samo potprostor L u kojem
P prima vrijednosti, nego i odabrani direktan komplement M (usporedite
zadatak 2.).

14. Neka su V i W proizvoljni vektorski prostori nad istim poljem. Tada
je preslikavanje 0 : V' — W, definirano s Oz = 0, Vx € V, linearan operator.
Ovaj operator se naziva nuloperator.

15. Neka je V proizvoljan vektorski prostor. Identitet I : V — V je
linearan operator. Cesto se kaze da je I jedini¢ni operator.

16. D: P — P, Dp =p/, je linearan operator.

17. S:RY - RN, S(21,29,23,...) = (0,21, 22,...), je linearan operator.

18. T : RN — RN, T(x1,29,23,...) = (x2,23,74,...), je linearan opera-
tor.
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Provjerimo, za ilustraciju, da je preslikavanje iz primjera 4 zaista linearno.
Za x = (x1,22),y = (y1,2) € R? i a, B € R imamo A(ax + By) = A(ax; +
By, w2 + By2) = (6(ax1 + By1) — (axa + fy2), —2(axy + By1) + (axe +
By2), (ax1 + By1) — T(awa + By2)) = a(bx1 — w2, =231 + 2,21 — Tx2) +
B(6y1 — y2, —2y1 + Y2, Y1 — Ty2) = aAx + BAy. Slitno se postupa i u svim
ostalim primjerima.

Primijetimo dva dogovora presutno uvedena u prethodnim primjerima.
Kad operator djeluje na prostoru matrica ipak je preglednije pisati T'(A)
umjesto T'A (kao u primjerima 6 i 7). Drugo, kad operator prima vrijednosti
u polju (koje je tada shvaceno kao prostor nad samim sobom), obi¢no se
oznac¢ava malim slovom (kao u primjerima 10 i 11).

U posljednja tri primjera operatori koje smo naveli djeluju na beskonaé¢no-
dimenzionalnim prostorima. Takvima se ne¢emo baviti, ve¢ ¢emo iskljucivo
proucavati operatore na prostorima konac¢ne dimenzije. Navedeni primjeri ¢e
nam biti korisni u situacijama u kojima ¢emo zeljeti istaknuti, odnosno ilus-
trirati vaznost pretpostavke o konac¢nodimenzionalnosti promatranih pros-
tora.

Na pocetku ovog poglavlja vidjeli smo da je operator rotacije potpuno
odreden svojim djelovanjem na bazi prostora V2(0). Pokazimo sada da je
to univerzalno svojstvo svih linearnih operatora.

Napomena 5.1.4. Pretpostavimo da je A : V' — W linearan operator te da
je {b1,ba2,...,by}, n € N, baza prostora V. Uzmimo proizvoljan x € V
i napisimo ga u obliku x = Y | \;b;. Sada je, prema napomeni (c),
Az =37 | N\jAb;. Odavde zakljuéujemo: poznajemo li vektore Aby, ..., Aby,,
onda implicitno poznajemo i Az, za svaki vektor x iz domene.

Odavde takoder izvodimo i sljedeéi zakljucak: ako se linearni operatori
A, B :V — W podudaraju u djelovanju na svim vektorima neke baze pros-
tora V, onda je A = B. U ovom smislu ¢esto kazemo da je svaki linearni
operator definiran na kona¢nodimenzionalnom prostoru jedinstveno odreden
svojim djelovanjem na (bilo kojoj) bazi.

Drugi pogled na prethodnu napomenu, mozda iz malo drugacijeg kuta,
dovodi nas do vaznog postupka zadavanja linearnih operatora. To je sadrzaj
naredne propozicije.

Propozicija 5.1.5. (Zadavangje na bazi i prosirenje po linearnosti) Neka su
V i W wektorski prostori nad istim poljem F, neka je {b1,...,b,} bilo koja
baza za 'V i (w1, ..., wy) bilo koja uredena n-torka vektora iz W. Tada postoji
jedinstven linearan operator A :' V. — W takav da je Ab; = w;, Vi=1,...,n.

Dokaz. Uzmimo proizvoljan x € V i prikazimo ga kao linearnu kombina-
ciju vektora baze {bi,...,b,}. Ako je z = >, \;ib;, definiramo Az =
Yo Aw;. Definicija je korektna jer je prikaz svakog vektora iz V u da-
noj bazi jedinstven. Dokazimo da je A linearan: za z = > . \ib; iy =
Yo wibi iz V, te ai B iz F, uotimo najprije da je az + By = Y i (aX; +
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Bui)bi. Sada je, prema definiciji preslikavanja A, oc¢ito da vrijedi A(ax +
By) = S (@i + Buw = a Y Ny + BT pw; = adz + BAy.
Ocito smo postigli i Ab; = w;, Vi=1,...,n.
Konac¢no, ako bii B : V — W bio linearan operator sa svojstvom Bb; =
w;, Vi =1,...,n, onda iz prethodne napomene odmah slijedi B = A. O

Primijetimo da je u iskazu (wi,...,w,) uredena n-torka (a ne skup).
Zato je mogucée da se neki od vektora w; ponavljaju. Upravo to smo i zeljeli:
propozicija nam sada jamé¢i da za zadanu bazu domene postoji jedinstven
linearan operator koji ¢e bazne vektore preslikati u unaprijed zadane, po
volji odabrane (ne nuzno razli¢ite) vektore iz kodomene.

Posebno, jer je uredenu n-torku (wy,...,w,) mogudée izabrati na besko-
na¢no mnogo nacina (¢im je W # {0}), propozicija pokazuje da je
skup svih linearnih operatora izmedu dva dana vektorska prostora ne samo
neprazan, nego i vrlo velik.

Nakon ovih pocetnih komentara sada mozemo zapoceti s istrazivanjem
svojstava linearnih operatora. Pokazimo najprije da linearni operatori ¢uvaju
strukturu potprostora.

Propozicija 5.1.6. Neka je A:V — W linearan operator.
(i) Ako je L <V, onda je A(L) < W.
(ii) Ako je M < W, onda je A= (M) < V.

Dokaz. (i) Tvrdnjaslijedi dvostrukom primjenom komlamm Za Ax, Ay €
A(L) i a, B € F treba dokazati da je i aAx + fAy € A(L). Medutim, zbog
linearnosti imamo aAx + fAy = A(ax + By), a taj vektor jest u A(L) jer je
L potprostor pa je, zbog z,y € L, i ax + By € L.

(ii) I ovdje se argument svodi na direktnu primjenu korolara z,y €
AN M), a,B€F = Az, Ay € M, a,B € F = aAx + BAy € M = A(ax +
By) € M = az + By € A~H(M). a

Posebno su nam zanimljiva dva specijalna slucaja: L =V <V i M =
{0} < W. To nas dovodi do definicije ranga i defekta - koncepata koji igraju
centralnu ulogu u proucavanju linearnih operatora na kona¢nodimenzional-
nim prostorima.

Definicija 5.1.7. Neka je A:V — W linearan operator. Potprostori
ImA=AV)={Av:veV}<W

KerA=A'{0))={z €V :42=0} <V

zovu se slika, odnosno jezgraﬂ operatora A. Kad su V' i W kona¢nodimenzio-
nalni, rang i defekt operatora A definiraju se kao brojevi r(A) = dim(Im A),
odnosno d(A) = dim(Ker A).

50znake Im i Ker su uobicajene u literaturi, a dolaze od engleskih rijeci image i kernel.
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Nakon uvodenja pojma slike i ranga operatora, mozemo dopuniti iskaz

napomene

Napomena 5.1.8. Pretpostavimo da je A : V. — W linearan operator te
da je {b1,b2,...,b,}, n € N, bilo koja baza prostora V. Sada za pro-
izvoljan x = Y " \b; € V imamo Az = ) ;| \Ab;, Sto pokazuje da
je skup {Aby,..., Ab,} sustav izvodnica za Im A. Vrijedi, dakle, ImA =
[{Aby,...,Ab,}] ir(A) = dim(Im A) < n.

Uoc¢imo da se tvrdnja iz napomene ne moze poboljSati; ne mozemo tvrditi
da je skup {Aby,..., Ab,} sustav izvodnica za cijelu kodomenu W. To je
oc¢ito nemoguce u svim situacijama kad je dim V' < dim W. No, ¢ak i kad je
dim V > dim W, operator ne mora biti surjektivan i potprostor Im A ¢e biti
pravi potprostor (dakle, #) od W.

U prolazu mozemo primijetiti da prethodna napomena primijenjena na
prikladno odabran kosi projektor omogucuje pojednostavljenje argumenta
iz dokaza korolara[£.4.9]

Vratimo se opet opéim razmatranjima. U kontekstu prethodne napo-
mene prirodno je takoder pitati kako se linearni operatori odnose prema
linearno nezavisnim skupovima. No, primjer nuloperatora odmah pokazuje
kako nema govora o tome kako bi linearni operatori opéenito ¢uvali line-
arnu nezavisnost. Pokazat ¢e se da je injektivnost dodatno svojstvo koje ¢e
osigurati da linearni operatori ¢uvaju linearnu nezavisnost.

Izvedimo najprije jednostavan i koristan kriterij injektivnosti linearnog
operatora.

Propozicija 5.1.9. Linearan operator A : V. — W je injekcija ako i samo
ako je Ker A= {0} (tj. ako i samo ako je d(A) =0).

Dokaz. Uotimo prvo da za svaki linearni operator, zbog A0 = 0, vrijedi
0 € Ker A. Ako je A injekcija, o¢ito ni jedan drugi vektor vise ne moze biti
u Ker A. Obratno, pretpostavimo da je Ker A = {0} i uzmimo Az = Ay.
Tada je Az — Ay = 0, §to zbog linearnosti mozemo pisati kao A(z —y) = 0.
Odavde je, po definiciji jezgre, x — y € Ker A. Jer smo pretpostavili da je
Ker A = {0}, slijedi x — y = 0, odnosno z = y. O

Propozicija 5.1.10. Neka je A:V — W linearan operator. A je injekcija
ako i samo ako je za svaki linearno nezavisan skup S u' V' skup A(S) = {Ax :
x € S} linearno nezavisan u W.

Dokaz. Neka je A injekcija i neka je skup {z1,...,x;} linearno nezavisan
u V. Da bismo dokazali nezavisnost skupa {Az1, ..., Azxy} pretpostavimo
Zle a;Az; = 0. Zbog linearnosti je sada A(Zle a;z;) = 0, tj. Zle ;T €
Ker A. Prema prethodnoj propoziciji jezgra operatora A je trivijalna pa je
nuzno Zle a;z; = 0. Konaé¢no, kako je prema pretpostavci skup {x1, ..., xx}
nezavisan, slijedi o; =0, Vi =1,...,k.
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Obratno, neka A nije injekcija. Sada prema prethodnoj propoziciji postoji
x € Ker A, x # 0. Skup {z} je linearno nezavisan, no { Az} = {0} je ocito
zavisan. U

Sada smo spremni za dokaz najvaznijeg teorema o linearnim operatorima
na kona¢nodimenzionalnim vektorskim prostorima. U stvari je sljedeéi te-
orem o rangu i defektu jedan od dvaju najvaznijih teorema linearne algebre.
(Drugi je Gram-Schmidtov teorem ortogonalizacije; njime i njegovim poslje-
dicama bavit ¢emo se u idu¢em poglavlju.)

Teorem 5.1.11. (Teorem o rangu i defektu.) Neka je A:V — W linearan
operator, te neka je dimV < oo. Tada je r(A) + d(A) = dim V.

Dokaz. Ako je A injekcija, teorem je ve¢ dokazan. Naime, za bazu {b1,...,b,}
prostora V skup {Aby, ..., Ab,} je, zbog napomene[5.1.8i propozicije
baza za Im A. Dakle je r(4) = dim V. S druge strane, iz propozicij
slijedi d(A4) = 0.

Ako pak A nije injekcija, stavimo d(A) = d > 0 i odaberimo neku bazu
{e1,...,eq} za Ker A. Ovaj linearno nezavisan skup nadopunimo do baze
{e1,...,€ed,€d41,...,en} za V. Sada je skup {Aey, ..., Aeq, Aegiq, ..., Aen}
sustav izvodnica za Im A (prema napomeni , a kako je Ae; =0zai=
1,...,d, zakljucujemo da je u stvari skup {Aegyi1, ..., Ae,} sustav izvodnica
za Im A. No taj je skup i baza za Im A!

Zaista, pokazimo da je nezavisan: ) i, a;Ae; =0 = A 41 aie;) =
0= > 41 aie; € Ker A, Kako je takoder 7", cie; € [{eaq1, ..., enl],
zakljucujemo da je Y7 ;| aze; € Ker AN [{eqq1,...,en}]. Jer su, po kons-
trukciji, ovi potprostori jedan drugome direktni komplementi, mora biti
Yo gy e =0, aodavde je a; =0, Vi=d +1,...,n.

Dakle, r(A) =n—d=n—d(A). O

Definicija 5.1.12. Linearan operator A : V — W naziva se:

(i) monomorfizam ako je A injekcija;
(ii) epimorfizam ako je A surjekcija;
(iii) izomorfizam ako je A bijekcija.

Korolar koji slijedi jedna je od klju¢nih i najéesée citiranih posljedica
teorema o rangu i defektu.

Korolar 5.1.13. Neka je A:V — W linearan operator te neka je dimV =
dimW < oo. Sljedeéi uvjeti su medusobno ekvivalentni:
(i) A je monomorfizam;
(ii) A je epimorfizam;
(iii) A je izomorfizam.

Dokaz. (i) = (i7): d(4A) = 0ir(A) +d(A) = dimV = dim W povlaci
r(A) = dim W; dakle, Im A = W pa je A i surjekcija.

(19) = (iii): ImA = W, tj. r(4A) = dimW = dimV povlaci d(A) =
dimV —r(A) = 0 pa je, prema propoziciji A 1 injekcija. O
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Uocimo analogiju tvrdnje prethodnog korolara sa svojstvom funkcija koje
su definirane i poprimaju vrijednosti na kona¢nim skupovima istog kardinal-
nog broja. Tipi¢no, korolar [5.1.13 se primjenjuje na operatore A: V — V.
U toj situaciji je pretpostavka dim V' = dim W automatski ispunjena pa je
suvisna. No sada se mozemo pitati vrijedi li tvrdnja korolara za operatore
A:V — Vikad V nije konatnodimenzionalan. Odgovor je negativan, te se
prethodni korolar pokazuje kao ekskluzivno svojstvo kona¢nodimenzionalnih
prostora. Protuprimjeri su operatori lijevog i desnog pomaka na prostoru
RN (to su posljednja dva operatora navedena u primjeru . Ocito je
S injekcija, ali ne i surjekcija, dok za operator T vrijedi upravo suprotno:
surjektivan je, ali nije injektivan.

U sljedecoj propoziciji karakterizirat ¢emo izomorfizme kona¢nodimenzi-
onalnih vektorskih prostora. U osnovi, propozicija tvrdi da su izomorfizmi
oni operatori koji prevode bazu u bazu.

Propozicija 5.1.14. Neka je A : V. — W linearan operator, te neka je
dimV =n < co. Sljedeée tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(i) A je izomorfizam;
(ii) za svaku bazu {bi,..., by} od V skup {Abi,..., Ab,} je baza za W;
(iii) postoji baza {e1,...,en} od V takva da je skup {Aey, ..., Ae,} baza
za W.

Dokaz. (i) = (ii): Uzmimo neku bazu {by,...,b,} od V. Prema napome-
ni skup {Aby,..., Ab,} je sustav izvodnica za ImA = W, a jer je
A 1 injekcija, iz propozicije zakljucujemo da je taj skup i linearno
nezavisan.

(7i7) = (i): Ako vrijedi (iii) onda je posebno dim V' = dim W. Osim toga,
(iii) povlaci i da je A surjekcija. Sad djeluje k:orolm" O

Propozicija 5.1.15. Neka su A : V. — W ¢ B : W — X linearni ope-
ratori. Tada je i BA : V. — X linearan operator. Posebno, kompozicija
dvaju monomorfizama (epimorfizama, izomorfizama) je opet monomorfizam
(epimorfizam, izomorfizam).

Dokaz. Za z,y € V iskalare a, f imamo BA(ax + By) = B(A(ax + By)) =
B(aAz + fAy) = aBAxz + fBAy. Druga tvrdnja je sad posljedica ¢injenice
da je kompozicija dviju injekcija (surjekcija, bijekcija) opet injekcija (surjek-
cija, bijekcija). O

Definicija 5.1.16. Neka su V i W vektorski prostori nad istim poljem.
Kazemo da je V izomorfan s W (i pisemo V ~ W) ako postoji izomorfizam
AV > W.

Propozicija 5.1.17. Neka su V i W konacénodimenzionalni prostori nad
istim poljem. Tada je V. ~ W ako i samo ako vrijedi dimV = dimW .
Posebno, izomorfnost prostora je relacija ekvivalencije.
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Dokaz. Ako je V. ~ W onda odmah iz propozicije slijedi dimV =
dim W. Obratno, ako je dimV = dim W = n onda mozemo odabrati baze
{e1,...,en}zaVi{fi,..., fn} za W; bitno je da obje imaju to¢no n eleme-
nata. Prema propoziciji[5.1.5 mozemo naéi operator A : V- — W takav da je
Ae; = fi, Vi =1,...,n. Propozicija[5.1.14 jaméi da je A izomorfizam. [

Napomena 5.1.18. U prethodnoj propoziciji dokazali smo da je izomorfnost
relacija ekvivalencije samo kad se govori o kona¢nodimenzionalnim prosto-
rima jer smo u dokazu bitno koristili teorem o rangu ¢ defektu, odnosno
njegove posljedice, kao i proceduru zadavanja operatora na bazi.

Tvrdnja, medutim, vrijedi i opéenito. To je zato Sto se i bez pozivanja
na jednakost dimenzija moze direktno dokazati da je ~ simetri¢na relacija.
Lako se, naime, vidi da vrijedi i ova, sama po sebi korisna, tvrdnja:

Ako je A : V — W izomorfizam, onda je i inverzno preslikavanje A~! :
W — V linearno te je zato i A~! izomorfizam.

Napomena 5.1.19. Ako je A:V — V linearan i bijektivan, ¢esée se kaze da
je A regularan ili invertibilan operator. Termin izomorfizam je rezerviran za
operatore izmedu razli¢itih prostora. U toj terminologiji za operatore koji
nisu regularni kaze se da su singularni.

Zamislimo sada da za operatore A,B : V — V,dimV < oo, vrijedi
AB = I. Tada su oba operatora regularna i vrijedi A = B!, aondai A~! =
B. (Korisno je ovu tvrdnju usporediti s napomenom i napomenom
EEEE)

Zaista, iz AB = I slijedi da je B injekcija. Prema korolaru B je
zato regularan pa postoji B~!. Ako sad na relaciju AB = I djelujemo s
desne strane s B~!, dobivamo A = B~1.

Uoc¢imo da je u dokazu opet bilo presudno da je dimV < oco. Ako je
dim V' = oo tvrdnja ne vrijedi; protuprimjer i ovdje predstavljaju operatori
S i T lijevog i desnog pomaka na RY iz primjera Naime, ocito je
TS =1, a ve¢ smo vidjeli da ni S, ni T" nisu bijekcije.

Vratimo se izomorfizmima, tj. bijektivnim linearnim operatorima A : V" —
W izmedu razli¢itih prostora. Svaki izomorfizam na izvjestan nac¢in identifi-
cira ove prostore i omoguc¢uje da informacije iz jednoga ” vjerno” prenesemo u
drugi. Naime, izomorfizmi ¢uvaju nezavisnost, dimenzije i sve linearne infor-
macije. Na primjer, nije tesko vidjeti da, ako je A : V — W izomorfizam, za
svaki konacan skup vektora {vy, ..., vy} uV vrijedi dim [{Avy, ..., Av,}H =
dim [{v1,...,vn}]. (Usp. zadatak 5. Spomenimo usput da ¢e se ova infor-
macija pokazati korisnom kod proucavanja matricnih zapisa linearnih ope-
ratora.)

Imamo li, dakle, vektorske prostore nad istim poljem jednakih dimenzija,
ti se prostori u apstraktnom smislu mogu smatrati jednakima. U tom smislu
su vrlo ilustrativni primjeri F" ~ M,;(F), odnosno, opéenitije, M,,, =~
M. Izomorfni prostori bi se, dakle, mogli shvaéati kao razli¢ite konkretne
realizacije jednog te istog sadrzaja. Pritom bismo za standardne modele,
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tj. reprezentante odgovarajucéih klasa ekvivalencije medusobno izomorfnih
prostora mogli uzeti prostore R™ i C".

Razmisljajué¢i na taj nac¢in mogli bismo doé¢i na pomisao da napustimo
razmatranje opcih vektorskih prostora i usredotoc¢imo se samo na R™ i C"
za sve n € N. No takva bi ideja bila losa zbog barem dva razloga.

Prvo, kad imamo neki prostor V, dimV = n, mi nemamo (a priori)
izomorfizam A : V' — R"(C"); dakle, morali bismo ga konstruirati. Kad se
malo razmisli i uzmu u obzir propozicije i to zapravo znaci da
bismo morali fiksirati jednu bazu u V. No, tada bismo, od tog trenutka na-
dalje, o toj bazi bili ovisni. Svi rezultati koji bi bili dobiveni u R™ (odnosno
u C™) i ”povuceni natrag” u V bili bi izrazeni u toj, fiksiranoj bazi. Ovo
se pokazuje vrlo neprakti¢nim; kasnije ¢emo vidjeti da je upravo mogucénost
promjene baze vazna okolnost, odnosno ideja u rjeSavanju mnogih problema.

Drugo, razni vektorski prostori imaju i neka druga korisna svojstva, a
za njihove elemente su mozda uvedeni neki koncepti koji u R™ ili C™ nisu
uobicajeni ili nemaju smisla. ”Pretvaranjem” prostora V u R™ (C") svaka
bi se intuicija mogla izgubiti, a pojmovi i koncepti prisutni u V', a nevezani
za linearnu strukturu, mogli bi postati neprirodni i neprakti¢ni. Na primjer:
ako bismo prostor M, (R) poistovjetili s R™, determinanta, rang, produkt,
inverz i drugi pojmovi iz algebre matrica postali bi apsurdno zamrseni i
neprirodni koncepti u prostoru uredenih n2-torki realnih brojeva.

5.2. Prostor linearnih operatora.

Kad su V i W vektorski prostori nad istim poljem mozemo promatrati
skup L(V, W) svih linearnih operatoras V- u W. Taj je skup uvijek neprazan;
npr. nuloperator je jedan njegov element. Stovise, L(V,W) je zapravo vrlo
bogat; to nam jaméi propozicija

Sad zelimo i u L(V, W) uvesti strukturu vektorskog prostora.

Definicija 5.2.1. Neka su V' i W vektorski prostori nad istim poljem F. Za
A,B € L(V,W) definirase A+ B :V — W s (A+ B)x = Az + Bz. Nadalje,
za Ae L(V,W)iaeT, definirase aAd: V — W s (ad)r = aAx.

Ovako uvedene operacije nazivaju se zbrajanje po toCkama i mnozenje
skalarima po tockama. Uz njih uredena trojka (L(V,W),+,-) postaje kan-
didat za vektorski prostor nad poljem F.

Teorem 5.2.2. Neka su'V ¢ W wektorski prostori nad poljem F. Tada je ¢
L(V,W) vektorski prostor nad F.

Dokaz. Prvi posao je dokazati da je + iz prethodne definicije zaista binarna
operacija na L(V,W). To znaci da trebamo dokazati da je preslikavanje
A+ B :V — W linearno. No to je gotovo oc¢ito: (A + B)(ax + By) =
Aoz + By) + B(ax + py) = aAz + Ay + aBx + By = a(Azx + Bx) +
B(Ay+ By) = a(A+ B)z+ f(A+ B)y= A+ B e L(V,IW).
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Sasvim analogno se vidi da je i A € L(V,W), tj. da je i @A linearan
operator.

Sad se direktnom provjerom pokaze da ove operacije imaju sva potrebna
svojstva iz definicije vektorskog prostora. ”Nulvektor” je ovdje nuloperator,
a operator suprotan operatoru A je —A koji djeluje prema pravilu (—A)z =
—(Ax). Kako je provjera svih uvjeta iz definicije sasvim rutinska,
detalje izostavljamo. O

Teorem 5.2.3. Neka su Vi W konacnodimenzionalni vektorski prostor:i nad
istim poljem. Tada je dim L(V,W) = dimV - dimW .

Dokaz. Oznac¢imo dimV = n, dim W = m, i fiksirajmo u oba prostora po
jednu bazu; neka je {ej,...,e,} bazaza V5 a {f1,..., fin} baza za W. Defi-
nirat ¢emo nm operatora iz L(V, W) i pokazati da ¢e oni ¢initi bazu prostora
L(V,W). Zal < j <nil <i<mdefinirajmo operatore E;; € L(V, W) pri-
mjenom propozicije|5.1.5 Eijel, = { ]9’ Z fﬁ , dakle, Ejjer = 0jifi, k =
(2 -

1,...,n. Dokazat ¢emo da je skup {F;; : 1 < j <n,1 <i < m} baza za
L(V,W). Provjerimo prvo linearnu nezavisnost:

i=1 j=1 i=1 j=1
D> NijEijer =0,k = > Aipfi =0, Yk = Ay =0, Vi, k.
i=1 j=1 i=1

Da bismo dokazali kako je skup {E;; : 1 < j < n,1 < i < m} sustav
izvodnica za L(V,W) fiksirajmo proizvoljan T € L(V,W). Zelimo T pri-
kazati u obliku T' = 371", 7% | \ijEyj. Zbog napomene @l za ovu jed-
nakost je nuzno i dovoljno da ta dva operatora jednako djeluju na (nekoj)
bazi od V. Trebamo, dakle, odrediti skalare \;; takve da vrijedi T'e, =
(Ooiti 21 NijEij)ex, Yk = 1,...,n. Pritom za 1 < k < n istim racunom
kao u prvom dijelu dokaza nalazimo (3 1%, D77 NijEij)er = > 1% Ni fi-
S druge strane, kako je operator T zadan, vektori Te; su nam poznati:
pisimo Te, = >."  airfi, Yk = 1,...,n. Sada je jasno da treba uzeti
)\ik = Qik, Vi, k. O

Razmotrimo jo$ specijalan slu¢aj V' = W. Ovdje é¢emo umjesto L(V,V)
pisati L(V). Naravno, ako je dim V = n, onda je dim L(V') = n?.

Prostor L(V') ima i dodatnu strukturu. U propoziciji vidjeli smo
da je kompozicija dvaju linearnih operatora opet linearan operator (kad god
je ta kompozicija definirana). Tako uoc¢avamo da je komponiranje operatora
jos jedna binarna operacija na L(V). Cesto umjesto A o B jednostavno
piSemo AB, a obi¢no i govorimo da se radi o mnozenju operatora.

Propozicija 5.2.4. Neka je V vektorski prostor. Skup L(V') je asocijativna
algebra s jedinicom, tj. vrijedi:
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1
2

L(V) je vektorski prostor;

A(BC)=(AB)C,VA,B,C € L(V);

A(B+C)=AB + AC, (A + B)C = AC + BC, VA, B,C € L(V);
(¢A)B = a(AB) = A(aB),Ya € F,VA,B € L(V);

(5) 3 € L(V) takav da je Al =TA=A,VA € L(V).

(1)
(2)
(3)
(4)

Dokaz. Tvrdnja (1) veé je dokazana, a tvrdnje (2) i (5) su opée Cinjenice.
Preostale dvije tvrdnje dokazuju se rutinskom provjerom. ([

Primijetimo da istu tvrdnju za prostor M,, poznajemo iz korolara [3.1.7
Stovise, algebre M,, i L(V) su jednakodimenzionalne te, prema propoziciji
predstavljaju izomorfne vektorske prostore. No u ovom sluc¢aju htje-
li bismo i vise od obi¢nog izomorfizma vektorskih prostora. Zeljeli bismo
konstruirati izomorfizam vektorskih prostora ® : L(V) — M, koji bi bio
uskladen i s operacijom mnozenja, tj. zadovoljavao i ®(AB) = ®(A)®(B),
za sve A, B € L(V). Takav izomorfizam (koji se onda, logi¢no, naziva izo-
morfizam algebri) uspostavit ¢emo u korolaru

5.3. Dualni prostor.

Algebra operatora L(V) opisana na kraju prethodne tocke predstavlja
specijalan slucaj prostora L(V, W). Ovdje nas zanima jedan drugi specijalan
slucaj: za zadani prostor V nad poljem F Zeljeli bismo podrobnije prouciti
prostor L(V,F), pri ¢emu je polje F shvaéeno kao vektorski prostor nad
samim sobom.

Zelimo, dakle, promatrati linearne operatore f : V — F. Takvi operatori
takoder su vazni i prirodno se pojavljuju. Primjer linearnog operatora koji
poprima vrijednosti u polju je trag kvadratnih matrica: tr : M, (F) — F.

Definicija 5.3.1. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Vektorski
prostor L(V, ) zove se dualni prostor prostora V', oznacava se s V*, a njegovi
elementi - linearni operatori s V u F - nazivaju se linearni funkcionali.

Cesto se kratko kaze samo funkcional. Sve §to je opéenito re¢eno o linear-
nim operatorima vrijedi, naravno, i za linearne funkcionale. Radi buduceg
citiranja zabiljezit ¢emo ovdje samo dvije tvrdnje koje su specijalni slucajevi
teorema o rangu i defektu, odnosno teorema o dimenziji prostora operatora.

Propozicija 5.3.2. Neka je V' wvektorski prostor, dimV =n < oo, te neka
je feV* f#0. Tada je r(f) =1id(f) =n—1.

Propozicija 5.3.3. Neka je V vektorski prostor te neka je dimV =n < oo.
Tada je dimV* = n.

Ovdje je korisno ponoviti konstrukciju iz dokaza teorema (no odmah
istaknimo: propozicija je, kao specijalan slucaj tog teorema, ve¢ doka-
zana.)



LINEARNA ALGEBRA 131

Neka je, dakle, {ej,e9,...,e,} proizvoljna baza prostora V. Odaberimo
i bazu za F - no ne proizvoljnu, nego najjednostavniju: {1}. Sad nam
trebaju operatori (ovdje ih zovemo funkcionalima) FE;;. Primijetimo da smo
u dokazu teoremald.2.5imalii = 1,2,...,m = dim W. Kako ovdje dimenzija
kodomene iznosi 1, jedina vrijednost indeksa i bit ¢e ¢ = 1, a to onda
znaci da nam taj indeks ni ne treba. Funkcionale F; koje sada dobivamo
konstrukcijom iz dokaza teorema m mozemo oznaciti s ef, j = 1,...,7n.
Vrijedi ej(ek) = { (1): ]Zij , dakle ej(ek) =k, Vi, k =1,...,n. Sad
znamo da je skup {e},...,e}} baza dualnog prostora V*. Ta se baza zove
dualna u odnosu na bazu {ey,...,e,}.

Primjer 5.3.4. Odredimo opé¢i oblik linearnih funkcionala na prostoru R™.
Prvo uocimo: ako odaberemo proizvoljne konstante ag,...,a, € R, onda
jes f(z,...,zp) = > ;- jx; definiran jedan linearan funkcional na R™.
Pokazat ¢emo da je to opéi oblik linearnih funkcionala na R"™.
Fiksirajmo kanonsku bazu {e1,...,e,} u R™. Ako je zadan funkcional
f e (R™)*, a time i brojevi f(e1) = aq,..., f(en) = ap, onda odmah slijedi
[l an) = fFO mies) = 300 wif(es) = 220, i

Prethodni ra¢un ujedno pokazuje da zapravo vrijedi f = > 7" | aser.

Napomena 5.3.5. Kad je rije¢ o dualnoj bazi onda su oznake {e1, ez, ..., ey}
i{ej,e5,..., e} uobicajene. Medutim, ne bi bilo dobro govoriti da je (u
nekom apsolutnom smislu) vektor ef dualan vektoru e;, vektor e; dualan
vektoru eq, itd. Naime, ako bismo tako pridruzivali funkcionale vektorima,
onda bismo izgubili informaciju o kontekstu (tj. o bazi kao cjelini), a ta je
informacija ovdje vazna, kako pokazuje sljede¢i primjer.

U R? pogledajmo kanonsku bazu {e1,es}, e1 = (1,0),e2 = (0,1) i njoj
dualnu bazu {e},e5}. Znamo da je ej(e;) = 11 ej(e2) = 0; dakle je
et(z1,m2) = 21, V(21,79) € R2.

Za usporedbu, pogledajmo sada bazu {ei,a}, e; = (1,0),a = (1,-1) i
njoj dualnu bazu {ej,a*}. Ovdje je ej(e;) = 11 ej(a) = 0, a odavde, za
(71, 72) € R?, imamo €f(x1,72) = € ((z1 + 22)e1 — ¥2a) = x1 + z2. Dualni
funkcional e] sada se razlikuje od onoga iz prethodne situacije; medutim, to
i mora biti tako jer je e] definiran svojim djelovanjem na oba vektora baze.

Vratimo se tvrdnji propozicije [5.5. Kako je dimV = dimV* = n,
prema propoziciji ovi su prostori izomorfni. Izomorfizam je sad lako
konstruirati: uzme se bilo koja baza {e1,...,e,} za V, njoj dualna baza
{e},..., e} zaV*iprimjenom propozicije@ definira se operator A : V —
Vs Aej=ef,j=1,...,n Propozicijalﬂ@ jamci da je to izomorfizam.

Problem je, medutim, u tome $to za definiranje ovog izomorfizma moramo
unaprijed odabrati i fiksirati neku bazu u V. Ve¢ smo istaknuli da to u praksi
nerado ¢inimo. Htjeli bismo zato naé¢i neki izomorfizam V' — V* koji bi bio
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zadan prirodno, mozda nekom formulom, a svakako neovisno o prethodnom
izboru baze u V. Medutim, pokazuje se da to nije moguce.

U ovom trenutku je korisno primijetiti da mozemo gledati i dualni prostor
dualnog prostora, (V*)* = V**. Cesto se prostor V** naziva drugi dual ili
bidual prostora V. Elemente biduala nije sasvim lako zamisljati jer je rije¢ o
funkcionalima koji linearne funkcionale definirane na V' preslikavaju u polje.

Olakotnu okolnost ovdje predstavljaju dvije ¢injenice. Prvo, dim V** =
dim V* = dimV = n pa su svi ovi prostori medusobno izomorfni. Drugo,
postoji jednostavan nacin kojim mozemo konstruirati elemente iz V**. To
¢inimo na sljede¢i nac¢in: uzmimo i fiksirajmo z € V' te definirajmo funkciju
z:V* = Fsz(f) = f(x). Tvrdimo da je preslikavanje Z linearno, tj. & €
V**. Zaista, &(af+8g) = (af+Bg)(z) = (po definiciji operacija u L(V, W),
specijalno u V*) = af(x) + Bg(z) = az(f) + f(g).

Dakle, za proizvoljan x € V, preslikavanje & pripada prostoru V**. U
sljede¢em teoremu pokazujemo da se na ovaj nacin dobivaju svi elementi
biduala. Dio argumentacije iz dokaza teorema izdvojit ¢emo u sljede¢u lemu.

Lema 5.3.6. Neka je V wektorski prostor, dimV = n < oo, te neka je
x €V takav da vrijedi f(x) =0, Vf € V*. Tada je z = 0.

Dokaz. Uzmimo bazu {ey, e, ..., e,} zaV injoj dualnu bazu {e}, €5, ... e} }.
Ako je x = Y ", aje; onda, prema pretpostavci, za svaki j, 1 < j < n,
imamo 0 = e;(z) = «;. Dakle, z = 0. O

Teorem 5.3.7. Neka je V konacénodimenzionalan vektorski prostor nad F.
Preslikavanje ¢ : V. — V** definirano s ¢(x) = & je izomorfizam vektorskih
prostora.

Dokaz. Veé¢ smo vidjeli da je preslikavanje ¢ dobro definirano, tj. da je
¢(x) = T zaista element prostora V**. Dokazimo da je i linearno; u stvari
treba vidjeti da su ¢(ax + By) = (ax + By) i ad(x) + BP(y) = ai + BY
jednake funkcije. To je, medutim, sasvim jednostavno; te dvije funkcije dje-
luju jednako na svakom funkcionalu f € V* upravo zato sto je f linearan.
Naime, (azx + ByJ(f) = f(az + By) = af(x) + Bf(y), a s druge strane je
(ad + BY)(f) = ad(f) + Bi(f) = af () + Bf(y).

Da bismo dokazali da je ¢ monomorfizam, treba vidjeti da je Ker ¢ = {0}.
Uzmimo zato z € Ker¢. Tada je ¢(x) = & = 0 € V**. To znaci da je
Z(f) = f(x) =0, Vf € V*. Prethodna lema sad pokazuje da je z = 0.

Kako je dimV = dim V** < oo, tvrdnja teorema sad slijedi izravno iz
korolara O

Izomorfizam ¢ iz prethodnog teorema zove se prirodni ili kanonski izo-
morfizam prostora V' i njegova biduala. Ponekad se taj izomorfizam koristi
kao identifikacija ovih dvaju prostora u smislu da vektore x iz prostora V' po-
istovje¢ujemo s njihovim slikama ¢(z) u bidualu. Tipi¢an primjer primjene

ove identifikacije je ilustriran u napomeni
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Definicija 5.3.8. Neka je V' vektorski prostor i M potprostor od V. Skup
M® = {f e V*: f(x) =0,Vz € M} C V* zove se anihilator potprostora
M.

Propozicija 5.3.9. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor ¢ M
potprostor od V. Tada je anihilator M° potprostora M potprostor dualnog
prostora V* i vrijedi dim M° = dimV — dim M.

Dokaz. Uzmimo f,g € M° i proizvoljne skalare o i 3. Treba provijeriti da je
af + Bg € M°. Neka je € M proizvoljno odabran. Tada je, po definiciji
operacija u dualnom prostoru, (af + Bg)(z) = af(x) + Bg(x) = 0.

Da dokazemo drugu tvrdnju, pretpostavimo da je M netrivijalan (inace
je i tvrdnja trivijalna), odaberimo bazu {b1,...,bx} za M i nadopunimo
je do baze {bi,...,bk,bxy1,...,by} prostora V. U ovako uspostavljenim
oznakama sada moramo dokazati da je dim M°? =n — k.

Neka je {b7,...,b;, b5, ,---,b}} dualna baza. Sada tvrdimo da je skup
{b;_1,-..,b5} baza anihilatora M°. Uo¢imo odmah da ¢e ova tvrdnja kom-
pletirati dokaz propozicije.

Prije svega, oc¢ito je b; € MY, za svaki j = k+1,...,n. Nadalje, skup
{bZH’ ..., bt} je, kao podskup baze, linearno nezavisan. Preostaje samo
dokazati da je to i sustav izvodnica za M°. Da to utvrdimo, uzmimo pro-
izvoljan f € M° i odmah ga napiimo u obliku f = Y% ;| a;bf. Medutim,
kako je f € MO, zasve j =1,2,...,k, imamo 0 = f(b;) = (D, a;b})(bj) =
Yo iy (bj) = v pa je zato f =D, agby. O

Napomena 5.3.10. Uzmimo opet da je M <V i dimM =k, dimV = n.
Pogledajmo M = (M°)? = {p € V**: o(f) =0, Vf € M}.

Tvrdimo da vrijedi M% = M, pri éemu ovu jednakost treba razumjeti u
smislu identifikacije prostora V' i njegova biduala V** putem kanonskog iz-
omorfizma ¢ iz teorema m Tvrdimo, dakle, da vrijedi M = ¢(M).
Kako je ¢ izomorfizam, vrijedi dim¢(M) = dimM = k (usp. zadatak
5). S druge strane, dvostrukom primjenom prethodne propozicije dobivamo
dim M% = n — dim M® = n — (n — k) = k. Zakljuéujemo da su dimenzije
potprostora M i ¢(M) jednake, pa je za zeljenu jednakost M0 = ¢(M)
dovoljno pokazati da vrijedi M D ¢(M).

Uzmimo proizvoljan x € M i pogledajmo & € ¢(M). Treba vidjeti da je
&€ MY tj. da vrijedi 2(f) = 0, Vf € M°. No, to je jasno: po definiciji
preslikavanja & imamo 2(f) = f(z) =0 jerjex € M i f € M°.

Napomena 5.3.11. Neka je A € L(V,W). Dualni operator A* € L(W*,V*)
je definiran formulom A*f = fA. Uocimo najprije da je, za f* € W*, zaista
A*f = fA € V* jer je fA, kao kompozicija dvaju linearnih preslikavanja,
linearno. Stovise, i A* je linearan operator. Nadalje, mozemo promatrati i
preslikavanje L(V, W) — L(W*,V*) definirano s A — A*. Lako se vidi da
je to izomorfizam vektorskih prostora. Takoder, vrijedi (AB)* = B*A* kad
god se A1 B mogu komponirati. Dokazi svih navedenih tvrdnji su ostavljeni
za vjezbu (zadaci 38 i 39).
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Ako je dim V,dim W < oo, tvrdimo da je r(A) = r(A*). Da to pokazemo,
uzmimo bazu {e1, ..., e, €r41,...,6,} za V takvu da je {Aeq, ..., Ae,} baza
zalm Aidaje Ae,11 =0,..., Ae, = 0 (to se moze uciniti toéno kao u dokazu
teorema o rangu i defektu). Implicitno smo, dakle, stavili r(A) = r.

Sad za i =1,...,r, ozna¢imo Ae; = f; i nadopunimo linearno nezavisan
skup {fi1,..., fr} dobaze {f1,..., fr, fr+1,- .-, fm} prostora W. Pogledajmo
dualnu bazu { f{, ..., f7, fi1,-.., fin} za W*. Prema napomem' skup
{Aff, A AR fr L. AT [} je sustav izvodnica za Im A*. Medutim,
za j > r uotavamo da je A*f¥ = frA =0 jer je slika operatora A sadrzana
u [{f1,..., fr}]. Zato je, dakle, skup {A*fy,..., A*f}} sustav izvodnica
za Im A* i dokaz ¢e biti kompletan ako uspijemo pokazati da je taj skup
linearno nezavisan.

Zaista, > . oA fF =0= " jaffA=0= O af)A =0
Ovim funkcionalom sad djelujemo na vektor e; za proizvoljan j = 1,...,7,
pa dobivamo (>, «; f)Aej = 0. U drugu ruku, imamo (Y, o fF)Ae; =
Oy aif)fj = aj, i zato je aj = 0.

5.4. Matriéni zapis linearnog operatora.

Ovdje ¢emo detaljno prouciti postupak pridruzivanja matrica vektorima i
operatorima. Pokazat ¢e se da je matri¢ni racun uveden u tre¢em poglavlju
pogodno tehnicko sredstvo i u proucavanju apstraktnih vektorskih prostora
i operatora koji na njima djeluju. U razmatranjima u ovoj tocki svi ée pros-
tori biti kona¢nodimenzionalni, a njihove baze ¢emo smatrati uredenima.
Istaknimo jo§ jednom da poredak vektora u bilo kojoj bazi nekog vektor-
skog prostora inace nije bitan; to je neposredna posljedica komutativnosti
zbrajanja. Ovdje ¢e, medutim, priroda nasih razmatranja zahtijevati da u
bazama s kojima operiramo unaprijed odaberemo i fiksiramo neki uredaj.

Neka je V' vektorski prostor nad F i neka je e = {ej,...,e,} neka baza
za V. Svaki vektor € V ima jedinstven prikaz oblika x = > | ase;. Sad

o1

mozemo formirati jednostupcanu matricu [z|¢ = : € F” koja se zove

79
matri¢éni zapis (prikaz) vektora z u bazi e.

Propozicija 5.4.1. Neka je V vektorski prostor nad F i e = {e1,...,en}
neka baza za V. Preslikavanje ¢ : V — F" p(x) = [z]°, je izomorfizam.

Dokaz. Ako je x = Y jase; 1y = > Bie;, onda za A\, p € F vrijedi
Aaq + pBr

e+ py = >0 (Aag + ppi)e;,. Odavde je [Ax + pyl = : =
A, + pfn
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3} o)1
Ao |t | = Az +ply]¢, sto pokazuje da je ¢ linearan operator.
Qnp Bn
Ocito je Ker¢ = {0}, pa zakljucujemo da je ¢ monomorfizam. Na kraju,
preostaje primijeniti korolar[5.1.13 O

Zamislimo sada da je dan operator A € L(V, W), te da su zadane baze
e =A{e1,...,en}t 1 f={f1,---,fm} za V, odnosno W. Sjetimo se da je

A potpuno odreden svojim djelovanjem na bazi: ako znamo Aey, ..., Ae,,

onda znamo kompletno djelovanje operatora A. Vektore Aeq, ..., Ae, € W

mozemo pisati u obliku Ae; = >"" a4 fi, j=1,...,n.

Dobivene koeficijente mozemo posloziti u matricu kako nalazu njihovi

11 19 o Oqn

. . f Q21 Qo2 ... Q2p . .

indeksi: [A]: = ; . . € M, (F). Dobivena matrica se
Am1 Om2 ... Omp

zove matri¢ni zapis (prikaz) operatora A u paru baza (e, f). Primijetimo

da je j-ti stupac matrice [A]g zapravo [Ae;]/ (dakle, matri¢ni zapis vektora

Aejubazi f),Vj=1,...,n.

Propozicija 5.4.2. Neka su'V 1 W wvektorski prostori nad F, neka su e =
{e1,...,en} i f={f1,..., fm} baze za V, odnosno W. Preslikavanje ® :
L(V,W) = Myn(F), ®(A) = [A]L, je izomorfizam.

Dokaz. ® je ocito linearan operator: ako za A, B € L(V,W) vrijedi Ae; =
Yoty auifi i Bej = Y " Bijfi, onda za A, p € F imamo (AA + pB)(ej) =
Yo (Aaij+pBij) fis zasve j = 1,...,n. Takoder je jasno da je Ker @ = {0},
Sto pokazuje da je ® monomorfizam. Preostaje i ovdje primijeniti korolar
5. 1. 15 O

Oznaka za preslikavanja iz obiju prethodnih propozicija je donekle nepre-
cizna. S obzirom da oba preslikavanja bitno ovise o prethodno odabranim
bazama, bilo bi preciznije pisati ¢°, odnosno <I>£ . Ipak, sve dok nema opas-
nosti od zabune, koristit ¢emo jednostavnije oznake kao u iskazima prethod-
nih propozicija.

Primjer 5.4.3. Neka su e i f kanonske baze u R? i R?. Matri¢ni zapis
operatora A € L(R? R3), A(zy,22) = (621 — z2, 221 + 2,21 — T2) U

6 —1
ovom paru baza je [A]£ =1 -2 1
1 -7

Primjer 5.4.4. Neka je e = {7, 7} kanonska baza u prostoru V2(0). Od-
redimo matriéni zapis operatora rotacije za kut ¢, R, € L(V*(0)), u paru
baza (e,e). (Kako na$ operator djeluje na jednom prostoru, ocito jedna te
ista baza moze posluziti i u domeni i u kodomeni. U ovakvim situacijama



136 DAMIR BAKIC

se umjesto o matricnom zapisu operatora u paru baza govori o_gnatriénogl
zapisu operatora u bazi.) Lako se vidi da vrijedi R, i = cosp i +sing j
cosp —sing ]

€

iR,j =—sinpi +cosypj. Zato je [R,]¢ = [ snp  coso

Primjer 5.4.5. Neka je A € L(R®) definiran s A(z1,72,73) = (z1,72,0)
(veé smo konstatirali da se A moze shvatiti kao projektor na xy-ravninu).

1 00
Ako je e kanonska baza u R?, onda je [A]= | 0 1 0
0 00

Primjer 5.4.6. Neka je V = L+ M pri ¢emu je dimL =k idimV =n te
neka je P kosi projektor na L u smjeru M uveden u primjeru(5.1.3

Neka je sada {e1,...,ex} bazaza Lie = {ej,..., ek, k11, .., €y} njezino
nadopunjenje do baze za V. Tada je, ako matricu projektora P u bazi e
I

e — 0
€ 00
I u lijevom gornjem bloku reda k. Uoc¢imo da je ovaj primjer poopcenje
prethodnoga.

pisemo kao blok matricu, [P] , pri ¢emu je jedini¢na matrica

Primjer 5.4.7. Pogledajmo operator deriviranja D € L(P,), Dp = p’ na

prostoru polinonr_la P,. U P, uzmimo E)azu b={1,t, %tz, e %tk, e %t”}.
010 ... 00
0 0 1 0 0
Tada je [D)} = : Do
0 00 0 1
(000 0 0|

Napomena 5.4.8. Zadrzimo oznake iz propozicije Za A € L(V,W)

pisimo [A]éc = [oij| € Myy. Sjetimo se baze {E;; : i = 1,...,m, j =

1,...,n} prostora L(V,W) koju smo konstruirali u dokazu teorema [5.2.5
Lako se vidi da u toj bazi operatoru A pripadarastav A = > 71", 30| @ Eyj,
f

gdje su ay; upravo matriéni koeficijenti iz matrice [A]z.

Preslikavanje ® ima joS tri korisna svojstva koja navodimo u sljedeée tri
propozicije. Prije svega, vazna je okolnost da je pridruzivanje matri¢nih
zapisa vektorima i operatorima uskladeno s matricnim mnozenjem s jedne,
i djelovanjem operatora s druge strane.

Propozicija 5.4.9. Neka sue = {e1,...,en} i f ={f1,..., fm} baze vek-
torskih prostora V i W, neka je v € V i A € L(V,W). Tada je [Az]/ =
(A [a]°.

Dokaz. Stavimo [A]] = [ij] € Mpp 1 [2]¢ = [N] € My1. Sada je Az =
AT Ajes) = 200 AjAey = D00 A D aafi = 300 (T i) fi
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Unutarnja suma je i-ta komponenta u razvoju vektora Ax u bazi f (tj. i-
ta komponenta u stupcu [Al‘]f ); s druge strane, vidimo da je ta unutarnja

suma upravo umnozak i-tog retka matrice [A]Z i stupca [z]°. O

Na redu je propozicija koja pokazuje da je pridruzivanje matri¢nog zapisa
linearnim operatorima takoder uskladeno s komponiranjem operatora na
jednoj, i matricnim mnozenjem na drugoj strani.

Propozicija 5.4.10. Neka su e = {e1,...,en}, f = {f1,.., fm} @
{91,-..,91}, redom, baze vektorskih prostora V W i X, neka je A € L(
i B € L(W, X). Tada za operator BA € L(V, X) wvrijedi [BAJ? = |B ] [Ale.

““”5 I

Dokaz. Uocimo najprije da su matrice [B]% € My, i [A4)] € M,,, ulancane
i da je njihov produkt matrica tipa [ X n; bas kao i matrica [BAJZ. Zato
tvrdnja ima smisla, a za dokaz samo treba provjeriti da se te dvije matrice
podudaraju u svim matri¢nim koeficijentima.

Neka je [A)] = [aij] € My, i [B]} = [8ij] € Miy,. Tadaje, za 1 <k <mn,
BA(ex) = B(Ae) = B(Y™, cinfi) = Yoy canBfi = Yy ok 35—y Byig;
= > (0 Bjicvin)gj-

Po definiciji matri¢nog zapisa operatora, skalar (tj. iznos sume) u zagradi
stoji u j-tom retku i k-tom stupcu matrice [BAJ?, a ocito je taj skalar ujedno
i umnozak j-tog retka od [B]‘;’c i k-tog stupca od [A]éc O

Napomena 5.4.11. Isprva se definicija matri¢nog mnozenja uvijek ¢ini kao
zamrsen i neintuitivan koncept. Sad, nakon prethodnih dviju propozicija,
vidimo stvarnu prirodu te definicije. Matritno mnozenje je, zapravo, i de-
finirano tako kako jest upravo zato da bismo imali pravila ra¢unanja kakva
su iskazana u prethodnim dvjema propozicijama.

Za zadani operator A koji djeluje na kona¢nodimenzionalnom prostoru de-
finiran je pojam ranga. S druge strane, mozemo promatrati i rang njegovog
matri¢nog zapisa. Sljedeca propozicija tvrdi da se ta dva broja podudaraju,
Sto je jos jedna Cinjenica koja pokazuje da matriéni zapis sadrzi sve bitne
informacije o operatoru.

Propozicija 5.4.12. Neka su e = {e1,...,en} i f = {f1,..., fm} baze
vektorskih prostora V i W, te neka je A € L(V,W). Tada je r(A) = r([A]{).

Dokaz. Kako je, prema napomem' skup {Aey, ..., Ae,} sustav izvod-
nica za Im A, to je ImA = [{Aey,...,Ae,}] pa je po definiciji r(A) =
dim (Im A) = dim [{Aey, ..., Aey}].

U drugu ruku, stupci matrice [A]J su upravo [Aei]f, ... [Ae,n)f. Zato je,
po definiciji ranga matrice, 7([A]Z) = dim [{[Ae1)/, ..., [Aen] ).

Spomenute dvije linearne ljuske su korespondentni potprostori pri izo-
morfizmu ¢ : W — F™, o(y) = [y ]f iz propozicije Imamo, dakle,
r(A) = dim[{Aey,..., Aey}] i r([A ] ) = dim [{@(Ael) ..,@(Aen)}]. Kako



138 DAMIR BAKIC

izomorfizmi ¢uvaju linearnu nezavisnost (usp. propoziciju |5.1.10|1 zadatak
5), navedeni rangovi su jednaki. O

Sve do sada receno vrijedi i za operatore iz L(V). Uo¢imo: kad imamo
operator A € L(V), tada za formiranje njegove matrice nisu potrebne dvije

baze jer se domena i kodomena podudaraju (kao u primjerima
5.4.7). Ovdje je dovoljna jedna baza e = {ey,...,e,} prostora V i

tada pisemo [A]¢ te govorimo o matri¢nom zapisu operatora u bazi e.
Dosad dokazane tvrdnje o matri¢cnom zapisu operatora mozemo u ovoj
posebnoj situaciji rekapitulirati na sljedeéi na¢in: @ : L(V) — M, ®(4) =
[A]¢ je izomorfizam vektorskih prostora koji, zbog propozicije zado-
voljava i ®(BA) = ®(B)®(A), VA, B € L(V). Lako se vidi da ovaj izomor-
fizam preslikava i jedini¢ni operator u jedini¢nu matricu: ®(I) = [I]¢ = I.

Korolar 5.4.13. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F ¢ neka je e =
{e1,...,en} baza za V. Tada je ® : L(V) — M, (F), ®(A) = [A]¢ izomorfi-
zam algebri.

I iduéi korolar predstavlja vrlo korisnu tvrdnju o operatorima koji djeluju
na jednom prostoru.

Korolar 5.4.14. Neka je V vektorski prostor nad F i neka jee = {e1,...,en}
baza za V. Operator A € L(V') je reqularan ako i samo ako je [A]S reqularna
matrica.

Dokaz. Prema korolaru A € L(V) je regularan ako i samo ako je
surjektivan, dakle, ako i samo ako je r(A) = n. To je, prema propoziciji

ekvivalentno s r([A]¢) = n, a iz teorema znamo da je ovo

ekvivalentno regularnosti matrice [A]S. O

Time je zaokruzen niz najvaznijih ¢injenica o matri¢nim zapisima vektora
i operatora. Prirodno je, medutim, pitati Sto se u ovom kontekstu dogada
ako mijenjamo baze. Preciznije, ako su €’ i f’ neke druge baze u V', odnosno
W, u kojoj su vezi matrice [z]° i [x]¢, te [A]éc i [A]i:,/?

Teorem 5.4.15. Neka je A € L(V,W) i neka su e = {e1,...,ep}, ¢ =
{el,....;eh} te f={fr,-- s fmb, fT = {f1,-- -, [} po dvije baze prostora
V', odnosno W. Neka su operatori T € L(W) i S € L(V) definirani na
bazama f, odnosno e, s Tf; = fl,i=1,...,m, i Se; = e;,j =1,...,n.

Tada je [A}]; = ([T15)~1A]L[S]:

e

Prvo uo¢imo da se ovdje pojavljuju dva pomocéna operatora 1" i.S, odnosno
njihove matrice [T]; i [S]¢. U definiranju ta dva operatora koristili smo
propozicijulb.1.5 Dalje, i 51T prevode bazu u bazu - svaki u svom prostoru
- pa su prema propoziciji[5. 1.1/ oba izomorfizmi, tj. regularni operatori. Sad
su prema korolaru |5.4.14| matrice [T]; i [S]¢ regularne pa tvrdnja teorema
(u kojoj se spominje ([T]}C)_l) ima smisla. Treba uo¢iti i da su matrice na
desnoj strani jednakosti iz tvrdnje teorema zaista ulancane.
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Sad primijetimo: kad imamo posla s operatorima iz L(V') onda nam za for-
miranje matrice nisu potrebne dvije baze. No, mi smijemo, ako ba§ zelimo,
uzeti dvije baze te jednu od njih tretirati kao bazu domene, a drugu kao
bazu kodomene. U normalnim okolnostima, to nikad ne ¢inimo. Pogotovo
ne za operator I jer je [I|¢ jedini¢na matrica za svaku bazu e; za razliku od
toga, matrica [I]¢, je znatno kompliciranija. Medutim, upravo promatranje

matrice [I]¢, ¢e se pokazati kljuénim trikom u dokazu koji slijedi.

Dokaz teorema[5.4.15 Oznacimo s Iy i Iy jedini¢ne operatore na pros-
torima V' i W.

Pogledajmo matricu [Iy]¢: po definiciji matri¢nog zapisa operatora u
paru baza, u njezinom j-tom stupcu su koeficijenti koji pripadaju razvoju
vektora [y e = €} u bazi e. Drugim rije¢ima, u j-tom stupcu matrice [Iy]¢,
su koeficijenti koji pripadaju razvoju vektora Se; = e;- u bazi e. Zato je
[Iv]S = [S]¢. Sasvim analogno se zakljuci da vrijedi i [IW]§, = [T];

Sam dokaz je sada direktna posljedica propozicije |5.4.10 [T];[A]z,/ =
WL AL = Tw Al = [A), = [AIV), = [A)[IV]e = [A/[S]e. Preostaje

pomnoziti dobivenu jednakost [T];[A]z,, = [A]Z [S]¢ s lijeve strane s ([T];)_l.
O

Matrice [S]¢ 1 [T ]; iz prethodnog dokaza uvedene su kao matri¢ni zapisi
nekih regularnih operatora. To naravno nije bilo nuzno, mogli smo ih uvesti
i direktno.

Konkretno: j-ti stupac matrice [S]S je upravo stupac koeficijenata koji

pripadaju vektoru e;» u bazi e; dakle,

n )\11 c. )\ln
e;-:Z)\ijei, Vi=1,...,n, S(e)= : :
i=1 M1 ... )\ln
f

Analogno bismo eksplicitno ispisali i matricu [7] - U iskazu teorema pri-

klonili smo se indirektnom zadavanju matrica [S]¢ i [T]}c iz pragmaticnih
razloga. Naime, time Sto smo te matrice uveli kao matri¢ne zapise regularnih
operatora S i T, odmah smo, pozivanjem na korolar [5.4.1, mogli ustvrditi

da su obje regularne.

Definicija 5.4.16. Matrica [S]¢ = [I]¢ zove se matrica prijelaza iz baze e
u bazu €.

Uocimo da je, (ne samo u kontekstu prethodnog dokaza) oznaka [I]¢

znatno sadrzajnija. U svakom sluc¢aju, treba upamtiti da su stupci te matrice
koeficijenti koje pripadaju vektorima e; u rastavu u bazi e.

Prva u nizu posljedica prethodnog teorema je odgovarajuca formula koja
opisuje vezu izmedu [A]¢ i [A]% za operator A iz L(V). Ovdje je W =V pa
u teoremu[5.4.15 treba uzeti f = e te f' = ¢/. Tako dobivamo:
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Korolar 5.4.17. Neka je A € L(V), neka su e = {e1,...,epn} i € =
{€e],...,€,} dvije baze za V te neka je [S]¢ = [I|S, matrica prijelaza iz baze
e u bazu €. Tada je [A]S, = ([S]¢) "' [A][SE.

€ € €

Sada mozemo izracunati i inverz matrice prijelaza.

Korolar 5.4.18. Neka su e = {e1,...,en} i ¢ = {e],...,e,} dvije baze
za V, neka je [S| = [I$, matrica prijelaza iz baze e u bazu €'. Tada je

([919)~1 = ((1)%) " matrica prijelaza iz baze €' u bazu e.

Dokaz. [I]¢, je matrica prijelaza iz baze e u bazu €/. Zamijenimo li uloge
baza e i €/, zakljutujemo da je matrica prijelaza u obrnutom smjeru [I]gl.
Treba dokazati da je upravo to inverz za [I]¢,. No to sada slijedi direktnom
primjenom propozicije 16, [1)¢ = [1]% = I. Prema tvrdnji zadatka
101z 3. poglavlja to je dovoljno da se zakljuci da su [I]¢ i [1]¢ jedna drugoj
inverzne matrice. O

Posljednji u nizu je korolar koji daje relaciju izmedu matriénih prikaza
vektora u dvjema razli¢itim bazama.

Korolar 5.4.19. Neka sue = {e1,...,e,} i€ ={e€],... e} dvije baze za

V, neka je [S|S = [I]S matrica prijelaza iz baze e u bazu €. Tada za svaki

vektor © iz V vrijedi [x] = ([S]9) ! [z]c.

e

Dokaz. S obzirom na prethodni korolar, tvrdnju koju dokazujemo mozemo

pisati u obliku [z]¢ = [I]¢ [z]¢. No, ova jednakost je samo specijalan slucaj
tvrdnje propozicije O
Primjer 5.4.20. Neka je e kanonska baza u R2, a ¢ = {e},eb}, ¢f =

(2,-1),ey = (=1,1). Neka je operator A € L(R?) zadan s A(x1,z2) =
(z1 + T2, 21 — o) te neka je x = (1,1). Izracunat éemo [Az]® i [Az]®.

Najprije imamo [A]¢ = [ b1 ] i[z]¢ = [ 1 ] pa dobivamo [Az]¢ =

] , korolar|5.4.19

povlaci []¢ = [ s ] [

Konacno, [A]6, = [ }

e s I H N

Definicija 5.4.21. Neka su A, B € M, (F). Kazemo da je matrica B sli¢na
matrici A ako postoji regularna matrica S € GL(n,F) takva da je B =
S—1AS.
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Primijetimo da je slicnost relacija ekvivalencije na skupu M, (F). Da-
lje, slicnost je ocito specijalan slucaj ekvivalentnosti pa zato slitne matrice
imaju jednake rangove. Osim toga, slicne matrice imaju imaju jednake de-
terminante i jednake tragove (zadatak 33).

Uz ovaj novi termin sada mozemo parafrazirati korolar [5.4.17

Korolar 5.4.22. Neka je V' konaénodimenzionalan vektorski prostor i A €
L(V). Matriéni prikazi operatora A u raznim bazama su sliéne matrice.

Na kraju ove tocke navedimo jo$§ nekoliko napomena. Prva objasnjava
postupak koji ¢e se pokazati korisnim u mnogim situacijama.

Napomena 5.4.23. Cesto se namece potreba za obratnim postupkom: za
nekom paru baza (ili u nekoj bazi, ako je matrica kvadratna) biti upravo A.
Evo kako to mozemo uciniti. Neka je zadana matrica A = [a;;] € My, (F).

Uzmimo dva vektorska prostora V i W nad F tako da je dimV = n i
dimW = m, zatim neke baze e = {e1,...,ep} u Vi f = {f1,...,fm}
u W te uz pomoé propozicije definirajmo A € L(V,W) formulom
Aej =" qiifi, Vi =1,...,n. Jasno je da vrijedi [fl]éc = A.

Jo§ uocimo: ako je polazna matrica A kvadratna onda se moze uzeti
W=Vif=e

U cijelom ovom postupku malo je toga jednoznacéno odredeno: tek pri-
padno polje i dimenzije prostora Wi V.

Jedan mogudi standardni izbor bi bio uzeti operator mnozenja sa zada-
nom matricom A, tj. operator Ly : My1(F) — M,,1(F) zadan formulom
L sx = Az. Direktnom provjerom se vidi da je matri¢ni zapis operatora L 4
u kanonskom paru baza prostora M,; i M,,; upravo polazna matrica A.

Napomena 5.4.24. Neka je Ax = b proizvoljan sustav linearnih jednadzbi i
Az = 0 pridruzen homogeni sustav.

Uvedemo li kao u prethodnoj napomeni prostore V i W, operator A i
(analognim postupkom) vektor b € W takav da je [b]/ = b, primjenom pro-
pozicijal|d.4.1,|9.4.4i[5.4. Yrjesavanje polaznog sustava svodi se na rjesavanje
vektorske jednadzbe Az = b. To omoguéuje alternativni (i zapravo znatno
brzi i elegantniji) tretman sustava linearnih jednadzbi. Npr. informacija o
dimenziji prostora rjeSsenja homogenog sustava dobije se sada kao direktna

posljedica teorema o rangu i defektu.

Napomena 5.4.25. Neka je A € L(V,W), neka su e = {e1,...,e,} i f =
{f1,..., fm} baze za V, odnosno W. Promotrimo [A]{ = [aij] € M.

Uzmimo sada dualne prostore V* i W*, dualni operator A* € L(W*,V*)
i dualne baze e* = {e7,...,ex}i f* = {ff,..., fi}. Nekaje [A*]?* = [Bij] €
My, Lako se pokaze da u stvari vrijedi [A*]‘}i = ([4]])¢; dakle, ove dvije
matrice su medusobno transponirane.

Neka je sada A € M,,,, proizvoljna matrica. Uz pomo¢ napomene [5.4.23
mozemo naéi pridruzeni operator A. Kad na taj operator primijenimo
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tvrdnju iz prethodnog odlomka, napomenu i propoziciju za-
kljuéujemo: matrica A i transponirana matrica A’ imaju isti rang. Drugim
rije¢ima, svaka matrica ima jednak broj linearno nezavisnih redaka i stupaca.
Ovo je konceptualni dokaz ¢injenice koju smo u tre¢em poglavlju do-
kazali elementarnim sredstvima. Vidjet ¢emo u idué¢em poglavlju da se isti
teorem dokazuje jos elegantnije uz pomoc¢ svojstava operatora na unitarnim
prostorima.

5.5. Spektar.

Neka je A € L%(R?) operator kojem u kanonskoj bazi e prostora R? pri-
5 —10
2 -4
nije teska; tako je uostalom sa svakim operatorom na prostoru R? ili na bilo
kojem drugom dvodimenzionalnom prostoru. Veé smo vidjeli da su sve bitne
informacije o operatoru pohranjene u njegovome matri¢cnom zapisu. Primje-
rice, ovdje vidimo da je r([A]¢) = 1 pa je, zbog propozicije[5.4.19 i r(A) = 1.
Dakle, A je singularan. Mogli bismo lako odrediti i jezgru ili bilo koji drugi
podatak vezan za A. Ipak, sve postaje bitno lakse i jasnije onog trenutka kad
shvatimo da matri¢ni zapis operatora A u bazi b = {b; = (3,1),by = (2,1)}

glasi [A)} = { [1) 8 } Dakako da je svaki ra¢un s ovom matricom laksi.

pada matrica [A]¢ = [ } . Analiza ovako zadanog operatora niposto

Stovise, odavde je odmah jasno da je A zapravo projektor na potprostor
[{b1}] u smjeru potprostora [{bs}] (usp. primjer[5.4.6).

Ovaj primjer, premda sasvim jednostavan, zorno ilustrira kljuénu ideju u
proucavanju linearnih operatora na konac¢nodimenzionalnim prostorima.

Imamo li zadan operator A € L(V') na nekom kona¢nodimenzionalnom
prostoru V', cilj nam je na¢i takvu bazu prostora V u kojoj ¢e matrica
operatora A biti ¢im jednostavnija. Koliko jednostavan matri¢ni zapis danog
operatora mozemo naci, nije unaprijed jasno. Medutim, najjednostavnije bi

bilo ako bismo postigli da u nekoj bazi a = {a1,...,a,} prostora V operatoru
a; 0 ... O
0 a ... O

A pripada dijagonalna matrica: [A]? = . , . Razlog je
0 0 ... ap

evidentan: ukoliko je matrica dijagonalna, njezin rang, determinanta, trag,
inverz (ako postoji) ili bilo koji drugi podatak o¢iti su i bez ra¢una.

Po definiciji matri¢nog zapisa linearnog operatora odmah vidimo da je
dijagonalan matri¢ni zapis u bazi a ekvivalentan sustavu jednakosti: Aa; =
aiay, Aay = asas, ..., Aa, = aya,. Dakle, vektori baze a;, i = 1,...,n,
u ovoj situaciji imaju osobito svojstvo: operator A ih preslikava u njima
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kolinearne vektore. To nas navodi na ideju da opéenito, za dani linear-
ni operator, razmotrimo egzistenciju, metode nalazenja i svojstva takvih
vektora.

Definicija 5.5.1. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F i A € L(V).
Kaze se da je skalar \y € F svojstvena vrijednost operatora A ako postoji
vektor x € V, x # 0, takav da je Ax = Agx. Skup svih svojstvenih vrijednosti
operatora A naziva se spektar (operatora A) i oznacava sa o(A).

Ponekad se umjesto svojstvena vrijednost kaze i karakteristicna vrijed-
nost. U upotrebi je i termin vlastita vrijednost. Zanimljivo je da je u
engleskom jeziku uvrijezena njemacko-engleska kovanica eigenvalue.

Istaknimo odmah da je skalar Ag svojstvena vrijednost operatora A tek
ako postoji netrivijalan vektor x sa svojstvom Ax = Agz. Ovo ogranicenje
je zaista nuzno jer za svaki skalar A vrijedi A0 = A\O; dakle, za svaki skalar
mozemo rijesiti jednadzbu Az = A - x. Svojstvene vrijednosti su, medutim,
samo oni skalari za koje ta jednadzba ima i neko netrivijalno rjesenje.

Napomena 5.5.2. (a) Vektor = iz navedene definicije naziva se svojstveni
vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti Ag. Treba primijetiti da svojstveni
vektor nikako nije jedinstven: ako je x svojstveni vektor pridruzen A\¢ onda
je 1 ax svojstveni vektor pridruzen istoj svojstvenoj vrijednosti, i to za svaki
skalar o iz F, a # 0. Zaista, A(ax) = adzx = a(Mz) = \o(azx). Stovise,
neka svojstvena vrijednost Ay operatora A moze posjedovati i vise linearno
nezavisnih svojstvenih vektora. Primjer je jedini¢ni operator I: za njega su
svi vektori prostora, osim nulvektora, svojstveni za svojstvenu vrijednost 1
jer vrijedi Ix =1z, Ve € V.

(b) Neka je V4(Xo) = {z € V : Az = Aoz }. Ovaj skup se naziva svojstveni
potprostor pridruzen svojstvenoj vrijednosti Ag. Uoc¢imo da je V4 (o) zaista
potprostor jer evidentno vrijedi Va(A\g) = Ker (A — A\oI).

Primijetimo da je skup Va(A\) = {x € V : Az = Az} uvijek, za svaki skalar
A, potprostor od V. Svojstvene vrijednosti su, medutim, oni skalari Ay za
koje je potprostor Va(\g) netrivijalan. Kako je V4(Ag) = Ker (A — A\oI),
iz korolara zaklju¢ujemo: svojstvena vrijednost operatora A je takav
skalar \g za koji je operator A — Aol singularan.

Posebno, 0 je svojstvena vrijednost operatora A ako i samo ako je A
singularan i u tom slucaju je svojstveni potprostor pridruzen svojstvenoj
vrijednosti 0 zapravo jezgra operatora A.

(c) Ako je Ag € o(A) onda se dimenzija svojstvenog potprostora V4(Ag)
naziva geometrijska kratnost (ili geometrijski multiplicitet) svojstvene vri-
jednosti A\ i oznacava se s d(\g). Iz definicije je jasno da je d(\g) > 1.

Pogledajmo sada dva jednostavna primjera. U oba do zaklju¢aka dolazimo
jednostavnim geometrijskim argumentima.

Primjer 5.5.3. Operator A € L(V?(0)) zrcaljenja preko x-osi na prostoru
o . . . . . 5
V#(O) ima svojstvene vrijednosti A\; = 1 i Ay = —1; naime Ai¢ = 7 i
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Aj = —j. Geometrijski je o¢ito (u §to éemo se kasnije uvjeriti i formalno)
da su to jedine dvije svojstvene vrijednosti ovog operatora.

Iduéi primjer je jos jednostavniji, a pokazuje da linearan operator ne mora
imati svojstvenih vrijednosti. Uotimo odmah da to ujedno znaci, u skladu
s uvodnim razmatranjima, kako svaki operator ne mora dopustati dijagona-
lizaciju (tj. ne mora postojati baza u kojoj ¢e matri¢ni zapis operatora biti
dijagonalna matrica).

Primjer 5.5.4. Operator R, € L(V?(0)) rotacije za kut ¢ € [0,27), ¢ #
0,7, nema svojstvenih vrijednosti. Zaista, jednakost Rwﬁ = Ao & znadi da
su vektori Rwﬁ id kolinearni, a takvih netrivijalnih vektora pri rotaciji za
kut ¢ # 0,7 o¢ito nema.

Nakon ovih pocetnih napomena, sad mozemo zapoceti s trazenjem odgo-
vora na dva osnovna pitanja:

e kako za dani operator A odrediti sve svojstvene vrijednosti (ili utvr-
diti da ih nema),

e kako za svaku svojstvenu vrijednost odrediti pripadni svojstveni pot-
prostor.

Pokazuje se da bitnu ulogu u ovim razmatranjima igra pojam svojstvenog
polinoma kvadratne matrice.

Definicija 5.5.5. Neka je A € M, (F). Polinom k4(\) = det(A— AI) naziva
se svojstveni polinom matrice A.

I ovdje se ponekad umjesto svojstveni koriste atributi karakteristi¢ni i
vlastiti.

Primijetimo da je k4(\) zaista polinom u varijabli A s koeficijentima iz
polja F i to n-tog stupnja - to slijedi izravno iz definicije determinante.
Takoder iz definicije determinante odmah uoc¢avamo da je vodeéi koeficijent
tog polinoma (—1)".

Na primjer, odmah se vidi da za jedini¢nu matricu n-tog reda imamo

kr(A) = (1 — A)"™. Uocimo takoder da za proizvoljnu matricu A = [ i Z ]
drugog reda vrijedi k4(\) = A2 — tr(A)\ + det A.
Propozicija 5.5.6. Slicne matrice imaju jednake svojstvene polinome.

Dokaz. Uzmimo A, B € M, i regularnu matricu S € M, takvu da vrijedi
B = S7'AS. Tada, jer matrica A/ komutira sa svakom matricom iz M,
uz pomo¢ Binet-Cauchyjeva teorema dobivamo: kp(\) = det (B — A\I) =
det (STYAS — M) = det (S™H(A — AI)S) = det (S~)det (A — AI)det S =
det (A — X)) =ka(N). O

Ova propozicija omogucuje da definiramo i pojam svojstvenog polinoma
za linearne operatore A : V. — V kad god je V konacnodimenzionalan
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vektorski prostor. Naime, odaberemo li neku bazu e za V', mozemo formirati
matriéni zapis operatora A u bazi e i izra¢unati svojstveni polinom tako
dobivene matrice. Kako je u svakoj drugoj bazi matri¢ni zapis tog istog
operatora neka matrica sli¢na matrici [A]S , prethodna propozicija povlaci
da svaki matri¢ni zapis operatora A dovodi do istog svojstvenog polinoma.
Zato je definicija koja slijedi dobra, tj. neovisna o izboru baze.

Definicija 5.5.7. Neka je V' konaénodimenzionalan prostor, neka je A €
L(V) te neka je [A]S matriéni zapis operatora A u nekoj bazi e prostora
V. Svojstveni polinom operatora A, k4, definira se kao svojstveni polinom

matrice [A]g: ka(A) = Kpage(N).

Primjer 5.5.8. U primjerul5.4.4 vidjeli smo da operatoru rotacije u kanon-
skoj bazi e pripada matrica [R,]¢ = cosy TEIY } Odavde se odmah
sing  cosy

vidi da je kg, (A) = (cosp — A)? + sinp.

Teorem 5.5.9. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor nad po-
liem F te neka je A € L(V'). Skalar \g € F je svojstvena vrijednost operatora
A ako i samo ako vrijedi ka(Ag) = 0.

Dokaz. Odaberimo neku bazu e za V. Sada imamo sljede¢i niz medusob-
no ekvivalentnih tvrdnji: Ag je svojstvena vrijednost za A < dx € V, x #
0, Az = Moz < Ker (A — A\oI) # {0} < (prema propoziciji[5.1.9) A — Aol
nije monomorfizam < (prema korolaru A — Aol nije izomorfizam
< (prema korolaru |5.4.14) [A — XoI]¢ nije regularna matrica < (prema
propoziciji|5.4.4) [A]; — Mol nije regularna matrica < det([A]; —Aol) = 0 <
k[A}g(/\O) =0 tj. kA()\Q) = 0. O

Napomena 5.5.10. U osnovi, teorem tvrdi da su svojstvene vrijed-
nosti operatora upravo nultocke njegovog svojstvenog polinoma. Primije-
timo, medutim, da je jedna od pretpostavki teorema A\g € F. To kon-
kretno znac¢i da su u realnim prostorima svojstvene vrijednosti samo realne
nultocke svojstvenog polinoma. Pogledajmo ponovno primjer rotacije R,
na V2(0) za kut ¢ # 0, 7: znamo da taj operator nema svojstvenih vrijed-
nosti, a isti zaklju¢ak nam daje i prethodni teorem jer svojstveni polinom
kr,(A) = (cosp — A)? + sin*¢ nema realnih nultocaka za ¢ # kr, k € Z.

Napomena 5.5.11. Ako je dimV =ni A € L(V) onda A ima najvise n
svojstvenih vrijednosti. Ovo je neposredna posljedica tvrdnje teorema
jer polinom n-tog stupnja ima najvise n nultocaka.

Napomena 5.5.12. Sve do sada izbor polja u naSim razmatranjima nije igrao
nikakvu ulogu. Teorem o¢ito predstavlja mjesto na kojem se teorija
pocinje dijeliti na realnu i kompleksnu. S jedne strane, polje komplek-
snih brojeva je algebarski zatvoreno ($to znaci da svaki polinom s kom-
pleksnim koeficijentima ima nultocku u polju C), i zato svaki operator na
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kona¢nodimenzionalnom kompleksnom prostoru ima svojstvenu vrijednost.
Nasuprot tomu, polje R nije algebarski zatvoreno, tj. ima polinoma s re-
alnim koeficijentima bez realnih nultocaka. Posljediéno (usp. zadatak 57),
operatori na realnim prostorima ne moraju imati svojstvenih vrijednosti.
Operator rotacije je primjer jednog takvog operatora. Kasnije ¢emo vidjeti
da je ovaj operator u tom smislu tipican.

Pokazimo sada kako za danu svojstvenu vrijednost Ay operatora A € L(V)
racunamo svojstvene vektore. Postupak kojim nalazimo cijeli svojstveni pot-
prostor svodi se, putem koordinatizacije, na rjeSavanje jednoga homogenog
sustava linearnih jednadzbi. Evo kako:

Neka je e = {e1,...,e,} neka baza za V. Sad redom imamo: Az =
Aoz < (A —Xl)x = 0 < (prema propoziciji (A= XoD)z]* =0«
(prema propoziciji [A — XoI]S - [z]® = 0 < (prema propoziciji
([AJ¢ = AoI) - [#]* = 0.

Ovo pokazuje da smo dobili homogen n x n sustav linearnih jednadzbi,
zapisan u matricnom obliku, ¢iji prostor rjesenja je u bijekciji (koju predstav-
lja izomorfizam ¢ iz propozicije sa svojstvenim potprostorom V4 (o).
Primijetimo da je matrica sustava singularna; naime, det([A]S — \ol) =
0 upravo zato §to je A\g svojstvena vrijednost operatora. Zato je prostor
rjesenja netrivijalan, tj. dimenzija mu je barem 1. Otprije znamo da tako i
mora biti.

Pogledajmo kako opisani postupak izgleda na konkretnom primjeru.

Primjer 5.5.13. Uzmimo operator A € L(R3) dan svojim matriénim pri-

2 -1 0
kazom u kanonskoj bazi e prostora R3: [A]¢ = 1 0 0 |. Odredimo
—1 0 2
najprije spektar operatora A.
2—X -1 0
Kako je [A]S — AT = 1 A 0 , Laplaceovim razvojem po
-1 0 2—2AX

zadnjem stupcu odmah dobivamo ka(A) = (1 —X)2(2— \). Dakle je 0(A) =
{1,2}.

Odredimo sada svojstveni potprostor za svojstvenu vrijednost A\; = 1.
Prema prethodnoj diskusiji trebamo rijesiti pripadajuéi sustav jednadzbi.

1 -1 0 10 -1 10 -1
Af—T=| 1 -1 0|~|-11 0f|~|01 —1
-1 01 00 0 00 0
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Dakle je 1 = xo = x3, prostor rjeSenja je jednodimenzionalan i (jedna)

1
baza mu je vektor | 1 |. Slitno bismo izra¢unali da bazu svojstvenog
1
0
potprostora za svojstvenu vrijednost Ay = 2 ¢ini vektor | 0
1

Uocavamo da su obje geometrijske kratnosti (tj. dimenzije svojstvenih
potprostora) jednake 1. S druge strane, \; = 1 je dvostruka, a Ao = 2 samo
jednostruka nultocka svojstvenog polinoma. Pokazat ¢e se da je i inace ko-
risno usporediti ove podatke. Uvedimo najprije pojam algebarske kratnosti
svojstvene vrijednosti. Definicija se temelji na ¢injenici da je svaka svoj-
stvena vrijednost danog operatora nultocka njegovog svojstvenog polinoma.

Definicija 5.5.14. Neka je V konac¢nodimenzionalan vektorski prostor te
neka je A € L(V) i A € 0(A). Neka je ka(\) = (A — Xo)'p(N), p(Ag) #
0, ! € N. Broj | zovemo algebarskom kratnoséu svojstvene vrijednosti Ag i
oznacavamo ga s [(Ag).

Teorem 5.5.15. Neka je V' konacnodimenzionalan vektorski prostor, te
neka je A€ L(V) i Ao € 0(A). Tada je d(Ao) < 1(No).

Dokaz. Oznacimo algebarsku i geometrijsku kratnost od Ay s [, odnosno d.
Neka je {eq,...eq} neka baza svojstvenog potprostora za Ag. Ovaj nezavisan

skup nadopunimo do baze e = {ey,...eq,€441, ..., e} prostora V. Kako je
Ae; = Moe;, Vi = 1,...,d, matriéni prikaz operatora A u bazi e mozemo
pisati kao blok matricu oblika [A]¢ = [ ASI g ] , pri ¢emu je Aol € My(F)

i C € M,_4(F). Sad svojstveni polinom operatora A mozemo izracunati
i iz ovog matricnog zapisa. Pritom smo u poziciji iskoristiti lemu
Dobivamo k4(A) = (Ao — A)%g()\) pri éemu je g(\) neki polinom stupnja n —
d. S druge strane, po definiciji algebarske kratnosti svojstvene vrijednosti,
imamo k4(\) = (A — Xo)'p(N), p(Ng) # 0. Zato je (Ao — N)%(\) = (A —
Ao)!p(A). Uzmimo sada da vrijedi d > I. Tada prethodnu jednakost mozemo
pisati u obliku p(A) = (—=1)4(XA — X9)?!q()\), a odavde odmah slijedi p(\g) =
0, sto je kontradikcija. O

Napomena 5.5.16. Ve¢ znamo da za proizvoljan linearan operator opéenito
nije moguce naci bazu u kojoj bi njegova matrica bila dijagonalna. Osnovna
smetnja je nedostatak svojstvenih vrijednosti (jer smo vidjeli da su dija-
gonalni koeficijenti u dijagonalnom matri¢cnom zapisu zapravo svojstvene
vrijednosti operatora). Moguénost nalazenja baze u kojoj bi dani opera-
tor imao dijagonalan matri¢ni zapis joS uvijek je, medutim, otvorena za
operatore na kompleksnim prostorima, kao i za one operatore na realnim
prostorima ¢iji svojstveni polinomi imaju isklju¢ivo realne nultocke.
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Prethodni teorem (i pm’mjer pokazuje jo$ jednu moguéu zapreku
za egzistenciju dijagonalnoga matricnog zapisa danog operatora. Ako je za
neku svojstvenu vrijednost g njezina geometrijska kratnost d()\g) strogo
manja od algebarske kratnosti [()\g), onda je evidentno nemoguce naéi bazu
u kojoj bi taj operator imao dijagonalnu matricu. Naime, ako je matriéni
prikaz operatora dijagonalna matrica, na dijagonali te matrice A\g se mora
pojaviti to¢no [(\g) puta, a to zahtijeva totno I(\g) nezavisnih svojstve-
nih vektora pridruzenih svojstvenoj vrijednosti A\g. To pokazuje da je nuzan
uvjet dijagonalizacije operatora A jednakost algebarskih i geometrijskih mul-
tipliciteta svih njegovih svojstvenih vrijednosti: d(\) = I(\), YA € o(A).

Grubo govoredi, prethodna napomena pokazuje da je nepovoljno kad su
svojstveni potprostori premali. Dobra je okolnost, medutim, da su svojstveni
vektori pridruzeni razli¢itim svojstvenim vrijednostima nezavisni.

Propozicija 5.5.17. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor,

neka je A € L(V), neka su A1, ..., \, medusobno razlicite svojstvene vrijed-
nosti operatora A te neka su x1, ...,z svojstvent vektori pridruZeni, redom,
svojstvenim vrijednostima A1, ..., ;. Tada je skup {xi1,...,x} linearno
nezavisan.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po k. Ako je k = 1 onda je skup
{1} nezavisan jer x1 # 0. Pretpostavimo da je tvrdnja toéna za k — 1.
Neka je Zle a;z; = 0. Kad na tu jednakost djelujemo s A dobivamo
Zk 1Nz, = 0. Od ove jednakosti oduzmimo pocetnu jednakost prethodno
pomnozenu s ;. Dobivamo ZZ h ozl()\z Ai)z; = 0. Prema pretpostavci
indukcije slijedi a;(A; — Ag) =0, Vi = 1,...,k — 1. Kako su, medutim, svi
Aj medusobno razliciti, slijedi a; = 0, Vi = 1,...,k — 1. Tako je od pocetne
jednakosti ostalo samo agxi = 0, a odavde je i ag = 0. O

U prethodnoj smo propoziciji za svaku svojstvenu vrijednost uzeli samo
po jedan svojstveni vektor. Opcenito, kako znamo, za neku svojstvenu vri-
jednost \gp imamo d(\g) nezavisnih svojstvenih vektora. No sada mozemo
dokazati i odgovarajudi, jaci rezultat.

Teorem 5.5.18. Neka je V konaénodimenzionalan vektorskz’ prostor, A €

L(V), 0(A) = {\1,...,\}, te neka je e = {e] ® 6’2 ,...,eé?} baza za
svojstveni potprostor Va(\;), 1 = 1,..., k. Tada je unija Ulee(i) linearno

nezavisan skup u V.

Dokaz. Primijetimo prvo da smo geometrijske kratnosti u iskazu teorema
implicitno oznac1h s dy, ..

Nekajezj 1a (1)4—2] 1a(2) @ . —i—Z] 1a )fO Za svaki

i =1,...,k, ozna¢imo z; = Z? lay)egz) € Va(\i). OClto ako za svaki i
vrijedi z; = 0, dokaz je gotov jer je svaki od skupova e() = {el ,eé), . ,e((j?}

prema pretpostavci nezavisan.
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Pretpostavimo stoga da su neki od vektora z; razli¢iti od 0. Bez smanjenja

opcenitosti smijemo uzeti da je z1,..., 2, # 0, Tpy1,..., 2, =0, 7 < k. Od
pocetne jednakosti sada nam ostaje samo x1 + z9 + ... + z, = 0, a kako
su vektori x1,...,x,, svojstveni vektori (jer su netrivijalni!) za Aj,..., A,

respektivno, dospjeli smo u kontradikciju s prethodnom propozicijom. [

Korolar 5.5.19. Neka je V' kompleksan konacnodimenzionalan vektorsk:
prostor, neka je A € L(V) te neka je o(A) = {A1,...,\x}. Operator A se
moZe dijagonalizirati (tj. postoji baza od V' u kojoj je matriéni prikaz ope-
ratora A dijagonalna matrica) ako i samo ako su geometrijska i algebarska
kratnost svih svojstvenih vrijednosti od A jednake.

Dokaz. Veé¢ smo vidjeli u napomeni da je jednakost algebarskih i
geometrijskih multipliciteta nuzan uvjet dijagonalizacije.

Obratno, jer je prostor kompleksan, svojstveni polinom operatora A je
oblika k4(A) = (=1)"(A=X1) .. - (A=Xp), gdjeje li+. . .+l =n = dim V.
Preostaje primijeniti prethodni teorem: unija baza svojstvenih potprostora
je linearno nezavisan skup koji ovdje, zbog pretpostavke o jednakosti alge-
barskih i geometrijskih kratnosti, ima to¢no n elemenata i zato ¢ini bazu za
V. Jasno je da je u toj bazi matrica operatora A dijagonalna. O

Treba primijetiti da je tvrdnja korolara to¢na i za operatore na realnom
prostoru koji ispunjavaju dodatni uvjet da im se svojstveni polinom moze
faktorizirati u linearne faktore nad poljem R.

Za operatore na kompleksnim prostorima ovaj preduvjet je automatski
ispunjen (jer se njihov svojstveni polinom uvijek moze faktorizirati na line-
arne faktore) i jedina smetnja dijagonalizaciji je eventualni ”manjak” svoj-
stvenih vektora. Tipican primjer operatora koji se ne moze dijagonalizirati
je A € L(V) koji u nekoj bazi e prostora V' ima matricu [A]S = [ 8 (1) }
Primijetimo da za ovu matricu vrijedi ([4]¢)? = 0.

Opcenito, za linearan operator (matricu) A kazemo da je nilpotentan
(nilpotentna) ako je AF = 0 za neki prirodni eksponent k. Nilpotentni ope-
ratori se prirodno pojavljuju. Najpoznatiji primjer je operator deriviranja na
prostoru polinoma D : P, — P,, Dp = p’. Pokazuje se da nilpotentni ope-
ratori igraju vaznu ulogu u proucavanju strukture proizvoljnog operatora.
Stovise, uz pomo¢ tzv. Fittingove dekompozicije (u kojoj se proizvoljan ope-
rator rastavlja na regularan i nilpotentan dio) dolazi se do opéeg teorema
koji opisuje strukturu linearnih operatora na kona¢nodimenzionalnim pros-
torima.

Napomena 5.5.20. Sva prethodna razmatranja o spektru, svojstvenim vri-
jednostima, svojstvenim potprostorima, dijagonalizaciji ... proveli smo za
linearne operatore na konaénodimenzionalnim prostorima. Cesto se, medu-
tim, govori o istim pojmovima vezanim za neku matricu bez referiranja na
neki odredeni operator. Tako se onda govori o spektru matrice ili o dija-
gonalizaciji kvadratne matrice. Formalna interpretacija se izvodi uz pomo¢
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induciranog operatora iz napomene [5.4.25 Podsjetimo se da je za danu
matricu A € M, operator Ly € L(My,;) definiran s Lyz = Az . Kako u
kanonskoj bazi e prostora M,y vrijedi [L4]S = A, to je kr, = ka pa se
zaista moze redi da su svojstvene vrijednosti operatora L4 i matrice A iste.
Osim toga, za svaku svojstvenu vrijednost A operatora L4 i svojstveni vek-
tor x jednakost Lax = Ax glasi Az = Ax pa se i vektor r moze smatrati
svojstvenim vektorom matrice A.

U praksi, kad ra¢unamo svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore ma-
trice A, operator L4 ne trebamo i ne spominjemo. No prethodna opaska
pokazuje da se svi rezultati o spektru i svojstvenim vektorima, iako izre¢eni
i dokazani za operatore, primjenjuju i na matrice.

Za kraj ovih razmatranja preostalo je rasvijetliti ulogu kompleksnih nultocaka
svojstvenog polinoma operatora na realnom prostoru. Za to trebamo uvesti
jos jedan pojam.

Definicija 5.5.21. Neka je V vektorski prostor i A € L(V). Kaze se da
je potprostor M < V invarijantan za A ako vrijedi A(M) C M, tj. Az €
M, ¥Vx e M.

Svaki operator ima dva trivijalna invarijantna potprostora; to su {0} i
V. Naravno, zanimljivi su samo pravi, netrivijalni invarijantni potprostori.
Takav je npr. Im A < V za svaki singularan operator A na V. Dalje, uo¢imo
da je svaki svojstven potprostor operatora A ujedno i invarijantan za A.
Da obrat ne vrijedi, odmah pokazuje primjer rotacije za neki kut oko z-
osi u prostoru V3(0): za njega je V2(O) invarijantan, ali ne i svojstven
potprostor.

Egzistencija invarijantnih potprostora za dani operator je uvijek korisna
informacija. Zamislimo da je netrivijalan potprostor M < V invarijantan
za A € L(V), dimV = n, pa odaberimo neku bazu {ey,...e;} za M. Neka
je (e) = {e1,... ek, €xt1,-..,en} neko njezino nadopunjenje do baze cijelog
prostora V. OCcito je matricni prikaz [A]S operatora A u bazi e gornjetroku-

tasta blok-matrica oblika [A]S = [ Aol ! ﬁ;z
timo i sljedeéi koristan kriterij invarijantnosti: ako je dana baza {ey,...ex}
nekog potprostora M <V onda je M invarijantan za A € L(V') ako i samo
ako je Ae; € M, Vi =1,...,k. Naime, u jednom smjeru je tvrdnja trivijalna,

azax:Zlex\ieiEMiAeieM,Vizl,...,k, oc¢ito jei Az € M.

:|, gdje je Aj; € M. Primije-

Uzmimo sada matricu A € M, (R) i pretpostavimo da je ka(Ag) = 0, A\g =
a+iB, B # 0. Zeljeli bismo istraziti kakvo znacenje za matricu A ima
ova kompleksna nultocka svojstvenog polinoma k4. (Primijetimo da ovdje
koristimo pristup spomenut u napomeni polazimo od matrice, te
govorimo o njezinom svojstvenom polinomu i njegovoj nultocki.)

Pogledajmo operator Ly € M,1(R"), Lyx = Az. Veé smo konstatirali da
je u kanonskoj bazi e prostora M,;(R) matrica naseg operatora [L 4]¢ upravo
polazna matrica A. Zato je kr, = ka. Na ovaj nacin u razmatranje smo
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uveli operator na realnom prostoru ¢iji svojstveni polinom ima kompleksnu
nultocku.

Sad primijetimo da nasa matrica A moZe mnoziti i kompleksne stupce pa
zato mozemo uvesti i operator L4 : My1(C) — M,1(C), Laz = Az. Jasno je
da je matri¢ni prikaz operatora E;; u kanonskoj bazi prostora M, (C) to¢no
isti kao matri¢ni prikaz operatora L4 u kanonskoj bazi prostora M,;(R);
tj. upravo polazna matrica matrica A. Zato je i svojstveni polinom ostao
isti. .

Vrijedi, dakle, kf;, = ka, paje zato i k:i:‘()\g) = 0. Kako je, medutim, L4
operator na kompleksnom prostoru, zakljucujemo da mu je Ay svojstvena
vrijednost. s

Zato postoji stupac z € M,1(C), z # 0, takav da je Laz = Nz, tj. Az =
Aoz. Pigimo z u obliku z = z + iy, x,y € M,1(R). Sad mozemo izjednaciti
realne i imaginarne dijelove u prethodnoj jednakosti. Iz A(z +iy) = (o +
if)(x + iy) dobivamo
(1) Ar = ax — ﬂyv
(2) Ay=p[z+ ay.

Uoc¢imo da je skup {z,y} linearno nezavisan u Mp;(R). Zaista, x # 0: u
protivnom bismo iz (1) dobili Sy = 0 i sad bi zbog 8 # 0 moralo biti y = 0, a
time i z = 0, §to je kontradikcija. Sad kad znamo da x nije 0, pretpostavimo

da postoji v € R takav da je y = yx. Slijedilo bi Ay @ Bx+ay = fr+ ayx,

a s druge strane, Ay = yAx W y(ax — By) = ayr — By*z. Usporedivanjem
slijedi B(1 +~2)z = 0, no to je kontradikcija jer niti jedan faktor nije 0.
Zakljucujemo: dobili smo dvodimenzionalan potprostor M od My (R) ge-
neriran s z i y. Sad jednakosti (1) i (2) pokazuju da je M ocito invarijantan
za operator L 4. Oznac¢imo s R restrikciju naSeg operatora na potprostor M,
dakle, R € L(M). Na kraju, nadimo matricu operatora R u bazi e = {y, z}

od M. Iz jednakosti (1) i (2) vidimo da je [R]¢ = [ g _g ] Iz ove
matrice izluc¢it ¢emo faktor \/a? + $2. Usput primijetimo da mozemo pisati

\/(%/82 = cosyp i \/afT,B? = singp za neki ¢ € R. Nakon svega, imamo

55 | Cosp —sin
[BE = Vo2 + 52 [ sinz COSZ ]

Rezimirajmo: kompleksna nultocka svojstvenog polinoma matrice A im-
plicira postojanje jednog dvodimenzionalnog potprostora, invarijantnog za
A, na kojem A djeluje kao kompozicija jedne homotetije i jedne rotacije.
U ovom zakljucku poistovjetili smo polaznu matricu A s operatorom L 4
(jer, striktno govoreéi, samo za operatore mozemo govoriti o invarijantnim
potprostorima). Jasno je da je ovdje poanta u rotaciji koja je, kako smo
vidjeli ve¢ na pocetku razmatranja o spektru, prototip operatora bez svoj-
stvenih vrijednosti. Slobodnije govoredi, izvedeni zakljucak mozemo izreéi i
na sljedeéi na¢in: svaki operator na realnom prostoru ¢iji svojstveni polinom
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ima kompleksnu nultocku djeluje u jednom dvodimenzionalnom ”sloju” tog
prostora poput rotacije na V2(0O).

Vratimo se svojstvenom polinomu matrice, odnosno operatora.

Najprije, ako je A € M, (F) primijetimo da su zbog asocijativnosti mno-
zenja dobro definirane potencije A*, Vk > 0: stavljamo A° = I, A' = A
i induktivno A**! = AAF k € N (usp. zadatak 2 u 3. poglavlju). Na isti
je nacin dobro definirano potenciranje operatora A € L(V') na vektorskom
prostoru V' (kao i proizvoljnog elementa bilo koje druge asocijativne algebre
s jedinicom).

Sad, ako je A € M,(F) (analogno je za A € L(V)) i ako je dan polinom
p(A\) = Zf:o a; A%, onda je dobro definirana matrica p(A) = Zf:o ;A €

Za danu matricu A mogli bismo pozeljeti naci polinom p, p # 0, takav da
vrijedi p(4) = 0. Zanimljivo je da takav polinom uvijek postoji. Argument
je sasvim jednostavan: skup {I, A, A%, ... ,A”Q} je o€ito linearno zavisan u
M, (), te zato postoji netrivijalan izbor skalara oy, i = 0,1,...,n?, takvih
da je Z;ﬁo a; A" = 0. Ako sada definiramo p()\) = Z;ﬁo a;\’, polinom p je
o¢ito netrivijalan i zadovoljava p(A4) = 0.

Sad kad znamo da polinomi koje A poniStava postoje, mozemo pokusati
nad¢i takav polinom ¢im manjeg stupnja. Sasvim neocekivano, izlazi da je i
k4 jedan takav polinom.

Teorem 5.5.22. (Hamilton-Cayley.) Neka je A € My(F). Tada je ka(A) =
0.

Dokaz. Dokaz se temelji na ¢injenici (korolar da adjunkta % kva-
dratne matrice T' zadovoljava jednakost T T= (det T)I.

Nekaje C = A=Al idet C = ka(A\) = apn A" +an 1 A" . +ag A HapAl.
Sada je C 6’: A 6’ -\ 5’ i s druge strane C 5’: (det C')I. Usporedit ¢emo
ova dva rezultata. Pritom uo¢imo: elementi matrice 5’ su polinomi n — 1.
stupnja pa zato matricu 5’ mozemo napisati i kao polinom n — 1. stupnja s
matri¢nim koeficijentima. Dobivamo

AT + A N+ g M+ apl
= AC, AN+ AC, 2N 2 4+ ...+ ACIN + AC,
—Cpa AN — G A"t — = C1A2 — CpA
pri cemu smo 5’ shvatili kao polinom u A s matriénim koeficijentima C,,_1,
Cr—2, ..., Cy. Usporedba odgovarajuéih koeficijenata sada daje sljedeéi sus-
tav jednakosti:
anl = —Cp
ap—1l = ACp—1 — Cp—9
ol = ACy_9 — Cp_3



LINEARNA ALGEBRA 153

0411 == ACl - CO
aol = AC,.

Ako prvu jednakost pomnozimo s A", drugu s A"~ !, analogno nastavimo
dalje, na kraju posljednju jednakost pomnozimo s A° = I i nakon toga sve
dobivene jednakosti zbrojimo, izlazi k4 (A) = 0. O

Korolar 5.5.23. Neka je V' konaénodimenzionalan vektorski prostor i A €
L(V). Tada je ka(A) = 0.

Dokaz. Uzmimo neku bazu e za V' i matriéni zapis [A]¢. Preostaje primijeniti
korolar|5.4.151 prethodni teorem. [l

U kontekstu Hamilton-Cayleyeva teorema, odnosno prethodnog korolara,
sad mozemo za dani operator pokusati na¢i polinom s najmanjim moguéim
stupnjem koji ¢e A ponistiti. To nas dovodi do definicije minimalnog po-
linoma, ali i izvan okvira nasih razmatranja u ovom udzbeniku. Cinjenica
je da za neke operatore na n-dimenzionalnom prostoru postoje i polinomi
stupnja manjeg od n koje ée taj operator ponistiti. Takav je, na primjer,
svaki projektor. Lako se pokazuje da za svaki projektor P vrijedi P? = P,
§to znaéi da za polinom p()\) = A2 — \ vrijedi p(P) = 0.

Uz pomoé¢ minimalnog polinoma moguée je precizno ”mjeriti” razliku
izmedu algebarske i geometrijske kratnosti svojstvene vrijednosti. Zato je
minimalni polinom vazan ¢imbenik u proucavanju strukture danog linearnog
operatora.

Na kraju, vazno je spomenuti i da se na Hamilton-Cayleyjevom teoremu
temelji vrlo jednostavna metoda invertiranja kvadratnih matrica.

Izvest ¢emo najprije joS jedan kriterij regularnosti kvadratne matrice.
Primijetimo da je i iduéa propozicija ”matri¢no” orijentirana (usporedite

napomenu |5.5.20)).

Propozicija 5.5.24. Matrica A € M, je reqularna ako i samo ako je
ka(0) # 0.

Dokaz. Uzmimo, kao u napomeni prostor V i na njemu operator A
takav da u nekoj bazi e od V imamo [A]¢ = A. Posebno, sada je kj = ka.
Prema korolam A je regularna matrica ako i samo ako je A regularan
operator. Iz napomene (b) znamo da je to ako i samo ako 0 nije svojstve-

na vrijednost za A, a to je, prema teoremu ako i samo ako k 7(0) # 0,
tj. ako i samo ako k4(0) # 0. O

Uzmimo sada matricu A € M, i njezin svojstveni polinom ky(\) =
Yoo a;\'. Prema prethodnoj propoziciji sada znamo da je A regularna
ako 1 samo ako je a # 0.

Pretpostavimo da je tako. Hamilton-Cayleyjev teorem nam sada daje
Y ;AT = 0 §to mozemo pisati kao apl = —(Y31 | a;A?), odnosno, na-
kon izlu¢ivanja faktora A na desnoj strani, kao apl = —(} | a; A7) A.
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Konacno, nakon dijeljenja s ag dobivamo I = —aio(zzl:l a; A1 A, a znamo
da je to dovoljno da se zakljuéi kako je A= = —%O(Z?:l a; AL,

Tlustrirajmo prethodni ra¢un primjerom. Neka je A = | —

—
e e}
S =N

Ocito je ka(\) = =A% + A2 4+ 3)\ — 3 i, kako je ka(0) = —3, zakljuéujemo
da je A regularna. Kao u prethodnom izvodu sada nalazimo da je A~ =

1 -2 0
(A’ +A+3) =3 -1 23

1 1 0
5.6. Zadaci.

1. Provjerite sve tvrdnje navedene u primjeru

2. Neka je L = {(z1,72,0) € R®: x1,20 € R}, My = {(a,0,a) ER®:a €
R} i My = {(0,b,b) € R?: b € R}. Pokazite da su L, My, Ms potprostori od
R3 te da vrijedi R = L + M; i R* = L + M,. Odredite kosi projektor na
L duz potprostora M, a nakon toga duz potprostora Ms. (U oba slucaja
trazi se pravilo, tj. formula kojom kosi projektor djeluje na proizvoljan vektor
(71,79, 23) € R3.)

3. Nekasu A:V — W iB: W — X linearni operatori. Pokazite da
vrijedi r(BA) <r(A) ir(BA) <r(B).

4. Neka je A : V — W proizvoljan linearan operator te neka su S € L(WW)
i T € L(V) regularni. Dokazite da je tada r(SAT) = r(A).

5. Neka su A, B : V — W linearni operatori za koje vrijedi r(A) = r(B).
Pokazite da tada postoje regularni operatori S € L(W)iT € L(V) takvi da
je B = SAT.

6. Dokazite: ako je A :V — W izomorfizam onda je i inverzno preslika-
vanje A~ : W — V linearno preslikavanje, dakle izomorfizam.

7. Neka je A: V — W linearan operator, neka je {y1,v2,...,yx}, k € N,
linearno nezavisan skup u Im A C W te neka su vektori xz; € V odabrani
tako da vrijedi Az; = y;, Vi = 1,..., k. Pokazite da je i skup {z1, z2,..., 2}
linearno nezavisan.

8. Neka je A : V — W linearan operator, neka je {y1,¥o2,...,y,} baza
za Im A te neka su vektori x; € V odabrani tako da vrijedi Az; = y;, Vi =
1,...,r. Pokazite da je tada V = [{x1, 22, ..., 2,}] + Ker A.

9. Neka je A:V — W izomorfizam i {vy,...,v,} konatan skup vektora
u V. Pokazite da tada vrijedi dim [{Avy, ..., Avy}] = dim [{v1, ..., vm}].
Vrijedi li ista tvrdnja ako pretpostavimo da je A samo monomorfizam?
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10. Nadite neki izomorfizam A : R* — M(R).

11. Odredite opéu formulu po kojoj djeluje linearan operator A € L(R3, M (R))

ako je poznato A(1,1,1) = [ (1) (1) } , A(1,1,0) = [ 1 1 ] , A(0,1,0) =

[ ; 1 ] . Izracunajte rang i defekt operatora A.

12. Odredite jezgru i sliku operatora T € L(M3) definiranog s T'(X) =

XA—AX ako je A = { i ? ]

13. U ovisnosti o a € R odredite rang i defekt te po jednu bazu jezgre i
slike operatora A € L(R3, P,) definiranog s A(x1, 22, 73) = o1 + axz + (71 +
To + 223)t + (ax1 + 23)t2

14. Provjerite da je preslikavanje A : P3 — Ms(R) definirano s Ap =
p(0) p'(0)
p(1) +p(=1) p'(Q)+p/ (-1
fekt.

) } linearan operator pa mu nadite rang i de-

15. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V).
Dokazite da za svaki k € N takav da je r7(A) < k < dimV postoji B € L(V)
takav da vrijedi AB =01 r(A) +r(B) = k.

16. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor. Dokazite da skup
svih regularnih operatora na V ¢ini grupu s kompozicijom kao binarnom
operacijom. (Ponekad se ta grupa oznacava s GL(V).)

17. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostori M < V. Pokazite
da postoje linearni operatori A, B € L(V) takvi da je Ker A= M iIm B =
M. Postoji li operator C' € L(V) sa svojstvom KerC' =ImC = M?

18. Neka je M potprostor vektorskog prostora V. Pokazite da je kvoci-
jentno preslikavanje 7 : V' — V/M definirano s w(x) = [z] (tj. 7(z) = z+ M)
linearan operator. (Ovaj (o¢ito surjektivan) operator se ¢esto naziva kanon-
ski epimorfizam.)

19. Neka su V i W kona¢nodimenzionalni vektorski prostori nad istim
poljem, te neka je A : V — W epimorfizam. Dokazite da je tada preslikava-
nje A" : V/Ker A — W, A%([z]) = Az dobro definirano, linearno i bijektivno
(dakle, A% je izomorfizam).

20. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor te neka je P €
L(V) operator sa svojstvom P? = P. Pokazite da je tada V = Im P +Ker P
i da je P kosi projektor na Im P u smjeru Ker P.

21. Dokazite da je rezultat mnozenja linearnog operatora skalarom iz
definicije takoder linearan operator.
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22. Dokazite da je L(V,W) zaista vektorski prostor, tj. da operacije
zbrajanja i mnozenja skalarom na L(V, W) zaista zadovoljavaju sve potrebne
uvjete iz definicije

23. Dokazite tvrdnje (4) i (5) propozicije [5.2.4)

24. Ispitajte nezavisnost skupa {4, B,C} u prostoru L(R3 R?) ako je
A(x1, 29, 73) = (71 + 22,71 — T2 — x3), B(x1,72,73) = (21 + 222 — 73, 71 +
xro — 563), C(ﬂ?l,.’EQ, .’Eg) = (*.’El — X9 — 3333,.’15'1 + .%‘3).

25. Neka su e i f kanonske baze u prostorima R?, odnosno R?, te neka su

E;; € L(R2?,R?) operatori iz dokaza teorema Odredite u ovoj situaciji
eksplicitne formule za djelovanje operatora Fj;.

26. Pokazite da su preslikavanja f,g : P,(R) — R definirana s f(p) =
fol p(t)dt, odnosno g(p) = f_llp(t)dt linearni funkcionali.

27. Za bazu {(1,2,1),(1,0,1),(1,0,—1)} prostora R? odredite dualnu
bazu.

28. Izvedite opéi oblik linearnog operatora A € L(R"™,R™). (Uputa: neka
je {f1, f2, ..., fm} kanonska baza za R™ i {f{, f5,..., fi} pripadna dualna
baza. Promatrajte funkcionale fA na prostoru R" i iskoristite primjer
5.5.7)

29. Neka je V konaénodimenzionalan vektorski prostor i {fi,..., fn}
baza dualnog prostora V*. Je li ta baza dualna nekoj bazi prostora V'?

30. Provjerite da funkcionali fi(z1,x2,23) = x1 — x2, fo(x1,z2,23) =
o o 3\ s .
x9 —x3, f3(x1, T2, r3) = x1 — T2+ w3 ¢ine bazu prostora (R?)*, i nadite bazu
prostora R? kojoj je ona dualna.

31. Dokazite da za potprostore L i M kona¢nodimenzionalnog prostora
V i njihove anihilatore vrijedi (L+ M)? = LN MO, te (LNM)° = L%+ MP.

32. Neka je V konacnodimenzionalan prostor i f € V*. Odredite bazu
anihilatora (Ker f)°.

33. Neka je M = {p € P3: p(7) = 0}. Odredite bazu od M?°.

34. Nadite M° za M = {(x1, 2, 23,74) : 11 —220+23 = 0,21 — 220+ 24 =
0} <R%

35. Neka su f1 i fo linearno nezavisni linearni funkcionali na prostoru
V pri ¢emu je dimV = 4. Odredite anihilator M° potprostora M =
Ker fi N Ker fo. (Napomena. Uocite da je prethodni zadatak jedan kon-
kretan primjer situacije opisane u ovom zadatku.)
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36. Neka je V' konacnodimenzionalan prostor, neka je { fi, f2, ... fi} line-
arno nezavisan skup u V* te neka je f € V*. Dokazite da je f linearna kom-
binacija funkcionala f1, fo, ..., fi ako i samo ako vrijedi Ker fi NKer fo...N
Ker f. C Ker f.

37. Neka je S podskup vektorskog prostora V. Anihilator skupa S se
definira kao S° = {f € V* : f(z) = 0, Vo € S}. Dokazite da je S° potprostor
dualnog prostora V* te da vrijedi S° = [S]°.

38. Pokazite da je, za dani operator A € L(V, W), i njegov dualni opera-
tor A* definiran u napomeni|5.53.11]linearan. Dalje, pokazite da je preslika-
vanje A — A* izomorfizam prostora L(V, W) i L(W*, V*).

39. Pokazite da za bilo koja dva operatora A, B € L(V) vrijedi (AB)* =
B*A*.

40. Neka je A € L(V,W), neka su e = {e1,...,ex} 1 f = {f1,-.-, fm}
baze za Vi W te neka su e* i f* dualne baze. Dokazite da je tada [A*]?** =

(A1)

41. Neka je V konacnodimenzionalan vektorski prostor. Pokazite da za
svaki linearan funkcional na L(V') postoji jedinstven operator D € L(V)
takav da je f(A) =tr (AD), VA € L(V).

42. Neka je f linearan funkcional na M, takav da je f(AB) = f(BA),
za sve A, B € My, i f(I) = n. Pokazite da je tada f = tr.

43. Neka je A € L(V) regularan operator te neka je e neka baza prostora
V. Pokazite da tada vrijedi [A~1]¢ = ([4]¢)~!.

e e
44. Neka su A, B € M, slitne matrice. Pokazite da A i B imaju jednake
determinante i jednake tragove.
0 1
1 0
A0 10 1 0 1 A
Eqv ) = [O 1],E2,,\= [0 )\},Em,,\: [A 1}7E1,2,,\: [0 1}7

pri cemu je A # 0. Neka su Ay 2, Ay x, A2 x, A1) 1 Ay 2 operatori na pros-

45. Promotrimo elementarne matrice drugog reda: FEio =

toru V2(0) kojima u kanonskoj bazi { 4, j }, redom, pripadaju navedene
elementarne matrice. Interpretirajte geometrijski djelovanje ovih operatora.

46. Nadite matricu operatora 7' € L(M>) definiranog s T(X) = XA —

AX,gdjejeA:[1 2

11 }, u kanonskoj bazi prostora Mo.

47. Nadite matricu operatora A € L(R?) u kanonskoj bazi, a zatim i u
bazi {(1,1,0),(1,1,1),(1,—1,0)}, ako je A(z1, x2, x3) = (x1+2x2, T2 —x3,23).
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48. Odredite neku bazu za jezgru, te defekt i rang operatora A € L(R*)

1 -1 0 2

. . . . . . 1 210
kojem u kanonskoj bazi e pripada matrica [A]S = 0 o0 1 1
3 1 1 1

49. Dokazite da je A € L(R3), A(x1,22,73) = (21 +22—23, 2o+ T3, —T3)
regularan operator i odredite [A~!]¢ ako je e kanonska baza prostora R3.

50 Neka je A € L(R3) dan s
A(xl,l‘g,xg) = (%1 + xo 4+ 3,21 + 29 + 223, 21 + 563).

Odredite matricu operatora A u kanonskoj bazi, pokazite da je ta matrica
regularna, nadite joj inverz i iz tog inverza odredite formulu djelovanja ope-
ratora A~

51 Neka je {41, As,...,A,2_1} neka baza potprostora M < M, svih
matrica ¢iji trag je 0. Odredite matricu linearnog funkcionala tr : M,, — F
u paru baza {I, A1, Aa, ..., Ap2_1}, {2}

52. Neka su V i W kona¢nodimenzionalni prostori nad istim poljem i
A € L(V,W) operator ranga r, 0 < r < dim V. Pokazite da postoje baze
b={b1,ba,....,bp}ic={c1,co,...,cn} za V, odnosno W takve da je

[Al; = D, = {%%} € M

pri ¢emu je I € M, dok je svaki od nul-blokova odgovarajuceg formata.
(Uputa: koristite tvrdnju zadatka 8.)

53. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene potprostore
operatora A € L(R3) kojem u kanonskoj bazi e pripada matrica [A]¢ =
-1 2 2
2 2 2

-3 —6 —6

54. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene potprostore
operatora A € L(R3) kojem u bazi a = {(1,1,-1),(1,-1,0),(=1,0,0)}

010
pripada matrica [A]2 = | —4 4 0
-2 1 2

55. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuce svojstvene potprostore
operatora deriviranja D € L(Py), Dp =7p'.

1 -1 7.
1 1 | Ioperator K : My(R) —
M>(R) definiran s K(X) = AX — XA. Odredite matricu operatora K u

kanonskoj bazi, pokazite da je 0 € o(K) i odredite pripadajuéu algebarsku i
geometrijsku kratnost.

56. Neka je dana matrica A =
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57. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuée svojstvene potprostore
matrice A € M, (R) gdje je

n—1 -1 ... -1
-1 n-1 ... -1

—1 -1 ... n-1

58. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuce svojstvene potprostore
matrice A € M, (R) gdje je

59. Zan € N,n > 2, ted,j € {2,3,...,n} promotrimo matrice A;; € M,
definirane formulom :

1 ... -1

pri ¢emu se brojevi —1 nalaze na pozicijama (i,1) i (1, j).

Odredite svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore matrica A;; za sve
i,7 =2,3,...n. (Napomena: svojstveni vektori ovih matrica zapravo stoje
u pozadini definicije matrice T i preslikavanja ¢ iz propozicije m)

60. Uzmimo kanonsku bazu {ej, es,...,e,} prostora C" i operator A €
L(C™) zadan s Aey = ey, Aey = e1, Aes = eq, ..., Ae, = e,—1. Pokazite da
se A moze dijagonalizirati i nadite bazu u kojoj se A dijagonalizira.

61. Ako su Aq, Ao,..., A\ svojstvene vrijednosti operatora A te ako je
zadan skalar 7, §to su svojstvene vrijednosti operatora A — 717

62. Dokazite da svaki linearan operator na realnom prostoru neparne
dimenzije ima bar jednu svojstvenu vrijednost.

63. Neka su x1 i zo svojstveni vektori operatora A pridruzeni razli¢itim
svojstvenim vrijednostima. Moze li i vektor 1 — x5 biti svojstven za A7

64. Neka su v1 i v svojstveni vektori pridruzeni medusobno razli¢itim
svojstvenim vrijednostima operatora A. PokaZzite da v; + vy ne moze biti
svojstven vektor za A. Postoje li skalari a1 i g takvi da je ajv1 + agvs
svojstven vektor za A?
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65. Neka je V4(\g) svojstveni potprostor operatora A € L(V') pridruzen
svojstvenoj vrijednosti \g. Pokazite da je V4(\g) invarijantan potprostor za
svaki operator B € L(V') koji komutira s A.

66. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor. Za operator
A € L(V) definirajmo operator L4 : L(V) — L(V) formulom L4(B) = AB.
Pokazite da je o(La) = o(A).

67. Neka je V kona¢nodimenzionalan kompleksan vektorski prostor.
Dokazite da za svaki operator A € L(V) postoji baza b za V takva da
je [A]Z gornjetrokutasta matrica.

68. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor. Dokazite da ne
postoji pravi potprostor od V invarijantan za sve operatore iz L(V') (u tom
smislu se kaze da je L(V') ireducibilna familija operatora).

69. Neka je V konac¢nodimenzionalan vektorski prostor i A € L(V') ope-
rator za kojeg je svaki vektor v € V, v # 0, svojstven. Pokazite da tada
postoji skalar Ag za koji vrijedi A = Agl.

70. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor, te neka je A €
L(V') operator takav da vrijedi AB = BA, VB € L(V). Dokazite da tada
postoji skalar o takav da je A = al. (Uputa: pokazite da A ima bar jednu
svojstvenu vrijednost i promatrajte odgovarajuéi svojstveni potprostor.)

71. Neka je X svojstvena vrijednost operatora A € L(V'). Pokazite da je
tada A svojstvena vrijednost operatora A*, Vk € N. Pokazite jos da tvrdnja
vrijedi i za sve k € Z uz uvjet da je A regularan.

72. Pokazite primjerom da obrat tvrdnje prethodnog zadatka ne vrijedi:
nadite primjer operatora A, skalara A i prirodnog broja k za koje je /\’8 €
a(AF), ali \g & o(A).

73. Neka je V kona¢nodimenzionalan vektorski prostor te neka je A €
L(V) operator ranga 1. Pokazite da postoji polinom p drugog stupnja takav
da je p(A) = 0.

74. Odredite svojstvene vrijednosti i pripadajuce svojstvene potprostore
operatora transponiranja T € L(My), T(A) = At.

0o 1 1
75. Invertirajte pomocu svojstvenog polinoma matricu | 2 —4 0
0 1 -1

76. Dokazite da je operator A € L(R?) definiran s A(z1, 72, 73) = (21 +
X9, T1+ X2 — T3, T2 — 3) regularan, odredite mu matri¢ni prikaz u kanonskoj
bazi, odredite pomo¢u svojstvenog polinoma inverz matrice [A]¢ te odredite
formulu prema kojoj djeluje inverzni operator A=!.
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77. Neka operatoru A € L(C?) u kanonskoj bazi e prostora C? pripada
1 a
3 e __
matrica [A]¢ = Z 9
vrijednost operatora A. Moze li se A dijagonalizirati? Ako moze, odredite
bazu prostora C? u kojoj je matrica operatora A dijagonalna.

Odredite a ako je poznato da je 0 svojstvena

1 a 1 0
. 1 -1 0 1 . .
78. Za matricu A = 0 010 odredite parametre a i b ako
1 b 0 1

je poznato da je A singularna te da njezine svojstvene vrijednosti imaju
algebarsku kratnost 2.

79. Dokazite da za operatore A, B na konac¢nodimenzionalnom prostoru
V vrijedi 0(AB) = o(BA).

80. Neka su A, B € M,(R) matrice takve da postoji T' € GL(n,C) takva
da vrijedi B = T~'AT. Dokazite da tada postoji i S € GL(n,R) takva da
vrijedi B = S1AS.

81. Neka je A € M, te neka su A\, Ao, ..., A\, € C sve nultocke njezinog
svojstvenog polinoma k4 (dakle, vrijedi ka(A) = (A=A1)(A—=A2)-...-(A=A,)
- uocite da je takav rastav uvijek mogué¢ nad poljem C ¢ak i ako je A realna
matrica). Dokazite da je tada > | A\j = tr(A).

82. Neka je p polinom n-tog stupnja, n € N, s koeficijentima iz polja
F. Pokazite da postoji vektorski prostor V nad F, dimV = n, i operator
A e L(V) takav da je ka = p.
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5.7. Dodatak: odabrane primjene.

U ovoj tocki pokazat ¢emo neke primjene dosad dobivenih rezultata. U tu
svrhu potrebno nam je uvesti pojam konvergencije u prostor M,;. Pokazat
¢e se u iduc¢em poglavlju kako se konvergencija kao i drugi pojmovi mate-
maticke analize prirodno uvode u svaki normiran, pa posebno i unitaran
prostor. U ovom trenutku to nam i nije potrebno; konvergenciju u prostoru
jednostupcanih matrica uvest ¢emo direktno i sasvim neformalno.

Neka su dani niz 3, € My, k € N, te x € M,,. Pisimo

a’f aj

a’§ as
T = . y L= .

afl an

Reéi ¢emo da niz zjp konvergira k vektoru x ako vrijedi limy_, o af = a;, za
svei=1,2,...,n. Drugim rije¢ima, niz x; konvergira k vektoru x $to piSemo
kao limy_ o zx = x, ako za svaki indeks ¢ niz ¢-tih komponenti vektora xj
konvergira k i-toj komponenti vektora x.

Na primjer, ako su ai,ao,...,a, proizvoljni realni brojevi i ako je
S _ -
a
1+ 1
as az
1+4 .
Ty = ] , keN, ixz= ,
an
[ % [ an ]

jasno je da vrijedi limy_,o xx = .

Sli¢no, ako imamo niz realnih brojeva v koji konvergira u 0 onda je jasno
da za svaki vektor x € M, vrijedi limy_,o Yvpx = 0.

Sasvim analogno, po matri¢nim mjestima, definirali bismo i konvergenciju
niza matrica u prostoru M.

Napomena 5.7.1. Pretpostavimo da se operator L € L(Mpy;(R)) moze dija-
gonalizirati. Dakle, postoji baza b = {b1,...,by,} prostora M,1(R) i postoje
skalari Aq,..., A, € R, ne nuzno razliciti, takvi da vrijedi Lb; = \;b; za sve
j=1...,n.

Uzmimo sad proizvoljan z € V i piSimo =z = 2?21 ajb;. Tada je Lx =
> i1 ajAjby, L’z = Py aj)\?bj i, opéenito, L¥z = PR aj)\?bj za svaki
prirodan broj k.

Pretpostavimo sada da smo svojstvene vrijednosti poredali po veli¢ini (to
uvijek mozemo postié¢i prenumeracijom) tako da vrijedi [Ai] > [Ag| > ... >
|An|; uzmimo jos da vrijedi |[A1| > |A\2|. Tada imamo

1 PPN A\ F
—LFx = aqb Z2) byt odan [ 22 b,
/\’f x a11+a2<)\1> o + + « <)\1)
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N
Kako je limg oo (%) = 0 za sve j = 2,3,...,n, zaklju¢ujemo da vri-
jedi limy_ o A—I,CL’“:L' = a1b;. Posebno, za velike k vektori LFz i )\]foqbl su
1

priblizno jednaki (5to ¢emo pisati kao LFz ~ )\’falbl) u smislu da su sve
korespondentne komponente ta dva vektora priblizno jednake.

Napomena 5.7.2. Imamo li matricu A € M,(R), prethodna diskusija se
primjenjuje na operator L. Stovise, dolazimo do istog zakljucka ¢ak i ako
se operator Ly ne moze dijagonalizirati kao operator na My;(R), ali ga
je mogucée dijagonalizirati kao operator shvaden na prostoru M,;(C). U
tom slucaju postoji baza b = {b1,...,b,} prostora M,1(C) i postoje skalari
A1, ..., Ap € C, ne nuzno razliciti, takvi da vrijedi Lab; = Ab; = \;b; za sve
j=1...,n.

Posebno, za svaki x € M,1(R) mozemo pisati x = Y 7| a;b; (samo sto
su sada koeficijenti a; mozda kompleksni brojevi) i opet imamo Lz =
Ax = Y0 ajAbj i (La)fe = AFz = Y77 a;jAFb;. Konatno, ako opet
pretpostavimo da vrijedi [A1] > [A2] > ... > |An] 1 |A1| > |A2|, ponovo
zakljucujemo da je LFz ~ Afaqb;.

Primjer 5.7.3. ([2]) Pretpostavimo da izvjesna vrsta insekata ima sljedeci
zivotni tok: Od ukupnog broja novorodenih njih samo pola dozivi jednu
godinu starosti, a od njih samo treé¢ina dozivi dvije godine starosti. Do
kraja tre¢e godine zivota svi ti insekti umru; medutim, svaki od onih koji je
usao u tre¢u godinu zivota na kraju te godine ostavi Sest potomaka.
Pretpostavimo da promatramo populaciju od 3000 insekata; po 1000
novorodenih, starih jednu godinu te starih dvije godine. Kako ¢e se kre-
tati brojnost ove populacije, ukupno, i po dobnim skupinama?
Tn
Neka vektor | vy, | opisuje brojno stanje po dobnim skupinama (novorodeni,
Zn
stari jednu godinu, stari dvije godine) nakon n godina. Imamo, dakle,

Zo 1000 x 6000 | Z9 2000
yo | =1 1000 |, | y1 | = 500 |, | v2 | = | 3000
20 1000 21 $1000 | 2 £500
Ocito, odavde je
x3 1000 |
y3 | = | 1000
23 1000 |

i brojnost populacije se dalje krec¢e u opisanom trogodisnjem ciklusu.
Sad primijetimo da je, za sve k,

Tl 0 0 6 Tl—1
ye |=] 3 00 Yk—1
2k 0 % 0 Zk—-1
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odakle slijedi

Tk 0 0 671" o
ye | =3 00 Yo
Zk 0 % 0 20
0 0 6
Oznatimo A = % 0 0 Lako se provjeri da vrijedi A% = I &to
0 10
3

objasnjava ponavljanje trogodiSnjeg ciklusa. Korisno je uociti da je svoj-
stveni polinom matrice A jednak A3 — 1 te su sve (kompleksne) svojstvene
vrijednosti po modulu jednake 1.

Zamislimo sada jo$ tri populacije sli¢nih insekata sa slicnim zivotnim to-
kom (svi insekti umru nakon tri godine zivota, a na kraju tre¢e godine ostave
potomstvo) ¢ije prezivljavanje iz godine u godinu je opisano matricama

0 1 3 0 6 24 0 3 6
B=|3 00]|,C=]3% 0 0|,D=|% 00
0 3 0 03 0 0 3 0

I u sva tri ova sluc¢aja (ozna¢imo ih kao b),c),d)) uzet ¢emo da je

20 1000
v | = | 1000
20 1000

U sluc¢aju b) izracuna se da je o(B) = {1,p,p}, gdje je p = %(—1 + ).
Nadalje, svojstveni vektori su

6 6p° 60>
bi=13 1], b= 3p , b3 3p
1 1 1

Sad kao u prethodnom slucaju zaklju¢ujemo da za sve k € N vrijedi

Tk i)

k
ye | =B% | v |,
Zk 20

a kao u napomeni[5.7.4 dobivamo, ako je

)
(1) Yo | = a1by + by + asbs,
20

Z
B* | yo | = aiby + agpfby + azpths.
20
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Kako je |p| < 1, ovdje je 1 najveéa svojstvena vrijednost i vrijedi p* — 0 i
¥ — 0. Zato je

[ Tk [ Zo
lim | ¥ | = lim B Yo | = agby.
k—o00 k—o0
| Rk | 0
[ 0 1000 |
Iz rastava vektora | yo | = | 1000 | u bazi {b1,bs, b3} nade se da je
2 1000 |
a1 = 400. Zato je
T 2400
lim | yr | =400b; = | 1200
Foee 400

Ovaj vektor (tj. grani¢no brojno stanje) se naziva ekvilibrij. Uo¢imo da je
to ujedno i svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost 1.

Slu¢ajevi c) i d) analiziraju se potpuno analogno.

U slucaju c) najveca svojstvena vrijednost je \; = 2. Zato je

L[ | %, %
dm op | vk | = g CT ) v :JE&(“lbl*”zkbﬁ%zk@)’
Zk 20

a odavde je

T i) o0
lim | v, | = lim C* | 3o | = lim 2%a1b; = | oo
k—o0 k—o0 k—o00

Zk 20 o0

Zakljucujemo da ova populacija neogranic¢eno raste.
Konac¢no u slu¢aju d) najveca svojstvena vrijednost je A\; = % Istim
nac¢inom kao gore ovdje dobivamo da je

T o 1 0
lim | vy | = lim D* | yo | = lim gbi=| 0
k—o00 k—o00 k—oo 2

2, 20 0

iz ¢ega zaklju¢ujemo da ¢e ova populacija izumrijeti.

Kao uvod u sljedeéi primjer u kojem kljuénu ulogu igraju svojstveni vek-
tori i svojstvene vrijednosti operatora, odnosno matrica prisjetimo se za-
datka 60: pokazimo da se operator A € L(C™) zadan svojim djelovanjem
na kanonskoj bazi prostora e = {ej,ea,...,e,} prostora C" s Ae; = e,
Aey = e1, Aeg = es, ..., Ae, = e,_1 moze dijagonalizirati. Prvo uo¢imo da
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je i
0
0
. 0
[A]e = :
0
i 1
Sada je i
—-A
0
0
ka(\) = det
0
1

[an}

0
0

—

0
0

[es}

DAMIR BAKIC

0
0

-
0

1
-

Ako svaki redak pomnozimo s A i dodamo onome ispod njega (redom, poSavsi

odozgo) dobivamo

-
—\2
—\3
ka(A) = det
_A.nfl
i 1—-A"
Oznaéimo s w = e%

Ww,j=0,1,...,n— 1.

o O

0
0

—

0
0

0
0

o O

0
0

)

1
0

primitivni n-ti korijen iz 1.

(—1)"(A" —1).

Sada su svi korijeni
karakteristicnog polinoma; dakle, svojstvene vrijednosti su upravo brojevi

Ako sad racunamo svojstvene vektore za svojstvenu vrijednost w’ dobi-

vamo homogeni sustav jednadzbi ¢ija matrica je

oy
0
0

0
1

1

0

0
0

0
1
i

0
0

0
0

0
0
0

i
0

0
0
0

1

—w’ 1
—(w)? 0
—(wi)? 0

(w1 0
| 1— (W)™ 0

0
1
0
0 0
0 0

)

0
0

)

1
0

Kako je 1 — (w?)™ = 0, vidimo da je svojstveni potprostor jednodimenziona-
lan te da mu je baza vektor
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Kako su ag, a1, ..., a,_1 svojstveni vektori pridruzeni razli¢itim svojstvenim
vrijednostima, nezavisni su i stoga tvore bazu prostora C". (Nezavisnost tih
vektora mozemo vidjeti i iz podatka da rang matrice koju ti vektori tvore kao
stupci iznosi n, a to je zato Sto je determinanta te matrice (Vandermonde!)
razlicita od 0). Jasno, u toj bazi operator A se dijagonalizira.

Ovo se poopcuje na sljedeéi nacin.

Primjer 5.7.4. Neka su ci,co,...,c, proizvoljni kompleksni brojevi, ne
nuzno razli¢iti, te neka je

ci €2 ... Cp-1 Cp,

Ch,b C1 ... Cp—2 Cp_-1
C =

Cy C3 ... C2 C1

(svaki redak nastaje ciklickom prermutacijom prethodnog; u i-tom retku
matrice C' broj ¢; se nalazi na i-tom mjestu). .
Neka je 0; proizvoljan n-ti korijen iz 1; u gornjim oznakama 0; = w’ za

neki j =0,1,...,n — 1. Lako se provjeri da vrijedi
1 1
0 R 7
(2) C : = (Cl+020j+...—|—cn9j ) .
1 1
0;‘ 9?

Naime, i-te komponente u lijevoj i desnoj strani u iznose
019;-71 + 0293» + ...+ cn,HlH;“l +Cnigat ...+ cnﬁj.*l*l,
odnosno
(c1+c20+ ...+ Cnﬂgfl)ﬂj»*l,
a lako je ustanoviti da su ta dva izraza jednaka. Dakle,

1

je svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti c¢i +c20;+. . .—l—cnﬁy_l.
Uoc¢imo da je ovaj skup pridruzenih svojstvenih vektora {fi,..., fn} neza-
visan te stoga ¢ini bazu prostora M,;(C) u kojoj se matrica C' (odnosno
operator L¢) dijagonalizira. Naime, ako te vektore svrstamo u stupce ma-
trice, determinanta te matrice (Vandermonde!) je razlicita od 0; stoga je
rang matrice maksimalan, tj. n, a to upravo znaci da su svi stupci linearno
nezavisni.
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Primjer 5.7.5. Evo kako je starogréki matematicar Teon iz Smirne ra¢unao

V2.
Uzmimo xg = yg = 1 izan € N stavimo zp+1 = 2+ 2Yn, Yn+1 = Tn+Yn.
Tada je, za dovoljno veliki n, razlomak z—z priblizno jednak v/2. Na primjer,

dobiva se x5 =99 i y5 = 70, pa je Z—g = 7—2 =1,41428.

Nije tesko vidjeti da niz ;’j—: zaista konvergira k v/2. Prvo uo¢imo da je

Tnt1l \/i Ty + 2Yn — \/ixn - \/iyn

Yn+1 Tn + Yn
(V2= 1)(VEy — )
Tn + Yn
2—1
= \{ V2 — In
w1 Yn
Nadalje, v/2 — 1 < 1, a u svakom koraku je z—: > 1. Zato je }gﬁ < % i sad
iz gornjeg racuna induktivnim argumentom dobivamo da je "
1
Totl <« = |20\l
Yn+1 2" lyo

Da bismo razumjeli pozadinu primijetimo najprije da je

Tntl | _ 1 2 Tn
Yn+1 11 Yn '
1
1 1

R

Sad mozemo pokusati protumagiti i eventualno poopéiti ovu metodu racunanja
vrijednosti v/2.

Ako oznac¢imo K = [ } mozemo zakljuciti da je

Primjer 5.7.6. ([2]) Fiksirajmo pozitivan broj « i prirodni n > 2. Cilj nam
je priblizno odrediti {/z.

Za brojeve ko, k1, ko, . .., kop_o formirajmo matricu
[ kn—l kn k;n—i-l o k2n—3 k?n—2 |
kn—Z kn—l kn o k2n—4 k?n—3
kn-3 kno kn-1 ... kon-s kon_4
K = ) ) ) : €M,
k1 ko ks ... kp_1 kn
| ko k1 ky ... ka2 kno1

Matrica K ima, dakle, na dijagonali konstantnu vrijednost k,,_1, na gornjoj
sporednoj dijagonali k,,, na donjoj sporednoj dijagonali k,,_o i analogno
dalje, redom prema gornjem desnom te prema donjem lijevom uglu.
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Brojeve k; ¢emo izabrati kao jednostavne i sasvim grube aproksimacije
.. . n . l . .
vrijednosti Va7 = x», ali tako da stavimo ky = 1, da uzmemo ky, ks, ..., kn—1
. . ol . .. 1 2 n—1
kao proizvoljne pozitivne aproksimacije za x=»,x=»,...,x » te da nakon
toga stavimo ky1; = xk; za sve j = 0,1,...,n — 2 (dakle, aproksimacija za

ntj . . . .. 1 .. ST
x » mora biti konzistentna s aproksimacijom za zn). Na primjer, zelimo

li izrac¢unati v/3, mozemo uzeti ko =1, ky =1, ko =2, ks =3, ks = 3 i

2 3 3
K=|123
11 2

Ako zelimo izracunati v/5 mogli bismo uzeti kg = 1, k1 = 1, ky = 2, k3 = 4,
ks =05, ks =5, ks = 10 i onda je

4 5 5 10
2 4 5 5
K= 1 2 4 5
1 1 2 4
Teon iz Smirne je birao kg =1, k1 =1, ko =21
1 2
k=[12]
Oznacimo opet s 0,01, . ..,0,—1 sve n-te korijene iz 1; kao i prije, mozemo
re¢i da je 0; = wizaj=0,1,...,n—1, gdje je w = e, Sad tvrdimo da je
za svaki j =0,1,...,n — 1 vektor
ach_lﬁyfl
b = :
1
anj
1

svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti
1 2 n—1 _ (n_
Aj = kot knz w07 4 K1z w072 L koaa w0 Y
matrice K. Naime, i-te komponente u Kb; i A\;b; iznose
n=1 . n=2 i
(3) kn—im n 07 'k ipax w00 2 A hn 2@ 0+ ki 12°6),

odnosno

n

—1- —2 ~=b o (n— =t n—i
(4) (k1 +hna™ 707 12770724 kg gz 7 0 )

Sad se usporedivanjem jednakosti i vidi da su u oba izraza odgova-
rajuci koeficijenti uz potencije 9? jednaki. Provjeru ovdje izostavljamo.

Time smo dosli do n svojstvenih vektora matrice K. Ponovo koristenjem
Vandermondeove determinante lako utvrdujemo da je skup {bg, b1,...,b,—1}
nezavisan pa se K moze dijagonalizirati.
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Sad uocimo da je
Xo = koot 4+ kx4 Enp1zn e+ kop_ox
T e i v TR A
Odavde vidimo da je \g > 1 te dazasve j =1,2,...,n— 1 vrijedi
NI = ket + kg 70 L Rapaa 6 Y
= \kn_l4—k0mﬂiley‘1-+...+—kn_2x%9ﬂ
< Ao
Uzmimo sad proizvoljni a = Z;:ll a;bj € My1. Slijedi

n—1
Ka = Z OéjAjbj € M1
j=1

i, za svaki m € N,
n—1
K™ma = Zaj/\;”bj e M.
j=1
Odavde je

—K = aobo + LT{) + + Ln lb

a =« « v T Qg —1-.

A\ 090 1)\m 1 n—1 IV 1
Kako za sve j =1,2,...,n — 1 vrijedi |>\J| < Ao, zakljuCujemo da je

. 1
lim — K™a = agpby,
m—00 6’1

pa je

K"a =~ )\Enaobo.
Posebno, sve korespondentne komponente ova dva vektora su priblizno jed-
nake. Jer je dijeljenje neprekidno, isto vrijedi i za kvocijente. Kako je

n—1
T n
bO = 1 )
xTrn
1
n—1 n—2 1
komponente vektora Aj'apbg se odnose kao z = :ax n :...:xn :1. Stoga

su i omjeri odgovarajuéih komponenti vektora K™a priblizno jednaki.
Konkretno, ako je n = 4, imamo

8

8

bo =

Ll N [ SR VY

8

—_
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pa ako oznacimo

o
K"a=| 2,
M
Qy
lijedi
(m) (m) (m)
S Rt Sy, S s
4 ay ay

Izvedenu metodu mozemo sada ilustrirati na primjeru odredivanja pri-
blizne vrijednosti v/2 i v/3.
Za odredivanje V2 mozemo uzeti

e[11] (1]

Uz taj izbor matrice K i vektora a dobivamo upravo metodu pribliznog
odredivanja v/2 koju je koristio Teon iz Smirne.
Za odredivanje /3 mozemo birati

2 3 3 1
K=1[1 2 3 ia=1|1
1 1 2 1
Za m = 4 dobivamo
310 447 645 1 1402
K% = | 215 310 447 1| =| 972
149 215 310 1 674

iz prethodne diskusije znamo da se komponente ovog vektora priblizno od-

nose kao 3% : 3% : 1. Imamo dakle

1402 )
% 9 0801187 ~ 35 i
ooy = 2:0801187~ 30 i

972

1
—— = 1,448584 ~ 33.
71 , 44858 33
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6. UNITARNI PROSTORI

Promotrimo prostor V3 klasa orijentiranih duzina u E3, opisan u dodatku
na_> kraju 2. poglavlja. U V3 je kut izmedu netrivijalnih vektora @ [OA]
ib = [@] definiran kao neorijentiran kut £OAB koji pripada segmentu
[0, 7]. Taj kut oznacavamo sunbolom A( d 7)

Po definiciji je, dakle, £ (7 T ) = 4( I ,@). Treba primijetiti da defini-
cija kuta izmedu vektora @i b zahtijeva da za oba vektora najprije nademo
reprezentante s pocetkom u istoj tocki O. Iz definicije ekvivalencije orijen-
tiranih duzina je jasno da kut ne ovisi o izboru tocke O. Uoc¢imo takoder da
su netrivijalni vektori kolinearni ako i samo ako im je kut 0 ili 7, ovisno o
tome jesu li jednake ili suprotne orijentacije.

Sada se, uz ovako uveden pojam kuta, u V3 definira skalarni produkt
-2 V3 x V3 = R na sljedeéi naéin:

7.%:{0, . R ad<oje7—6>1h_b>:6>
& b|cos£(d, b), akoje d b 75

Primijetimo da je skalarni produkt operacija mnozenja vektora u kojoj
je rezultat skalar; otuda i ime. Obicaj je, kao i kod mnozenja brojeva, da
se znak mnozenja izostavlja pa se skalarni produkt vektora @ i b krace

oznacava s @ b . Takoder, umjesto d ad piSemo @2, Uoéimo usput da
je a? = ]E)P. U iduéem teoremu navodimo osnovna svojstva skalarnog

produkta na prostoru V3.

Teorem A. Skalarno mnoZenje na V> ima sljedeéa svojstva:
(1) @2>0,Vd € V3;

(2)%2:0@7:3,

3) (@@)D =a(@D), Va eR VT, b € V3;
(4) ( +?)7:7?+??,v7,7,?ev3,
(5) @b = ba,va, b eV

Dokaz. Sve tvrdnje, osim (4), su o¢ite. Tvrdnja (4) dokazuje se ra¢unom u
kojemu bitnu ulogu igra sljedeé¢a lema.

Lema. Zasve @, b € V3 vrijedi (74—?)2 = 724-?24-27 bi(d—
@24 B2 23D

Dokaz. Akosu @ i b kolinearni, obje tvrdnje su ocite. Pretpostawmo zato
da vektori nisu kolinearni. Ako stavimo @ = [AB] i T = [BC], onda je
T+ =70 = [1@} Uocimo da za kut ¢ kod vrha B u trokutu ABC vrijedi
p=m— (7 b). Sada iz kosmusovog poucka u trokutu ABC doblvamo
(@+ 1) =22 =[PP = [@P + V2 -2/ Plogse = [T+ [V +
2|7|y?ycos(w—¢) @245 242[@)| D | cos £(@, D) = @2+ 5242 b .
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Sliéno se dokazuje i druga tvrdnja. ([

Dokaz tvrdnge (4) iz teorema A. U dokazu ¢emo presutno koristiti komuta-
tivnost skalarnog mnozenja (to je svojstvo (5) iz teorema). Uz to, u rac¢unu

koji slijedi nekoliko puta ¢emo iskoristiti lemu: 4(7—#?)7 = 4?(3—#?) =
(_2)?@(6@3> )2—4?2—(7+_)3>)2: (2?+(7+7))_>2—4?2+(7

b_)>2—272—2 b2=((d+7)+(b +?))2+((6;+7)—( b +?))2_2§2_
202472 =2(d+72)2+2(b+7)2—24d%-202-4C2=4dC+4b ¢
Preostaje podijeliti s 4 poCetni i zavrsni izraz u ovom nizu jednakosti. [

Fiksirajmo sada pravokutni koordinatni sustav u E3 i ozna¢imos i , j , k

vektore ¢iji su reprezentanti, redom, jedini¢ne orljentlrane duzine u smjeru
%
pozitivnih dijelova koordinatnih osi. Znamo da je { ¢ j k } baza pros-

tora V3. (Uo¢imo da ovdje koristimo uobicajeni dogovor prema kojem se s
- 77
, 7, k oznacavaju i vektori i orijentirane duzine koje te vektore reprezen-

tlraJu.)

1z definicije skalarnog produkta je odmah jasno da je ?2 = 72 = ?2 =1
(jer modul sva tri vektora iznosi 1),i ¢ j = j k = k i = 0 (jer su ovi
vektori medusobno okomiti). S obzirom da se inace kaze da je vektor ¢iji
modul iznosi 1 normiran, prethodne jednakosti mozemo kratko rekapitulirati
tako da kazemo kako je skup { ¢, j, k} ortonormiran. Jer je taj skup
ujedno i baza prostora V3, jos se kaze da je rije¢ o ortonormiranoj bazi.

U toj, kanonskoj bazi prostora V3 svaki vektor d ima prikaz oblika
q = a17 + ag? + a;;? gdje su ay,as,a3 € R. Sada je lagano izvesti
formulu za skalarni produkt vektora ukoliko su oba dana svojim zapisom u
kanonskoj bazi. Naime, sve Sto trebamo je pozvati se na distributivnost i
kvaziasocijativnost skalarnog mnozenja (to su svojﬂva (3) i (4) iz teorema

A) i iskoristiti ”tablicu mnozenja” vektora i, j i k.
Teorem B. Neka su vektori 7 7 b dani svojim zapisom u kanonskoj bazi

— — -
pro_s)tomV?’ d =aii —|—a2] +ask i b =byi +baj +bsk. Tada je
ab = a1by + agby + agbs.

1z ovog teorema slijedi vazna nejednakost u skupu realnih brojeva.

Teorem C. (Cauchy-Schwarzova nejednakost.) Neka su (a1, a2, as3) i (b, ba,
bs) proizvoljne uredene trogke realnih brojeva. Tada je |a1by + agby 4+ asbs| <
Val+ a3+ a3/ 4 b3+ b2

— —
Dokaz. Promotrimo vektore @ = ai t —|—a2 J +as k i b = bl 1 +boj
i prlIIllJetlmO da je, zbog | cos | < 1, Voo € R, |arby +agbs +azbs| = | @

|:
— —
1@\ T || cos £(T, )| < ]_>Hb\—\/a1+a2+a3 Vb3 + b3+ b2 O
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Vidimo, dakle, da je vektorski prostor V3 snabdjeven jos jednom ope-
racijom - skalarnim produktom - koja na izvjestan na¢in nadograduje line-
arnu strukturu. Vazno je uociti da je skalarni produkt potpuno uskladen
sa zbrajanjem i mnozenjem skalarima u V3 (to pokazuju svojstva (3) i (4)
iz teorema A), a istodobno nosi i dodatne geometrijske informacije poput
modula (|@| = V@?) ili okomitosti (jer @ L Tedb = ﬁ)

U daljnje detalje svojstava skalarnog mnozenja u prostoru V3 ovdje neé¢emo
ulaziti (a zainteresiranog ¢itatelja upuéujemo na [4] gdje je provedena kom-
pletna diskusija o prostoru V3 i operacijama s vektorima). Umjesto toga,
kao i prije, zeljeli bismo istraziti moguénost uvodenja skalarnog produkta i
u druge, apstraktne vektorske prostore. Kao i u izgradnji opée teorije vek-
torskih prostora, i ovdje ¢emo iskoristiti prostor V3 kao prototip te é¢emo i
u apstraktnom kontekstu nastojati slijediti intuiciju utemeljenu na geome-
trijskoj prirodi skalarnog mnozenja u V3.

6.1. Ortogonalnost.

Skalarno mnozenje u V? izrijekom je definirano u terminima modula i
kuta dvaju vektora. Da bismo uveli skalarni produkt u apstraktan vektor-
ski prostor gdje pojmovi poput modula i kuta nisu a priori definirani, o¢ito
je potrebno promijeniti rakurs: umjesto "kopiranja” definicije, definicionim
uvjetima apstraktnog skalarnog mnozenja ovdje ¢emo proglasiti svojstva ska-
larnog produkta u V3 koja smo utvrdili u teoremu A. U prvom redu treba
primijetiti da je skalarno mnozenje u V? preslikavanje - : V3 x V3 — R;
stoga ¢e skalarni produkt na vektorskom prostoru V nad poljem [F biti pres-
likavanje V x V — .

Definicija 6.1.1. Neka je V' vektorski prostor nad poljem FF. Skalarni pro-

dukt na V je preslikavanje (-,-) : V x V' — F koje ima sljedeéa svojstva:
(1) (x,z) >0, Vz € V;

(2) (x,z) =0« z =0;

(3) 551 + 22, y) = (21, ¥) + (22, 9), V21, 22,4 € V;

(4

(5

/\/\/\/\

) (azx,y) = alz,y), YVa € F,Vx,y € V;
) {z,y) = (y,z), Yo,y € V.

Uoc¢imo prvo obicaj da se u apstraktnim prostorima produkt dvaju vek-
tora x i y oznacava simbolom (z,y) umjesto tradicionalnim z - y. U istom
duhu, i terminologija odstupa od klasi¢ne. Ovdje se svojstva (3) i (4) zovu
aditivnost i homogenost na prvom argumentu (a ne, kao u V3, distributiv-
nost i kvaziasocijativnost).

Sliéno je i s posljednjim svojstvom. Prije svega, treba primijetiti da ska-
larni produkt poprima vrijednosti u polju nad kojim je dani vektorski prostor
izgraden; ako je, dakle, prostor kompleksan, zadnje svojstvo kaze da su ska-
larni umnosci (x,y) i (y, ) medusobno konjugirani kompleksni brojevi. Ako
je pak prostor realan, skalarni umnozak bilo koja dva vektora je realan broj
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pa kompleksno konjugiranje nema efekta i ovo svojstvo u realnim prosto-
rima glasi (x,y) = (y,x). Stoga se u realnim prostorima svojstvo (5) naziva
simetri¢nost, a u kompleksnim prostorima hermitska simetri¢nost.

I u nastavku ¢emo se pridrzavati konvencije primijenjene u iskazu tog
svojstva u prethodnoj definiciji. Bez obzira na to je li prostor realan ili
kompleksan, uvijek kad budemo mijenjali poredak faktora u skalarnom pro-
duktu primijenit ¢emo kompleksno konjugiranje kao da radimo u komplek-
snom prostoru. Time se ne ¢ini greska niti se prejudicira polje: ako je pros-
tor u kojem radimo realan, skalarni produkt je po definiciji realna funkcija i
kompleksno konjugiranje primijenjeno na realan broj (y, x) nema efekta. Na
ovaj nacin ¢emo sve naSe tvrdnje iskazivati i dokazivati, gdje god to bude
moguce, istovremeno i za realne i za kompleksne vektorske prostore.

Napomena 6.1.2. (a) Ocito, svojstva (3) i (4) iz definicije skalarnog produkta
povlage (a1 + aaxe,y) = a1(x1,y) + ao(ze, y), Yai,as € F,Vay, xe,y € V.
Indukcijom se sada lako dokazuje da vrijedii (31 | i, y) = > iy cil@i, y),
Vn € N,Va; € F,Vx;,y € V. Kaze se zato da je skalarno mnozenje linearno
u prvom argumentu.

(b) Svojstva (3) i (4), a takoder i prethodna opaska, reflektiraju se i
na drugi argument preko svojstva (5). Ocito vrijedi (x,y1 + y2) = (x,y1) +
<337y2>7 Vo, y1,y2 €V, (a:,ay) = a<$7y>7 Va e F,Vr,y e Vi <$7 E?:l a2y7,> =
Yo alw,y), Vn € N\Va; € F,Vz,y; € V. Kako skalari s drugog argu-
menta izlaze kompleksno konjugirani, kaze se da je skalarno mnozenje anti-
linearno u drugom argumentu. Naravno, ako je prostor V realan, skalarni
produkt je linearan u obje varijable.

(c) (x,0) = (z,y —y) = (z,y) — (z,y) = 0, Vz € V. Jasno je da vrijedi i
(0,y) =0,Vy € V.

(d) Uocimo da i u kompleksnom slucaju, premda su vrijednosti skalarnog
produkta opéenito kompleksni brojevi, uvjet (1) iz definicije zahtijeva da
produkt (z,x) bude realan, ¢ak ne-negativan, za sve vektore x.

Definicija 6.1.3. Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt
zove se unitaran prostor.

Primjer 6.1.4. 1. V3 je unitaran prostor.

2. U R™ skalarni produkt je definiran s ((z1,...,%n), (Y1,---,Yn)) =
> 2y Ova formula kojom je zadan skalarni produkt u R™ zapravo
je inspirirana prethodnim teoremom B.

3. U C™ skalarni produkt je definiran s ((z1,...,Zn), (Y1,---,Yn)) =
> i1 TiTi-

4. Skalarni produkt na prostoru jednostupc¢anih matrica uvodi se ana-
logno: za x = [x;],y = [y;] € My definira se (z,y) = > | = 27;.

5. U M, (F) skalarni produkt je definiran s (A, B) = tr(B*A), pri ¢emu
je matrica B* hermitski adjungirana matrici B. Podsjetimo se da se za kom-
pleksnu matricu B = [b;;] € My, (C) definira B* = [z4;] € My (C), x5 =



176 DAMIR BAKIC

bj;. Primijetimo i ovdje da se za realne matrice hermitsko adjungiranje svodi
na transponiranje: ako je B € M,,(R) onda je B* = B!.

6. U R? definirajmo {(z1, z2), (y1,y2)) = 32191 +422y2. Lako je pokazati
da je ovo preslikavanje skalarni produkt. Ovdje nije bitno n = 2, i nisu
bitni faktori 3 i 4. Jasno je da analogne primjere imamo i u R™ s bilo kojim
izborom strogo pozitivnih koeficijenata. Primjer pokazuje da nije sasvim
korektno govoriti o unitarnom prostoru V jer na istom prostoru moze biti
(i uvijek imal) vise razlicitih skalarnih produkata. Ipak, mi éemo govoriti o
unitarnim prostorima F"™ i M,,(F), a kad god tako ¢inimo podrazumijevamo
standardne skalarne produkte na tim prostorima opisane u prethodnim pri-
mjerima 2, 3, 41 5.

7. U prostoru realnih polinoma ¢iji stupanje je manji ili jednak n, P, (R),
skalarni produkt je definiran s (p, q) = fol p(t)q(t)dt. T ovdje postoje druge
mogucénosti; na primjer, (p,q) = f_llp(t)q(t)dt je jo$ jedan skalarni produkt
na istom prostoru.

8. U C([0,1]) jedan skalarni produkt je definiran formulom (f,g) =
fol f(t)g(t)dt. Ovaj nam primjer neée trebati u daljnjim razmatranjima
jer promatramo samo konacnodimenzionalne prostore, no istaknimo da je
skalarni produkt jednako vazan koncept i u prouc¢avanju beskona¢nodimen-
zionalnih prostora.

U svim izlozenim primjerima lako se utvrduje da navedena preslikavanja
zaista zadovoljavaju svojstva skalarnog produkta iz definicije pa je
provjera ostavljena za vjezbu (zadatak 1).

Vidjeli smo u teoremu C, razmatraju¢i na poc¢etku ovog poglavlja skalarni
produkt na V3, da vrijedi Cauchy-Schwarzova nejednakost. To je bila ne-
posredna posljedica definicije i ¢injenice da za svaki ¢ vrijedi | cosp| < 1.
Zanimljivo je da ista nejednakost vrijedi i opcenito.

Teorem 6.1.5. (Cauchy-Schwarzova nejednakost.) Neka je V unitaran
prostor. Tada je |(x,y)|? < (x,2){y,y) 2a sve z,y iz V. Jednakost vrijedi
ako i samo ako su vektori x iy linearno zavisni.

Dokaz. Primijetimo da nismo specificirali polje. U dokazu éemo postupiti
kako je navedeno u komentaru iza definicije skalarnog produkta. Operirat
¢emo sa skalarnim produktom kao da je antilinearan na drugom argumentu,
tj. kao da je prostor kompleksan. Ako se zapravo radi o realnom slucaju,
time ne ¢inimo pogresku jer se kompleksno konjugiranje koje se u ra¢unu
pojavljuje odnosi na realne skalare pa ni nema efekta.

Ako je x = 0 ili y = 0, nema se §to dokazivati. Uzmimo zato da su x i y
netrivijalni vektori. Neka je A bilo koji skalar. Tada je

0 < (z—Ay,x—Ay) = (z,2) — My, z) — Mz, y) + Ay, ).

(2,9)

Uvrstimo sada A = ﬁ - to smijemo jer y # 0, pa zato i (y,y) # 0:
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(z,9) () — <y,:v>< > (z,y) (y,z) )

(yoy) ™ (yoy) (W) (y,y) 7770
Nejednakost ima smisla unato¢ tomu Sto je skalarni produkt na kompleks-
nom prostoru kompleksna funkcija. To je direktna posljedica prvog uvjeta
iz definicije skalarnog produkta. Nadalje, uo¢imo da se zadnja dva izraza
dokidaju. Kad jos pomnozimo nejednakost s (y,y), dobivamo

0 < (z,z)(y,y) — (=, y)(y, 2),

0<{(z,x)—

odnosno
(&, 9)* = (2, y){y,2) < (z,2){y,y).
Ako je y = ax za neki skalar «, ocito se dobije jednakost. Ako vrijedi
jednakost, onda upravo provedeni racun pokazuje da je y = Ax. O

Nejednakost koju smo upravo dokazali je korisna tehnicka pomoé pri
racunanju u unitarnim prostorima. No, na konceptualnom nivou, njezine
posljedice su puno dublje. Da to objasnimo, podsjetimo se da za sve v eV
vrijedi |7\2 = 2. To nas navodi na ideju da, poopc¢ujuéi ovu formulu, i u
apstraktnom vektorskom prostoru uvedemo koncept modula, odnosno ”du-
ljine” vektora. Naravno, pritom se nadamo da ¢e i ovaj apstraktno uveden
pojam duljine imati neka razumna svojstva koja intuitivno o¢ekujemo kad
razmisljamo u duljini. To je zaista tako i u tom se kontekstu prethodno
dokazana nejednakost pokazuje vaznom.

Definicija 6.1.6. Neka je V unitaran prostor. Norma na V je funkcija

|- || : V— R definirana s ||z| = \/{(z, x).

Prvo uoc¢imo da je norma dobro definirana jer je u svakom unitarnom
prostoru, realnom ili kompleksnom, (z,x) > 0. Dalje, uz pomoé¢ norme,
Cauchy-Schwarzovu nejednakost mozemo pisati u obliku [(z,y)| < ||z/||y]l-
Normu nekog vektora iz unitarnog prostora zamisljat ¢emo kao duljinu tog
vektora. Da je to razumno, pokazuje sljede¢a propozicija.

Propozicija 6.1.7. Norma na unitarnom prostoru V ima sljedeca svojstva:
(1) ||z|| > 0,Vz € V;
(2) [zl =0 & = =0;
(3) o]l = |af||z[], Voo € F, Ve € V;
4) Nz +yll < ll=ll + [lyl, Vz,y € V.

Dokaz. Jedino netrivijalno svojstvo je (4) koje se inac¢e naziva nejednakost
trokuta. No, ta se nejednakost dokazuje direktnom primjenom teorema
lz +ylI* = (z +y.2 +y) = (,2) + (2,9) + (y,2) + (y,9) = (z,2) +
(Y, y) + 2Re (z,y) < (z,2) + (y,y) + 2z, 9)| < (@, 2) + (v, 9) + 2|zl [lyl| =
(Nl + Ity 1> O

Uoc¢imo da je norma koja potjece od standardnog skalarnog produkta
na F" dana formulom ||(z1,...,2,)|| = />y |2i|?>. Ova se norma zove
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euklidska . Analogna je formula za normu izvedenu iz standardnog skalarnog
produkta na M,.
Na prostoru matrica M,,, sa standardnim skalarnim produktom (vidite

5 u primjeru|6.1.4) norma je dana formulom [|[a;;]|| = \/Z:il > it il

Ova se norma zove Frobeniusova .

Napomena 6.1.8. (a) Norma na svakom unitarnom prostoru V' zadovoljava
tzv. relaciju paralelograma: |z +y|?+ ||z —y|? = 2||z||* +2||y||?, Vz,y € V.
Ova jednakost je izravna posljedica definicije norme i skalarnog produkta.
Interpretacija i opravdanje naziva ove jednakosti o¢iti su u unitarnom pros-
toru V3 gdje se zbrajanje izvodi po zakonu paralelograma pa su stoga
|7 + Y| i]| 7 — ¥| duljine dijagonala paralelograma razapetog vektorima

i

(b) Svaka funkcija na vektorskom prostoru sa svojstvima iz propozicije
6.1.7 naziva se norma. U nasoj situaciji norma je zadana prirodno (kao i
u V?), iz skalarnog produkta. Kad god imamo normu || - || na vektorskom
prostoru V', smisleno je definirati i preslikavanje d : V x V — R formu-
lom d(z,y) = ||z — y||. Sad se vidi da je prirodno ovakvo preslikavanje
shvacati kao razdaljinsku funkciju ili metriku na V, tj. kao funkciju koja
mjeri udaljenost elemenata z i y. Zaista, d(z,y) ima sva razumna svojstva
koja intuitivno oc¢ekujemo. Vrijedi, naime,

(1) d(z,y) >0, Va,y € V;
(2) d(z,y) =0z =y;

(3) d(z,y) = d(y,z), Vo,y € V;
(4) d(z,y) < d(z,z) +d(z,y), Vr,y,z € V.
Sva navedena svojstva slijede direktno iz svojstava norme pomocu koje je
nasa metrika definirana. U drugu ruku, sva uoCena svojstva metrike su
logi¢na i ocekivana, pa u tom smislu daju uporiste nasem razumijevanju ove
funkcije kao mjere udaljenosti elemenata prostora V.

Razmatranja koja se temelje na prisutnosti metrike prelaze okvir ovog
udzbenika. No, istaknimo jo§ jednom da skalarni produkt prirodno omogu-
¢uje (na prethodno opisan naé¢in) uvodenje metrike u svaki unitaran prostor.

Napomena 6.1.9. Korisno je zabiljeziti i sljede¢u direktnu posljedicu defini-
cije skalarnog produkta. Vidjeli smo kako se pomoéu skalarnog produkta
u proizvoljnom unitarnom prostoru V definira norma. Zanimljivo je da se
skalarni produkt u V moze rekonstruirati iz tako uvedene norme. Naime, za
sve z,y iz V vrijedi sljedeéa polarizacijska formula:

1 1
ako je prostor realan, odnosno

1 1 i . i 4 .
(z,y) = Z(w+y,w+y>—Z<w—y7x—y>+Z<x+zy,w+2y>—Z<$—2y,x—zy>



LINEARNA ALGEBRA 179

ako je prostor kompleksan. U oba slucaja formule slijede izravno iz defini-
cionih svojstava skalarnog produkta pa verifikaciju prepustamo citatelju.

Definicija 6.1.10. Neka je V unitaran prostor. Kaze se da je vektor z € V
normiran ako je ||z|| = 1.

Normirani vektori su, dakle, vektori jedini¢ne duljine. U tom smislu se
Cesto umjesto normiran kaze jedini¢ni vektor. Primijetimo da je za svaki
x # 0, vektor mx normiran.

Sliéno kao Sto smo u apstraktan unitaran prostor uveli pojam duljine
vektora, mozemo uvesti i pojam okomitosti. Sjetimo se da je u V3 skalarni
produkt dvaju vektora jednak O ako i samo ako su ti vektori okomiti. To
izravno motivira sljedeé¢u definiciju.

Definicija 6.1.11. Neka je V unitaran prostor. Kaze se da su vektori z,y
iz V' medusobno okomiti ili ortogonalni (oznaka: = L y) ako je (z,y) = 0.

Konacan skup vektora {eq,...,e;} je ortogonalan ako je e; L ej, Vi # j.
Skup {ei,...,ex} je ortonormiran ako je ortogonalan i ako je ||e;|| = 1, Vi =
1,...,k.

Analogno se definira pojam ortogonalnosti za beskonacne podskupove
unitarnih prostora. No ubrzo éemo vidjeti da su u kona¢nodimenzionalnim
prostorima ortogonalni skupovi nuzno konacni.

Uocimo da je 0 L z, Vo € V - to smo konstatirali u napomeni[6.1.9(c). U
tom smislu ortogonalan skup moze sadrzavati i nulvektor. Drugacije je kad
je skup ortonormiran: u njemu su svi vektori netrivijalni jer su jedini¢ne
duljine.

Cinjenicu da je skup {e1,..., e} ortonormiran mozemo elegantno zapisati
kao (e;,ej) = 05, Vi,j =1,...,k, pri ¢emu je ¢;; Kroneckerov simbol.

U prostoru V3 su netrivijalni vektori koji su medusobno ortogonalni evi-
dentno linearno nezavisni. Zeljeli bismo da koncept ortogonalnosti koji smo
upravo uveli i u apstraktne unitarne prostore takoder ima takvo svojstvo.
Iduca propozicija nam kaze da je zaista tako.

Propozicija 6.1.12. Neka je V' unitaran prostor. Svaki ortogonalan skup
{e1,...,ex} TV, k € N, ¢iji su svi ¢lanovi netrivijalni vektori je linearno
nezavisan. Posebno, svaki ortonormiran skup je linearno nezavisan.

Dokaz. Neka je Zle aje; = 0. Nakon skalarnog mnozZenja s e; i primjene
napomene[6.1.9(a) dobivamo a;(e;, e;) = 0. Kako je e; # 0, smijemo dijeliti
s (ej,e;), pa izlazi oj = 0. O
Definicija 6.1.13. Ortonormiran skup {ej,es,...,e,} u unitarnom pros-
toru V' je ortonormirana baza ako je taj skup ujedno i baza za V.

Ortonormiran skup {ej,ea,...,e,} ¢e biti ortonormirana baza unitarnog
prostora V ¢im je taj skup ujedno i sustav izvodnica za V; to je ocita
posljedica prethodne propozicije.
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Lako je ustanoviti da je u unitarnim prostorima V3 i R” najjednostavnije
operirati s ortonormiranim bazama. Primijetimo usput da je kanonska baza
{4, 3, k} prostora V3 ortonormirana te da je ortonormirana i kanonska
baza {ei,...,en} u prostoru R"” (i u C"). Pokazimo da su ortonormirane
baze vrlo korisne u svakom unitarnom prostoru.

Napomena 6.1.14. Neka je skup {ei,...,e,} ortonormirana baza unitarnog
prostora V. Svaki vektor iz V dopusta jedinstven prikaz u obliku x =
2?21 «a;e;. No sada, za razliku od obi¢ne baze u nekom obi¢nom vektorskom
prostoru, ortonormirana baza ”dopusta” da koeficijente vektora x jedno-
stavno i prirodno odredimo: skalarnim mnozenjem prethodne jednakosti s
e; odmah dobivamo «; = (z,e;) za sve j = 1,2,...,n. Vrijedi, dakle,
n
x = Z(:L‘,eﬁei, Vo e V.
i=1
Osim toga, i skalarni produkt dvaju vektora mozemo jednostavno izrazi-
ti pomoc¢u njihovih komponenti u bilo kojoj ortonormirnoj bazi. Zaista,
ako je {e1,...,ey} ortonormirana baza za V, onda za x,y € V imamo

(m,y) = i (m ei)en D21 (y,e5)e5) = o D51 (w &) (y, €5)(ei, e5) =
Doic1 2gor(@sei)(es y)oig = DL (@, i) (e ).

Podsjetimo se da se u opéem vektorskom prostoru nalazenje prikaza ne-
kog vektora u danoj bazi svodi na rjeSavanje jednog Cramerovog sustava
jednadzbi. U tom svjetlu, prethodna napomena pokazuje kako u unitarnom
prostoru prisutnost ortonormirane baze znatno olaksava rac¢un. To je dovo-
ljan razlog da se posvetimo pitanju egzistencije ortonormirane baze u opéim
unitarnim prostorima.

Sljedeéi teorem osigurat ¢e egzistenciju ortonormirane baze u svakom
kona¢nodimenzionalnom prostoru. No vidjet ¢emo kasnije da su njegove
posljedice i dublje.

Teorem 6.1.15. (Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije.) Neka je dan
linearno nezavisan skup {x1,...,zr}, k € N, uw unitarnom prostoru V. Tada
postoji ortonormiran skup {ei,...,ex} u V takav da je [{e1,...,e;}] =
[{xl,...,:pj}], Vj = 1,...,]{.

Dokaz. Konstrukciju skupa {eq, ..., e} provodimo induktivno. Baza induk-
cije je lagana: stavi se e; = mxl Sto je dobro definirano jer je x1 # 0.
Ocito su e i x1 kolinearni pa razapinju isti potprostor.

Pretpostavimo sada da je naden ortonormiran skup {ei,...,e;} takav da
je {e1,...,ej}] = [{z1,...,x;}] i konstruirajmo e;1.

Najprije uvedimo pomoé¢ni vektor: fji1 = xj41— Y 11 (xj+1,€;)€i. Prvo,
izravno iz definicije okomitosti vidi se da je fj11 L e;, Vi =1,...,7. Drugo,
vrijedi i [{e1,...,ej, fi+1}] = {z1,...,2j,zj41}]. Da se u ovo uvjerimo,
dovoljno je utvrditi da generatori s jedne strane jednakosti pripadaju pot-
prostoru s druge strane, i obratno. Sada je ei,...,e; € [{z1,...,2,2j41}]
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po pretpostavci indukcije, a fjy1 € [{x1,...,2;,2j41}] po definiciji vek-
tora fj11. Obratno je takoder jasno (i argumenti su isti); uoc¢imo da je
Tjg1 = fia1 + 2o (T, €)es.

Sada je jasno da skup {e1,...,e;, fj+1} ima gotovo sva trazena svojstva;
tek ne znamo kolika je norma vektora f;11. No, lako je zakljuciti da, za svaki
skalar A # 0, i vektor A fj11 moze posluziti umjesto fj41. Naime, (fj11,€;) =
0 = <)\fj+1, €i> =0,Ve = 1,...,7, a iz jednakosti [{61, ceey €5, fj+1}] =

{z1,...,2j,xj11}] dobivamo i [{e1,...,ej, A\fjx1}] = [{z1,...,2j,xj41}] za
svaki skalar A # 0.

Preostaje uzeti A = || fj+1]|7!, tj. definirati ej1; = mfj-t,-l- Jedini

J

problem moze nastati ako je fjy1 = 0 jer tada je i | fj+1]] = 0, i s tim
brojem ne smijemo dijeliti. Medutim, to je nemoguée! Naime, fj;1 = 0 bi
znacilo da je zj11 = Y I_(zjs1, €€ € [{er,...,e; ] = [{z1,...,2;}], a to
se kosi s nezavisnoséu polaznog skupa {z1,...,z;}. O

Napomena 6.1.16. Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije je zapravo
ime dokaza, odnosno konstrukcije, a ne tvrdnje teorema.

Instruktivno je promisliti kako dokaz funkcionira u V3 (iako se tamo ovaj
postupak moze sastojati od najvise tri koraka). Zapravo se radi o tome
da u svakom koraku od vektora x;;1 oduzimamo njegovu ortogonalnu pro-
jekciju na sve do tada uzete smjerove. Upravo tako konstrukcija tece i na
apstraktnoj razini, u Sto ¢emo se uvjeriti u napomeni

Korolar 6.1.17. Svaki konacénodimenzionalan unitaran prostor ima orto-
normirany bazu.

Dokaz. Uzmimo bazu {by, ..., by} prostora V i primijenimo Gram-Schmidtov
postupak. Kako dobiveni ortonormirani skup {ei,...,e,} uz ostalo zado-
voljava 1 [{e1,...,en}] = [{b1,...,bn}], taj je skup i sustav izvodnica za
V. O

Primjer 6.1.18. Ortonormirajmo nezavisan skup {x1, z2, 3} u R3 pri éemu
jex1 =(2,1,2),z9 = (3,3,0), 23 = (9,3, 3). Slijedimo dokaz teorema|6.1.15
Prvo imamo e; = mxl = %(2,1,2). Dalje, fo = x9 — (x2,€1)e1 = a2 —
é<$2,1‘1>$1 = (373?0) - %(2¢1>2) = (37370) - (27172) = (1a27 _2) pa je
ey = mfz = %(1,2, —2). Konacno, f3 = x3 — (r3,e1)e; — (x3,e2)ea = x3 —
é<$3,$1>$1 - %<x37f2>f2 = (9737 3) - %(27 172) - %(1727 _2) = (27 _27_1)
pa je es = %(2, —-2-1).

Definicija 6.1.19. Neka je V unitaran prostor i M potprostor od V. Orto-
gonalni komplement potprostora M je M+ = {r eV :(x,v)=0,VYve M}

Po definiciji je M samo podskup od V pa je naziv ortogonalni komple-
ment prejudiciran (i bit ée opravdan tek teoremom. Za sada mozemo
primijetiti da je uvijek 0 € M pa je, dakle, uvijek M+ # (. Takoder je
odmah jasno da vrijedi V+ = {0} i {0} = V.
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Propozicija 6.1.20. Neka je V' unitaran prostor i M potprostor od V.
Ortogonalni komplement potprostora M je takoder potprostor od V.

Dokaz. Za o, 3 € Fiz,y € M+, te proizvoljan v € M, imamo (ax+ By, v) =
alz,v) + Bly,v) = 0; dakle, ax + By € M+.

Teorem 6.1.21. Neka je V' konacnodimenzionalan unitaran prostor i M
potprostor od V. Tada je M+ (jedan) direktan komplement od M u V.

Dokaz. Uzmimo da je M netrivijalan potprostor jer je u slucajevima M =
{0} i M =V tvrdnja trivijalna. Neka je {b1,...,b;} baza za M. Prosirimo
je do baze {b1,...,bg, bxy1,...,bn} za V i provedimo Gram-Schmidtov pos-
tupak ortogonalizacije. Neka je {e1,...,ek,€x+1,-..,en} rezultirajuéa baza
prostora V.

Kako je svojstvo Gram-Schmidtova postupka [{e1,...e;}] = [{b1,...b;}],
Vj =1,...,n, odmah zakljucujemo da je {ey,...ex} ortonormirana baza za
M. Sad tvrdimo da je [{egy1,...,en}] = M*.

Najprije, e; € M* za sve j > k + 1 jer je svaki takav ej okomit na
bazu za M, pa stoga i na ¢itav M. Kako je ML potprostor te stoga sadrzi
sve linearne kombinacije svojih elemenata, slijedi [{exi1,...,en}] € M* .
Obratno, uzmimo x € M= i napisimo ga u obliku x = Y (z,¢;)e; (ko-
eficijente u prikazu vektora u ortonormiranoj bazi izra¢unali smo u napo-
meni |6.1.14). Kako je x € M*, imamo (x,e;) = 0,Vi = 1,...,k, pa je
T =2 k(T ei)ei.

Ovime smo pokazali da je zaista M+ = [{e11,...en}]. To odmah povlaci
dim M+ =n—k =dimV —dim M. Kako je ve¢ iz definicije oc¢ito da vrijedi
i M N M+ = {0}, zakljuéujemo V = M + M. O

Napomena 6.1.22. (a) Vazno je primijetiti da prethodni dokaz daje algoritam
za efektivno nalazenje ortogonalnog komplementa.

(b) Obi¢no pisemo V = M & M+. Kako je M+ jednozna¢no definiran
(za razliku od obi¢noga direktnog komplementa), ovdje je smislena oznaka
M+ =VeoM.

(c) Prethodni dokaz pokazuje da vrijedi (M1)+ = M. Takoder vrijedi
(L+M)r=LtnMti(LnM)*t =L+ + Mt

Napomena 6.1.23. Zadrzimo oznake iz dokaza teorema Neka je P €
L(V) projektor na M u smjeru potprostora M L uveden u primjeru .
U ovoj situaciji se kaze da je P ortogonalni projektor na M. Podsjetimo
se da je P definiran s Pr = a ako vektoru z € V pripada rastav ¢ =
a+b,a € M,bc M*. Ocito je iz dokaza teorema|6.1.21; ako je {e1,...,ex}
ortonormirana baza potprostora M, onda je Px =) " (x,e;)e;, Vo € V.
Podsjetimo se sada koraka indukcije u dokazu Gram-Schmidtova teorema.
Uz pretpostavku da su vektori eq,...,e; ve¢ konstruirani, definirali smo
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pomoéni vektor fjy1 = zj41 — Y i—1(Tj+1,€i)e;. Sad upravo izvedena for-
mula za djelovanje ortogonalnog projektora pokazuje da ovdje zaista od vek-
tora x ;41 oduzimamo njegovu ortogonalnu projekciju na potprostor {e, ..., e;},
koji je generiran prethodno konstruiranim vektorima eq,...,e;.

Gram-Schmidtov teorem ima jos jednu vaznu posljedicu: to je tzv. QR
faktorizacija (dekompozicija) matrica koja je vrlo korisna u primjenama.
Radi jednostavnosti ovdje ¢emo se ograniciti na realne matrice.

Podsjetimo se da za svaku matricu A € M,,,(R) prirodno vezemo line-
aran operator L4 : M,1(R) — M,,1(R), Lyz = Axz. Primijetimo da je
potprostor Ker Ly < M,1(R) zapravo prostor rjeSenja homogenog sustava
Az = 0. Prisjetimo se i da je M,i(R) unitaran prostor: skalarni produkt
jednostup¢anih matrica x = [z;] 1 y = [y;] dan je s ([z;], [yi]) = D1y i

ail o Q1p
a1 o Qop

Neka je A = . . € M (R). Oznac¢imo stupce matrice

aAml .- Qmn
Asai,...,ay.

Pretpostavimo da je skup {aq,...,a,} linearno nezavisan, tj. da vrijedi
r(A) = n. Podvrgnimo taj skup Gram-Schmidtovu postupku ortogonali-
zacije. Dobiveni ortonormirani skup oznacimo s {e1,...,e,} i pisimo e; =

€1j

€2;

,j=1,...,n. Vrijedi, dakle,

emj

(1) <6]‘,€l> = Zeijeil = 5ﬂ, Vj,l = 1, .. .,k.
=1

Osim toga, zbog [{a1,...,a;}] = [{e1,...,e;}], Vi =1,...,n, postoje realni
brojevi r;; takvi da vrijedi

ay = Tiel
az = Ti2€1 + T22€2
a3 = Tizer + Tozea + T3zes
(2)
a; = Trijer + rjez + +  7j€;
anp = Tik€1 + Toge2 + +  Thnén.

Sjetimo se i da Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije pokazuje da je
rjj >0zasve j=1,...,n.
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Uvedimo sada matrice

€11 e €1n rM1 Tr12 ... Tin
€21 N ) . 0 T2 ... Top

o= | eMu(R) i R=| . € Mn(R)
eml --- Emn 0 0 ... 7Thn

Uuocimo da su stupci matrice Q vektori e; dok su koeficijenti r;; matrice R
definirani relacijama ; kako su svi r;; pozitivni, R je regularna.
Sad tvrdimo da vrijedi

(3) A=QR.

Ocito je ekvivalentno s ag; = > i eqirij, Vs =1,....m,Vj=1,...,n.
Kako je matrica R gornjetrokutasta, ova se jednakost svodi na
J
Qgj = E €siTij = T1j€s1 T T2j€52 + ... + T'jj€sj,
=1

a ova jednakost je upravo s-ta komponenta j-te jednakosti iz ([2)).

Jednakost se naziva QR dekompozicija matrice A. Uoc¢imo da stupci
matrice () razapinju isti potprostor kao i stupci matrice A. Nadalje, vrijedi
Q'Q = I € M,(R) - to je, naime, upravo relacija . Uocimo takoder da
vrijedi Ker L4 = Ker Lg; tj. homogeni sustavi linearnih jednadzbi Az =0 i
Rz = 0 imaju isti prostor rjesenja. Zaista, ako je Rx = 0, onda je pogotovo
QRx =0, tj. Ax = 0. Obratno, ako vrijedi Ax = 0, onda, jer je A = QR,
mnozenjem s lijeva s Q! dobivamo Q'QRx = Rz = 0.

Nadalje, za 1 < j < n, iz odmah dobivamo QQ'e; = e;. S druge
strane, ako uzmemo x L [{a1,...,an}] = [{e1,...,en}], onda = L e, Vj =
1,...,n povlaci Q'z = 0, pa je zato i QQ'xz = 0. Odavde slijedi da je
Lggt = P gdje je P ortogonalni projektor na potprostor Im Lg = Im Lg =

{a1,...,an}] = [{e1,...,en}].

QR dekompozicija je korisna pri rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi.
Zamislimo sustav Az = b gdje je b € My,1(R) i promotrimo QR dekom-
poziciju matrice A. Sad dani sustav mozemo pisati kao QRx = b. Pisimo
Rz = y i promotrimo pomoéni sustav Qy = b. Taj je trivijalno rjesiv; naime,
mnozenjem s Q! dobivamo y = Q. Sad preostaje pronaéi sve z za koje vri-
jedi Rx =y, tj. Rz = Q'b. Taj sustav je lako rijesiti jer je matrica sustava R
trokutasta. U ovom slucaju rjeSenje je jedinstveno jer je dimenzija prostora
rjeSenja pridruzenog homogenog sustava jednaka 0 (broj nepoznanica je n,
a pretpostavili smo da rang matrice sustava takoder iznosi n).

Prethodnu diskusiju mozemo rekapitulirati na sljedeéi nacin:

Teorem 6.1.24. Neka je A € Mpyn(R) te neka vrijedi r(A) = n. Po-
stoje matrice Q € My, (R) ¢iji su stupci ortonormirani i gornjetrokutasta
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R € M,(R) s pozitivnim dijagonalnim elementima takve da vrijedi A = QR.
Pritom, stupci matrice Q ¢ine ortonormiranu bazu za ImLy, Q'Q =1 €
My, (R), a Lot je ortogonalni projektor na Im L 4.

Opéenito, matrica A moze dozvoljavati vise faktorizacija oblika A =
QR gdje su stupci matrice () ortogonalni, a matrica R gornjetrokutasta.
Medutim, uz zahtjev da su dijagonalni elementi u R pozitivni (a takav ras-
tav je, kako pokazuje prethodni teorem, mogué) faktorizacija ovog tipa je
jedinstvena.

Propozicija 6.1.25. Neka je A € M,,,(R) te neka vrijedi r(A) = n. Ma-
trice Q i R sa svojstvima

(a) Stupci matrice Q € My (R) su ortonormirani vektori u My (R),
(b) R € M,(R) je gornjetrokutasta s pozitivnim elementima na dijago-
nali,

(c) A=CQR,

su jedinstvene.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi
(4) A=0Q1R; = Q2R

pri ¢emu matrice ()1, Ry, odnosno @2, Ry zadovoljavaju i gornja svojstva (a)
i(b).

Prvo uoc¢imo da su matrice Ry i Ry regularne. Nadalje, kako je Q5Q2 =
I € M,(R), pomnozimo li drugu jednakost u s lijeva s Q% i s desna s
Rl_1 dobivamo

(5) QLQ1 = RoR; .

Veé prilikom diskusije LU dekompozicije ustanovili smo da je inverz regu-
larne gornjetrokutaste matrice takoder gornjetrokutasta, kao i da je produkt
dviju gornjetrokutastih matrica takoder gornjetrokutasta; zbog toga je ma-
trica u gornjetrokutasta. Medutim, analogno iz dobivamo i

(6) QiQ2 = RiR; ",

a onda istim rezoniranjem zaklju¢ujemo da je i matrica u @ gornjetroku-
tasta. Zbog toga je transponirana matrica (Q!Q2)! = Q4Q1 donjetroku-
tasta. Medutim, to je matrica iz (b)) za koju znamo da je gornjetrokutasta.
Zato je ta matrica zapravo dijagonalna. Mozemo, dakle @ pisati kao

(7) QiQs = RiR;' =D,

gdje je D € M, (R) dijagonalna matrica. Sad iz nakon mnozenja s R2_1
slijedi
Q2= 1D,

a odavde je

I=Q5Qs = (Q1D)"(@1D) = DQ{Q1D = D?
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Sto znaci da su svi dijagonalni elementi matrice D jednaki 1ili —1. Konacno,
iz dobivamo i
DR = R,.

Kako su po pretpostavci svi dijagonalni elementi i u R; i u Ry pozitivni,
slijedi da svi dijagonalni elementi u D moraju biti jednaki 1. Zato je D =1
iRl :RQ, aodavdeiQ1 :QQ. O

Sad smo u prilici pokazati kako se Gram-Schmidtov postupak efektivno
moze provesti na jos jedan nacin. Radi se, naime o tome da je do vektora
¢iju konstrukciju daje Gram-Schmidtov teorem moguce doéi i elementarnim
transformacijama sli¢cno kao $to se i inverz matrice moze izrac¢unati Gauss-
Jordanovim transformacijama. Diskusiju koja slijedi izlazemo prema [8]. I
ovdje ¢emo se radi jednostavnosti ograniciti na realne prostore M, (R) i
M (R).

Pretpostavimo da su zadani linearno nezavisni vektori

ai11 QA1n
a1 yee ey Qp = EMml(R).

am1 Qmn

Neka je A € My, (R) matrica ¢iji su stupci ovi vektori. Jasno, r(A4) = n.

Promotrimo matricu A'A € M, (R). Kljuéna opservacija je ovdje Einjenica
da je ta matrica pozitivno definitna . To znaci da je hermitska (Sto je ocito)
te da vrijedi (A*Az,z) > 0 za sve * € M,,(R),  # 0. Naime, vrlo lako
se provjeri da za sve x € M,1(R) vrijedi (A'Az,z) = (Az, Az) odakle je
evidentno da je (AAx,z) > 0. Dodatno, ako bi bilo (A'Az, z) = 0 slijedilo
bi (Az, Az) = 0, odnosno Az = 0, §to mozemo procitati tako da kazemo
da je z rjesenje homogenog sustava Az = 0. Medutim, dimenzija prostora
rjeSenja tog sustava iznosi n —r(A) = 0 i zato je x = 0.

Postupak koji ¢emo opisati zasniva se na svodenju matrice A*A na gor-
njetrokutasti oblik. Primijetimo da je A’A regularna matrica. Naime, ako
je A'Ax = 0 onda je i (A'Ax,z) = 0, a vidjeli smo da to povlaci z = 0.
Dakle, prostor rjesenja homogenog sustava A*Ax = 0 je trivijalan, $to znaci
da mu je dimenzija jednaka 0, to jest, 0 = n — r(A'4) = 0. Odavde je
r(A'A) = n §to je nuzan i dovoljan uvjet regularnosti matrice A'A. Sada
je jasno da ovu matricu mozemo svesti na gornjetrokutasti oblik sluzeéi se
samo transformacijama redaka. Poanta je, medutim, u tome da to mozemo
uciniti na sasvim specifican nag¢in.

Lema 6.1.26. Neka je B € M,(R) pozitivno definitna matrica. Tada se B
moZe svesti na gornjetrokutasti oblik pri cemu ée dijagonalni elementi biti
pozitivni brojevi u konacno mnogo koraka od kojih je svaki mnoZenje nekog
retka skalarom razli¢itim od 0 i dodavanje nekom retku ispod njega.

Dokaz ove leme izostavljamo, a ¢itatelja upué¢ujemo na dokaz na str. 546 u
[8]. Primijetimo da se elementarne transformacije opisane u lemi realiziraju
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mnozenjem dane matrice (s lijeva) elementarnom matricom koja na dijago-
nali ima jedinice, a negdje u donjem trokutu skalar A\. Kako je i produkt
donjetrokutastih matrica donjetrokutasta, mozemo zakljuciti da je

(8) A'A = LU,

pri ¢emu je L donjetrokutasta, a U gornjetrokutasta. Osim toga, L je kao
produkt elementarnih matrica i regularna pa imamo i

(9) L1AlA=U.

Stavimo

(10) Q1= AL

Slijedi

(11) Q'Qr = L ata ™y Q@ oy,

Kako je matrica Q{Q; simetri¢na, a U(L™!)! gornjetrokutasta, nuzno je
Q! Q1 dijagonalna. To znaci da su stupci matrice Q1 ortogonalni vektori u
prostoru M,;(R). Osim toga, iz imamo i

Q=LA
Usporedimo li ovu zadnju jednakost s @, mozemo zakljuciti: Q% se dobiva

iz A® toéno na isti nacin na koji se U dobiva iz A'A.
Neka je

(12) Ry =L

Sad iz @y ALYt = A(LH) 7! slijedi A = Q1 L, odnosno

(13) A=QiR.

Uoc¢imo sada matricu dijagonalnu D = Q{Q;. Iz vidimo da je r(Q1) =
r(A) = n pa kao u diskusiji ispred leme zaklju¢ujemo da je matrica
Q! Q1 regularna. To znaéi da su svi njezini dijagonalni elementi (a to su

zapravo kvadrati normi stupaca matrice (1) pozitivni brojevi. Zato, ako
pisemo

A
D = QﬁQl = .. 5
An
dobro su definirane matrice
1
VA van

D=

D = . iD2
vV An 1
Sad mozemo prepisati u obliku
(14) A=@D 2 DR,

~—— ——

Q2 Ry

7
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Primijetimo da su stupci matrice ()9 ortonormirani, a matrica Ro je gor-
njetrokutasta s pozitivnim dijagonalnim elementima. Dakle, dobili (jedins-

tvenu) QR dekompoziciju matrice A. To znaé¢i da su stupci matrice QlD_%
zapravo dobiveni iz ay, ..., a, Gram-Schmidtovim postupkom ortogonaliza-
cije. Drugagcije receno, retci u Q% su nenormirani vektori koji se dobivaju
Gram-Schmidtovim postupkom iz ay, ..., a,. Osim toga, kako iz imamo
U = DL, vidimo da su dijagonalni elementi u matricama U i D isti. Dakle,
dijagonalni elementi u matrici U su kvadrati normi stupaca matrice @1, to
jest, kvadrati normi redaka matrice Q.
Time smo dokazali sljedeéi teorem.

Teorem 6.1.27. Neka je {ai,...,a,} linearno nezavisan skup u prostoru
M1 (R), te neka je A € My, (R) matrica s tim stupcima. Tada se AYtA moZe
svesti na gornjetrokutastu matricu U s pozitivnim dijagonalnim elementima
u konacéno mnogo koraka od kojih je svaki mnoZenje nekog retka skalarom
razlicitim od 0 i dodavanje nekom retku ispod mjega. Neka je Q1 matrica
koja se dobiva iz Al istim koracima izvedenima u istom poretku. Tada su
retci matrice Q1 nenormirani vektori koji se dobivaju Gram-Schmidtovim
postupkom iz vektora {ai,...,a,}. Pritom su dijagonalni elementi matrice
U upravo norme tih vektora.

Napomena 6.1.28. Korisno je zabiljeziti da nas postupak opisan u prethod-
nom teoremu i diskusiji koja mu je prethodila dovodi i do QR faktorizacije
matrice A.

Osim toga, primijetimo i da je (zadrzavajuéi oznake iz prethodne disku-
sije)

(a1,a1) (ar,a2) ... (a1,an)
A — (ag,'a1> (ag,‘a2> ... (ag,'an>
(ap,a1) (ap,a2) ... (an,am)

Ova se matrica oznacava s G(ay, ..., a,) i zove Gramova matrica vektora
a1,-..,a,. Vidjeli smo u prethodnoj diskusiji da je ta matrica regularna ¢im
su vektori ay,...,a, nezavisni. Nije teSko vidjeti da vrijedi i obrat. Inace,
Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije vektora aq, ..., a, moze se opi-
sati i pomod matrica G(ay,...,a) i njihovih determinanti I'(ay,...,ax),
k=1,2,...,n . Takav opis zainteresirani ¢itatelj moze naéi u [6].

Tlustrirajmo primjenu teorema primjerom.

Primjer 6.1.29. U unitarnom prostoru R* treba ortonormirati vektore b; =
(0,1,0,1),bs = (—2,3,0,1),b3 = (1,1,1,5).

Kako je razlika izmedu prostora R* i My (R) samo formalna, zadane vek-
tore mozemo promatrati kao stupce (ozna¢imo ih s aj, a9, as) i primijeniti
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prethodno opisanu metodu. Imamo, dakle,

0 6

2 4
i A'A=14 14 6
6 6 28

-2 1

1 31
A= 0 01
1 1 5
Sad A'A transformiramo u dijagonalni oblik isklju¢imo transformacijama
opisanima u teoremu; istovremeno iste te transformacije provodimo nad ma-

tricom At:

2 4 6| 0101 (2 4 6] 0 10 1
4 14 6] 2301 ~ |0 6 -6 | -2 10 -1
6 6 28 | 1115 0 -6 10 | 1 -2 1 2
(24 6| 0 10 1

~ |06 -6 ] -2 10 -1

(00 4| -1 -1 1 1

Sad iz prethodne diskusije znamo da su retci desne zavrsne matrice trazeni
vektori; preostaje ih samo normirati. Prethodna diskusija bi nalagala da te
retke interpretiramo kao stupce, no u ovom primjeru posli smo od uredenih
¢etvorki i upravo ti retci su trazeni vektori prostora R*.

Razmatranja u ovoj tocki zavrsit ¢emo diskusijom o ortogonalnoj projek-
ciji (ili, drugacije gledano, o najboljoj aproksimaciji) koja je osobito vazna
u mnogim prakti¢nim primjenama.

Primjer 6.1.30. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor, M <
V iz € V. Zeljeli bismo odrediti najbolju aproksimaciju vektora z vek-
torima iz potprostora M. Najbolju aproksimaciju ovdje interpretiramo uz
pomo¢ metrike d(z,y) = ||z — y|| koja je inducirana normom, odnosno ska-
larnim produktom na V. Trazimo, dakle, vektor iz M najblizi vektoru x,
tj. vektor a € M takav da bude ||z — a| < ||z —y]|, Vy € M.

Klasi¢na verzija ovog problema glasi: za danu ravninu 7 i tocku T izvan
m treba odrediti tocku iz m najblizu tocki Ty. RjeSenje je naravno ortogo-
nalna projekcija tocke Ty na w. Ovo sugerira kako da nademo rjeSenje i
u apstraktnoj situaciji: posluzit ¢emo se ortogonalnim projektorom P na
potprostor M iz napomene Ako je {ej,...,er} ortonormirana baza
za M znamo da operator P djeluje po formuli Pz = Zle@, ei)ei, x €V.

Sad tvrdimo: ||z — Px|| < ||lx—vyl|, Yy € M, s tim da je nejednakost stroga
¢im je y # Pux.

Da to pokazemo, uzmimo proizvoljan y € M, y = Ele Aie;. Sada je:

lz = yl* ~ l|lz — Pz]*
k k

k k
= (r— Z Ni€i, T — Z)\iei) —(x — Z(m, ei)ei, r — Z(x, €i)e;)
i=1 i=1

i=1 i=1
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k
= (z,2) = > Nilw,e) = Y Nilei, +Z|)\ 2
i=1 =1 =1
k k k
—(z,z) + Z(ei,x)<x,ei> + Z(m,ez €i, T Z [z, e)]?
=1 =1 =1
k
= (NP = X, &) — Nifeq, z) + [{@, eq) )
=1
- Z()\i — (@, e))(\i — (@, e5)) ZM (z,e5)|* > 0.

Pritom, ako je y # Pz, onda je bar Jedan prlbrq]mk u zadnjem izrazu
netrivijalan i razlika ||z — y||? — ||z — Pz||? je zato striktno pozitivna.

Primjer 6.1.31. Promotrimo sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoz-
nanica:

a1171 + aipTo+ -+ taipr, = by
(15) 9121 + aTo+ -+ +agpTy = bo
Am1x1 + AmaXa+ - FOmnTn = bm

Sustav matri¢no pisemo u obliku Az = b, pri ¢emu je b = [b;] € M i
x = [z;] € My;.

Pretpostavimo dalje da je sustav nerjesiv, ali da je r(4) = n, tj. da su svi
stupci od A linearno nezavisni. Ova je situacija zapravo vrlo ¢esta u praksi
kad koeficijenti sustava dolaze kao rezultat visekratnih samo priblizno toénih
mjerenja.

Oznacimo li stupce matrice A sa s; € M1, j = 1,...,n, znamo da je
nerjesivost sustava ekvivalentna ¢injenci b & [{s1,...,sn}] = M < My
(usp. dokaz Kronecker-Capellijeva teorema). Kako je M, unitaran prostor
sa skalarnim produktom ([x;], [y;]) = Y1~ 2;¥;, mozemo na potprostor M
primijeniti diskusiju iz prethodnog primjera.

Uzmimo ortogonalan projektor P € L(M,,1) na potprostor M i stavimo
Pb = p. Kako je p € M, sustav Ax = p sad ima rjeSenje, i to jedinstveno
zbog korolara Oznac¢imo to jedinstveno rjesenje sa ¢ = [y;] € Mp;
vrijedi, dakle, Ac =p

Sad iz prethodnog primjera znamo da je ||p — b|| < |ly — b||, Yy € M. To
znadi da je ||Ac — b|| < ||Az — b||, Vo € My (zaista, za © € My, x = [\,
jasno je da je vektor Ax zapravo jednak linearnoj kombinaciji Ays1 + ...+
AnSn, Da je zato Ax € M).

Kvadrirajmo posljednju nejednakost i napis§imo je eksplicitno:

n n
1> ay =01+ D amgys — bl
j=1 i=1
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< ‘ Zalj)\j — bl|2 —+ ...+ ’ Zamj)\j — bm’2, V[)\Z] e M.
j=1 j=1

Ovo pokazuje da se jedinstveni vektor ¢ dobiven kao rjesenje sustava Ax =
p = Pb moze smatrati najboljom aproksimacijom rjesenja, tj. najboljim
pribliznim rjeSenjem nerjesivog sustava Ax = b u smislu "metode najmanjih
kvadrata”: Jednadzbe ne mogu biti simultano zadovoljene niti jednom
n-torkom (z1,...,x,), ali n-torka (y1,...,7,) €ini sumu kvadrata razlika
lijevih i desnih strana svih jednadzbi iz minimalnom.

Pokazimo na kraju jedan konkretan primjer ”preodredenog” (pa zato ne-
rjesivog) sustava na kakav se moze primijeniti prethodna diskusija. Zamis-
limo problem u kojem se pojavljuju dvije veli¢ine a i b za koje se ima razloga
vjerovati da su u linearnoj ovisnosti (ili to pokazuje iskustvo, ili neka mje-
renja upucuju na to, ili je barem takva nasa radna pretpostavka). Traze se
dakle realni koeficijenti & i [ takvi da bi bila zadovoljena relacija b = ka + 1.

Sad se izvrsi niz nezavisnih promatranja, odnosno mjerenja, i za veli¢ine
a i b se dobije niz empirijski utvrdenih podataka: a1, b1, as,bo, ..., Gm, bm.
Dobivamo, dakle, sustav jednadzbi:

k‘al + I = b1
k‘ag + I = b2
kam + | = by

s nepoznanicama k i [. Naravno, dobiveni sustav je vrlo vjerojatno nekon-
zistentan i sad smo u uvjetima prethodnog primjera (ako smo izvrsili barem

a; 1
as 1

tri mjerenja) jer je m > n = 2, a rang matrice sustava A = L] je 2,
am 1

dakle jednak broju njezinih stupaca.

Zato, kao u prethodnom primjeru, kad veé sustav ne mozemo rijesiti,
mozemo nacéi optimalne k i [ koji ¢e empirijskim podacima odgovarati naj-
bolje u smislu metode najmanjih kvadrata.

Primjer 6.1.32. Za ilustraciju razmatranja iz prethodnog primjera za-
mislimo izbore u kojima se natje¢u dva kandidata (ili stranke): A i B.
Predvidanja ukazuju na to da Sanse kandidata A rastu ukoliko raste izlaznost
na izbore. U sljede¢em prikazu navodimo rezultate terenskog istrazivanja
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koji pokazuju ocekivani postotak glasova koji ¢e kandidat A osvojiti u ovis-
nosti o postotku biraca koji su pristupili izborima:

izlaznost (u %) glasovi za A (u %)

a b
33 30
36 40
42 44
45 48
54 58
60 62

Zelimo procijeniti kolika bi trebala biti minimalna izlaznost (izrazena u pos-
totku) uz koju bi, sukladno gornjim podacima, kandidat A osvojio vise od
50% glasova.

Pretpostavimo li linearnu ovisnost veli¢ina a i b, trebale bi postojati kons-
tante (realni brojevi) k i [ za koje vrijedi b = ak + [. U skladu s danim
podacima te bi konstante trebale zadovoljavati sljedeéi sistem jednadzbi:

33k + I = 30
36k + | = 40
2 + | = 44
45k + | = 48
54k + | = 58
60k + | = 62

Lako se vidi da ovaj sustav nema rjeSenja pa smo tocno u uvjetima prethod-
nih razmatranja. Zato nam sad treba vektor

dy 30
dy 40
lds |, | 44
d=| S| =Pb=P]| 4o
ds 58

| ds | | 62

pri ¢emu je P ortogonalni projektor na potprostor
a3 1]
36
42
45 |’
54
60

Il
e e e
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Vidljivo je da za bazu potprostora M mozemo uzeti vektore

1 [ 5.5 ]

1 6

1 . 7
vl = 1 1V = 775

1 9

1 10

Ako rezultat ortonormiranja ova dva vektora oznac¢imo s e, es, napomena
6.1.23| nam kaze da je P dan formulom Pz = (z,e;)e; + (x,es)es. Lako se
izraCuna da je

1 [ —4 ]
1 -3
1|1, 1 -1
61—% 1 leg—ﬁ 0
1 3
1 5
te je zato
d = Pb
(307 [1] [1] 30 [ -4 [ -4
40 1 1 40 -3 -3
1, 44 1 1 1| 44 -1 -1
= a1 Pl el as || o] o
58 1 1 58 3 3
62 1 1 62 5 5
[ 101 ]|
111
1131
~ 3| 141
171
191

To znaci da sada imamo rijesiti sistem (sve jednadzbe pomnozili smo s 3)

9k + 3l = 101

108k + 31 = 111

126k 4+ 31 = 131

135k 4+ 31 = 141

162k + 31 = 171

180k + 31 = 191
a prethodna razmatranja jamce da ¢e ovaj sistem imati jedinstveno rjesenje.
Zaista, lako izlazi k = % il=-3.

Dakle, relevantan nam je pravac b = %Oa — 3. Zeljeni ishod b > 50 je,
dakle, ekvivalentan nejednadzbi %a — 3 > 50 cije je rjesenje a > 47,7.
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Time smo primjenom linearne regresije iz danih podataka izveli zakljucak:
ukoliko izborima pristupi vise od 47, 7% biraca, kandidat A ¢ée osvojiti vise
od 50% glasova.

6.2. Operatori na unitarnim prostorima.

Nacelno, sve §to je u petom poglavlju re¢eno opéenito o linearnim operato-
rima vrijedi i ovdje. Medutim, operatori na unitarnim prostorima posjeduju
dodatna korisna svojstva koja proizlaze iz strukture unitarnog prostora.

Prvi rezultat koji navodimo govori o linearnim funkcionalima. Ma koliko
jednostavan, taj je zapravo fundamentalan.

Neka je V unitaran prostor nad F, neka je a € V proizvoljno odabran i
fiksiran vektor iz V. Uoc¢imo da je preslikavanje f, : V' — F definirano s
fa(x) = (z,a) linearan funkcional na V - jednostavno zato $to je skalarni
produkt linearan u prvom argumentu. Ovo nam omogudéuje da linearne
funkcionale na unitarnim prostorima zadajemo na vrlo jednostavan nacin.
No, bit je u tome da su svi funkcionali na kona¢nodimenzionalnim unitarnim
prostorima takvi.

Teorem 6.2.1. Neka je V' konacnodimenzionalan unitaran prostor i f li-
nearan funkcional na V. Tada postoji jedinstven vektor a € V takav da je

[=fa tj. f(x) =(z,a), VT € V.

Dokaz. Neka je {ej,...,e,} ortonormirana baza za V. Tada svaki z € V
prema napomeni mozemo pisati u obliku z = Y7 | (z, e;)e;. Odavde
je f(z) = FOoiti(m eiei) = 2oy (m e flei) = (2,200, fleiei) = (x,a)
ako smo za vektor a odabrali a =Y ;" | f(e;)e;.

Da pokazemo jedinstvenost, zamislimo da je f(z) = (z,a) = (x,b), Vz €
V. Odavde je (x,a — by = 0, Vx € V, pa posebno i (a —b,a —b) = 0. Iz
drugog uvjeta u definiciji skalarnog produkta slijedi a — b = 0. ([

Napomena 6.2.2. Kad je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor onda
prethodni teorem uspostavlja prirodni izomorfizam izmedu prostora V' i du-
alnog prostora V*. Podsjetimo se da to nismo mogli na¢initi u opéim vektor-
skim prostorima. Naime, ovdje mozemo definirati preslikavanje ¢ : V- — V*
formulom ¢(a) = fo. Sad teorem[6.2.1] jaméi da je ¢ bijekcija.

Problem je, medutim, u tome §to je ovo preslikavanje u kompleksnom
slucaju antilinearno, tj. vrijedi frq = Afa.

Posvetimo se sada operatorima. Kad je rije¢ o izomorfizmima vektorskih
prostora (ili regularnim operatorima) onda je jasno da bismo ovdje zeljeli
imati na raspolaganju operatore koji bi ¢uvali i unitarnu, a ne samo linearnu
strukturu. To nas dovodi do sljedeée definicije.



LINEARNA ALGEBRA 195

Definicija 6.2.3. Neka su V i W unitarni prostori takvi da je dimV =
dim W. Kazemo da je A € L(V, W) unitaran operator ako vrijedi (Ax, Ay) =
(z,y), Ve, y € V.

Primijetimo da se u navedenoj jednakosti na lijevoj strani pojavljuje ska-
larni produkt u W, dok desno stoji skalarni produkt u domeni V. Vidjet
¢emo u iduéem teoremu da unitarni operatori, cuvajuéi skalarne produkte
svih vektora, ¢uvaju i kompletnu strukturu prostora; otuda i dolazi njihov
naziv.

Napomena 6.2.4. (a) Uocimo da je za A € L(V,W) zahtjev (Az, Ay) =
(x,y), Va,y € V, ekvivalentan uvjetu ||Az|| = ||z||, Vx € V. Ovo se svojstvo
zove izometricnost. U jednom smjeru je ovaj zakljucak trivijalan (naprosto
se uzme x = y), dok je u drugom, netrivijalnom smjeru to izravna posljedica
polarizacijskih formula iz napomene

(b) Svaki operator sa svojstvom (Ax, Ay) = (z,y), Vx,y € V, je injekti-
van. Naime, ako je Az = 0, onda zbog ||Az| = ||z|| odmah slijedi i z = 0.

(c) Svojstvo otuvanja skalarnih produkata, kao i izometri¢nost smisleno
je i za operatore na beskona¢nodimenzionalnim prostorima. No i ovdje se
ograni¢avamo na istrazivanje operatora na prostorima kona¢ne dimenzije.

(d) I opéenito, ako i nije dimV = dim W, mogli bismo za operatore
A .V — W promatrati zahtjev (Azx, Ay) = (z,y), Vx,y € V. Medutim,
to ima smisla tek ako je dim V' < dim W! Zaista, kako pokazuje prethodna
opaska (b), takav operator je nuzno injektivan i zato je zbog teorema o rangu
i defektu dimV = r(A) < dim W.

(e) Ako je dim V' < dim W operator A € L(V, W) sa svojstvom (Ax, Ay) =
(x,y), Vx,y € V, se naziva izometrija. Termin unitaran operator je re-
zerviran za operatore A € L(V,W) koji zadovoljavaju uvjet (Azx, Ay) =
(x,y), Vx,y € V, a pritom je dimV = dimW. Primijetimo da su takvi
operatori zbog prethodne opaske (b) i komlam izomorfizmi.

Sljededi teorem u osnovi kaze da unitarni operatori prevode ortonormirane
baze u ortonormirane baze. Usporedba s propozicijom pokazuje da se
unitarni operatori zaista mogu smatrati izomorfizmima unitarnih prostora.

Teorem 6.2.5. Neka su V' i W konacnodimenzionalni unitarni prostori i
A e L(V,W). Sljedeéi su uvjeti medusobno ekvivalentni:
(i) A je unitaran;
(ii) za svaku ortonormiranu bazu {b1,...,bn} od V skup {Abi, ..., Ab,}
je ortonormirana baza za V;

(iii) postoji ortonormirana baza {e1,...,e,} od V takva da je i skup
{Aey, ..., Ae,} ortonormirana baza za V.
Dokaz. (i) = (i7): Uzmimo proizvoljnu ortonormiranu bazu {bi,...,b,}

prostora V. Prema pretpostavci, A ¢uva sve skalarne produkte, pa posebno
za sve i, = 1,...,n, vrijedi (Ab;, Abj) = (b;,b;) = ;5. To pokazuje da
je skup {Aby, ..., Ab,} ortonormiran. Kako pretpostavka da je A unitaran
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podrazumijeva i da su dimenzije prostora V i W jednake, taj skup je i baza
za W.

(791) = (i): Pretpostavka odmah pokazuje da vrijedi dimV = dim W.
Preostaje pokazati da operator A ¢uva skalarne produkte. Uzmimo x,v € V.
Prema napomem' znamo da je x = Y i (x, )€, y = > (Y, e)e; i
(z,y) = Z:’L:1<xv ei) (€ Y)-

S druge strane imamo (Az, Ay) = (3L (z,e;)Ae;, >0 (y, e5) Aej) =
Z?:l Z?:l <3§‘, €i> <€ja y) (A@i, Ae]> = Z?:l <3§', ei) (61‘7 y> Primijetimo da po-
sljednja jednakost dolazi iz ortonormiranosti skupa {A4ey,..., Ae,}; zato je
<A€¢,A€j> :(5Z-j,Vi,j:1,...,n. [l

Teorem koji smo upravo dokazali omogucuje da unitarne operatore kons-
truiramo na jednostavan nacin upotrebom propozicije[5.1.5 Posebno, uoca-
vamo da unitarnih operatora ima u izobilju. Konkretan primjer unitarnog
operatora je operator rotacije R, za kut ¢ na prostoru V2(O) - naime, jasno
je da R, prevodi ortonormiranu bazu u ortonormiranu bazu. Da je ovaj ope-
rator unitaran vidljivo je takoder i iz napomene ( a): R, je evidentno
izometric¢an.

Napomena 6.2.6. Prethodni teorem pokazuje da je kompozicija dva uni-
tarna operatora takoder unitaran operator. Osim toga, i inverzni operator
A~! unitarnog operatora A (inverzni operator zaista postoji zbog napomene
( e)) takoder je unitaran. To je zato §to i A~! ortonormirane baze pre-
vodi u ortonormirane baze - samo u obrnutom smjeru.

Uoc¢imo jos jedno zanimljivo svojstvo unitarnih operatora.

Propozicija 6.2.7. Neka su'V i W unitarni prostori i A € L(V, W) unita-
ran operator. Tada je (Ax,y) = (x, A~ y), Vz € V,Vy € W.

Dokaz. Uzmimo proizvoljne x i y i nadimo v € V takav da je Av = y.
Odmah uo¢imo da je tada i v = A7ly. Sada je (Az,y) = (A, Av) =
(z,v) = (z, A™1y). O

Sljedeéa propozicija govori o spektru unitarnog operatora. No, primjetimo
da i unitarni operatori, unato¢ brojnim dobrim svojstvima, mogu biti bez
svojstvenih vrijednosti (ve¢ znamo da je operator rotacije takav).

Propozicija 6.2.8. Neka je V' unitaran prostor i A € L(V') unitaran ope-
rator s nepraznim spektrom. Sve svojstvene vrijednosti operatora A imaju
apsolutnu vrijednost jednaku 1. Svojstveni potprostori pridruZeni razlicitim
svojstvenim vrijednostima medusobno su okomiti.

Dokaz. Neka je A svojstvena vrijednost od A, neka je x pridruzeni svoj-
stveni vektor. Uocimo da jeie = ﬁx svojstveni vektor operatora A pri-
druzen istoj svojstvenoj vrijednosti A. Osim toga, e je i normiran. Sada je
(Ae, Ae) = (e,e) = 1 s jedne, i {Ae, Ae) = (e, Ae) = A(e,e) = |A\|? s druge

strane.
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Uzmimo sada razlicite A\, u € o(A) i proizvoljne vektore x € Vy(\),
y € Va(u). Uocimo da primjenom operatora A~' na jednakost Ay = uy
dobivamo y = uA~'y. Veé smo dokazali da je |u| = 1, pa je zato pu # 0 te
vrijedi i = Ji. Zato prethodnu jednakost mozemo pisati u obliku A=ty = 7.

Sada je \(z,y) = (Azx,y) = (sad primjenjujemo prethodnu propoziciju)
= (z,A™'y) = (x,my) = p(x,y). Dobivenu jednakost mozemo prepisati u
obliku (A — p){x,y) = 0. Jer je prema pretpostavci A # p, slijedi (z,y) =
0. U

Primijetimo da su, zbog prethodne propozicije, jedine moguce svojstvene
vrijednosti unitarnog operatora na realnom unitarnom prostoru brojevi 1 i
—1. No, kao sto smo ve¢ konstatirali, unitaran operator na realnom prostoru
ne mora imati svojstvenih vrijednosti. U tom su smislu unitarni operatori
na kompleksnim prostorima znatno bolji. Moze se pokazati da se svaki
unitarni operator A na kompleksnom kona¢nodimenzionalnom prostoru V'
moze dijagonalizirati u nekoj ortonormiranoj bazi prostora V.

Primjer 6.2.9. OpiSimo unitarne operatore na dvodimenzionalnom real-
nom unitarnom prostoru V?2(0). Pokazat ¢emo da je operator rotacije R,
zapravo tipi¢an primjer unitarnog operatora na ovom prostoru.

Neka je S € L(V?2(0)) operator zrcaljenja po z-osi. Primijetimo: ako
je e = {1i, j} standardna ortonormirana baza u V2(O) onda je [S]¢ =

0 —1
miranu bazu { i ,— j }, i on je unitaran.

Uzmimo sad proizvoljan unitaran operator A € L(V?(0)). Jer je unita-
ran, preslikava ortonormiranu bazu e u neku drugu ortonormiranu bazu b;
stavimo b = {b1,ba} gdje je by = A i i by = Aj. Baza b je orijentirana
pozitivno ili negativno. Ukoliko je njena orijentacija pozitivna, onda postoji
jedinstven kut ¢ € [0,27) takav da baza e rotacijom za kut ¢ prelazi u
bazu b. To zna¢i da operatori A i R, jednako djeluju na bazi e, te su zato,
prema napoment jednaki. Ako je pak baza b negativno orijentirana
onda postoji jedinstven kut ¢ € [0,27) takav da baza {?, — j } rotacijom
za kut ¢ prelazi u bazu b. Primijetimo da to zapravo znaci A = R,S - jer
kompozicija s desne strane jednakosti djeluje na bazi e toéno kao operator
A. Piguéi matri¢ne prikaze u bazi e mozemo rekapitulirati: svaki unitaran
operator A € L(V?(0)) u kanonskoj bazi e ima matriéni zapis

AJ¢ = [ cosp —sinp ] ili [A]° = [ cosp  —sing ] [ 10 ]

€ sinp  cosp e singp  cosy 0 -1

10 . . .
[ } . Kako operator S o€ito ortonormiranu bazu e prevodi u ortonor-

za neki ¢ € [0, 27).

Vratimo se sada na trenutak propoziciji [6.2.7 svaki unitaran operator
A € L(V,W) spregnut je sa svojim inverznim operatorom A~! € L(W,V)
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jednakoséu (Az,y) = (z, A~ ly), Vo € V, Vy € W. Jedan od fundamental-
nih rezultata teorije operatora na kona¢nodimenzionalnim unitarnim pros-

torima je ¢injenica da takav operator-partner postoji za svaki operator A €
L(V,W).

Teorem 6.2.10. Neka su V,W konacnodimenzionalni unitarni prostori i
A € L(V,W). Postoji jedinstven operator A* € L(W,V) takav da je (Ax,y) =
(x, A*y) za sve vektore z € V iy e W.

Dokaz. Fiksirajmo y € W i promotrimo preslikavanje fa, : V — F defini-
rano s fa,(z) = (Az,y). Ocito smo dobili linearan funkcional na V' i zato
prema teoremu [6.2. 1] postoji jedinstven vektor - oznac¢imo ga s A*y - takav
da je fay(x) = (x, A*y), Vo € V. Drugim rije¢ima, dobili smo

(Az,y) = (z, A%y), Vx € V.
Provedemo li ovaj postupak sa svakim y € W dobivamo i
(Az,y) = (z,A%y), Vz € V, Vy € W.

Time smo definirali preslikavanje A* : W — V, y — A*y, koje ima trazeno
svojstvo. Preostaje pokazati da je A* linearno. No, to sada lako slijedi
iz prethodne jednakosti. Uzmimo A, Ao € F i y1,y2 € W, te proizvoljan
reV.

Jasno je da vrijedi (z, A*(AMy1+A2y2)) = (Az, Miy1+Aey2) = M {Az,y1)+
Ao (Ax,yo) = A\ (x, A*y1)+ Aoz, A*ys) = (x, \y A*y1+ A3 A*ys). Ako ovaj po-
sljednji izraz oduzmemo od pocetnog, dobivenu jednakost mozemo zapisati
kao

(@, A" (AMy1 + Aay2) — M A Y1 — A A%ys) = 0.
Kako ova jednakost vrijedi za svaki vektor x € V', posebno vrijedi i za
x = A*(My1 + Aoy2) — MA*y1 — Ao A*ys, a tada drugi uvjet iz definicije
skalarnog produkta povlaci A*(A1y1 + Aaye) — M1 A*y1 — Ao A*ys = 0.

Da bismo pokazali kako je konstruirani operator jedinstven, zamislimo
da je (Azx,y) = (x, A*y) = (x,By), Vo € V, Yy € W, gdje je B jos jedan
linearan operator iz W u V. Posebno je (z, A*y—By) =0,V € V, Vy € W.
Sad je, za proizvoljan y, A*y — By okomit na sve vektore prostora V. Nuzno
je zato A*y — By = 0. Jer je y bio proizvoljan, slijedi A* = B. O

Definicija 6.2.11. Neka su V, W kona¢nodimenzionalni unitarni prostori i
A € L(V,W). Operator A* € L(W, V) sasvojstvom (Azx,y) = (x, A*y), Vx €
V, Yy € W, zove se hermitski adjungiran operator operatoru A.

Prema prethodnom teoremu, svaki operator na kona¢nodimenzionalnom
unitarnom prostoru posjeduje hermitski adjungiran operator. Ponekad se
taj operator krate naziva adjungirani operator. Vidjeli smo u propoziciji
da je adjungirani operator unitarnog operatora upravo njegov inverz.
Definiciono svojstvo adjungiranog operatora sugerira da su i inace A 1 A*
blisko povezani. To se ogleda i u njihovim matri¢nim prikazima. Sljedeca
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propozicija otkriva vaznost pojma hermitski adjungirane matrice, koji je
uveden u zadatku 16 u 3. poglavlju.

Propozicija 6.2.12. Neka su V i W konacnodimenzionalni unitarni pros-
tori te neka su e = {e1,...,en} i f ={f1,..., fm} ortonormirane baza za
V i W. Tada za svaki operator A € L(V, W) vrijedi [A*] = ([A}Zj)*

Dokaz. Stavimo [A]] = ] 1 [A*]§ = [Bi;]. Po definiciji hermﬁitski adjun-
girane matrice, sve Sto trebamo dokazati je jednakost «;; = Bj;, Vi,j. Po

definiciji matri¢nog zapisa operatora imamo Ae; = > ", ;;fi, a prema
napoment |0.1.14, vrijedi o;; = (Aej, fi). No sada je aj; = (Aey, fi) =
(ej, A* fi) = (A* fi,e;) = (opet prema napomeni|6.1.14) = Bji. O

Korolar 6.2.13. Neka su V, W i X konacnodimenzionalni unitarni pros-
tori. Tada vrijedi:

(1) (A+ B)*=A*+ B*,VA,Be L(V,W);

(2) (@A) =aA*, Ya e F,VA € L(V,W);

(3) (BA)* =A*B*, VA e L(V,W),VB € L(W, X);

(4) (A*)*=A, VA e L(V,W).

Dokaz. Sve tvrdnje su ocigledne posljedice prethodne propozicije - jer to su
evidentno osobine hermitskog adjungiranja matrica, a znamo da je preslika-
vanje A — [A]£ je izomorfizam.

Alternativno, sve tvrdnje se mogu dobiti i direktno iz definicije hermitski
adjungiranog operatora pozivanjem na njegovu jedinstvenost. Demonstri-
rajmo ovu tehniku na primjeru dokaza za tvrdnju (3).

Neka su x i y proizvoljni vektori iz V', odnosno X. Tada je (BAz,y) =
(Az, B*y) = (z, A*B*y). Kako je adjungirani operator operatora BA je-
dinstven i kako prethodna jednakost pokazuje da svojstvo tog operatora
ima operator A*B*, to mora biti (BA)* = A*B*. O

Propozicija 6.2.14. Neka su V, W konacnodimenzionalni unitarni prostor:
i Ae L(V,W). Tada je V = Ker A® ImA* i W = Ker A*® Im A. Nadalje,
r(A*) = r(A).

Dokaz. Za dokaz prve tvrdnje zapravo treba provjeriti da je (Im A*)+ =
Ker A, a to zakljuéujemo na sljedeéi nacin: = € Ker A ako i samo ako je
Az = 0 ako i samo ako je (Az,y) = 0 za svaki y iz W. Jer je (Az,y) =
(x, A*y), prethodni zakljucak je ekvivalentan s (z, A*y) = 0 za sve y iz W,
a to upravo znaéi da je x € (Im A*)*.
Druga jednakost slijedi primjenom prve jednakosti na operator A*.
Kona¢no, primjenom prve tvrdnje i teorema o rangu i defektu slijedi

r(A*) =dimV —d(A) =r(A4). O

Napomena 6.2.15. Iz posljednje tvrdnje prethodne propozicije, uz pomoé
propozicije opet mozemo zakljuciti da je u svakoj matrici jednak broj
linearno nezavisnih redaka i stupaca.
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Dokaz koji éemo ovdje izvesti temelji se 1 na jednoj sasvim ocitoj ¢injenici:

11 T1k
vektori x1 = : R : € M, su linearno nezavisni ako
ITm1 Tmk
Z11 T1k
i samo ako su konjugirani vektori z7 = : ey T = : € My
Tml Tmk
linearno nezavisni a to je ako i samo ako su vektori .CL"i = (T11, -+ s Tm1), - - - ,x'; =
(T1ky - - -y Timk) € F™ linearno nezavisni.

Promotrimo sada proizvoljnu matricu A = (a;j) € Myuy,. Neka je r(A) =

r. To znaéi da u skupu

aii a1n

S=4s = : ey Sy =

am1 Tmn
ima to¢no r nezavisnih elemenata. Sad pogledajmo operator L4 : M,; —
M1 uveden u napomeni Lax = Axz. Ako su e i f kanonske baze
u prostorima M1 i M,,1, vidjeli smo da vrijedi [LA]£ = A. Jo$ je vazno
prisjetiti se da su obje ove baze ortonormirane. Sad imamo sljede¢i niz
zakljucaka: r(A) jednak je broju nezavisnih elemenata u skupu S Sto je,
prema propoziciji|5.4.12, isto sto i r(L4). Medutim, koriStenjem propozicije
[6-2-1]]1 propozicije [6.2.13 imamo

r(A) = r(La)=r((La)*) = r([(La)]F) = r(([Lal])") = x(A").

Preostaje se pozvati na opasku s pocetka dokaza.

Vratimo se unitarnim operatorima. Propozicija |6.2.7 pokazuje: ako je
A € L(V,W) unitaran operator, onda je A* = A~!. Lako se vidi da vrijedi
i obrat: operator A € L(V,W) koji zadovoljava relaciju A* = A~! nuzno
je unitaran. Zaista, neka su z i y proizvoljni vektori u V i neka vrijedi
A* = A71. Tada je, posebno, (Az, Ay) = (x, A*Ay) = (x, A=  Ay) = (x,y)
i operator A je po definiciji unitaran. (Korisno je primijetiti da veé¢ pret-
postavka A* = A~! implicitno garantira da je A bijektivan, te su stoga
dimenzije prostora V' i W nuzno jednake.)

Razmotrimo sada poblize matri¢ni zapis unitarnog operatora u ortonor-
miranoj bazi. Radi jednostavnosti ovdje ¢emo se ograniiti na unitarne
operatore koji djeluju na jednom prostoru.

Propozicija 6.2.16. Neka je A € L(V) unitaran operator i neka je e =

{e1,...,en} ortonormirana baza prostora V. Tada za matriéni zapis [A]S

operatora A vrigedi [A|S([A]S)* = ([A]9)*[A]S = 1.

Dokaz. Zbog A™' = A* vrijedi AA* = A*A = I pa primjenom izomor-
fizma ¢ : A — [A]¢ iz korolara dobivamo [A]¢[A*]¢ = [A*]¢[A]E = 1.
0.2.17

Preostaje primijeniti propoziciju[6.2.12 tj. uvaziti da je [A*]¢ = ([A]9)*. O
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Definicija 6.2.17. Kaze se da je kompleksna kvadratna matrica A unitarna
ako vrijedi AA* = A*A = I. Realna kvadratna matrica A je ortogonalna
ako vrijedi AA* = A'A = 1.

Uoc¢imo da atribut ortogonalna naprosto znaci da je rije¢ o realnoj uni-
tarnoj matrici. Stoga ¢emo u daljnjem koristiti univerzalan termin unitarna
matrica i u kompleksnom i u realnom slucaju.

Korolar 6.2.18. Neka je V konacénodimenzionalan unitaran prostor i A €
L(V') unitaran operator. Matrica [A]S operatora A u svakoj ortonormiranoj
bazi e prostora V je unitarna.

Teorem 6.2.19. (1) Stupci sy, ..., sy unitarne matrice U = (u;5) € My,
¢ine ortonormiranu bazu prostora My, .
(2) Retciry,...,r, unitarne matrice U = (u;j) € M, ¢ine ortonormi-

ranu bazu prostora F™.

(3) Ako su stupci neke matrice V.= (vi;) € M, ortonormirani vektori
onda je ta matrica unitarna te su joj i retci ortonormirani.

(4) Ako su retci neke matrice V.= (v;;) € M, ortonormirani vektori
onda je ta matrica unitarna te su joj i stupci ortonormirani.

(5) Ako je U € M, unitarna matrica onda je operator Ly : Mp1 — My,
definiran s Lyx = Ux, unitaran. Posebno, svaka unitarna matrica
je matriéni zapis u nekoj ortonormiranoj bazi nekog unitarnog ope-
ratora.

(6) Produkt dviju unitarnih matrica je takoder unitarna matrica. Inverz
unitarne matrice je unitarna matrica.

Dokaz. (1) Prema pretpostavci imamo U*U = I; dakle, za sve indekse k, j
vrijedi (U*U)g; = 0k;. To znaci da je Y ., Wiruij = Ok;, Yk, j. Ocito, ovu
jednakost mozemo pisati i kao (sj, s) = I, VK, j.
(2) Po¢nemo li od jednakosti UU* = I, dokaz je potpuno analogan pret-
hodnom.
Ulj
(3) Neka su x; = : ,j=1,...,n stupci matrice V. Kao u dokazu

Unj
tvrdnje (1) uocavamo da se pretpostavka (x;, xx) = dj;, Yk, j moze zapisati
kao (V*V)y; = di;, Vk, j. Dakle, imamo V*V = I. Znamo da je to dovoljno
da se zakljuci i VV* = I i sad prema tvrdnji (2) zakljué¢ujemo da su i retci
matrice V ortonormirani.

(4) Potpuno analogno prethodnom: pretpostavka nam odmah daje VV* =
I, a iz te jednakosti onda slijedi i V*V = I §to prema tvrdnji (1) povlaci
ortonormiranost stupaca matrice V.

(5) Ako je e = {e1,...,en} kanonska baza za M, znamo da vrijedi
[Ly)é = U. Uotimo da za sve j vrijedi Lye; = Ue, = s;, pri ¢emu smo sa s;
oznagili j-ti stupac matrice U. Kako je po pretpostavci matrica U unitarna,
tvrdnja (1) jamci da je skup {si,..., sy} ortonormiran. Dakle, operator L
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ortonormiranu bazu {ey, ..., e,} prevodi u ortonormiranu bazu {si, ..., s,}.
Prema teoremu L7 je zato unitaran operator.

(6) Obje tvrdnje se mogu dokazati direktno. Ovdje ¢emo izloziti dokaze
temeljene na korespodenciji matrica U i V i operatora Ly i Ly. Pret-
postavimo da su matrice U i V unitarne. Prema prethodnoj tvrdnji sad
su i operatori Ly i Ly unitarni. Iz napomene slijedi i da je kom-
pozicija Ly Ly unitaran operator. Prema korolaru [6.2.18 i matri¢ni zapis
[Ly Ly ¢ operatora Ly Ly u kanonskoj bazi e prostora M, je unitarna ma-
trica jer baza e je ortonormirana. Medutim, znamo da je ( propozicija
[LuLv]e = [Lul¢[Lv]e =UV.

Druga tvrdnja se dokazuje potpuno analogno jer prema napomeni[6.2.0]i
inverzni operator unitarnog operatora je unitaran. O
Napomena 6.2.20. Primijetimo da je matrica prijelaza [S]¢ = [I]¢ iz jedne
ortonormirane baze e u drugu ortonormiranu bazu €’ uvijek unitarna, od-
nosno ortogonalna. To je zato Sto je zapravo rije¢ o matri¢nom zapisu ope-
ratora zadanog sa S : e; — €}, a on je, jer prevodi ortonormiranu bazu
u ortonormiranu bazu, unitaran zbog teorema [6.2.5 Sada djeluje korolar

0.2. 15

Preostalo je jo§ prouciti iznimno vaznu klasu operatora: onih operatora
koji su sami sebi hermitski adjungirani.

Definicija 6.2.21. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostori A €
L(V). Kazemo da je operator A hermitski ako vrijedi A* = A.

Najprije primijetimo da hermitskih operatora ima. Takvi su npr. jedini¢ni
i nuloperator. Medutim, vazno je uociti da se hermitski operatori prirodno
pojavljuju u mnogim razmatranjima. Zabiljezimo jedan jednostavan, ali
vazan slucaj.

Primjer 6.2.22. Neka je V unitaran prostor, neka je M pravi potprostor
od V. Na temelju dekomporzicije V. = M @ M~ i jedinstvenog prikaza
svakog vektora € V u obliku z = a + b, a € M,b € M*, definira se
ortogonalni projektor na M, P : V — V, Px = a. Operator P ve¢ smo
susreli u napomeni Pokazimo sada da je P hermitski operator: neka
jeyeV,y=c+d,ce M,dc M*. Tada je (Px,y) = (a,c +d) = {(a,c) =
(a+b,c) = (z, Py).

Zabiljezimo i direktnu posljedicu propozicije
Korolar 6.2.23. Neka je V' konacénodimenzionalan unitaran prostor i neka
je A € L(V) hermitski operator. Tada je V = Ker A& Im A.
Definicija 6.2.24. Kaze se da je kvadratna matrica A = [a;;] € M, her-
mitska ako vrijedi A* = A, tj. a;; =5, Vi,j =1,...,n.

U slucaju kad je matrica realna pojam hermitske matrice svodi se na
pojam simetri¢ne matrice. Sljedeca propozicija je izravna posljedica korolara

[5-4.13 1 propozicije
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Propozicija 6.2.25. Neka je V konacnodimenzionalan unitaran prostor i
neka je A € L(V). Sljedece turdnje su medusobno ekvivalentne:
(i) A je hermitski operator;
(ii) za svaku ortonormiranu bazu b v 'V matrica [A]g je hermitska,
(iii) postoji ortonormirana baza e u'V takva da je matrica [A]S hermitska.

Sljedec¢a propozicija je jedna od fundamentalnih ¢injenica u proucavanju
hermitskih operatora. Naglasimo da propozicija govori o hermitskim opera-
torima na kompleksnim prostorima.

Propozicija 6.2.26. Neka je V' kompleksan konacénodimenzionalan unita-
ran prostor i A € L(V') hermitski operator. Sve svojstvene vrijednosti ope-
ratora A su realni brojevi.

Dokaz. Uzmimo svojstven vektor x pridruzen svojstvenoj vrijednosti A ope-
ratora A. Sada je Mz, z) = (\z,7) = (Az,2) = (v, Ax) = (z, \x) = Xz, 7).
Nakon dijeljenja s (x,z), §to je razlicito od 0 jer x je svojstven vektor,
dobivamo A = . O

Propozicija 6.2.27. Neka je V konacnodimenzionalan unitaran prostor 4
A € L(V) hermitski operator. Svojstveni potprostori pridruZeni razlicitim
svojstvenim vrijednostima operatora A medusobno su okomiti.

Dokaz. Uzmimo A\, € o(A), A # u i pripadajuée svojstvene vektore x i
y: Ax = Az, Ay = py. Sada je, prema prethodnoj propoziciji, (¢ak i ako
je prostor kompleksan) i = p pa imamo A z,y) = (A\x,y) = (Ax,y) =
(z, Ay) = (z,py) = (z,y) = p(z,y), a odavde je (A — p){z,y) = 0 i zato
(x,y) =0. O

Sada je sve spremno za dokaz kljuénog rezultata za hermitske operatore.
Najprije slijedi pripremni teorem, no i sam za sebe vazan. Uoc¢imo da je
odgovarajuca tvrdnja za operatore na kompleksnim prostorima trivijalna.

Teorem 6.2.28. Neka je V' konacénodimenzionalan realan unitaran prostor,
neka je A € L(V') hermitski operator. Tada je spektar operatora A neprazan.

Dokaz. Uzmimo ortonormiranu bazu b u V i formirajmo matricu [A]} =

[a;j]. Prema propoziciji matrica [A]} je hermitska (simetriéna). Neka
je k4 svojstveni polinom operatora A (odnosno, po definiciji, njegovog ma-
tricnog zapisa [A]%) i neka je k4(\) = 0. Pokazat ¢emo da je A realan broj
(Cime ¢e biti dokazano i vise nego $to se u iskazu propozicije tvrdi: pokazat
¢emo da su sve nultocke svojstvenog polinoma opratora A realne).

Ostatak dokaza se provodi sasvim analogno razmatranjima iz tocke 5.5,
gdje smo analizirali ulogu kompleksnih nultocki svojstvenih polinoma ope-
ratora na realnim prostorima. Promotrimo operator mnozenja s matricom
[A]g na unitarnom prostoru jednostupcanih kompleksnih matrica L; Al

21 21
M1 (C) = M1 (C), L[A]g( C D =14%

Zn Zn
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Dobili smo linearan operator na kompleksnom unitarnom prostoru. Jasno
je, medutim, da u standardnoj ortonormiranoj bazi e prostora M,;(C
imamo matric¢ni zapis [L[ A}Z}g = [A]}. Zato je, prema propoziciji 6.2.25

operator L[ Al hermitski, a i svojstveni polinom operatora L[ AP je isti kao 1
svojstveni polinom operatora A. Dakle, A je nultocka svojstvenog polinoma
operatora L[ App na kompleksnom prostoru M,;(C). Kako je prostor kom-
pleksan, to znaci da je A svojstvena vrijednost operatora L[ A]zb,! Propozicija

6.2.20| sada pokazuje da je A € R. O

Prethodni teorem je toliko vazan u primjenama da se ¢esto susreé¢u njegove
razlic¢ite reformulacije. Zabiljezimo jednu.

Korolar 6.2.29. Realna simetriéna matrica ima svojstvenu vrijednost.

Sljedeéi teorem moze se smatrati glavnim rezultatom za hermitske ope-
ratore: svaki hermitski operator dopusta dijagonalizaciju u nekoj ortonor-
miranoj bazi. Treba uociti da u formulaciji teorema nema razlike izmedu
realnih i kompleksnih prostora.

Teorem 6.2.30. Neka je V konacénodimenzionalan unitaran prostor, neka
je A € L(V) hermitski operator. Postoji ortonormirana baza e prostora V

u kojoj je matricni zapis [A]S operatora A dijagonalna matrica.

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati indukcijom po dimenziji prostora. Za dimV =
1 tvrdnja je (na trivijalan naé¢in) tocna.

Pretpostavimo da je tvrdnja teorema tocna za svaki hermitski operator
na unitarnim prostorima dimenzije n— 1. Uzmimo unitaran prostor V takav
da je dim V' = n i hermitski operator A € L(V).

Najprije nadimo jednu svojstvenu vrijednost A za A - to moZemo prema
prethodnom teoremu. (Primijetimo ulogu prethodnog teorema. Ako je pros-
tor kompleksan, postojanje svojstvenih vrijednosti je nesporno.) Neka je a
jedini¢ni svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A. Definirajmo
M =[{a}] < V. Tadaje V=M@ M=* i zato je dim M+ =n — 1.

Pokazimo da je potprostor M invarijantan za A, tj. da vrijedi z € M+ =
Az € M*. Zaista, za to je dovoljno vidjeti (a, Az) = 0, no (a, Az) =
(Aa,x) = Ma,z) = 0 jer smo uzeli z € M*.

Oznacimo s Ay : M+ — M~ restrikciju operatora A na potprostor M.
Jasno je da je i taj operator linearan, a jasno je da vrijedi i (Ajz,y) =
(x, A1y) za sve x iy iz M+ zato §to jednakost (Azx,y) = (x, Ay) vrijedi za
sve vektore prostora V.

Nakon svega, vidimo da smo dobili hermitski operator A; na unitarnom
prostoru M=+ dimenzije n — 1. Prema pretpostavci indukcije, postoji orto-

normirana baza {es, ..., e,} ovog prostora u kojoj je matrica operatora A;
dijagonalna; tj. vrijedi Aie; = A\e;, Vi =2,...,n.
Sada je jasno da je e = {a,eg,...,e,} ortonormirana baza prostora V u

kojoj se polazni operator A dijagonalizira. O
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Vrlo Cesto se susrece i sljede¢a matri¢na formulacija prethodnog teorema.
Zbog vaznosti tvrdnje uvrstavamo i precizan dokaz, premda je u stvari sve
veé¢ dokazano.

Korolar 6.2.31. Svaka hermitska matrica je unitarno slicna nekoj dijago-
nalnoj matrici. Preciznije: ako je H € M, hermitska matrica onda postoje
A1
dijagonalna matrica D = pri éemu Su A1, ..., N\, realni
An
brojevi i unitarna matrica U takve da je H = UDU!.

Dokaz. Neka je e kanonska baza za M,;. Jer je e ortonormirana baza,
prema propoziciji Ly je hermitski operator. Sad teorem [6.2.30 jaméi
da postoje ortonormirana baza b = {b1, ..., b, } prostora M, irealni brojevi
AL, -, Ap takvi da je Lyb; = A\b;, Vi = 1,...,n. Odavde imamo

A1
(L} = =D.
An

Neka je U matrica prijelaza iz baze e u bazu b. Napomena [6.2.20 nam kaze
da je U unitarna matrica. Znamo da je H = [Ly|¢i D = [Ly)}. Zato je
prema korolaru D = [Lylt = U [Ly|cU = UTHU odakle slijedi
H=UDU . U

U literaturi se Cesto susrece i sljedeca formulacija prethodnog korolara u
slucaju kad je matrica H realna. Uoc¢imo da nema novih momenata; jedina
razlika je u terminologiji:

Korolar 6.2.32. Svaka simetriéna matrica je ortogonalno slicna dijagonal-
noj matrici: ako je H € M, (R) hermitska matrica onda postoje dijagonalna
matrica D € M,(R) i ortogonalna matrica U € M,(R) za koje vrijedi H =
UDU!.

Na kraju, korisno je zabiljeziti i sljedeéu opservaciju.

Napomena 6.2.33. Neka je H € M,, hermitska matrica.

Prema korolaru postoje dijagonalna matrica D € M, i unitarna
matrica U € M, takve da je D = U 'HU. S obzirom da je U™! = U*
mozemo pisati D = U*HU, odnosno HU = UD. Ozna¢imo s uq,..., Uy
stupce matrice U. Po definiciji matri¢nog mnozenja stupcana reprezentacija
matrice HU je (Huy,...,Huy,). S druge strane, ako dijagonalne elemente
matrice D oznaCimo s Ay, ..., A, stupcana reprezentacija matrice UD ocito
je (Mu1, ..., A\uy). Sad iz HU = UD slijedi Hu; = A\ju; zasvei=1,...,n.
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Odavde izvodimo sljedeci zaklju¢ak: Ako je U unitarna matrica za koju vri-

A1
jedi UT'HU = D = pa ako s uy,...,u, ozna¢imo stupce
An

od U, onda vrijedi Hu; = A\ju; zasvei=1,...,n.

Lako je uvidjeti da vrijedi i obrat: ako je {u1,...,u,} ortonormiran skup
u My iako je Hu; = \ju; zasve 1 =1,...,n, onda je matrica U sastavljena

A1

od stupaca u1, ..., u, unitarna te vrijedi U"'HU = D =

An

Izlaganje u ovoj tocki ¢emo zavrsiti primjerom koji se temelji na teoremu
0.2.530, a igra vaznu ulogu u razlicitim primjenama.

Primjer 6.2.34. Neka su a, b, ¢ realni brojevi pri ¢emu je a? + b% + ¢2 > 0.
Preslikavanje ¢ : R? — R definirano s q(z1,22) = am% + 2bx1z9 + cx% zZove se
kvadratna forma s koeficijentima a, b, c.

Koeficijent uz z1x9 napisan je u obliku 2b iz tehnickih razloga. Naime,

- y . . . a b
ako smo tako postupili, mozemo uvesti simetri¢nu matricu A = c } €

b
M>(R) i onda, koristeéi skalarni produkt u Ms;(R), kvadratnu formu ¢ za-
pisati u obliku ¢(z1,z2) = <[ Z l; } { 2 ] , { i; ]>

Ukoliko sada pogledamo operator La : Ms; — Mosy, Lax = Az, kva-
dratnu formu ¢ mozemo interpretirati i vektorski, odnosno operatorski. Sje-
timo se da u kanonskoj bazi e prostora My imamo [L4]¢ = A. Kako je ta
baza ortonormirana, a matri¢ni zapis naseg operatora simetri¢na matrica,
zakljucujemo iz propozicije da je L, hermitski operator. No sada
smo u prilici primijeniti teorem mozemo naci ortonormiranu bazu
(a) = {a1,a2} svojstvenih vektora za L4 (odnosno za A) i svojstvene vri-
jednosti aq, as tako da je Aa; = ajay i Aas = asas. To ocito povlaci da u
ovoj bazi forma ¢ poprima znatno jednostavniji oblik: ako je vektor x € Ms
napisan u obliku x = 2} a; + rhag, onda je q(z) = a1 (x})? + az(xh)?. U ovoj
situaciji, gdje je iSCeznuo mjesoviti ¢lan, kazemo da smo kvadratnu formu
dijagonalizirali.

Sve potpuno analogno mozemo naciniti i za kvadratne forme od n vari-
jabli; to su preslikavanja ¢ : R® — R zadana pomo¢u simetriéne matrice
A € M,(R) formulom ¢g(x) = (Az,z), pri ¢emu smo presutno uredenu n-
torku x shvatili kao stupac.

Kvadratne forme se prirodno pojavljuju u raznim problemima i ¢esto su
njihova svojstva bitna za rjesavanje tih problema (npr. pozitivna definitnost
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ili indefinitnost). U svim problemima takve vrste od znatne je pomoéi po-
stupak dijagonalizacije koji se temelji na teoremu Spomenimo jednu
takvu primjenu: klasifikaciju krivulja drugog reda.

Neka su a,b, ¢, d, e, f realni brojevi pri ¢emu je a® + %> + ¢ > 0. Treba
rijesiti jednadzbu drugog stupnja u a7 i z2 oblika az? + 2bx1ze + cx3 +
dxi+exs+ f = 0. Preciznije, treba odrediti skup S svih toc¢aka ravnine ¢ije
koordinate zadovoljavaju ovu jednadzbu.

Poznato je da je skup S zapravo jedna krivulja drugog reda. Do njezinog
opisa, odnosno standardne jednadzbe najlakSe se dolazi dijagonalizacijom
pridruzene kvadratne forme q(z1,72) = ax? + 2bxiz2 + cx3. Pokazuje se
da je skup S zapravo (ako zanemarimo neke degenerirane situacije) elipsa
ili hiperbola ili parabola, ovisno o tome je li det A > 0 ili det A < 0 ili
det A = 0, gdje je A simetri¢na matrica kvadratne forme gq.

Precizna formulacija i izvod ove ¢injenice moze se naéi u [5] u tocki 2.8.
Analognom metodom mogu se klasificirati i plohe drugog reda ([5], tocka
3.5).

Daljnja vrlo znac¢ajna primjena dijagonalizacije kvadratne forme susreée
se u matematickoj analizi pri odredivanju lokalnih ekstrema funkcija vise
varijabli. Za dovoljno glatke funkcije vise varijabli prirodno se u svakoj
kriti¢noj tocki uvodi kvadratna forma zadana drugim derivacijama. Dijago-
nalizacijom ove forme lako se utvrduje njezina definitnost, odnosno indefi-
nitnost, a to na kraju odlucuje o naravi dane kriti¢ne tocke.

6.3. Dekompozicija singularnih vrijednosti i pseudoinverz.

Neka su V' i W kona¢nodimenzionalni prostori nad istim poljem i L €
L(V,W) operator ranga r, 0 < r < dimV. Prema tvrdnji zadatka 52 u
petom poglavlju postoje baze b = {b1,ba, ..., by} ic={c1,c2,...,cm}zaV,
odnosno W takve da je

L) = D, = [%%] & M,

pri ¢emu je I € M, dok je svaki od nul-blokova odgovarajuéeg formata. To
zapravo znaci da vrijedi

_J o akojei=1,...,r
Lbz—{() akojei=r+1,...,n

Imamo, dakle, za proizvoljan operator vrlo jednostavan matri¢ni zapis u
ovom paru baza. Medutim, ove baze se ne sastoje od svojstvenih vektora
(3to ne moze ni biti ako su prostori V' i W razli¢iti), niti su na ikoji drugi
nacin intrinsi¢no povezane s operatorom, te stoga od ovog rezultata nema
osobite prakti¢ne koristi.
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U ovoj tocki pokazat éemo da za operatore izmedu razlicitih prostora (ili,
drugacije gledano, za matrice koje nisu nuzno kvadratne) ipak mozemo do-
biti odredenu standardnu matriénu formu ¢évrsée povezanu sa strukturom
operatora, a Cija konstrukcija se temelji na teoremu o dijagonalizaciji her-
mitskih operatora. Ovdje ¢emo se ograni¢iti na proucavanje operatora na
prostorima jednostupcanih matrica; u stvari, gotovo iskljucivo promatrat
¢emo operatore oblika L : My, — M1, Lax = Az, pri ¢emu je A € Moyn
zadana matrica. Podsjetimo se da je M, unitaran prostor uz skalarni pro-

dukt
1 A n
< SN >=Zaziyz-.
=1

L, Yn
Podsjetimo se takoder i ¢injenice da je kanonska baza prostora M,; ortonor-
mirana. Kona¢no, vazno je imati na umu i to da u paru kanonskih baza e i
f prostora M, i M, za operator L 4 induciran matricom A € M,,, vrijedi
[La)! = A.
Zapocet ¢emo s lemom ¢ije tvrdnje smo zapravo veé susretali. Navodimo
je radi potpunosti.

Lema 6.3.1. Neka je A € My,y,. Tada je (La)* = La~. Nadalje, ako je
B € My, onda je LaLp = Lap.

Dokaz. Oznacimo s e i f kanonske baze u My,1 i M,,1. Uocimo da je A* €
My i Las : My, — My, Znamo da je [LA*]? = A*. S druge strane, prema
propoziciji6.2.14 je [(La)*]} = ([LA]Z) = A*. Dakle, operatori (L4)* i

L 4+ imaju jednake matri¢ne zapise i zato su jednaki.
Druga tvrdnja je ocita. O

Napomena 6.3.2. Neka su A € M,,, i B € M,,. Znamo da je r(AB) <
r(A),r(B) (zadatak 45 u tre¢em poglavlju). To mozemo vidjeti i na sljede¢i
nacin.

Prema propoziciji imamo r(AB) = r(Lap) = r(LaLp), gdje smo
drugu jednakost dobili primjenom prethodne propozicije. S druge strane,
opet prema propoziciji vrijedi r(A) = r(La) i r(B) = r(Lp). Sad
tvrdnja slijedi primjenom odgovarajuce operatorske tvrdnje: ako su Li i Lo
operatori koji se mogu komponirati, onda je r(LiLa) < r(Ly),r(L2) (zadatak
3 u petom poglavlju).

Lema 6.3.3. Neka suV i W konacnodimenzionalni unitarni prostori i L €
L(V,W). Tada je Ker LL = KerL, d(L*L) = d(L) i r(L*L) = r(L).

Dokaz. Ocito je Ker L C Ker L*L. Ako je pak x € Ker L*L onda je L*Lx =
0 iz ¢ega slijedi (L*Lz,z) = 0, odnosno (Lz, Lx) = 0. Dakle, Lz = 0,
tj. z € Ker L.

Druga tvrdnja je oCita posljedica prve, a treca slijedi iz druge i teorema
o rangu i defektu. O
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Lema 6.3.4. Neka je A € My,,. Tada je r(A*A) = r(A).

Dokaz. Prema propoziciji imamo r(A) =r1(Ly4).

S druge strane, koriStenjem iste propozicije kao i leme dobivamo
r1(A*A) =1(La+a) =1(La~La) =1((La)*La).

Tvrdnja sad slijedi iz prethodne leme. ([l

Sad je sve spremno za dokaz teorema o dekompoziciji singularnih vrijed-
nosti. Rijec je zapravo o jednoj univerzalnoj i vrlo korisnoj faktorizaciji koju
je moguce izvesti za svaku matricu.

Teorem 6.3.5. (Dekompozicija singularnih vrijednosti) Neka je A € My, .
Postoje unitarne matrice U € M, 1 V € M, te dijagonalna matrica

VAL
D= e M,

VA

D01,
A—U[%W]V’

pri cemu su navedeni nul-blokovi formatirani tako da je [ 109 8 } € M,

a A, ..., \r su sve netrivijalne (# 0) svojstvene vrijednosti matrice A*A.

takve da vrijedi

Napomena. Obitno se navedena blok-matrica oznaci sa 3 pa dekompozicija
glasi A = UXV*.

Na primjer, u slucaju m = 6, n = 4, r = 3 navedena dekompozicija
matrice A ima oblik

[ % % ok x| _******__\/X 0 0 0
x k% % x k% % k% 0 VX 0 |0 x ok x Xk
ok ok ok ||k ok ok x ok X 0 0 V3]0 * ok k%
* ok ok % o * ok ok ok ok ok 0 0 0 0 * ok ok %
* ok % %k * k% ok k% 0 0 0 0 * k% %k
|k kx| _******__0 0 0 O_ e
A U »

Dokaz. Neka je A # 0. U slucaju A = 0 tvrdnja teorema je to¢na na
trivijalan nac¢in. Prvo uoc¢imo da je matrica A*A € M, hermitska. Zaista:
(A*A)* = A*(A*)* = A*A. Kako u kanonskoj bazi e prostora M,,; imamo
[La-a)¢ = A*A, propozicija[6.2.25 nam kaze da je La+4 hermitski operator.
Zato prema teoremu [6.2.30] postoje A1,..., A, € R i ortonormirana baza
{x1,...,x,} prostora M, takvi da vrijedi

(16) LA*ASUj:A*Al‘j:)\jJZj, ]:1,,n
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Uocimo da jeza sve j =1,...,n
(17) |Azj> = (Azy, Azy)
= (Lazj, Lazy)

= ((La)*Lazj, xj)

l 16.3.1|
ema: <LA*LAZL‘j, .Tj>

Posebno, odavde zakljucujemo da je A; > 0 za sve j = 1,...,n. Nije sma-
njenje opcenitosti ako pretpostavimo da je A1 > A9 > ... > )\,. Nadalje,
neka je

(18) )\1,...A7~>0i)\r+1:...:)\n20.

Ovdje je 1 < r < n; uotimo da je zaista r > 1 jer bi r = 0 povlacilo
A = 0. Primijetimo takoder da smo ovime rekli i da je r(A*A) = r (jer
A1
A*A i su kao matri¢ni zapisi operatora L 4«4 u bazama e,
An
odnosno {z1,...,z,} slitne matrice).

Zbog leme imamo i r(A*A) =r(4) =r < m,n.

Neka je sada V € M, matrica ¢iji stupci su z1,...,z,. Kako ovi stupci
¢ine ortonormiranu bazu za M,;, matrica V' je prema teoremu uni-
tarna.

Dalje, neka je

1
(19) Uj:\//\j>0 i qj:;AijMml, jg=1...,r
J
Sada za sve j,k =1,...,r imamo:
11
<Qj7Qk> = ;j;k<Ax],A$k>
11
= ;;k<LA$j7LA$k>
J
11 .
= ;;k<(LA) Laxj, wy)
J

lema [6.31] 11
= ;;k<LA*A$j,$k>
J
11
O
= 07;<xj’lik> = Ojk
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Dakle, skup {q1, ..., ¢} je ortonormiran. Mozemo ga nadopuniti do ortonor-
mirane baze {q1,...,qr,...qm} prostora M,,;. (Prosirenje ortonormiranog
skupa do ortonormirane baze kona¢nodimenzionalnog unitarnog prostora
izvodi se u dva koraka to¢no kako smo to ucinili u dokazu teorema )

Neka je U € M, matrica ¢iji su stupci upravo qi,...,¢qr,...Qny; prema
teoremu unitarna je. Pisimo

11 ... Tin qi1  --- dim
V= : : eM, i U= : : € My,.
Inl -+ Tnpn dm1l --- Qdmm

Sad Zelimo izracunati umnozak U*AV. Neka je 1 <i<m, 1< j <n. Na
poziciji (z,7) u tom umnosku imamo
(U*AV)ij = (i —tiredak od U*A) - (j — ti stupac od V)
Lij
Tnj
= (g A)z;
= g (Azj).
Ako je j > r krajnja jednakost u nam kaze da je rezultat 0. Za j <r

prema ([19) imamo Az; = 0j¢; pa u tom slucaju, nastavljajuci gornji racun,
dobivamo

(U*AV)(i,j) = q;(Axj)
q1j
= (Ea cee 7%>O—j

qmj

m
= 0j Z Tkj Qi
k=1

q1j q1i
:ffj< S I >

qmj qmi
= ajéﬁ.

Dakle, ako oznac¢imo U*AV = ¥ onda imamo

VA1

U*AV—Z—[IOD g]ean gdje je D= € M,.
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D07 . )
A—U[—FO O]V—UZV.

Napomena 6.3.6. U dokazu smo vidjeli da je skup {q1, ..., g, } ortonormirana
baza za Im L 4. Naime, taj je skup ortonormiran, sadrzan je u Im L 4 i sastoji
se od r vektora, a znamo da je r(L4) =r1(A) =r(A*A) =r.

S druge strane, krajnja jednakost u pokazuje da da imamo Az, =
... = Az, = 01, kako je d(L4) = n — (L) = n — r, vidimo da je skup
{Zr41,...,x,} ortonormirana baza za Ker L 4.

Nadalje, to povlaci da je {z1,...,z,} ortonormirana baza za (Ker L)+ =
Im (La)* =1Im Ly-.

Odavde je

O

Napomena 6.3.7. Pretpostavimo da je A € M,, hermitska matrica ¢ije su sve
svojstvene vrijednosti ne-negativne. (Moze se pokazati da je ovo svojstvo
zapravo ekvivalentno uvjetu (Az,z) > 0, Vo € M,;.) Tvrdimo da se u
ovom slucaju teorem o dekompoziciji singularnih vrijednosti svodi na teorem
o dijagonalizaciji hermitske matrice.

Da se u to uvjerimo, prodimo iznova kroz prethodni dokaz. Podimo od

svojstvenih vrijednosti A1,..., A, > 0 matrice A, odnosno operatora L4 i
ortonormirane baze {x1,...,xy,} prostora My, za koju je Ax; = \jx; za sve
j=1,...,n. Sad je, naravno, A*Ax; = AQ:L”j = )\?l’j za sve j = 1,...,n.
Dakle, konstrukcija iz dokaza prethodnog teorema zapravo zapocinje s ovim
istim vektorima z1,...,z, i brojevima A%, Co A2,
Opet wzmimo daje Ay > ... 2 A >0 1 Ay1=... =X, =0.
Nadalje, ovdje za j = 1,...,r imamo ¢; = %A:cj = - Ajr; = x;. Kako
J J
je ovdje m = n, ortonormirani skup {qi,...,¢.} = {z1,...,2,} mozemo
prosiriti vektorima 1, . .., z, do ortonormirane baze prostora M,;. Dakle,
ovdje konstrukcija daje U = V. Kona¢no, ovdje je
- -
D|0 Ar
%= [%W] = 0 € M.
L 0
Slijedi

A=UXU", odnosno ¥ = [ lo) 8 ] =U"AU,

Sto pokazuje da se dekompozicija singularnih vrijednosti u ovom slucaju
svodi na formulaciju iz napomene [6.2.53
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Napomena 6.3.8. Dekompozicija singularnih vrijednosti nije jedinstvena Sto
je eksplicitno vidljivo iz konstrukcije matrice U. Naime, postupak nadopune
ortonormiranog skupa do ortonormirane baze nije jedinstven.

Medutim, ako krenemo od dekompozicije A = U [ 10) 8 } V* i uotimo
da je D* = D, dobivamo

e 4 D01 .. [ D]0] . D?2|0 7.,
AA_V[—FO 0} UU[—FO O}V—V[ 0 O}V

D? |0

0|0
A*A (koji je jedinstven uz dogovor da su svojstvene vrijednosti poredane si-
lazno po velicini), dok su stupci od V' upravo odgovarajuéi svojstveni vektori

od A*A, odnosno od Ly-4 (usp. napomenu |6.2.39).

odakle je vidljivo da je [ ] € M, nuzno dijagonalni oblik matrice

Korolar 6.3.9. Za svaku matricu A € My, i svaki X\ # 0 vrijedi A €
g(A*A) & X € o(AA*).

Dokaz. StavimoA:U[10j S]V* Tada je
aa—v [ 20 e s —p [22LO] g
R ' Yoo

Dakle, A*A i AA* su sli¢ne s ove dvije dijagonalne matrice pa su im i svoj-
stvene vrijednosti iste. Uo¢imo, medutim, da ove dvije dijagonalne matrice
nisu iste; isti im je samo blok D? u lijevom gornjem uglu. Naime, radi se o
matricama

Dol [D]o . [Dlo][D|O]"
o] Fore] e [ [5] <o
0
6

o . | D|{O0O] |5
Na primjer, akOJeE—[T‘T} —{0

25 0 0
Y= 0 36 0| iX¥¥*= [
0 0 O

8 ] , onda se lako utvrdi da je

25 0
0 36 |°
O

Dekompozicija singularnih vrijednosti ima jo§ jedno vrlo vazno svojstvo.

Napomena 6.3.10. Neka je A € M,,, i A = UXV™ njezina dekompozicija
singularnih vrijednosti. Kao i prije, ovdje su U € M,, i V € M,, unitarne

matrice,
VA1
D = € M,,

VA
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D07 e g
A—U[T%]V—UEV,

pri ¢emu su navedeni nul-blokovi u ¥ formatirani tako da je ¥ = g 8 ] €
M. Kako su matrice A i ¥ ekvivalentne, vidimo da je r(A4) = r.
Uzmimo sada proizvoljan k& < r i promotrimo matrice
VA1
VA
Dk 0 * *
Ak—U[ 0 O]V =UX V",
pri ¢emu su naznaceni nul-blokovi u Y; opet formatirani tako da je ¥ =

D
[ k|0 € My,,,. Dakle, matrica Ay je iste grade kao i A s tim da je lijevi

00
gornji blok u ¥; sada formata k x k.

Uocimo da je r(Ay) = r(Xx) = k. Osim toga, za Frobeniusovu normu na
prostoru M,,,, imamo

A= Apl? = (A— Ay, A- Ay

= tr((4A— Ap)" (4 - A))

= tr(V(Z = X)' U U(E — X))V

= tr((X = Xp)"UU(E - Zg)V*V)

= tr((Z—%)"(2 - %))

= tr((D — Dp)"(D — Di))

= |1+ IR
Stovise, moze se pokazati (to je Eckart-Youngov teorem) da za svaku drugu
matricu B € My, ranga k vrijedi |A— Ag|| < ||A— B||; drugim rije¢ima, Ay
je najbolja aproksimacija u smislu Frobeniusove norme matrice A matricama
ranga k.

Za kraj ovih razmatranja pogledajmo konkretan primjer.

11
Slijedit ¢emo konstrukciju iz dokaza teorema [6.5.5 zadrzavajuéi iste oz-

nake. Ocito je r(4A) =11 A*A = g g

stvene vrijednosti matrice A*A brojevi Ay = 10 i Ay = 0, a pridruzeni
1
. Dakle,

. e . .. . . 2 2
Odredimo dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice A = } .
. Lako se izracuna da su svoj-

— . . . 1.
normirarnmni SVOJStVGDl vektori o % |: 1 g = % 1

2
‘,_ 1 1 1
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. 1 1 2 2 1 O 2
Nadalje, ‘h\/ﬁA“mL 1Bl =5 . Nadopu-

nimo taj vektor s ¢o = %

= 9 do ortonormirane baze prostora Ms; pa

. _1 ]2 1
doblv.':urnoU—\/g[1 o |-

Konaé¢no, imamo

A 12 1 vio o 1 f1 1
V1 2 0 0|21 -1
Jos§ uocimo da je prema prvoj tvrdnji napomene skup {q1} ortonormi-

rana baza za Im L 4. Dakle, ortogonalni projektor P na taj potprostor dan
je formulom Pz = (x,q1)q.

Nastavak ovog odjeljka posveéen je konstrukciji i svojstvima pseudoinverza
linearnog operatora na kona¢nodimenzionalnom unitarnom prostoru. Te-
meljnu ulogu u tim razmatranjima igra sljede¢i teorem.

Teorem 6.3.11. Neka su V ¢ W konacénodimenzionalni unitarni prostori
i L € L(V,W). Postoji jedinstven linearni operator L' € L(W,V) sa svoj-
stvima:

(a) LL' je ortogonalni projektor na ImL,

(b) L'L je ortogonalni projektor na Im L1,

(c LLY i LYL su hermitski operatori,

(d) LL'L =L i L'LLY = LT.

Dokaz. Najprije uoc¢imo da svojstva (a)-(d) nisu nezavisna. Zapravo, tvr-
dimo da je (a) i (b) ekvivalentno s (¢) i (d). Da to provjerimo, pretpostavimo
najprije da vrijedi (a) i (b). Tada o¢ito vrijedi i (c). Osim toga, ako vrijedi
(a), onda za sve x € V imamo LLT(Lz) = Lz §to je upravo prva jednakost

u (d). Analogno, svojstvo (b) odmah daje drugu jednakost u (d).

Pretpostavimo sada da vrijedi (c) i (d). Tada je (LL")? = LLTLL? @

LLT. S druge strane, (c) nam kaze da je (LL")* = LLT. Sad prema tvrdnji
zadatka 35 slijedi da je LL! ortogonalni projektor. Kao i svaki ortogonalni
projektor, LL' je ortogonalni projektor na vlastitu sliku. Prva jednakost
u (d) nam govori da je LLT(Lz) = La odakle zakljuc¢ujemo da je Im L C
Im LL'. Obratna inkluzija Im LL' C Im L je jasna pa slijedi Im LLT = Im L.
Dakle, mozemo reé¢i da je LLT ortogonalni projektor na Im L. Time smo
dokazali (a). Potpuno analogno se dokaze (b).

Dokazimo sada postojanje operatora LT € L(W, V) s trazenim svojstvima.
U tu svrhu sjetimo se da vrijedi V =ImL* @ Ker L i W = Im L & Ker L*.
Promotrimo restrikciju L = Lltmr+ : Im L* — Im L. Operator L je injek-
tivan jer ako je # € KerL imamo # € ImL* i Lz = 0 §to znaci da je
z € ImL* N KerL = {0}. Operator L je i surjektivan jer za proizvo-
ljan y € Im L mozemo na¢i x € V takav da je Lz = y. Sad, medutim,
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mozemo pisati * = a + b pri ¢emu je @ € ImL* i b € Ker L. Sada je
y = Lz = L(a+b) = La+ Lb = La = La. Dakle, L je bijekcija pa zato ima
inverz L' : Im L — Im L* koji je takoder linearan.

Sad ¢emo LT definirati tako da stavimo LT|ImL =L 1i L”KerL* = 0.
Preciznije, LT je definiran na sljedeéi naéin: proizvoljan w € W zapisemo u
obliku w =y + z, gdje je y € Im L, y = La = La za jedinstveni a € Im L*,
dok je z € Ker L*, i onda je

(20) L'w=L(y+2) =L(La+2) =a.

Primijetimo da je Im LT = Im L*. Tvrdimo da ovako definiran operator LT
ima svojstva (a)-(d).

Najprije, za svaki y € Im L imamo jedinstveni a € Im L* za koji je y =
La = La i sada je LL'y = La = y. S druge strane, za sve z € Ker L* =
(Im L)+ imamo LL'z = 0. Dakle, LL! djeluje jednako kao ortogonalan
projektor na Im L, tj. vrijedi (a). Osim toga, za a € Im L* imamo L'La = a,
dok je za sve b € Ker L, jasno, L'Lb = 0. To znaci da LTL djeluje jednako
kao i ortogonalni projektor na Im L* = Im Lf. Time je dokazano (b). Prema
prvom dijelu dokaza, operator L zadovoljava i (c) i (d).

Konaéno, dokazimo jedinstvenost. Pretpostavimo da postoji operator
B e L(W,V) sa svojstvima

(a’) LB je ortogonalni projektor na Im L,
(/) BL je ortogonalni projektor na Im B,
() LB i BL su hermitski operatori,

(d) LBL =L i BLB = B.

Sada je L* Y (LBL) = (BL)*L* £

BLL*. Odavde slijedi
(21) (Ker L)t =Im L* C Im B.

Ako je y € Im L onda postoji jedinstven a € Im L* = (Ker L)+ takav da je

y = La. Zbog (1) imamo a € Im B. Zato je By = BLa 2 a = LTy. Dakle,

B i L' se podudaraju na Im L.
Ako je pak z € (Im L)+ = Ker L* onda zbog (a’) imamo LBz = 0 i zato

‘D BLBz = 0. To znaci da se B i Lt podudaraju i na (ImL)+. O

je Bz
Napomena 6.3.12. Operator L' se zove pseudoinverz ili Moore-Penroseov
inverz operatora L. Evidentno je iz prethodnog dokaza da u slucaju kad je
L bijekcija imamo LT = L~

Korolar 6.3.13. Neka su V i W konacénodimenzionalni unitarni prostori i
L€ L(V,W). Tada je (L*)" = (L1)*.

Dokaz. 1z (a) u prethodnom teoremu slijedi da je (L)*L* ortogonalni pro-
jektor na Im L = Im (L*)* = Im (L*)'. Takoder, iz (b) slijedi da je L*(L")*
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ortogonalni projektor na Im LT = Im L*. Dakle, operator (L')* zadovo-
ljava u odnosu na operator L* svojstva (b) i (a) iz prethodnog teorema. Iz
jedinstvenosti sad zakljuéujemo da je (L*)T = (LT)*. O

Napomena 6.3.14. Ako je L surjekcija svojstvo (a) iz prethodnog teorema
povlaci da je LL' = Iy (jediniéni operator na prostoru W). Ako je pak L
injekcija onda svojstvo (b) iz prethodnog teorema povlaci da je LTL = Iy,

Lema 6.3.15. Neka su V ¢ W konacénodimenzionalni unitarni prostori 4
L e L(V,W). Ako je L surjekcija, operator LL* € L(W) je regularan.

Dokaz. LL*w = 0 povlati L*w € Ker L pa zato imamo L*w € Ker L N
Im L* = {0}. Zato je L*w = 0, tj. w € Ker L* = (Im L)*. Medutim, kako je
L surjekcija, imamo (Im L)+ = {0} i zato je w = 0. Dakle, LL* je injekcija.
Preostaje primijeniti korolar[5.1.13, O

Korolar 6.3.16. Neka su V i W konacnodimenzionalni unitarni prostor:
i L € L(V,W). Ako je L surjekcija onda je L' = L*(LL*)™' (i tada je
LL*(LL*)~' = Iy, a L*(LL*)~'L je ortogonalni projektor na Im L*).

Dokaz. Prvo primijetimo da je operator LL* hermitski. Zato je i njegov
inverz hermitski operator. Sad se lako ustanovi da operator L*(LL*)~! ima

svojstva (c) i (d) iz teorema|6.5.11 O

Korolar 6.3.17. Neka su V i W konacnodimenzionalni unitarni prostori
i L € L(V,W). Ako je L injekcija onda je L' = (L*L)"'L* (i tada je
(L*L)'L*L = Iy, a L(L*L)"'L* je ortogonalni projektor na ImL).

Dokaz. 1z leme [6.3.5 znamo da je Ker L*L = Ker L. Ako je L injekcija
odatle odmah zakljuéujemo da je i L*L € L(V) injekcija. Zato je prema
korolaru L*L regularan operator. Uo¢imo i da je (L*L)~! hermitski
operator (kao u prethodnom dokazu; to je zato sto je L* L hermitski).
Nadalje, ako je L injekcija, iz V = Ker L ® Im L* zaklju¢ujemo da je L*
surjekcija. Sad nam komlar kaze da je (L*)! = L(L*L)~'. Adjungi-
ranjem slijedi ((L*)")* = (L*L)~'L*. Medutim, lijevu stranu ove jednakosti
primjenom korolara na operator L* mozemo pisati kao ((L*)")* =
(L)) = LT, O

Na kraju ovog dijela diskusije zabiljezimo jos jednu tvrdnju (i njezinu
posljedicu) koja je zapravo vidljiva ve¢ iz konstrukcije u dokazu teorema
6.3.11 Ipak, korisno ju je formulirati i kao zasebnu propoziciju.

Propozicija 6.3.18. Neka su V i W konacnodimenzionalni unitarni pros-
tori i L € L(V,W). Za svaki y € ImL jednadzba Lx = y ima jedinstveno
rjeSenje minimalne norme i to je upravo xrg = LTy.

Dokaz. Prema svojstvu (a) iz teorema |6.3.11] imamo Lzg = LL'y = y.
Dakle, x( jest rjeSenje jednadzbe Lx = y. Ako je x1 bilo koje rjeSenje te
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jednadzbe mozemo pisati 1 = a + b, pri ¢emu je a € Im L*, b € Ker L. To
zapravo znadi da je a ortogonalna projekcija vektora z; na Im L* =Im LT, a
iz svojstva (b) u teoremu|6.3.11 znamo da je to LTLxy = LTy = z. Dakle,
proizvoljno rjesenje jednadzbe Lz = y je oblika 1 = x¢o + b, b € Ker L.
Odavde je ||z1]|> = [|xol|? + ||6]|? i sad je jasno da je rjesenje minimalne
norme ono za koje je b = 0, tj. upravo xg. U

Napomena 6.3.19. Uzmimo opet da su V i W kona¢nodimenzionalni unitarni
prostori i L € L(V,W). Ako jey € W ali y ¢ ImL, jednadzba Lx =
1y nema rjeSenja. Medutim, ako je P projektor na Im L moZzemo rijeSiti
jednadzbu Lz = Py. Kako znamo iz (a) u teoremu LL!. Dakle,
mozemo rijesiti jednadzbu Lz = LL'y. Kao u primjeru svaki x; koji
zadovoljava ovu jednadzbu ima svojstvo da je |[Lz1 — y|| < |[|[Lz — y|| za sve
zeV.

Sad prema prethodnoj propoziciji minimalno (u smislu najmanje norme)
rjesenje jednadzbe Lz = LL'y je o = LTLL'y. Medutim, prema svojstvu
(d) iz teorema imamo LTLLY = LT i opet je zg = LTy.

U rekapitulaciji mozemo reéi: ako nam je zadana jednadzba Lx = y, onda
je 9 = L'y njezino minimalno rjesenje ako je ta jednadzba uopée rjesiva, a
ako nije, o = L'y je minimalno najbolje priblizno rjesenje te jednadzbe.

Sada je prirodno postaviti pitanje matri¢nog zapisa pseudoinverza. Pre-
ciznije, ako u nekom paru baza imamo matri¢ni zapis operatora L, mozemo
li iz njega dobiti matri¢ni zapis operatora LT? Sasvim konkretno: ako je za-
dana matrica A € M,,, i pripadajuéi operator L4 : Mp1 — M1, Lax = Ax,
postavlja se pitanje mozemo li naé¢i matri¢ni zapis operatora Li‘?

Definicija 6.3.20. Neka je A € M, i

o1
D|o N _ )
A—U[O O]V,D— . e M,,
Oy
gdjesuU € M,, iV € M, unitarne matrice, a o1, ...,0, > 0, dekompozicija

singularnih vrijednosti matrice A. Pseudoinverz matrice A se definira kao
matrica
D7']0

t—
at=v [-Zg

] U* e M,m,

-1

0 0 } formatirani tako da ta matrica

pri ¢emu su nul-blokovi u matrici [
bude tipa (n,m).

Lema 6.3.21. Za svaku matricu A € My, vrijedi

(e) AAT i AYA su hermitske matrice,
(f) AATA= A i ATAAT = AT,
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Dokaz.

D|o D10 I]0
T _ * * e *
AA_U[+O O}VV[O O}U U[O O]U e M,
D10 D|o I]0
T . * v * e *
AA_V[—FO O}UU[O O]V—V[O O]V € M,,.

Obje ove matrice su hermitske; dakle, vrijedi (e). Osim toga,

D|o D710 D0
t . * * * __

Analogno, direktno slijedi i ATAAT = Af. O

Teorem 6.3.22. Za svaku matricu A € My, vrijedi (Ls)T = L 41.

Dokaz. Zbog jedinstvenosti iz teorema[6.3.11) dovoljno je vidjeti da operator
L 4+ zadovoljava uvjete (c) i (d) iz teorema|6.5.11ju paru s operatorom L 4.
Medutim,

(e)

(LaLat)® = (Laat)" = Liaatys = Laat = LaLas,

pri cemu smo prve dvije, kao i posljednju jednakost u ovom nizu dobili
primjenom leme Time smo pokazali da je L 4L 4+ hermitski operator.
Potpuno analogno se vidii da je L 4+ L 4 hermitski operator. Dakle, provjeren
je uvjet (c).

Sliéno, primjenom leme m pa nakon toga koristenjem uvjeta (f) iz
leme dobivamo LaL4+La = Loat4 = La. Istim na¢inom slijedi i
L i LAL 4+ = L 4+. To pokazuje da imamo ispunjen i uvjet (d). O

Korolar 6.3.23. Necka je A € My,,.
Ako je r(A) = n onda je AT = (A*A)~1A* i ATA=1.
Ako je r(A) = m onda je AT = A*(AA*)™1 i AAT =1,

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je r(A) = n. Jer je r(A) < m,n, ovdje je
nuzno n < m. Dakle, svi stupci matrice A su nezavisni. Kako je A matri¢ni
zapis operatora L, : M, — M, u paru kanonskih baza, znamo da je
r(La) =1(A) = n. Odavde je d(Ls) = n —n = 0 $to znali da je operator
L 4 injekcija. Prema napomem' sada je (La) La = Iy, (gdje je Ing,,
jedini¢ni operator na prostoru My;) §to mozemo pisatiikao LiLa = Ip,,,
odnosno L 4t 4 = Ipr,,. Jednakost ova dva operatora povlaci i da su im isti
matriéni zapisi u kanonskoj bazi; dakle, vrijedi ATA =TI € M,,.

Stovige, prema k:omlaru (La)T = ((La)*La)"Y(La)*. Sad uo¢imo
da je matrica A*A regularna jer je prema lemi r(A*A) = r(A) = n.
Zato jednakost (L)' = ((La)*La)""(LA)* mozemo zapisati kao L.t =
(LA*A)_l(LA)* = L(A*A)—ILA* = L(A*A)_lA*' Dakle, AT = (A*A)_lA*

Sada pretpostavimo da je r(A) = m. U ovom slucéaju je m < n. Opet
promatramo L : My — My, iiz r(La) = r(A) = m zakljuéujemo da je
L 5 surjekcija. Prema napomem' sada je La(La)' = I, isliéno kao
u prvom dijelu dokaza slijedi AA" =1 € M,,.
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Dalje, u ovom slu¢aju je prema korolaru (L) = (LaA)*(La(La)*)~ .
Sad uo¢imo da je matrica AA* € M,, regularna jer prema lemi[6.3.4r(AA*) =
r(A*) = r(A) = m. Zato polaznu jednakost (L)l = (La)*(La(La)*)""
mozemo Zapisati kao LAT = LA* (LAA*)_l = LA*L(AA*)fl = LA(AA*)*L To

je dovoljno da se zakljuci AT = A*(AA*)7L, O
. . D0 . e
Napomena 6.3.24. Neka je A € My, i1 A=U oo V* njezina dekom-
pozicija singularnih vrijednosti. U napomeni |6.53.6| smo konstatirali da je
skup {q1,...,¢r} - to je prvih r stupaca matrice U - ortonormirana baza za

Im L 4. Dakle, ortogonalni projektor P na Im L4 dan je formulom Pz =
Yo (@, ¢i)qi, © € Mp,1. Medutim, sad iz teorema znamo da je orto-
gonalni projektor Im L 4 zapravo L4 (L), tj. L 44¢. Matrica tog operatora
u kanonskoj bazi je, naravno, AAT, a iz gornje dekompozicije vidimo da je

o B 5  o fe]

Napomena 6.3.25. Promotrimo proizvoljan sustav linearnih jednadzbi:

a1ry + ... + awr, = b

asxry + ... 4+ asprn, = by

am1Z1 + ... + amnTn = bm.
U matri¢nom zapisu imamo Ax = b. Ako sa si,...s, ozna¢imo stupce
matrice A znamo da je s; = Ae;, i = 1,...,n, gdje je {eq,...e,} kanonska

baza prostora M,;. Pretpostavimo da je sustav rjesiv; znamo da to znaci
da je
b1
b= : € [{s1,..-,sn}] = [{4e1,...,Ae,}] = Im Ly.
bm

Rijesiti sustav znac¢i naéi sve x € My, za koje je Ax = b ili, drugacije
zapisano Lax = b. Sad nas propozicija uci kako da nademo rjeSenje
s najmanjom normom: to je zo = (L4)'b. Konacno, koristeéi teorem 6.3.2§
dobivamo zg = (L4)'b = L 41b = Afb.

Zakljucak koji smo izveli neobi¢no je koristan u mnogim prakti¢nim si-
tuacijama. Ukoliko nam je, dakle, zadan rjesSivi sustav linearnih jednadzbi
Az = b1 zelimo naéi njegovo minimalno rjesenje (u smislu najmanje norme),
recept je sljedeéi: treba naéi dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice
A, iz nje odrediti A" i onda samo izracunati ATb.

Ako pak zadani sustav nije rjesiv, onda b € L4 pa smo u situaciji iz na-
pomene i zakljuéujemo: A'b je minimalno najbolje priblizno rjesenje
danog sustava.
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Na kraju, korisno je reformulirati zakljucke prethodne napomene u slucaju
kad su svi stupci matrice sustava nezavisni.

Napomena 6.3.26. Neka je dan sustav Ax = b pri ¢emu su svi stupci matrice
A € M, linearno nezavisni. Tada je r(A) = n (dakle, nuzno je n < m)
i zbog toga je i r(La) = n. Iz napomene znamo da je tada matrica
A* A regularna te da je AT = (A*A)~1A*,

Prema prethodnoj napomeni minimalno rjesenje sustava Ax = b (ili u
slucaju nerjesivosti minimalno priblizno rjesenje) je xog = Atb. Ovdje je,
dakle, 9 = (A*A)~!A*b. S obzirom da je matrica A*A regularna, to je
ekvivalentno s A*Axy = A*D.

Jer je matrica A* A regularna, sustav linearnih jednadzbi A* Az = A*D je
Cramerov. Dakle, minimalno rjesenje sustava Az = b u slucaju kad je r(A)
maksimalan dobiva se kao rjeSenje Cramerovog sustava A*Ax = A*D.

Zakljucak ove napomene ilustrirajmo primjerom.

Primjer 6.3.27. Vratimo se primgjeru u kojem smo trebali na¢i naj-
bolje (s minimalnom normom) priblizno rjesenje nerjesivog sustava

33k + I = 30
36k + | = 40
42 + | = 44
45k + | = 48°
54k + I = 58
60k + | = 62
Matrica tog sustava
(33 1]
36 1
42 1
A= 45 1
54 1
60 1

je ranga 2 pa smo u uvjetima prethodne napomene. Prema tome, trazeno
najbolje priblizno rjesenje x( je zapravo jedinstveno rjeSenje Cramerovog
sustava

A*Ax = A*b,
to jest,

33
36
33 36 42 45 54 69 42
1 1 1 1 1 1} 45
o4
60

E | |33 36 42 45 54 69
!l 11 1 1 1 1

—_ = = e

30
40
44
48
o8
62
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Nakon mnozenja dobivamo

12690 270 E| | 13290
270 6 I | 282 |°
Matrica ovog sustava A*A = [ 12228 272 je nuzno regularna (to je

takoder konstatirano u prethodnoj napomeni). Nakon dijeljenja prethodne
jednakosti sa 6 i mnozenja s (4*A)~! dobivamo

k] 1 1 —457][2215] _ 1 [ 100]_[ ¥

I | 90| —45 2115 47 1 90| =270 | | =3 |’
Rezultat k = 1@0, [ = —3 znamo veé od ranije; korisno je, medutim, uspore-
diti tehnike. Svakako je znacajna usteda to §to u ovom naé¢inu nismo trebali
racunati ortonormiranu bazu prostora Im L4 (to jest, potprostora razape-

tog stupcima matrice A) niti eksplicitnu formulu djelovanja ortogonalnog
projektora na taj potprostor.

6.4. Zadaci.

1. Provjerite da su preslikavanja navedena u primgjerima [6.1.4] zaista
skalarni produkti.

2. Pokazite da je formulom (p,q) = p(1)q(1) + 2p(0)q(0) + p(—1)g(—1)
definiran skalarni produkt na P,(R).

3. Neka je V unitaran prostor, te neka su vektori a,b € V medusobno
okomiti. Odredite nuzan i dovoljan uvjet da vrijedi (a —b) L (a +b).

4. Dokazite relaciju paralelograma iz napomene[6.1.8
5. Dokazite polarizacijske formule iz napomene

6. Neka je e = {ej,...,e,} baza vektorskog prostora V. Dokazite da
postoji skalarni produkt na V' s obzirom na koji je e ortonormirana baza za

V.

7. U unitarnom prostoru R* Gram-Schmidtovim postupkom ortonormi-
rajte skup S = {(1,2,2,-1),(1,1,-5,3),(3,2,8,—7)}.

8. U unitarnom prostoru Ms(R) Gram-Schmidtovim postupkom ortonor-
o 10 11 1 2
mlraJteSkupS—{[O 0],[1 1],{0 1}}
9. Odredite bar jednu ortonormiranu bazu unitarnog prostora P3(R) sa
skalarnim produktom (p,q) = fil p(t)q(t)dt.

10. Neka su L i M potprostori konacnodimenzionalnog unitarnog pros-
tora V. Dokazite da je (L + M)+ =L+ n M+ i (LN M)t =L+ + M+
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11. Za vektore a = (1,3,0,2),b = (3,7,-1,2),¢c = (2,4,—1,0) € R* i
potprostor M = [{a, b, c}| odredite jednu ortonormiranu bazu potprostora
M+

12. U unitarnom prostoru R"™ zadan je potprostor M = {(z1,...,x,) :
Tog—T1 = T3—Ty = ... = Tp—=Tp_1 = T1—Tp . Odredite neku ortonormiranu
bazu za M.

13. Neka je {ej,e9,...,e,} ortonormirana baza unitarnog prostora V.

Uvedimo vektore f, = ep — %Z;;l e; za k =1,2,...,n te vektor fr41 =

ﬁ S | ei. Pokazite da tada za sve z € V vrijedi # = .00z, fi) fa-

14. Neka je Bz = > ;_,(z, fx) fx, gdje su fi, fo,..., fn vektori iz pret-
hodnog zadatka. Odredite sve svojstvene vrijednosti i baze pripadajué¢ih
svojstvenih potprostora operatora B.

15. Neka je Oz = S 750 (x, fa) fi, gdje su fo, fo, ..., fap1 vektori iz za-
datka 13. Odredite sve svojstvene vrijednosti i baze pripadajuéih svojstvenih
potprostora operatora C.

16. U unitarnom prostoru R* zadan je potprostor M svojom bazom
{(1,1,2,-1),(1,0,0,2)}. Prikazite vektor z = (1,1,1,1) u obliku x = a +
b,ac M,be M*.

17. U unitarnom prostoru Ms(R) sa skalarnim produktom (X,Y) =
tr(Y'X) odredite najbolju aproksimaciju matrice éll _g } matricama iz
potprostora Ker tr.

18. U unitarnom prostoru Ms(R) sa skalarnim produktom (X,Y) =

tr(Y'X) odredite ortogonalnu projekciju matrice A = 0 } na potpros-

1
1 0
tor Ker tr.

19. U unitarnom prostoru Ms(R) sa skalarnim produktom (X,Y) =
tr(Y'X) promotrimo potprostor M svih simetriénih matrica (S* = ).

! O}uoblikuA:B—FC’gdjejeBeM,

Prikazite matricu A = { 10

CeMt.

20. U unitarnom prostoru Mz(R) sa skalarnim produktom (A, B) =
tr(AB') promotrimo potprostor S < M(R) svih simetri¢nih matrica. Za

zadanu matricu A = [ i Z } nadite matricu B € S za koju je

A= B[ <[[A=Cf, vCeS5.
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21. U unitarnom prostoru Ms(R) sa skalarnim produktom (X,Y) =
tr(YtX) odredite ortogonalnu projekciju matrice A = { 1 8 } na potpros-
tor Ker tr.

22. Odredite najbolje priblizno rjesenje (u smislu najmanjih kvadrata)
sustava

201 + x20 = 2
rKT — X9 = 2.
2.%‘1 — X2 = 1

23. Neka je V unitaran prostor. Pokazite da je preslikavanje ¢ : V' — V*
definirano formulom ¢(a) = f, antilinearno, tj. da za sve skalare «, 3 i
vektore a, b vrijedi p(aa + Bb) = ap(a) + Be(b).

24. U prostoru P»(R) sa skalarnim produktom (p,q) = f_llp(t)q(t)dt

zadan je linearan funkcional f(p) = p(—1) + p(1). Odredite polinom ¢ €
P,(R) takav da vrijedi f(p) = (p,q), Vp € P2(R).

25. Na unitarnom prostoru Mz(R) sa skalarnim produktom (X,Y) =

tr(XY’) promotrimo funkcional f zadan s f ill ?2 = T1] — T99.
21 T22

Odredite matricu A € My(R) za koju vrijedi f(X) = (X, A), VX € My(R).

26. Neka za linearan operator A na kona¢nodimenzionalnom unitarnom
prostoru V vrijedi x,y € V, z 1 y = Az 1 Ay. Dokazite da tada postoje
skalar « i unitaran operator U na V takvi da je A = aU.

27. Neka su V i W unitarni prostori nad istim poljem. Dokazite da je
za linearan operator A € L(V,W) svojstvo o¢uvanja skalarnih produkata
(Az, Ay) = (z,y), Vz,y € V, ekvivalentno svojstvu izometri¢nosti |Az| =
x|, Vz € V.

28. Neka je V unitaran prostor i A : V — V preslikavanje sa svojstvom
(Azx, Ay) = (x,y), Vx,y € V. Dokazite da je A linearan operator.

29. Na unitarnom prostoru R? zadan je linearan operator A(z1, 2, 3) =
(%xl — %.’133, %xl + %xg, x9). Provjerite je li operator A unitaran te odredite
AL

30. Neka je {e1, ez, e3} kanonska baza unitarnog prostora R3, te neka je
A € L(R?) zadan s
Ae; = (—6,0,—8), Aes = (8,0,—6), Aez = (0,10,0).

Za vektor x = (7,4/2,7) izracunajte ||Az|. Uputa: promotrite operator
A
0
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31. Nadopunite matricu A = % [ b=t =1 ] s jo§ dva retka tako

11 11
da dobijete unitarnu matricu U € My.

32. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V'). Poka-
zite da postoji ortonormirana baza prostora V u kojoj je matriéni zapis
operatora A gornjetrokutasta matrica.

33. Dokazite da skup svih ortogonalnih matrica ¢ini grupu s obzirom na
matriéno mnozenje. (Usp. teorem )

34. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V') uni-
taran operator. Ako je potprostor M < V invarijantan za A, dokazite da je
tada i M~ invarijantan za A.

35. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i P € L(V).
Dokazite da je operator P ortogonalan projektor na neki potprostor ako
i samo ako vrijedi P? = P = P*.

36. Neka su V i W kona¢nodimenzionalni unitarni prostori te neka je
A € L(V,W). Oznacimo s ¢y i @ operatore iz napomene koji
predstavljaju (u slu¢aju da su prostori kompleksni antilinearne) izomorfizme
prostora V' i W i njihovih duala V* i W*, respektivno. Pokazite da je du-
alni operator operatora A definiran u napomeni jednak kompoziciji
pyoA* ocp;Vl. (Uotite da A* ovdje oznacava hermitski adjungirani operator.)

37. Neka je V kompleksan konacnodimenzionalan unitaran prostor i A €
L(V) hermitski operator. Dokazite da je tada (Az,z) € R, Vx € V.

38. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i A € L(V') opera-
tor sa svojstvom (Azx,x) € R, Vo € V. Pokazite da je A hermitski operator.

39. Zadan je linearan operator A € L(R3) svojim prikazom u kanonskoj

2 2 =2
bazi [A]S = 2 5 —4 |. Pokazite da je A hermitski operator i nadite
-2 -4 5

ortonormiranu bazu prostora R? u kojoj je matrica operatora A dijagonalna.

40. Zadan je linearan operator A € L(R?) svojim prikazom u kanonskoj

3 2 0
bazi [A]E =] 2 4 —2 |. Pokazite da je A hermitski operator i nadite
0 -2 5
ortonormiranu bazu prostora R? u kojoj je matrica operatora A dijagonalna.
9 -6 2
41. Za matricu A = | —6 8 —4 | odredite ortogonalnu matricu S
2 -4 4

tako da S*AS bude dijagonalna.
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42. Za linearan operator A na kona¢nodimenzionalnom unitarnom pro-
storu V kazemo da je pozitivan ($to oznacavamo s A > 0) ako je A hermitski
i zadovoljava nejednakost (Ax,z) > 0, Vax € V. Pritom se kaze da je A
strogo pozitivan ($to oznacavamo s A > 0) ako dodatno zadovoljava i uvjet
(Az,z) > 0,Vx # 0. Dokazite da za svaki pozitivan operator A postoji
jedinstven pozitivan operator B € L(V) takav da vrijedi B?> = A. (Operator
B zato se naziva pozitivan drugi korijen iz operatora A.)

43. Neka je V konacnodimenzionalan unitaran prostor sa skalarnim pro-
duktom (-,-) te neka je A € L(V) strogo pozitivan operator. Pokazite da
je formulom [z,y] := (Az,y) definiran jedan novi skalarni produkt na V.
Obratno, ako je [, -] neki skalarni produkt na V', onda postoji strogo poziti-
van operator na V s obzirom na originalan skalarni produkt takav da vrijedi
[z,y] = (Az,y), Yo,y € V.

44. Neka je A regularan hermitski operator na kona¢nodimenzionalnom
unitarnom prostoru V. Dokazite da je tada i operator A~! hermitski.

45. Odredite dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice

1 0 00 2
003 00
A_OOOOO
02000

46. Odredite dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice

3.2 2
A:[Q 3 —2]'

47. Odredite dekompoziciju singularnih vrijednosti matrice

1010
A:[0101}

48. Neka je V kona¢nodimenzionalan unitaran prostor i P € L(V') orto-
gonalan projektor. Odredite PT.

1 2 3
49. Odredite pseudoinverz matrice A= | 3 2 1
2 0 -2

.. . 1 . a b

50. Pokazite da za matricu A = 0 0 svaka matrica B = ¢ d

za koju je be = d zadovoljava uvjete navedene pod (d) u teoremu|6.3.11} ali
samo jedna od njih zadovoljava i uvjet (c).
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Gram-Schmidtov postupak
ortogonalizcije, (L8O
Gramova determinanta, [L88
Gramova matrica, [I88]

grupa, [9]

Hamilton-Cayleyjev teorem,

hermitski adjungiran operator,
195

hermitski adjungirana matrica,

hermitski operator, [202

homogen sustav linearnih
jednadzbi,

homogenost, (120

invarijantan potprostor, [I50]
inverzija u permutaciji, 63|
inverzna matrica,
izometri¢nost, [I95]
izometrija, [I95]
izomorfizam, [125

izomorfni prostori, [126]

jedini¢na matrica,
jedini¢ni operator, [121
jezgra operatora, [123]

kanonska baza,
kanonske matrice,
kanonski epimorfizam, [I55]
kanonski izomorfizam, [132
karakteristicna vrijednost, |[143
karakteristi¢ni polinom, [144
kolinearni vektori, [I]
komplanarni radijvektori,
kompleksan vektorski prostor,
kona¢nodimenzionalan vektorski
prostor, [37]
Kronecker-Capellijev teorem,
Kroneckerov simbol,

kut,
kvocijentni prostor, [48]
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kvocijentno preslikavanje, [155

Laplaceov razvoj determinante,
&

linearan funkcional, [130]

linearan operator, 120

linearna jednadzba, [08]

linearna kombinacija, [7]

linearna ljuska,

linearna mnogostrukost, [47]

linearno nezavisan skup,

linearno zavisan skup,

linearnost,
LU faktorizacija,

magicni kvadrat,
matriéni zapis operatora, [[35]
matriéni zapis vektora,
matrica, [22]

matrica prijelaza, 139
metrika,

minora, [96]
mnozenje matrica, [57]

modul,
monomorfizam, [125

najbolja aproksimacija, [L89
neparna permutacija, [63]
nilpotentan operator, [149
nilpotentna matrica, {149
norma, [I77]

normiran vektor, [I79]
nuloperator, [121

nulprostor,
nulvektor,

okomiti vektori,

opca linearna grupa,
operator rotacije, [I19]
orijentacija, [I]

orijentirana duzina,
ortogonalan komplement,
ortogonalna grupa,
ortogonalna matrica, [201
ortogonalni projektor, [I82]

ortogonalnost,

ortonormiran skup,

ortonormirana baza,

osnovni sumand u determinanti,

oznaka [A] matriéni zapis
operatora A u paru baza
(e, f), [I35

oznaka [S] linearna ljuska skupa
S, 28

oznaka [x]¢ matriéni zapis
vektora z u bazi e,

oznaka C polje kompleksnih
brojeva,

oznaka C™ vektorski prostor
uredenih n-torki
kompleksnih brojeva,

oznaka [F univerzalna oznaka
polja,

oznaka FN vektorski prostor
nizova realnih, odnosno
kompleksnih brojeva,

oznaka R polje realnih brojeva,

oznaka R? vektorski prostor
uredenih parova realnih
brojeva,

oznaka R3 vektorski prostor
uredenih trojki realnih
brojeva,

oznaka R™ vektorski prostor
uredenih n-torki realnih
brojeva,

oznaka d;; Kroneckerov simbol,

oznaka (-, -) univerzalna oznaka
za skalarni produkt,

oznaka det A determinanta
matrice A, [65]

oznaka dim V' dimenzija
vektorskog prostora V', [34]

oznaka d(A) defekt operatora A,
U2

oznaka Im A slika operatora A,
25

oznaka Ker A jezgra operatora A,
25



oznaka r(A) rang operatora A,
123

oznaka r(T') rang matrice T,

oznaka sign p predznak (signum)
permutacije p, [63]

oznaka tr(A) trag matrice A,

oznaka () prostor rjeSenja
homogenog sustava linearnih
jednadzbi,

oznaka o(A) spektar operatora A,
143

oznaka A adjunkta matrice A,

-

oznaka { i , j } kanonska baza
prostora V2(0), |§|

oznaka A ~ B matrica A je
ekvivalentna matrici B,

oznaka A* hermitski adjungirana
matrica matrici A, [94]

oznaka A* hermitski adjungirani
operator operatoru A, @

oznaka A! transponirana matrica,
40

oznaka A~! inverzna matrica,

oznaka A, proSirena matrica
sustava linearnih jednadzbi,
98]

oznaka B(S) grupa bijekcija na
skupu S,

oznaka D, kanonska matrica
ranga r, [85]

oznaka e* dualna baza bazi e, [131

oznaka E? skup tocaka u ravnini,
m

oznaka E° skup tocaka u
(trodimenzionalnom)
prostoru, [I0]

oznaka E@j, E@)\, E@j)\
elementarne matrice,

oznaka GL(n,FF) grupa regularnih
matrica n-tog reda s
koeficijentima iz polja F,

oznaka I jedini¢na matrica, [57]

oznaka I jedini¢ni operator,

oznaka I(p) broj inverzija u
permutaciji p, [63]
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oznaka k4 () svojstveni
(karakteristi¢ni) polinom,
144

oznaka L(V,W) prostor linearnih
operatora s prostora V u
prostor W, [12§]

oznaka L + M suma potprostora
LiM,E

oznaka L + M direktna suma
potprostora L i M, [43]

oznaka M <V skup M je
potprostor vektorskog
prostora V, [3§]

oznaka M & M~ ortogonalna

suma, [I82]

oznaka MO anihilator potprostora
M, 33

oznaka M~ ortogonalni
komplement potprostora M,
1K

oznaka M, (F), M., vektorski
prostor matrica s m redaka i
n stupaca s koeficijentima iz
polja T,

oznaka M, (F), M, vektorski
prostor kvadratnih matrica s
n redaka i stupaca s
koeficijentima iz polja F,

oznaka P vektorski prostor svih
polinoma,

oznaka p(i <> j) transpozicija,

oznaka P,, vektorski prostor svih
polinoma ¢iji stupanj nije
vedi od n, 23

oznaka R, operator rotacije za
kut ¢, [I19]

oznaka S, grupa permutacija od
n elemenata (simetri¢na
grupa stupnja n),

oznaka SL(n,F) specijalna
linearna grupa reda n, [94]

oznaka V ~ W prostor V je
izomorfan prostoru W,

oznaka V univerzalna oznaka
vektorskog prostora,
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oznaka V /M kvocijentni prostor,
A7

oznaka V* dualni prostor

prostora V,
oznaka V2(O) prostor

radijvektora u ravnini,

oznaka V3 vektorski prostor klasa

orijentiranih duzina,
oznaka V3(O) trodimenzionalni
prostor radijvektora, [I0]
oznaka V** bidual prostora V,
o2
oznaka V() svojstveni
potprostor operatora A
pridruzen svojstvenoj

vrijednosti A,

oznaka x | y vektor x je okomit
na vektor y,

oznaka x + M linearna
mnogostrukost,

parna permutacija, [63]
partikularno rjesenje sustava
linearnih jednadzbi,
permutacija, [62]
polarizacijske formule,
polje,
polumagiéni kvadrat,
potenciranje matrica, 03]

potprostor, [37]
pozitvno definitna matrica,

projektor, [12]]
prostor linearnih operatora, [128|

pseudoinverz, [216]

QR faktorizacija, [L83

radijvektor,
rang matrice, [8]

rang operatora, [123]
realan vektorski prostor,

regularan operator,
regularna matrica,
relacija paralelograma,
rjeSenje sustava linearnih

jednadzbi,

signum permutacije, [63]

simetri¢na grupa, 63|

simetri¢na matrica,

singularan operator,

singularna matrica,

skalar,

skalarni produkt, 172} [I74]

slicne matrice,

slika operatora, [123]

smjer, [I]

specijalna linearna grupa, [94]

spektar,

stupcana reprezentacija matrice,
Bl

suma potprostora, @

suprotan vektor,

sustav izvodnica,

sustav linearnih jednadzbi,

svojstvena vrijednost,

svojstveni polinom, [144]

svojstveni potprostor, [I43]

svojstveni vektor, [143]

trag, 03

transponirana matrica,
transpozicija, [64]
trivijalni potprostori, [3§]

ulancane matrice,
unitaran operator, [I99]
unitaran prostor, [I75]
unitarna matrica, [201]

vektor,
vektorski prostor, [0}
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