












2018.
Dokaºite ili opovrgnite:

(a) Neka je f multiplikativna funkcija takva da je limm→∞ f(pm) = 0, za svaki prosti broj p. Tada
je

lim
n→∞

f(n) = 0.

(b) Neka je f multiplikativna funkcija i neka je S skup svih potencija prostih brojeva, tj

S = {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13, 16, 17, 19, ...}

i neka je
lim
n→∞
n∈S

f(n) = 0.

Tada je
lim
n→∞
n∈N

f(n) = 0.

RJ: (a) Neka je f multiplikativna funkcija, f(pm) =
1

m
. Za nju je o£ito limm→∞ f(pm) = 0,

za svaki prost broj p. No, budu¢i da je vrijednost of f u prostim brojevima jednaka f(p) = 1, za
proizvoljno velik produkt n prostih brojeva s potencijama 1 vrijedi da je f(n) = 1, pa o£ito traºeni
limes nije jednak nuli.

(b) Neka je 0 < ε < 1. De�niramo S0 = {paii : f(paii ) ≥ 1} (to je kona£an skup zbog pretpostavke).
Neka je sada n0 ∈ N takav da ∀paii ≥ n0 vrijedi

f(paii ) =
ε∏

x∈S0
x
.

Stavimo
n1 =

∏
p
ai
i <n0

paii .

Neka je sada n2 = max{n0, n1}. Za n ≥ n2 imamo n = pa11 · ... · p
ak
k . Ne mogu si paii biti manji od n0

zbog n ≥ n1. BSO neka je pa11 ≥ n0. Sada koriste¢i multiplikativnost imamo

f(n) = f(pa11 )·f

 ∏
p
ai
i ∈S0

paii

·f
 ∏

p
ai
i /∈S0

paii

 < f(pa11 )·
∏

p
ai
i ∈S0

f (paii ) ≤ f(pa11 )·
∏
x∈S0

x <
ε∏

x∈S0
x
·
∏
x∈S0

x = ε.



2018. (popravni)
Zadana je funkcija µ : N→ R sa

µ(n) =

{
0, ako n nije kvadratno slobodan

(−1)k, ako je n = p1 · ... · pk

(a) Je li µ multiplikativna funkcija?

(b) Dokaºite da je ∑
d2|n

µ(d) = (µ(n))2 .

RJ:
(a) Je.
(b) Za n koji je kvadratno slobodan vrijedi da je desna strana jednaka (µ(n))2 = 1, dok na lijevoj

strani suma ima samo jedan £lan, za d = 1, pa je lijeva strana jednaka µ(1) = 1.
Ako n nije kvadratno slobodan, stavimo n = pa11 · ... · p

ak
k · pk+1 · ... · pm, ai ≥ 2.

Na desnoj strani imamo (µ(n))2 = 0, po de�niciji od µ.
Na lijevoj strani gledamo samo £lanove sume koji su razli£iti od nule, tj. gledamo sve kvadratno

slobodne d takve da d2|n. Tada o£ito pi ne dijeli d, za i = k + 1, ...,m. Vrijedi: d = pi1 · ... · pil , gdje
su pi1 , ..., pil ∈ {p1, ..., pk}. Sada je suma jednaka

(−1)0 ·
(
k

0

)
+ (−1)1 ·

(
k

1

)
+ (−1)2 ·

(
k

2

)
+ (−1)3 ·

(
k

3

)
+ ...+ (−1)k

(
k

k

)
= ±(1− 1)k = 0.


