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SADRZAJ




1

Vjerojatnost

Neka je €2 neprazan skup.

Zadatak 1.1 Dokazite da za A,, C 2, n € N vrijede de Morganovi zakoni:

(G An> = ﬁA;, (ﬁ An> = G Ac
n=1 n=1 n=1 n=1

Zadatak 1.2 Neka je AC Qi B, C ), n € N. Dokazite:

AN (G Bn> = G(AmBn).

n=1

Zadatak 1.3 Dokazite da za A, B, C' € () vrijedi:
(a) AAB = A°AB¢, AAB = BAA, ANA =), ANA°=Q, AND = A,
(b) (AAB)AC = AA(BAC),
(c) AAC C (AAB)U(BAC),
(d) AAB=C < A= BAC.
Definicija. = Familija F podskupova of (2 je o-algebra ako vrijedi:
(F1) 0 e F,
(F2) Ae F = A°e F,
(F3) A1, Ay,...e F = U, A, € F.
Zadatak 1.4 Neka je F o-algebra i A, B € F. Dokazite da je tada i

ANB, A\ B, AAB € F.
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Zadatak 1.5 Nadite najmanju o-algebru na €2 koja sadrzi A C €.
Zadatak 1.6 Neka je F o-algebra na Qi B € F. Dokazite da je

G ={C CQ: postoji A € F takav da je C' = AN B}
o-algebra na B.

Zadatak 1.7 Neka je Q = {1,2,3,4}. Koje od sljede¢ih familija podskupova od §2
su o-algebre na )

fl = {(2)7 {172}7 {374}}7
Fo = {@, Q, {1}> {2a 374}{17 2}’ {374}}a
Fs=1{0,9,{1},{2},{1,2},{3,4},{2,3,4},{1,3,4}}?

Zadatak 1.8 Neka je 2 = {1,2,3,4,5}. Nadite najmanju o-algebru F na 2 koja
sadrzi skupove

{1}, {1,2}, {1,2,3}, {1,2,3,4}.

Zadatak 1.9 Neka su A, B,C' dogadaji vezani uz neki slucajni pokus. Prikazite
pomocu A, B i C sljede¢e dogadaje:

(a) dogodio se barem jedan gornji dogadaj,

(b) dogodio se totno jedan gornji dogadaj,

(c) dogodila su se toéno dva gornja dogadaja,
(d) nije se dogodilo vise od dva gornja dogadaja.

Zadatak 1.10 Slucajni pokus se sastoji od bacanja dviju igra¢ih kocki. Odredite
prostor elementarnih dogadaja 2. Ako su

E = {zbroj brojeva na kockama je neparan},
F = {barem jedna kocka je pala na 1},
G = {zbroj brojeva na kockama je 5},

prikazite pomocu elementarnih dogadaja sljede¢e dogadaje:
F,. G, ENF, FNGiENFNG.

Zadatak 1.11 Slucajni pokus se sastoji od bacanja novéic¢a sve dok ne padne pismo.
Odredite prostor elementarnih dogadaja i prikazite pomocu njih sljede¢e dogadaje

A = {potreban je neparan broj bacanja do pojave pisma},

B = {glava je pala barem 5 puta zaredom}.
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Zadatak 1.12 Richard, Lancelot i Mordred bacaju redom nov¢ci¢. Pobjednik je onaj
kome prvo padne pismo. Odredite prostor elementarnih dogadaja i prikazite pomocu
njih sljede¢e dogadaje

A = {Lancelot je pobijedio},
B = {nitko nije pobijedio},
C' = {Richard ili Mordred su pobijedili}.

Definicija. Neka je ) neprazan skup i F o-algerba na ().  Vjerojatnost je

funkcija
P: F—R

sa sljede¢im svojstvima:
(P1) 0 <P(A) <1,VA e F,
(P2) P(Q) =1,

(P3) Ay, As... € F medusobno disjunktni —-
n=1 n=1

(Q, F,P) zovemo vjerojatnosni prostor.
Zadatak 1.13 Bacamo dvije simetricne kocke. Izracunajte vjerojatnost dogadaja:

A = {suma brojevana kockama ja 7 ili 11},

B = {brojevi na kockama nemaju zajedniskog djelitelja veéeg od 1},
C' = {produkt brojeva na kockama je neparan},

D = {jedan broj na kocki dijeli drugi}.

Zadatak 1.14 Simetri¢ni novci¢ se baca cetiri puta. Izracunajte vjerojatnost da
padnu

(a) barem tri pisma,

)
(b) tocno tri pisma,
(c) barem tri pisma zaredom,
(d) tocno tri pisma zaredom.

Zadatak 1.15 Bacamo n simetricnih kocki. Izracunajte vjerojatnost da produkt
dobivenih brojeva
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(a) bude djeljiv s 5,
(b) ima zadnju znamenku 5,

(c) ima zadnju znamenku 0.

Zadatak 1.16 Da bi poceli igrati s covjeculjkom u igri ” Covjece, ne ljuti se!”, morate
prvo dobiti Sesticu na kocki.

(a) Izracunajte vjerojatnost da u treéem pokusaju dobijete Sesticu.
(b) Kolika je vjerojatnost da vem treba vise od tri pokusaja da dobijete Sesticu?

(c) Nakon koliko bacanja bi vjerojatnost da ste dobili Sesticu bila barem 0.957

Zadatak 1.17 Luka, Karlo i Marko bacaju redom kocku. Svaki igra¢ zavrsava igru
kad mu padne Sestica.

(a) Odredite prostor elementarnih dogadaja.

(b) Izracunajte vjerojatnost da Luka drugi po redu dobije Sesticu.

Zadatak 1.18 Set za ¢aj se sastoji od tri Salice i tri tanjurié¢a u tri boje. Salice su
slucajno rasporedene na tanjurice. Kolika je vjerojatnost da nijedna Salica nije na
tanjuric¢u iste boje?

Zadatak 1.19 Neka je (2, F,P): vjerojatnosni prostor i A, B,C' € F. Dokazite:
(a) P(A)+P(B)+P(C)-P(ANBNC) <2,
(b) P(AU B)P(AN B) < P(A)P(B).

Zadatak 1.20 Neka je (2, F,P): vjerojatnosni prostor i A, B,C' € F. Dokazite:
(a) P(AAB) < P(AAC) +P(CAB),
(b) [P(A) — P(B)| < P(AAB).
(¢) Ako je P(AAB) = 0, izracunajte P(A) — P(B).

Zadatak 1.21 Neka je (2, F,P): vjerojatnosni prostor i Ay, As, ... € F medusobno

disjunktni dogadaji. Postoji li
limP(A,)?
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Zadatak 1.22 Neka je (2, F,P): vjerojatnosni prostor i Ay, Ay,... € F dogadaji
takvi daje

P(A,) <27 neN.

[zracunajte

P( A 1 P A

k=1n=k

Zadatak 1.23 U nekoj skoli ucenici mogu uciti tri strana jezika: engleski, njemacki
i francuski. Od 100 ucenika te skole je :

28 na engleskom

26 na njemackom

16 na francuskom

12 na engleskom i njemackom
4 na engleskom i francuskom
6 na njemackom i francuskom

2 na sva tri jezika.

Izracunajte vjerojatnost da slucajno odabrani ucenik ne uci ni jedan strani
jezik.

[zracunajte vjerojatnost da slucajno odabrani ucenik uci samo engleski ili samo
francuski.

Ako su slucajno odabrana dva ucenika, izracunajte vjerojatnost da barem jedan
od njih uci barem jedan strani jezik.
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Zadaci za vjezbu

1.24 Neka su A, B,C C Q. Dokazite:

(a) AN(BAC) = (ANB)A(ANC),

(b) AAB = (AUB)\ (AN B),

(c) ANB=0 < A\B=Aili AUB = AAB,
(d) (A\B)NC=(ANC)\(BNC),

() (ANB)\C =(A\C)N(B\C).

1.25 Neka su A, B C Q. Pokazite da vrijedi

(a) AUB=ANB «<— A=DB,

(b) ANB=A < AC B,

(¢) (ANB)U(A°NB)=AUB < ANB =10,
(d) (AUB)NB*=A < ANB=.

1.26 Neka je Q = {1,2,3}. Nadite najmanju o-algebru na 2 koja sadrzi skupove
{271 {3}.

1.27 Neka su A, B C 2. Nadite najmanju o-algebru na 2 koja sadrzi skupove A i
B.

1.28 Neka su F i G o-algebre na Q.

(a) Jeli F NG o-algebra?

(b) Je li F UG o-algebra?

1.29 U kutiji su tri kuglice: crvena, zelena i plava. Promatramo sluc¢ajni pokus u
kojem izvuc¢emo jednu kuglicu iz kutije i zatim izvucemo josjednu kuglicu. Odredite
prostor elementarnih dogadaja ako

(a) nakon izvlacenja prvu kuglicu vratimo u kutiju,

(b) nakon izvla¢enja prvu kuglicu ne vratimo u kutiju.
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1.30 Bacamo kocku sve dok ne padne Sestica. Odredite prostor elementarnih dogadaja.
Neka je
E,, = { kocku smo bacili barem n puta }, n € N.

Prikazite E,, preko elementarnih dogadaja. Sto je

(=)

1.31 Neka je F o-algebra. Pokazite da F ne moze imati tocno 6 elemenata.

1.32 Neka je Q = {1,2,3,4,5,6}. Odredite najmanju o-algebru na 2 koja sadrzi
skupove

Al = {1,3,5}, A2 - {2,4,6}, A3 - {1,3}, A4 = {2,6}, A5 - {3} 1 A6 - {2}

1.33 Neka je Q = {1,2,3,4,5,6}. Odredite najmanju c-algebru na 2 koja sadrzi
skupove A, B i C ako je

(a) AuB={1,2,4,5}, A={2,5}, AnB = {2}, C = {3,6},
(b) A\ B=1{1,3}, B\ A={2,6}, AnB = {4}, C = {5}.
1.34 Neka je Q neprebrojiv skup. Je li
F ={A CQ: A prebrojiv ili A° prebrojiv}
o-algebra?

1.35 Neka su Aq, Ay, ... C Q. Pokazite:

oo o0

ﬂ U A, = {x € Q: x se nalazi u beskona¢no mnogo A,},

k=1n=k

[e.9] o0
U m A, = {x € Q: x se nalazi u svim osim u kona¢no mnogo A,}.
k=1n=k

1.36 Neka su A, As, ... C Q. U kakvom su odnosu skupovi
U4 i [J[)A?
k=1n=k k=1n=k

1.37 Neka je Q = {a,b,c}. Ako je P({a,b}) = 0.7, P({b,c}) = 0.6, odredite vjero-
jatnosti dogadaja {a}, {b}, {c}.
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1.38 Neka je (2, F,P)i A, B € F, takvi da je P(AUB) = 0.8, P(AN B) = 0.2,
P(A°) = 0.6 Izracunajte P(A), P(B), P(A\ B).

1.39 Neka su (Q, F,P) i (2, F,Q) vjerojatnosni prostori.
(a) Jeli £ vjerojatnost?
(b) Je li P? vjerojatnost?
(c) Odredite a,b > 0 tako da aP + bQ bude vjerojatnost.

1.40 Nekaje Q =N, F=P(Q)iP(w) = ﬁ, w e Q. Jeli (2, F,P) vijerojatnosni
prostor?

1.41 Bacamo dvije simetricne kocke. Oznacimo s A rezultat na prvoj i s B rezultat
na drugoj kocki. Kolika je vjerojatnost da jednadzba

>+ Az +B=0
nema realnih rjesenja.

1.42 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Postoji li niz dogadaja Ay, Ay... € F
takav da je

P(A,) > Vn € N?

~2n 41’
1.43 Neka je (92, F,P) vjerojatnosni prostor. Postoje i A, B, C' € F takvi da vrijedi
P(A) -P(C) >

P(AAB) + P(BAC) < =7

WD W

1.44 Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i A, B € F. Pokazite nejednakost
P(AN B) < /P(A)P(B).
1.45 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i A, B,C € F. Vrijedi li

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-PA°NBNC)—
—P(ANB°NC)-—P(ANBNCY) —2P(ANBNC)?

1.46 Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i Ay, As,..., A,... € F, n € N.
Dokazite da je

P(A;N...NA) >P(A) + ...+ P(A,) — (n— 1),
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1.47 Set za ¢aj se sastoji od Sest salica i Sest tanjuriéa u tri boje. Salice su slu¢ajno
rasporedene na tanjuri¢e. Kolika je vjerojatnost da ni jedna Salica nije na tanjuri¢u
iste boje?

1.48 Bacamo par simetricnih kocaka sve dok se ne pojavi zbroj jednak 5 ili 7.
Izracunajte vjerojatnost da se zbroj 5 pojavi prije.

1.49 Neka su A i B dogadaji. Pokazite da je

max{P((AU B)%),P(AN B),P(AAB)} >

(S

1.50 Neka su A, B,C € F. Pokazite da vrijedi
(a) PIAN BN C) <min{P(A),P(B),P(C)},
(b) P(AUBUC) > max{P(A),P(B),P(C)}.

1.51 U bolnickoj ¢ekaonici 70% ljudi ima polomljene kosti, 75% pati od iscrpljenosti,
80% boli zeludac i 85% ima vruéicu. Koliki je minimalni postotak ljudi u éekaonici
koji imaju sve simptome? (Jutarnji list 8.6.2007, str. 61)

1.52 Izracunajte vjerojatnost da u 24 bacanja para simetri¢nih kocki ni jednom ne
padne dvostruka Sestica. Kolika je vjerojatnost u sludju 25 bacanja?

1.53 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i Ay, Ay ... € F takvi da je P(A,) =1,
n € N. Izracunajte

P((1) An).

1.54 Neka su A, B € F. Pokazite da vrijedi
P(AN B)> +P(A°N B)? + P(AN B°)? + P(A°N B°)? > 1/4.

Pokazite da vrijedi jednakost ako i samo ako je P(A) = P(B) = 1/2,
P(ANB) =1/4.
(Uputa: koristite aritmeticko-kvadratnu nejednakost)

1.55 Dokazite Bonferronijevu nejednakost: Za Aq, As, ..., A, € F vrijedi

n

P JA) =D PA) — D PANA).

1<i<j<n
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1.56 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i A, A;, Ay ... € F takvi da

limP(A,AA) =0.

Izracunajte

1i1£n P(A,).
1.57 * Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je
N={FCQ:3F € Ftakavdaje FC FiP(F)=0}.
(a) Pokazite da je familija N zatvorena na prebrojive unije.
(b) Pokazite da je familija
G={ACQ:3IB € F takav da je AAB € N'}

o-algebra.

1.58 * Kazemo da je A C Z periodi¢an ako postoji i € N iskup I C {1,2,...

takav da je

o0

A= |J u+n,

l=—00

gdjeje I +1i ={n+1li: n € I'}. Dokazite da je
F ={ACZ: Aje periodican}

o-algebra na Z.

1.59 * Nadite beskonacnu familiju podskupova od R koja sadrzi skup R, zatvorena

je na prebrojive presjeke i prebrojive unije, ali nije o-algebra.



2

Uvjetna vjerojatnost i nezavisnost

Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor.
Definicija. Neka su A, B € F t.d. je P(B) > 0.

Uvjetna vjerojatnost od A uz uvjet B definira se kao

P(AN B)

PUAIB) = 5

e Kako je i P(AN B¢) = P(A|B°) - P(B¢), onda vrijedi:

P(A) =P(A|B) -P(B) + P(A|B°) - P(B°)
Definicija.  Niz dogadaja {H;: :i € I}, gdje je I C N, zovemo potpun sistem
dogadaja ako je

UHZ.:Q i H,NH; =0, zasvei,j,€ N, i # j.

e ZaAc Fje
P(A) =P(ANQ) =P(AN (| JH) =
=P JAnH)) EV S P(ANH) = Y P(A|H,)P(H,).

Tada formulu
P(A) = Z]P)(A|Hi)]P)(Hi)

iel

15
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zovemo formula potpune vjerojatnosti.

e Bayesovo pravilo:
_P(A[H)) - P(B))
LA = & BTy - ()

Definicija. @ Dogadaji A, B € F su nezavisni ako je
P(AN B) = P(A)P(B).
Familija dogadaja {A;: i € I}, gdje je I neki indeksni skup, je nezavisna ako je
i€F ieF

za svaki kona¢ni podskup F C I.
Familija dogadaja {A;: i € I} je u parovima nezavisna ako je

Zadatak 2.1 Iz skupa S = {1,2,...,20} slucajno se izabire jedan broj. Ako znamo
da je izabrani broj djeljiv s 3. odredite vjerojatnost da je izabrani broj paran.

Zadatak 2.2 U kutiji se nalazi 8 bijelih i 10 crnih kuglica. Dva puta uzastopno
izvlacimo po jednu kuglicu. Izracunajte vjerojatnost da su obje izvucene kuglice
bijele ako se izvucena kuglica ne vraca u kutiju.

Zadatak 2.3 (Shema urni Polya) U urni imamo b bijelih i ¢ crvenih kuglica.
Izvlacimo na slucajan nacin kuglicu iz urne, zabiljezimo njenu boju i potom je vra-
timo nazad u urnu s jos d kuglica iste boje. Tako ponavljamo postupak. Kolika je
vjerojatnost da

(a) je druga izvucena kuglica crvena,

(b) prva izvucena kuglica crvena ako znamo da smo u drugom izvlacenju izvukli
crvenu kuglicu?

Zadatak 2.4 Neka su A, B, C nezavisni dogadaji. Dokazite da su tada nezavisni i
sljedeci dogadayji:

(a) Ai B¢,
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(b) A°1i B¢,
(¢c) AiBUC,
(d) A\ BiC.

Zadatak 2.5 U svakoj promatranoj godini vjerojatnost da muski vozac¢ ima prometnu
nesre¢u zbog koje zatrazi odstetu od svoje osiguravajuée kuée je u (i nezavisna je od
dstalih godina). Ista je vjerojatnost za zenske vozacice A. Pretpostavimo sa osigu-
ravajuca kuca koja nas zanima ima isti broj osiguranih vozaca i vozacica. Izaberimo
od njih na sluc¢ajan nacin jednog.

(a) kolika je vjerojatnost da Ce izabrani voza¢ u ovoj godini zatraziti odstetu za
neku svoju nesrecu,

(b) kolika je vjerojatnost da ¢e to uciniti dvije uzastopne godine za redom,

(c) ako osiguravajuca kuca na slu¢ajan nacin izabere osiguranika koji je ove godine
podnio zahtjev za odstetom, kolika je vjerojatnost da ¢e on i iduce godine
zatraziti odstetu za neku svoju nesrec¢u?

Zadatak 2.6 Vjerojatnost da strijelac pogodi metu kad je vjetrovito vrijeme iznosi
0.4, a kada nije vjetrovito 0.7. U bilo kojem gadanju mete vjerojatnost pojave vjetra
je 0.3. Nadite vjerojatnost da

(a) u promatranom bacanju se javi vjetar, a strijelac ipak pogodi metu,
(b) pogodi metu u prvom gadanju,
(¢) pogodi metu to¢no jednom u dva gadanja

Zadatak 2.7 Bacamo 5 simetricnih noci¢a. Nakon prvog bacanja bacamo ponovno
one novcic¢e koji pokazuju glavu. Kolika je vjerojatnost da ¢e nakon drugog bacanja
pasti ukupno barem 3 pisma?

Zadatak 2.8 Tri simetricna novécica C,Cs, C3 leze na stolu. Vjerojatnost da na
njima padnu glave su redom 1/3, 2/3 i 1. Na slucajan na¢in uzmemeo jedan novcié,
bacimo ga i uoc¢imo da je pala glava. Izracunajte vjerojatnost da je to novéi¢ Cy za
k=1,23.

Zadatak 2.9 U nekom gradu na aecordrom vozi 30 % taksija plave boje, 20 % taksija
zelene boje 1 50 % taksija zute boje. Oni putnike na aerodrom dovedu prekasno na
let s vjerojatnostima 0.1, 0.2, 0.3. Jednog dana, zZure¢i na aerodrom, neki putnik je
zaustavio taksi na ulici i rekao vozacu da vozi na aerodrom. Na kraju putnik nije
zakasnio na avion. Izracunajte vjerojatnost da se putnik vozio u zutom taksiju.
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Zadatak 2.10 Simetri¢na kocka A ima 2 zelene i 4 bijele strane, a simetri¢na kocka
B ima 4 zelene i 2 bijele strane. Bacamo simetri¢ni novéi¢. Ako padne pismo, bacamo
kocku A, a inace bacamo kocku B. Ako znate da je kocka pala na zeleno, izracunajte
vjerojatnost da smo bacali kocku A.

Zadatak 2.11 U kutiji je 5 razlicitih kuglica, od kojih svaka moze biti bijela ili
crna s jednakom vjerojatnoséu. Ako smo izvukli bijelu kuglicu iz kutije, koji je
najvjerojatniji broj crnih kuglica u kutiji na pocetku?

Zadatak 2.12 Kutija A sadrzi 3 bijele i 2 crne, kutija B 1 bijelu i 3 crne te kutija
C 5 bijelih i 4 crne kuglice. Iz kutije A izvuc¢emo kuglicu, prebacimo je u kutiju B, a
potom iz kutije B izvuéemo kuglicu i prebacimo je u kutiju C. Nakon toga, iz kutije
C izvucemo kuglicu u prebacimo je u kutiju A. Ako je poznato da je broj bijelih
i crnih kuglica u svim kutijama ostao nepromijenjen nakon prebacivanja, kolika je
vjerojatnost da smo iz kutije B u kutiju C prebacii crnu kuglicu?

Zadatak 2.13 (Kockareva propast) Ulazite u kockarnicu s k kn i kladite se u 1 kn
da ce na ruletu kuglica pasti na crveno. Kockarnica nije postena pa je vjerojatnost
da na ruletu padne crveno jednaka p < % U slucaju da izgubite citav novac ili ako u
nekom trenutku budete imali K kn, napustate kockarnicu. Kolika je vjerojatnost da
odete bez icega? Pretpostavite da su vrtnje ruleta medusobno nezavisne.

Zadatak 2.14 Simetri¢na kocka se baca n puta. Izracunajte vjerojatnost da Sestica
padne neparan broj puta.

Zadatak 2.15 Dvije ceste spajaju gradove A i B. Gradove B i C takoder spajaju
dvije ceste. A i C su direktno spojeni zeljeznicom. Sve ceste i zZeljeznika pruga
mogu biti blokirane zbog snijeznih nanosa nezavisno jedna od druge s vjerojatnoséu
p. Nalazite se u gradu A.

(a) Izracunajte vjerojatnost da u C mozete doéi cestom.
(b) Izrac¢unajte vjerojatnost da mozete doéi u C.

(c) Ako znate da mozete doéi u C, kolika je vjerojatnost da je zeljeznika pruga
blokirana zbog snijega?

Zadatak 2.16 Neka je (A,,) niz nezavisnih dogadaja takav da je

1
]P)(An) = n——|—17 n € N.

Izracunajte
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Zadatak 2.17 Neka su Ay, ..., A, nezavisni dogadaji. Dokazite:

1 — e ®ADTAPAD) < P(A UL UA,) S P(A) + ...+ P(A,).

Zadaci za vjezbu

2.18 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je B € F dogadaj takav da je
P(B) > 0. Pokazite da je funkcija Pg: F — R definirana sa

Pp(A) :=P(A|B), AeF
vjerojatnost na (€2, F).

2.19 Neka je (Q,F,P) vjerojatnosni prostor i A, B € F takvi da je P(B) > 0.
Pokazite da je

P(A)+P(B)—1

P(A|B) > P(B)

2.20 U kutiji je n kuglica oznacenih brojevima 1,2,...,n. Iz kutije na slucajan
nacin izvucemo jednu kuglicu. Ako je kuglica bila oznazena brojem 1, ne vra¢amo
je u kutiju, a inace je vra¢amo. Nakon toga izvucemo jos jednu kuglicu. Izracunajte
vjerojatnost da je druga kuglica oznacena brojem 27

2.21 Nekaje (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i neka su A, B, C' € F nezavisni dogadaji.
Jesu li dogadaji AAB i C nezavisni?

2.22 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i A, B € F takvi da je 0 < P(B) < 1.
Pokazite da je
P(A|B) =P(A|B°) <= Ai B su nezavisni.

2.23 U kutiji se nalazi 4 plave, 5 bijelih i 6 crnih kuglica. Izvla¢imo tri kuglice,
jednu po jednu bez vrac¢anja. Promotrimo sljedec¢e dogadaje:

A = {sve tri kuglice su razlicitih boja}, B = {prva kuglica je bijela}
C' = {prve dvije kuglice su razli¢itih boja.}
Izracunajte P(A), P(A|B), P(A|C). Jesu li dogadaji A i B nezavisni?

2.24 Neka je E € F dogadaj koji je nezavisan sa samim sobom. Koje vrijednosti
moze poprimiti P(E)?

2.25 Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka su A, B € F dogadaji takvi da
je
P(AAB) =0, P(AUB) =p zanekip € [0,1].
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(a) Izracunajte P(A), P(B), P(ANB), P(A\ B)iP(B\ A).
(b) Jesu li dogadaji A i B nezavisni?

2.26 U pono¢ su na parkiralistu bila 2 siva i 1 crni Ford, 3 siva i 4 crna BMW-a i
3 sive i 1 crna Toyota. Te nodi je kradljivac automobila nasumce odabrao automobil
i ukrao ga. Ako je ukraden automobil sive boje, koja je vjerojatnost da je to bio
BMW?

2.27 Marko je ozbiljan student koji uc¢i petkom navecer. Medutim, njegov cimer ide
van petkom navecer; 40 % puta ode van s djevojkom, a 60 % puta ode do obliznjeg
bara. Ako ode van s djevojkom, onda kod nje prespava 30 % puta, a ako otide u
bar, onda u 40 % puta izazove tucu i no¢ provede u zatvoru. Jedne subote Marko
se probudio i vidio da mu cimer nije u sobi. Izracunajte vjerojatnost da je Markov
cimer u zatvoru.

2.28 'Tri prijateljice, Dunja, Lidija i Tina, prijavile su se kao ekipa na kviz znanja.

One se za odgovor na pitanje prijavljuju s vjerojatnostima %, 1 i %. Na pitanje odgo-
4 3

273

varaju tocno s vjerojatnostima z, £ 1 % Ako pitanje nije toéno odgovoreno, nadite

vjerojatnost da je na pitanje odgovarala Tina.

2.29 Nekim kanalom se prenose podaci zapisani pomoc¢u znakova 0 i 1. Vjerojatnost
da se posalje 1 je 0.3, a vjerojatnost da se posalje 0 je 0.7. Na izlazu se 15% znakova
pogresno interpretira. Ako je primljen znak 1, izracunajte vjerojatnost da je poslan
znak 0.

2.30 Na stolu su dvije kutije. U prvoj kutiji su plava, zelena i crvena kuglica,
a u drugoj kutiji je p plavih, z zelenih i ¢ crvenih kuglica (p,z,¢ > 1). Slucajno
odaberemo dvije kuglice iz prve kutije i prebacimo ih u drugu kutiju. Nakon toga
iz druge kutije izvucemo kuglicu. Ako je izvucCena kuglica zelene boje, izracunajte
vjerojatnost da u prvoj kutiji nema crvene kuglice.

2.31 Neka je (92, F,P) vjerojatnosni prostor.

(a) Neka su A, B € F takvi da je P(A) = 0.9 i P(B) = 0.8. Pokazite da je
P(ANB) >0.7.

(b) Pokazite da za C, D € F vrijedi
P(C|CuU D) >P(C|D).

2.32 Pijanac Seta ulicom dugom m blokova. Na pocetku ulice je bar, a na kraju
njegov stan. U svakom trenutku pijanac s jednakom vjerojatnoséu ide lijevo ili desno.
Ako se pijanac nalazi k blokova od bara (0 < k < m), kolika je vjerojatnost da dode
u stan prije nego zavrsi u baru?
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2.33 * Luka i Marko imaju po 60 kn. Oni igraju niz igara, pricemu Luka pobjeduje
s vjerojatnoséu p, a Marko s vjerojatnos¢u ¢ = 1 — p. U svakoj igri pobjednik dobije
k kn od drugog igraca, pri ¢emu se iznos k odreduje bacanjem simetricne kocke prije
pocetka igranja.

(a) Kolika je vjerojatnost da Luka dobije sav Markov novac prije nego izgubi sav
svoj?

(b) Ako Luka moze birati ulog k takav da je k € {1,2,3,4,5,6} i ako je p < g,
koliki bi ulog trebao odabrati?

2
RjeSenja: (2l “o—ntl 0 ili 1 X228 0.375 20 0.6666 E2ZB 0.2222 0.201 ZF0 32+ 77. 0.6 XA k/n ZF3 (a)
nvY—n

S (1 @/m®F) T my k=6
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Prebrojavanje

Zadatak 3.1 Simetricnu kocku bacamo 3 puta. Kolika je vjerojatnost da ¢emo svaki
puta dobiti veéi broj?

Rjesenje:

Q=A{(i,4,k) 4,5,k €{1,2,3,4,5,6}}
A ={svaki puta dobivamo veéi broj}= {(i,j,k) : 1 <i < j <k <6}

> A= = pay=-A-8-gz

A

Zadatak 3.2 U vredici imamo 550 jabuka, od ¢ega je 2% trulih. Kolika je vjerojat-
nost da u slucajnom uzorku od 25 jabuka budu tocno 2 trule?

Zadatak 3.3 Na slucajan nacin rasporedujemo 30 jednakih jabuka u 8 razlicitih ku-
tija (u svaku kutiju moze stati proizvoljno mnogo jabuka). Izracunajte vjerojatnost da

(a) se u svakoj kutiji nalaze barem 3 jabuke ,

(b) su 3 kutije ostale prazne.

Rjesenje:

Q={(z1,...,28) : 1 >0,...,28 >0 , z1+...+x5 =30}

T+ ...+ x5 =30

2, >0, i=1,...,8

Zamislimo da smo jabuke poredali u red. Tada nas problem rasporedivanja jabuka
u 8 kutija odgovara problemu rasporedivanja 7 pregrada medu te poredane jabuke.

Stoga je | = (*%F7) = (37).

|2] = broj rjesenja od

23
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(a) AZ:{(LUl,...,IL’8> x> 3,08 >3, J,’1+—|—x8:30}

= | A| = broj rjesenja od _
>3, 1=1,...,8.

yi+...+yg=30—-8-3=6

Definiramo y; :== 2; —3 = | A| =broj rjesenja od ,
y; >0, 1=1,...,8.

> W=(N=() > Pa=H-

(b) B:={(x1,...,xs) : totnotriaz; =0, aostali z; >1 , z1+...4+ x5 =30}

Na (2) nac¢ina odaberemo 3 prazne kutije, a ostale popunimo tako da niti jedna
ne smije ostati prazna, tj. z; > 1. Dakle, trazimo broj petorki (yi,...,ys5) t.d.

Y1+ ...+ys =30
yi>1l, 1=1,...,5.

4.+ =30—5-1=25
>0, i=1,...,5

= 1Bl=()- () = () ()

Definiramo z; = y; — 1 = {

A

Zadatak 3.4 (Problem rodendana) Izracunajte vjerojatnost da je u grupi od n
ljudi barem dvoje rodeno istog dana.

Zadatak 3.5 Set za cCaj sastoji se od n Salice i n tanjuri¢a, pri ¢emu su po jedna
salica i jedan tanjuri¢ iste boje. Salice su na tanjuric¢e rasporedene na slu¢ajan nacin.
Izracunajte vjerojatnost p, da niti jedna Salica nije na tanjuric¢u iste boje. Izracunajte

lim p,.
Zadatak 3.6 Lutrija je izdala n srecki, od kojih je m dobitnih (m < n). Ovisi
li vjerojatnost dobitka za pojedinog igraca o broju preostalih srecki, tj. je li bitan
redoslijed izvlacenja?

Zadatak 3.7 Iz ocitih razloga Arthur ne zeli sjediti kraj Mordreda ili Lancelota za
Okruglim Stolom (za kojim sjedi n vitzova na n stolaca).

(a) Ako n vitezova sjedne na sluc¢ajan nacin, kolika je vjerojatnost da Arthur ne
sjedi do Mordreda ili Lancelota?



3. PREBROJAVANJE 25

(b) Mijenja li se vjerojatnost u (a) ako Arthur prvi sjedne, a ostali vitezovi onda
sjednu za stol na slucajan nacin?

Zadaci za vjezbu

3.8 Bacamo dvije simetri¢cne kocke. Kolika je vjerojatnost da
(a) dobiveni brojevi nemaju zajednickog djelitelja vecéeg od 17
(b) jedan dobiveni broj dijeli drugi?

3.9 Bacamo 6 simetri¢nih kocaka. Izracunajte vjerojatnost da su dobiveni brojevi
medusobno razliciti.

3.10 Na sluc¢ajan nacin biramo broj medu brojevima 10000, .. .,99999.
Izracunajte vjerojatnost

(a) da taj broj ima sve znamenke razlicite,
(b) da je taj broj oblika abcba (npr. 12321, 36663).

3.11 Ako je u nekom drustvu 30 osoba, kolika je vjerojatnost da 6 mjeseci u godini
sadrzi po dva njihova rodendana, a preostalih 6 mjeseci po tri?

3.12 Sto je vjerojatnije: da slucajno odabrana osoba ima rodendan u ponedjeljak
ili da dvije slucajno odabrane osobe imaju rodendan na isti dan u tjednu?

3.13 U ormaru je 4 para cipela. Slucajno odaberemo 5 cipela. Izracunajte vjero-
jatnost da medu izvucenim cipelama

(a) nema ni jednog para,
(b) ima toc¢no 1 par,
(¢) ima tocno 2 para.

3.14 Na slucajan nacin od 52 karte biramo 13 karata. Izracunajte vjerojatnost da
u dobivenim kartama nece biti zastupljene sve cetiri vrste.

3.15 Na slucajan nacin od 52 karte biramo 7 karata. Izracunajte vjerojatnost
(a) da u dobivenim kartama imamo to¢no 5 karata iste vrste,

(b) da u dobivenim kartama imamo barem 5 karata iste vrste.
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3.16 Bacamo 3 simetricne kocke. Izracunajte vijerojatnost da je najvec¢i dobiveni
broj najmanje dvostruko veéi od najmanjeg dobivenog broja.

3.17 Na peronu je vlak koji ima 15 vagona. Ako od 7 putnika svaki nasumce bira
vagon, izracunajte vjerojatnost

(a) da je u svakom vagonu najvise jedan putnik,
(b) da je u zadnjem vagonu to¢no jedan putnik.

3.18 Na peronu je vlak koji ima n vagona. Ako od m, (m > n) putnika svaki
nasumce bira vagon, izracunajte vjerojatnost da je u svakom vagonu barem jedan
putnik.

3.19 Iz skupa {1,2,...,20} nasumce biramo 5 brojeva, jedan po jedan. Kolika je
vjerojatnost da izaberemo

(a) 5 uzastopnih brojeva,

(b) 5 uzasopnih brojeva u rastuéem poretku.

3.20 Bacamo n simetri¢nih kocaka. Izracunajte vjerojatnost da je pao barem jedan
paran i barem jedan neparan broj.

3.21 Koliko puta treba baciti simetricnu kocku da bi se s vjerojatnoséu 0.99 barem
jednom pojavila jedinica?

3.22 Luster ima 5 grla za zarulje, od kojih su 2 ispravna i 3 neispravna. U grla
nasumce stavimo 5 zarulja medu kojima su 2 ispravne i 3 neispravne. Kolika je
vjerojatnost da ¢emo ukljuc¢ivanjem lustera u struju dobiti svjetlo?

3.23 Kuglice oznacene brojevima 1, . .., n su promijesane i poredane u niz (aq, . . ., a,).
Izracunajte vjerojatnost da ¢e se barem jedan broj s kuglice podudarati s mjestom

na kojem se kuglica nalazi.

3.24 Neka je Q = {1,2,...,120}. Izracunajte vjerojatnost da je nasumce odabrani
broj iz €2

(a) djeljivs3id,
(b) djeljiv s 3 ili 4, ali ne s oba.

3.25 Na slucajan nacin bacamo 6 simetri¢nih kocaka. Kolika je vjerojatnost da ce
pasti 3 para istih brojeva?
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3.26 Sto je vjerojatnije: da se u 4 bacanja jedne kocke barem jednom pojavi Sestica
ili da se u 24 bacanja dviju kocaka barem jednom pojave dvije Sestice?

3.27 Prodavacica u robnoj kuéi je nasumce zahvatila 8 ¢arapa iz hrpe od 14 pari
carapa. Kolika je vjerojatnost da se medu odabranim carapama nalazi barem jedan
isovrsni par ¢arapa?

3.28 Cetiri igraca igraju s 52 karte, pri éemu se svakom igracu podijeli 13 karata.
Kolika je vjerojatnost da svaki igra¢ ima jednog asa?

3.29 Dvaigraca, A i B, igraju niz igara. U svakoj pojedinoj igri bez obzira na ishode
prethodnih igara svaki igra¢ pobjeduje s vjerojatnoséu % Pobjednik igre dobiva 1
bod, a porazeni 0 bodova. Dogovor je da igra traje dok A ne skupi 2 boda ili dok B
ne skupi 3 boda. Prije pocetka igre A ulaze a kuna, a B b kuna, gdje je a + b = 6
kuna. Ukupni pobjednik dobiva sav novac. Koliko mora svaki od njih uplatiti kako

bi igra bila fair?

3.30 U nekom kraljevstvu se organizira viteski turnir. Dan prije na turnir je doslo
n vitezova. Netko je preko noci na slu¢ajan nacin vitezovima izmijesao koplja.

(a) Kolika je vjerojatnost da je barem jedan vitez na turniru nastupio sa svojim
kopljem?

(b) Oznacimo vjerojatnost iz (a) s p,. Odredite lirf Dn-

3.31 U kutiji se nalazi n kuglica. Na slucajan nacin izvu¢emo neki broj kuglica.
Kolika je vjerojatnost da je broj izvucenih kuglica paran?

3.32 Na peronu je vlak koji se sastoji od n vagona. Ako m putnika (m < n) nasumce
bira vagon, izracunajte vjerojatnost
(a) da je u svakom vagonu najvise jedan putnik,

(b) da je u zadnjem vagonu tocno jedan putnik.

3.33 Dr. Elmex ima 10 ”¢udnih” pacijenata koji zbog straha od karijesa dolaze na
pregled jednom tjedno. Svatko od njih na slu¢ajan naé¢in i nezavisno od ostalih bira
jedan od pet radnih dana u tjednu za posjet zubaru. Izracunajte vjerojatnost da dr.
Elmexa barem jedan dan nece posjetiti ni jedan ”c¢udni” pacijent.

3.34 Bacamo dvije simetri¢ne kocke i dobivene ishode ozna¢imo s A i B. Kolika je
vjerojatnost da jednadzba
>+ Ar+B=0

ima realna rjesenja?
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3.35 10 kuglica je oznaceno brojevima 1,2,...,10. Na slu¢ajan nacin poredamo
kuglice u red. Izracunajte vjerojatnost da se mjesto barem jedne kuglice oznacene
parnim brojem podudara s brojem na njoj.

3.36 Neko¢ su Ana, Anja i Anita bile najbolje prijateljice. Prije dosta vremena
sve tri su se medusobno posvadale i ne pricaju jedna s drugom. Jedne veceri su
sve tri bile pozvane na svecanu veceru i, da bude jos zanimljivije, sve tri su bile
rasporedene za istim okruglim stolom. Za stolom je ukupno sjedilo n (n > 6) osoba.
Ako je razmjestaj osoba za stolom bio slucajan, izracunajte vjerojatnost da nikoje
dvije posvadane prijateljice nisu sjedile jedna do druge.

3.37 Na automobilskoj utrci se natjecalo prvih n > 1 vozaca svijeta. Vecer prije
su se izvlacili startni brojevi. Izracunajte vjerojatnost da ni jedan vozac nije imao
startni broj koji se podudarao s njegovim mjestom na rang-listi.

3.38 U kutiji je n kuglica iznacenih brojevima 1,2 ..., n. Izvlacimo jednu po jednu
kuglicu (bez vrac¢anja). Pokazite da je vjerojatnost da zaredom nismo izvukli nikoje
dvije kuglice na kojima su bili uzastopni brojevi jednaka

1 1 1 2 1 3 (=1)n!
l——(1-=)+=(1-2) - (1-2)+.. .+ L
1!( n)+2!< n) 2!( n)+ * n!

(Uputa: pokazite da je broj permutacija skupa {1,2...,n} u kojima je barem j
uzastopnih brojeva jednak (n — j)!.)

12 30!
’ 6. 6
% isto je BT (a) 0 (b)
Srg GO (R m—m™
0.57429(c) 0.857143F14F 0.051 BIE (a) 0.0285 (b) 0.0306 EI@ 0.75 BEI@ (a) 0.1898 (b) 0.30848 I8 —*= i
T3 (a) 0.00103 (b) 0.00000859 B2 1 — 2!~ " E2Tn > 25 BEZA 0.7 BB Y0, (-DF L (a) 0.08333 (b) 0.41667 E2Al
0.039 2B prvi izbor je vjerojatniji 27l 0.753 BZE 0.105 BZB a=44 kn, b=20 kn EJD (a) Sp_ (DT L (b) 1 — e~ EZD
(=»k

n—1 —1 -
LT EER (a) e (0) DT R 0.47745 B 0527778 BEE 0401819 BER =P —S mmasy SR

Rjesenja: Bl (a) 0.638889 (b) 0.611111 B0 é% IO (a) 0.3024 (b) 0.01 =TT
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Slucajne varijable

Definicija.  Neka je (22, P(2), P) diskretni vjeroojatnosni prostor. Funkciju
X:Q—-=R

zovemo slucajna varijabla.
Kod slucajne varijable nas zanima vjerojatnost da ona poprimi neku vrijednost, tj.
za a € R zanima nas vjerojatnost dogadaja

{(X=a}=X"{a}) ={weQ: X(w) =a}.
Opcenitije, za B C R zanima nas vjerojatnost dogadaja

{(XeB}=X1YB)={weQ: X(w) € B}.

Primjer 4.1 Bacamo dva simetricna novéi¢a. Oznac¢imo s X broj pisama koja su
pala. Znamo da je

Q= {PP,PG,GP,GG} i P(w) = i Yw € Q.
Tada je P(X = 0) = P({GGY}) = 1/4, P(X = 1) = P({PG,GP}) = 1/2, P(X =

2)=P({PP})=1/4.
To kra¢e mozemo zapisati u tablicu distribucije

X”<194 1}2 134)‘

Opéenito, ako je X () = {a,az,...,a,,...} 1 P(a;) = p;,i =1,2,3,... onda pisemo
X < ay az ... QAp ... )
PL P2 e Pn . )

29
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Obratno, ako je zadana tablica gornjeg oblika, ako vrijedi p; > 0 za sve i i ako vrijedi
Z pn = 1, tada je to tablica distribucije za neku slucajnu varijablu.
n=1

Napomena.

(a) Ako je g : R — R proizvoljna funkcija i X sluc¢ajna varijabla, onda je i g o X
(krace g(X)) slucajna varijabla jer je go X : Q@ — R.

(b) Ako je h : R? — R proizvoljna funkcija i X i Y slucajne varijable, onda je i
ho(X,Y) (krace h(X,Y)) sl. varijabla jer je ho (X,Y): Q — R.
Npr. 7X, X2, sinX, 3X + 12Y, XY? i sinX - eX*Y su slucajne varijable.
Napomena. Ako je
X (CLl as ... Qp )
Pr P2 ... Pn ...

ig:R—=R,g({ar,as,...}) ={b1,bs, ...}, onda je

b1 by by,
dX e 2w X
jiglag)=br  j:g(a;)=b j:g(aj)=bn

Zadatak 4.2 Bacamo simetri¢nu kocku. Oznac¢imo s X broj koji je pao na kocki.
Odredite razdiobu slu¢ajnih varijabli X, X2 |X — 3|.

Zadatak 4.3 Slucajna varijabla X ima distribuciju

D% 1 2 3 4 5 6 7
¢ 2¢ 2c 3¢ & 2¢2 TR +c )

(a) Odredite konstantu c.
(b) Izracunajte P(2 < X <5).
(c) Odredite najmanji k& € N takav da vrijedi P(X < k) > 2/5.

Zadatak 4.4 Neka je poznata razdioba slucajne varijable X,

XN<a1 @2 --r On "'),tj. P(X:a):{p" A=
PL P2 .. Pn .- 0 ,inace

Odredite distribucije slu¢ajnih varijabli —X, X+ =max{0, X}, X~ =max{0,—X},

X X £0
X =XT+X" X =< X7 .
X T2 sen { 0 . X=0
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Zadatak 4.5 Neka je Q = {w;,wq, w3}, P({w;}) = 1/3. Definiramo sl. varijable:
X(wl) = 1, X(u)g) = 2, X(u}3) = 3,Y(w1) = 2, Y(u}g) = 3, Y(u}3) = 1, Z(wl) = 3,

X(ws) =1, X (wy) = 2. Nadite razdiobe od X, Y, Z, X +V, /(X2 +Y2)Z, BX.

Zadatak 4.6 Slucajna varijabla X ima razdiobu

1 2 k
X’“(;; 1 )
2 4 2k
X

Odredite razdiobu sl. varijable Y :sin(T).

Primjer 4.7 Neka je X broj uspjeha u nizu od n nezavisnih pokusa, pri cemu je
vjerojatnost uspjeha u svakom od pokusa jednaka p. Tada vrijedi:

n

P(X =k)= (k)pk(l —p)" % ke{0,1,...,n}.

Odnosno, uz oznaku ¢ =1 —p:
0 1 n
X ~ n n n n— n (el ‘
( Ol (Detet - ()r"d )

Primijetimo da po binomnom teoremu vrijedi Z P(X=k)=1.

k=0
X zovemo binomna sluc¢ajna varijabla s parametrima n i p i oznacavamo X ~

B(n,p). Posebno, za n =1 X je Bernoullijeva slu¢ajna varijabla.

Zadatak 4.8 Marko svaki dan kasni na nastavu s vjerojatnoséu 0.2.

(a) Koja je vjerojatnost da je u jednom tjednu (tj. u 5 radnih dana) zakasnio
najvise jednom?

(b) Za koji broj dana mozemo biti 90% sigurni da je barem toliko puta do$ao na
vrijeme?

Napomena. Ako su Xi,..., X, Bernoullijeve sl. varijable s parametrom p, tj.
X, ~ B(1,p), tada je X1 + -+ X,, ~ B(n,p).

Zadatak 4.9 Nekasu X iY slucajne varijable s razdiobama X ~ ( Zl Zz Zn )7
1 2 ... .-
Y ~ ( 21 22 Z" ) Pokazite da su X i Y nezavisne akko vrijedi P(X =
1 5 ... e

CLZ',Y = bj) = P(X = CLZ>P(Y = b]> Za Sve ’L,j
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Primjer 4.10 Neka je X vrijeme pojavljivanja prvog uspjeha u nizu nezavisnog
ponavljanja pokusa, pri ¢emu je vjerojatnost uspjeha u svakom pokusu p. Tada
vrijedi:

P(X=k)=¢"'p, k€N,

Primijetimo, ZP(X qu by = qu =1.
k=1

X zovemo geometrijska slucaJna varijabla s parametrom p i oznacavamo X ~

G(p).

Zadatak 4.11 U 18. stoljecu lutrija se igrala tako da se izvlacila jedna od 32 razlicite
kuglice, a dobitnici su dobivali isplatu 28 puta veéu od uloga. Zeleé¢i dokazati postenje,
organizatori su tvrdili da ¢e svaka kuglica biti izvu¢ena barem jednom u 22 pokusaja i
za to su nudili okladu s omjerom 1:1. Zbog ¢ega ta oklada nije stetila organizatorima?

Primjer 4.12 Ako imamo m listi¢a lutrije, od kojih je r dobitnih, neka je X broj
dobitnih listi¢a od n slucajno odabranih listi¢ca. Tada vrijedi:

S px ==Y W)~ S (1) (2 7) = v = o () =1

k=0 n n/ k=0 n
X zovemo hipergeometrijska sluc¢ajna varijabla s parametrima r, m, n.

P(X =k)= ,zake{0,1,....n}.

Zadatak 4.13 Iz standardnok spila od 52 karte nasumce izvlacimo 5 karata. Kolika
je vjerojatnost da su svih 5 karata pikovi ili da ni jedna nije pik?

Primjer 4.14 Neka je X broj telefonskih poziva u telefonskoj centrali, pri ¢emu je
A > 0 prosjecan broj poziva u jednom vremenskom intervalu. Razdioba od X zadana
je sa:

)\k
P(X:k) _Ak'akeNO
Vrijed P(X k;——AOOA—k— er =1
Jelz =k)=e Zk'—e et =1.
k=0 k=1

X zovemo Poissonova slu¢ajna razdioba s parametrom A i oznacavamo X ~ P(\).

Napomena. Neka je X ~ B(n,p) takva da je np = \. Tada za fiksni k vrijedi:

P(X = k) = (Z)Pk(l k= n(n — 1)nl§n— k+ 1)%(1 B %)n_k
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Za fiksni k, 1 < 7 < n kada n — oo vrijedi

—k+7 A A
u N 1’ (1 _ _)k -1, (1 . _)n _ e—lambda’
n n n

tj. P(X =k) — e

Zadatak 4.15 Ocekivani broj jedinki neke rijetke vrste planktona u uzorku od 1 1
vode iz Jadranskog mora je 2. Kolika je vjerojatnost da ¢e u nekom uzorku biti barem
3 jednike?

Definicija. @ Neka je X diskretna slucajna varijabla zadana zakonom razdiobe:
XN<CL1 as ... Qp )
pr P2 - Pn .-
Definiramo matematicko ocekivanje slucajne varijable kao
EX =) aip;,
ako dani red konvergira.

Zadatak 4.16 Neka je
-1 0 a
X”<1/2 1/3 1/6)'
Ako je EX = 1/3, odredite a.

Zadatak 4.17 Marko i Ana igraju sljedecu igru. Svatko baci simetri¢ni nov¢cié . Ako
padnu dva pisma, onda Ana dobije 6 kn od Marka, a inace Marko od Ane dobije a
kn. Odredite a tako da igra bude postena.

Napomena. Ako je g: R — R onda je

E[g(X)] = Zg(ai)pi.

Zadatak 4.18 Bacama simetricnu kocku. Ako sa X oznacCimo broj koji je pao na

kocki, izracunajte
1

El——|.
[1 + X]
Definicija.  Varijanca slucajne varijable X je definirana s VarX = E[(X —EX)?].

Napomena. Vrijedi:
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(a) VarX = E[X?] — (EX)?,
(b) Var(aX + b) = a*VarX.
(c) Ako su X iY nezavisne slucajne varijable, onda je
E[X -Y] =E[X]-E[Y].
Opcenitije, ako su Xi, ..., X,, nezavisne, onda je
E[] [ xi =[] EX).
i=1 i=1

(d) Ako su Xj,..., X, nezavisne, onda je
Var() " X;) =) VarX;.
i=1 i=1

Zadatak 4.19 Bacate simetricnu kocku sve dok se ne pojavi Sestica. Odredite
ocekivani broj bacanja kocke.

Zadatak 4.20 Neka je X nenegativna cjelobrojna slucajna varijabla. Dokazite da
je
EX =) P(X >n).
n=0

Zadatak 4.21 Marko je na piknik ponio 5 konzervi: 2 graha, 2 paprike i 1 tunejvinu.
Nakon sto ga je uhvatila kisa i oprala naljepnice, Marko je odluc¢io otvarati konzerve
sve dok ne dobije sva tri jela. Odredite ocekivani broj otvorenih konzervi.

Zadatak 4.22 Neka je X ~ P()). Nadite razdiobu slucajne varijable Y = ﬁ i
odredite E[X - Y].

Zadatak 4.23 Neka je X slucajna varijabla takva da je P(X = n)

: ks . . = (n+1)(ni2)(n+3)’
k=0,1,2,.... Odredite c i izracunajte EX i VarX.

Zadatak 4.24 Neka su X,Yi Z slucajne varijable koje su u parovima nezavisne.
Vrijedi li
Var(X +Y + Z) = VarX + VarY + VarZ?
Zadatak 4.25 Nekasu X ~ G(p;)1Y ~ G(p2) nezavisne slucajne varijable. Izracunajte:
(a) P(X >n), n €N,
(b) E[min{X,Y}],
(c) P(X > 2Y).
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Zadaci za vjezbu

4.26 Slucajna varijabla X ima razdiobu

o (L2
3 32 3 777 3

(a) Odredite c.

(b) Odredite razdiobu slu¢ajne varijable Y = In (2 + sin

4.27 Slucajna varijabla X ima razdiobu

o

NGO
’Ji;|ﬁl\’)|)—l
*’3|ooo|»—n
*’§|n§ =

(a) Odredite c.

2X-1)rm

(b) Odredite razdiobu slucajne varijable Y = /1 + cos %.

4.28 Neka su X, Y i Z nezavisne diskretne slucajne varijable.

(a) Pokazite da su X +Y i Z nezavisne slucajne varijable.

(b) Pokazite da su X - Y i Z nezavisne sluc¢ajne varijable.

)

4.29 Neka su (X;);en nezavisne i jednako distribuirane slu¢ajne varijable takve da

e

-1 1
Xi“<0.5 0.5)'

Za n € N definiramo sluc¢ajne varijable

Sn :X1+X2+—|—Xn

[zracunajte
(a) P(S3 =3]5 € {—2,0,2}),
(b) P(S5 = 3|52 € {—2,0,2},5, = —1),
(c) P(S, € {—2,0,2}).

4.30 Odredite konstantu ¢ tako da tablica

1 2 3 .- n
cq o ce® cq”
12 23 34 n-(n+1)

8

bude razdioba neke sluc¢ajne varijable, pri ¢emu je ¢ € (0, 1).
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4.31 Neka su X ~ P(\) 1Y ~ P(u) nezavisne slucajne varijable, gdje su A, u > 0.
Odredite distribuciju od X 4+ Y.

4.32 Slucajna varijabla X moze poprimiti dvije vrijednosti: a i b (a < b) s vjerojat-
nostima, redom, 0.3 1 0.7 . Nadite a i b ako je EX =2.71 VarX =0.21 .

4.33 Neka je X slucajna varijabla takva da je P(X =1) =p=1—-P(X = —1).
Nadite ¢ # 1 takav da je E[cX] = 1.

4.34 Bacaju se dvije simetricne kocke i rezultati se zbroje. Izracunajte ocekivanje i
varijancu dobivenog zbroja.

4.35 Naka je X slucajna varijabla takva da ja VarX < oo. Dokazite da funkcija
a+— E[(X — a)?] poprima jedinstveni minimum u tocki a = EX.

4.36 Jednom bacamo simetricnu kocku. Ako slucajna varijabla X predstavlja broj
koji je pao na kocki, nadite matematicko ocekivanje sluc¢ajnih varijabli ¥ = X? —
3X+4iZ=|X-2].

4.37 Iz skupa od 100 proizvoda, od kojih je 10 neispravno, izabran je na slucajan
nacin uzorak od 5 proizvoda. Odredite oc¢ekivani broj neispravnih proizvoda.

4.38 Iz skupa {1,2,...,n} biramo dva broja (mozemo 2 puta izabrati isti broj).
Oznacéimo s X vedi od brojeva. Izracunajte EX.

4.39 Nekasu X iY nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable s ocekivanjem
i varijancom o?. Izracunajte E[(X — Y)?].

4.40 Nadite parametar p sluc¢ajne varijable X s geometrijskom distribucijom ako za
nju vrijedi: Y7 P(X2>n) =1.

4.41 Neka su X i Y nezavisne slucajne varijable koje poprimaju vrijednosti u skupu
N U {0}. Pretpostavimo da je EX < +oo0.

(a) Pokazite da postoji ocekivanje slucajne varijable min{ X, Y'}.

(b) Pokazite da vrijedi

E[min{X,Y}] = ip(x > n)P(Y > n).

4.42 Diskretna slucajna varijabla moze poprimiti vrijednosti x1, . .., z, koje su dane
u rastu¢em poretku. Pokazite da je vy < EX <z, .
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4.43 Neka su X 1Y diskretne slucajne varijable takve da je P(|X —= Y| < M) =1
za neki M € R i da sluc¢ajna varijabla X ima ocekivanje.

(a) Pokazite da slucajna varijabla Y ima ocekivanje.

(b) Pokazite da vrijedi
IEX — EY| < M.

4.44 Neka je X geometrijska slucajna varijabla s parametrom p. Pokazite da je

o[22
X 1—p

4.45 Neka je X ~ P(\). Pokazite da je
E[X"] = AE[(X + 1)"]
i izracunajte E[X3].

4.46 Pretpostavite da igrate igru u kojoj pobjedujete s vjerojatnoséu p. Igrate 5
igara i ako pobijedite u petoj igri, nastavljate igrati sve dok ne izgubite.

(a) Nadite ocekivani broj igara koje ¢ete odigrati.

(b) Nadite ocekivani broj igara koje ¢ete izgubiti.

4.47 (Jensenova nejednakost) Neka je f: R — R konveksna funkcija, tj.
flA=Nx+Ay) < (1 =Nf(z)+Af(y), zasve z,y € R, A € [0,1].

(a) Pokazite da za z,y,z € R, x < y < z vrijedi nejednakost

fly) = flz) _ f(2) = fy)
y—x - z-y

(Uputa: A\ = £=£)

=Yy

(b) Zakljucite da za sve a € R postoji

)i [ = 10
z<a r—a
i da vrijedi
f(z) > f(a)+ Ba)(x — a), za sve x € R.
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(c¢) (Jensenova nejednakost za ocekivanje) Neka je X slucajna varijabla i neka
je f: R — R konveksna funkcija, pri ¢emu postoje ocekivanja slucajnih varijabli
X i f(X). Pokazite da vrijedi

fEX) <Ef(X).
(Uputa: Iskoristite (b) uz a = EX)

(d) Neka je X slucajna varijabla takva da postoje ocekivanja slucajnih varijabli X
i eX. Pokazite da vrijedi nejednakost

X < EleX).

(e) Neka je X pozitivna slucajna varijabla takva da postoje ocekivanja sluc¢ajnih
varijabli X i v X. Pokazite da vrijedi nejednakost

E[VX] < V/(EX).
4.48 Neka je X ~ P(\), A > 0.
(a) Izracunajte E[(X + 1)7'].

(b) Pokazite da vrijedi
E[(X+1)7"] > (E[X +1])7"

(c) Pokazite da nejednakost iz (b) vrijedi za sve pozitivne slucajne varijable X.
(Uputa: Jensenova nejednakost)

Rjesenja: (a) 2 (b) P(Y = 0) = 0.25, P(Y =1n3) = 0.75 28 (a) 3 (b) P(Y =0) = 0.8, P(Y = v2) = 0.2EZ3 (a) 0.125 (b) 0
(c) 0.875 B304 H(T )11;(1*‘12 29w 21 P(A‘Fﬂ)m (a) 4 + ITlp (b) 4(1 —p) +1
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Slucajni vektori

Neka je (€2, P(£2),P) diskretni vjerojatnosni prostor.
Definicija.  d-dimenzionalni slu¢ajni vektor je funkcija

X = (Xl,...,Xd)Z Q —>Rd.
Napomena.
(a) Xi,..., Xy suslucajne varijable.

(b) Dvodimenzionalni slu¢ajni vektor (X,Y") cesto zadajemo preko tablice

b; ey
gdje je pi; = P(X = a;,Y = B;).

Definicija. @ Funkcija gustoce slucajne varijable X je funkcija

fx:R—=10,00), fx(z)=P(X =2x), z€R.

Napomena.
Elg(X)] =) g(x)fx(x)
Primjer 5.1
0 1 9 1/4, = €{0,1}
X~ < 1/4 1/4 1/2) = fxlo) = 162 ”i;fe

39
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Definicija. = Funkcija gustocée slucajnog vektora (X,Y) je funkcija
fX,Y: R2 - [07 OO>7 fX,Y('ruy) = ]P)(X = $7Y = y)? r,y S R
Napomena.

Eh(X,Y)] =) b y)fxy(z,y)

Definicija. @ Kovarijanca slucajnih varijabli X i Y je definirana sa
Cov(X,Y) =E[(X — EX)(Y —EY)],

ako gornje ocekivanje postoji. Ako je Cov(X,Y) = 0, onda kazemo da su X i YV
nekorelirane.
Koeficijent korelacije slucajnih varijabli X 1 Y je definiran sa

Cov(X,Y)
VVarX v VarY

p(X,Y) =

Napomena.
(a) Cov(X,Y) =E[XY] — EXEY
(b) nezavisnost == nekoreliranost, ali obrat opéenito ne vrijedi.
() —1<p(X,Y) <1
(d) Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y)

Definicija.  Neka je (X, Y) slucajni vektor s funkcijom gustoce f(z,y). Uvjetna
funkcija gustocée je funkcija

f(z,y)
fr()

fxiy(zly): R =0, 00), fxy(zly) = , T €R,

za sve y € R takve da je fy(y) > 0.
Napomena.

(a) fxpy(zly) = P(X =2|Y = y)

(b) X 1Y su nezavisne <= je fxy(z,y) = fx(z)fy(y), Vo,y € R <=
Ixyy(zly) = fx(x), Yz € RiVy € R takve da je fy(y) > 0.

Definicija. Uvjetno ocekivanje slucajne varijable uz uvjet Y = y, gdje je
fr(y) > 0 je definirano sa

EX|Y =y =) afxy(zly).

T
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Definiramo

E[X[Y]: Q — R, E[X|Y](w) = E[X|Y = y],

gdje je y = Y(w).
Napomena.

(a) BIXY =y] =2, 2P(X =y[Y =)
(b) EX = E[E[X|Y]] = >, E[X[Y = y[P(Y = y)

Zadatak 5.2 Bacamo dvije simetri¢ne kocke. Oznac¢imo s X broj Sestica, a s Y broj
jedinica koje su pale.
(a) Odredite razdobu slucajnog vektora (X,Y).
(b

Odpredite razdiobu sluc¢ajnih varijabli X i Y.

Jesu i X 1Y nezavisne?

)
)
(¢) Izracunajte koeficijent korelacije slu¢ajnih varijabli X i Y.
(d)
)

(e) Odredite razdiobu slucajne varijable X + 2Y".

Zadatak 5.3 Sluajni vektor (X,Y’) ima funkciju gustoée zadanu s f(0,0) = 1 — 3a,
f(0,1) = f(1,0) = f(1,1) = a, gdje je 0 < a < 3. Odredite

(a) E[X]Y]
(b) E[E[X]Y]].

(c) Kada su X i Y nezavisne?

Zadatak 5.4 Rudar se nalazi u rudniku u prostoriji s 3 vrata. Prva vrata vode u
tunel koja rudara do izlaza dovede nakon 3 sata, dok druga i tre¢a vrata rudara
dovedu natrag do iste prostorije nakon 5, odnosno 7 sati. Ako rudar bira vrata na
slucajan nacin, nadite ocekivano vrijeme izlaska iz rudnika.

Zadatak 5.5 Bacamo simetri¢nu kocku. Neka X i Y oznacavaju broj bacanja potre-
ban da se po prvi put dobije Sestica, odnosno petica. Izracunajte:

(a) EX,
(b) E[X]Y =1],
(c) E[X|Y = 5].
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Zadaci za vjezbu

5.6 Slucajna varijabla X ima razdiobu
X~<71
P

(a) Nadite razdiobu slu¢ajnog vektora (X,Y).

[INg—
~__

= O

iy = X2

(b) Jesu li slucajne varijable X i Y nezavisne?

(c) Odredite koeficijent korelacije sluc¢ajnih varijabli X i Y.

5.7 Neka su X, Y i Z slucajne varijable i a, b, ¢, d € R. Pokazite da vrijedi:

(a) Cov(aX +b,cY +d) =acCov(X,Y),
(b) Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z)+bCov(Y, Z),

(c) Var(X +Y) = VarX + VarY + 2 Cov(X,Y).

5.8 Za sljedece funkcije f: R — [0, +00) nadite ¢ € R tako da one budu funkcije
gustoce neke slucajne varijable. Izracunajte ocekivanja tih slucajnih varijabli.

(a)

ro={ % e

0 , inace
(b)
flz) = { e TEN

0 , inace

5.9 Funkcija gustoce slucajnog vektora (X,Y, Z) je dana s

£(1,2,3) = £(2,1,1) = f(2,2,1) = £(2,3,2) = 0.25.

[zracunajte:
(a) E[XYZ],

(b) EXY + XZ +YZ].
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5.10 Slucajni vektor (X,Y’) ima razdiobu

X\Y | -a 0 a
-a 0 025 O
0 025 0 025
a 0 025 O

Pokazite da su slucajne varijable X +Y i X — Y nezavisne.

5.11 Neka je X sluc¢ajna varijabla s funkcijom distribucije

0 ,z<0

1

= ,0<z<1
Px@ =31 "12,<9

2 =

1 ,2>2.

i neka je Y = X?2. Izracunajte:
(a) P(0.5 < X < 1.5),
(b) B(Y < X)
(c) P(X +Y <0.75).

5.12 Neka su X, X5, X3, X, i X5 nezavisne slucéajne varijable s varijancom o2.

[zracunajte:
(a) COV(Xl + Xg, X4 + X5),
(b) koeficijent korelacije izmedu slu¢ajnih varijabli X; + Xs + X351 X3+ X4 + X5.

5.13 Bacamo dvije simetricne kocke. Neka je X manji, a Y veéi broj koji je pao na
kockama. Odredite E[X|Y].

5.14 * Neka su X i Y slucajne varijable takve da je EX = EY = 0 i VarX =
VarY = 1. Ako je p = p(X,Y), pokazite nejednakosti

(a) Emax{X? Y%} <1+ /1—p?,
(b) Emin{X? Y?}] >1— /1 — p2

zty—|z—y| w+y+|r—y|)
2 2

(Uputa: min{z,y} = , max{z,y} =

Rjesenja: B3 (b) Ne (c) 0BEZE (a) ¢ = (62 — 1)~ EX = 262(62 — 1)71 (b) ¢ = 1, o¢ekivanje ne postoji B2 (a) 6 (b) 10 BT}
2
(a) 0.25 (b) 0.5 (c) 0.5 XA (a) 0 (b) 1 BEIE 5o
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Neprekidne slucajne varijable

Definicija.  Slucajna varijabla X na vjerojatnosnom prostoru (€2, 7, P) je neprekidna
slucéajna varijabla ako postoji funkcija f: R — [0, +00) takva da je

P(X <a)= / f(t)dt, zasveacR.

Funkciju f se zove funkcija gustocde slucajne varijable X.
Napomena.

(a) Moze se pokazati da je

P(X € B) = / f(t)dt, za izmjerivi podskup B C R.
B

b
P(agXSb):/ f(t)dt, zaa,b € R, a <b.
(c) Za B =R iz (a) slijedi
lzP(XER):/ f(t)dt.

Dakle, da bi f bila funkcija gusto¢e neke neprekidne slucajne varijable, mora
vrijediti:
o f(x) >0, zasve x € R,
o [ f(x)dr=1.
(d) Vrijedi
P(X =a) :/ f(t)dt =0 pa je

45
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PX<a)=P(X <a)+P(X =a)=P(X <a)+0=P(X < a)
i slicno je
Pa<X<bh)=Pla<X<B)=Pa<X<b)=Pla<X<bD).

(d) Ako je f neprekidna funkcija, onda je

z+AX
Pz <X <z+Azx)= / f(t) dt = f(xr)Azx za male Azx.
T MW

Definicija. = Funkcija distribucije neprekidne slucajne varijable X je definirana
sa

Fz) = P(X < z) = / f#)dt, =R,
Napomena.
(a) Ako je f neprekidna, onda je
f=F.
(b) Vrijedi:
F(—o00) := lim F(z) =0,

r— —00

F(+00):= lim F(z)=1.

T——+00

Zadatak 6.1 Neka je X neprekidna slucajna varijabla s gusto¢om

f(:c):{ cldr —22%), 0<x <2

0, inace.
(a) Odredite c.
(b) Izracunajte P(X > 1).

Rjesenje:
(a) Mora vrijediti:

1—/ f(z /(4x—2x)dx:c(2x2—§x3)§:%
- 3
pajec= 3.
(b)
2 1

P(X > 1) /f /(4x—2x)d g(2x2—§x3)f:§.
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A

Definicija. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce f.
Matematicko ocekivanje slucajne varijable X je definirano sa

EX = /OO zf(x)dz,

ukoliko gornji integral apsolutno konvergira.
Napomena. Opcenito, za funkciju g: R — R vrijedi

ukoliko gornji integral apsolutno konvergira. Tako je varijanca slucajne varijable X

definirana sa -

me:EKX—E@ﬂ:/i@—EXVﬂ@dL

— 00

Zadatak 6.2 Slucajna varijabla X ima neprekidnu uniformnu razdiobu na inter-
valu (a,b) i pisemo X ~ U(a,b) ako joj je funkcija gustoce

1
f(a?):{ b_cé, a<x<b,

, 1nace.
Odredite ocekivanje, varijancu i funkciju distribucije slu¢ajne varijable X.

Rjesenje:

00 b 2
x 1 22 a+b
EX—/_Ooxf(x)dx—/a b—adx—b—a_Q ‘a_

> b2 1 22 a®>+ab+ b
EXZ = 2 = i - _
(X~ / z*f(x) dz /ab—adz b—aB}

— 00

2 2 2 AY
VarX = E[X?] — (EX)? = ° +ab+b _<a+b) (a—1D)

3 2 12
N 0, z<a 0, z<a

F(m):/ fydt=q  Joga osw<b =§ 5= a<z<b
o0 [ dt, z>0b L x>0
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Zadatak 6.3 Slucajna varijabla X ima eksponencijalnu razdiobu s parametrom
A > 01 pisemo X ~ Exp()) ako joj je funkcija gustoce

-z
f(:)s):{ Ae O: x>0

inace.

Odredite ocekivanje, varijancu i funkciju distribucije slu¢ajne varijable X.

Rjesenje:
o) 00 - o 6_)@ o
EX :/ :):f(:)s)da::/ e Ndr = —ze™ 0 +/ e dr = 0+—)\ }0
—00 0 0 —
_ 1
A
o) 0o 9
E[X?] :/ 2’ f(z) do = / 2 Mdr=... = v
o 0
2 1 1
VarX = E[X?] — (EX)* = ibvinbv
Fa)= [ sde= ()
1.z2<0 i
(%) = / 0dx = 0;
2.z2>0 i
() = /0 Ne Mdr = —e g =1—e
pa je

0, <0
F(x):{ l—e ™ £>0.

Zadatak 6.4 Pretpostavite da sluc¢ajna varijabla ima funkciju distribucije

2

Flz)=C—e¢",2>0.

a) Odredite C.

(a)

(b) Izracunajte P(X > 2)iP(1 < X < 3).

(c¢) Odredite funkciju gustoce f.
)

(d) Izracunajte EX.
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Rjesenje:

(a) 1=limy_soo F(z) = limy_joo(C —e ) =C = C=1.

b) P(X >2)=1-P(X<2)=1-F@2)=1-(1—e2)=¢"
Pl<X<3)=PU{X <3} \{X<1H=PX<3)-PX<1) =PX <
N—PX<1)=FB)—Fl)=1-e¥)—(1—e)=el—e?

()

fo)=Fa = { 2
(d)

Slucajna varijabla X ima normalnu razdiobu s parametrima y € Ri o > 0 i

pisemo X ~ N(u,0?) ako joj je funkcija gustoce

1 -w?
f(z) = e 22 xeR
2T

Zadatak 6.5 Nadite distribuciju slucajne varijable

7 —

X —p

o

A
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Rjesenje:
Rac¢unamo:

Fylz) =P(Z < 2) = P(>

o

prox (@=)? y = &4
= - o2 d = g =
/—oo oV 27T€ 2 ! { do = ny_y }

Tl y2 d S| y2 J
= e 20 = e 2
/_oo V2T Y /_oo V2T 4

pa je Z neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce

!

y2

1
fZ(y): 6_77y€R7

V2m
odnosno Z ~N(0, 1).
A
Napomena. Ako je X ~N(0,1), onda je
1 v ¢
Fx(z) = Nir /_Oo ez dt = O(x)
i @ citamo iz tablice.
Zadatak 6.6 Neka je X ~N(0,1). Odredite EX i VarX.
Rjesenje:
o 1 o2 1 22 |00
EX:/_OO$~E6_de:—\/%6_T =0
VarX = E[X? — (EX)? = E[X?] — 0 = \/% /: e % dr =
1 22 |00 22 1
= T [—xe‘?‘_oo —I—/_Ooe_2 dx] = E[(H_ Vor]) =1
A

Zadatak 6.7 Neka je X ~N(u,0?). Odredite EX i VarX.

Rjesenje:
Iz zadatka slijedi da je
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pa iz zadatka 6.8 slijedi

ozEZ:E{X_“}zlEX—H — EX =p

g g g

1 = VarZ = Var (X_“) — L varx — EX =0
g o

A

Zadatak 6.8 Vijek trajanja neke automobilske gume je normalno distribuiran s
ocekivanjem 34 000 km i standardnom devijacijom od 4 000 km.

(a) Izracunajte vjerojatnost da guma traje vise od 40 000 km.

(b) Ako je guma presla 30 000 km, izracunajte vjerojatnost da ¢e guma trajati jos
10 000 km.

Rjesenje:
X =vijek trajanja gume = X ~N(34000,4000?)

i = 34000, o = 4000
Zadatak BI3 = Z = £ ~N(0,1)

(a)

X —p_ 40000 —

P(X > 40000) = PP( ——) =PB(Z > 15)

g
=1—®(1.5) = 1 — 0.9333 = 0.0668

(b)

P(X > 40000, X > 30000) P(X > 40000)
P(X > 40000|X > 30000) = - -
( | ) P(X > 30000) (X > 30000) ")
X — 4 30000
P(X > 30000) = P(“— £ - oy
—P(Z>—1)=1—®(—1) = ®(1) = 0.8413
0.0668
(*) =
0.8413

= 0.0794

A

Zadatak 6.9 Pretpostavite da je vrijeme putovanja nekog studenta od kuce do fakul-
teta priblizno normalno distribuirano s ocekivanjem 40 minuta i standardnom devi-
jacijom od 7 minuta. Student zZeli sti¢i na predavanje koje pocinje u 12:15 sati.
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(a) Ako je student krenuo od kuée u 11:40, izracunajte vjerojatnost da on zakasni
na predavanje.

(b) Kada bi student trebao krenuti od kuée da s vjerojatnoséu od barem 0.95 bude
siguran da ¢e sti¢i na vrijeme na predavanje?
Rjesenje:
X =vrijeme putovanja = X ~N(40, 7%)

(a) IP((X > 3)5) = P(X0 > 3540) = P > —0.7142) = 1 — 9(—0.7142) =
®(0.7142) = 0.7611

(b) Trazimo a takav da je 0.95 < P(X < a) = P(£52 < 4=10) = ¢(=20
slijedi

), odakle

a— 40

>1.64 = a > 51.48.

Dakle, student bi trebao krenuti 51.48 minuta prije, tj. otprilike u 11 sati 23
min i 30 s.

A

Zadatak 6.10 Autobus dolazi na stanicu svakih 15 minuta pocevsi od 7:00 ujutro.
Ako neki putnik dolazi na stanicu u neko slu¢ajno vrijeme izmedu 7:00 1 7:30, izracunajte
da on ¢eka autobus

(a) manje od 5 minuta,
(b) vise od 10 minuta.

Rjesenje:
X =vrijeme kada putnik stize na stanicu — X ~U(0, 30)

(a) ng(de (10,15) U (25,30)) = P(10 < X < 15) + P(25 < X < 30) = [0 & ¢
de 1
25 30 © 3

(b) P(X € (0,5)U(15,20)) = P(0 < X < 5)+P(15 < X < 20) = [ L4 [2de _ 1

A

Zadatak 6.11 Neka je X ~ Exp(\). Pokazite da X ima svojstvo memorijske
odsutnosti:

PX >s+t|X >s)=P(X >1t), s, t >0.
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Rjesenje:

PX>s+t,X>s) PX>s+t) e+
P> st >9) = —FF =5~ BX>s ~ o®

—eM=P(X >1t)

A

Zadatak 6.12 Pretpostavite da je duljina telefonskog poziva u minutama eksponen-
cijalno distribuirana s parametrom \ = 1—10. Ako je netko prije vas dosao u telefonsku
govornicu, izracunajte vjerojatnost da cete cekati

(a) vise od 10 minuta,

(b) izmedu 10 i 20 minuta.
Rjesenje:
X=duljina telefonskog poziva u minutama = X ~Exp(55).
Fx(t) =P(X <t)=1—e10% ¢ >0.

(a) P(X >10)=1—Fx(10) =1 —e 100 =1 — ¢! = 0.368

(b) P(10 < X < 20) = Fx(20) — Fx(10) = ¢ 102 — ¢~ 1010 = ¢=2 — =1 = (0.233

A
Zadatak 6.13 Neka je X ~ N(70,4). Izracunajte P((X — 68)? > 9).
Rjesenje:
P((X —68)*>9)=P(|X —68 >3)=1—-P(]X — 68 <3) =
=1-P(-3<X-68<3)=1-P6Bo<X <Tl)=
65—-70 X —-70 T71-70
B T s R
=1—(9(0.5) — ®(—2.5)) =1— (®(0.5) — (1 — ®(2.5))) =
=1-—(0.6915— 14 0.9938) = 0.3147
A

Zadatak 6.14 Neka je X ~ N(u,0?). Izracunajte:

(a) P(u—30 < X < pu+30),



o4 6. NEPREKIDNE SLUCAJNE VARIJABLE

(b) P(X? —2uX > 02 — i?).

RjeSenje:
(a; ]P)(,UJ— 30 S X < pu+30)=P(—3 <X <3) = d(3) - d(-3) = d(3) — (1 —
®(3)) =29(3) — 1 =10.9973

(b) P(X? —2uX > 0 — pi?) = P((X — p)? > 0%) = P(|5£] > 1) = P(524 > 1) +
IP’(X;“ <=-1)=(1-21)+P(-1)=1-2(1)+(1—-P(1)) =2(1—P(1)) = 0.3173
A
Zadatak 6.15 Neka je X ~ U(0,1). Odredite distribuciju sluc¢ajne varijable
Y = —% In X,
gdje je A > 0.
Rjesenje:
1
Fy(y) = IP’(—X Inz <y)=P(InX > —X\y)
_ 1—e, y<0
_ Ay\ ) >~
=P 2 ™) = { 0, inace.
Dakle,
- - Xe™, ¢y <0
) =R ={ " V20
pa Y ~ Exp()).
A

Zadatak 6.16 U pravkutniku stranica duljine 3 cm i 4cm biramo slucajno tocku.
Izracunajte oc¢ekivanu udaljenost tocke od najblize stranice pravokutnika.

Rjesenje: Oznacimo s X udaljenost tocke od najblize stranice pravokutnika. Tada
jeza x € [0,3/2]

(4 —2x)(3 —2x) 2 Tz

Fx(z) =P(X <z)=1-PX >z)=1 1.3 5 + 5
Odavde je
0, z <0
Fx(z) = —x—;—l—%, 0<z<3/2
1, z>1
pa je

207

fx(@) = Fi(@) = (=5 + D)lpaya (@)
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Odavde je
3/2 207
EX = —— 4+ ) dx =
/0 x( 3 +6) x

27
— = 0.5625.
13 0.5625
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Aproksimacija binomne sluc¢ajne varijable

Teorem. (Poisson) Neka je X,, ~ B(n,p,),n € Nilim, . p, =0, lim,_ .. np, =
A za 0 < A < oo fiksan broj. Tada za svako k =0,1,...,n vrijedi

)\k
lim P(X, =k) =" e
A
Teorem najcesce koristimo u obliku:
za velike n (n > 20) i male p, (n-p, < 10) je
)\k
P(X, = k) %k—:‘-e_)‘" . A =N Dy

Zadatak 6.17 U telefonskoj centrali registrirano je 400 korisnika. Svaki korisnik
u nekom odredenom vremenskom intervalu poziva centralu s vjerojatnoséu 0.01.
[zracunajte vjerojatnost da je u promatranom vremenskom intervalu

(a) toéno 5 korisnika pozvalo centralu,

(b) barem 3 korisnika pozvalo centralu.

Rjesenje:

n = 400, p = 0.01, X =broj korisnika koji pozovu centralu u tom vrem.intervalu
= X ~ B(400,0.01) , A=400-0.01 =4 < 10

(a) P(X =5) =~ & . e ~ 0.156

P(X>3)=1-P(X=0)-PX=1)-PX=2)~1-(1+2+23). e~
7

A

Zadatak 6.18 U neko je skladiste doslo 1000 porculanskih vaza. Vjerojatnost da
se neka razbije tijekom transporta od tvornice do skladista je 0.002. Neovisno o
tome neke se vaze razbiju i unutar samog skladista i to se dogada s vjerojatnoséu
0.0015 (vaze su u kutijama pa ista vaza moze biti dva puta razbijena, ne znamo je li
razbijena ili ne dok ne otvorimo kutije). Nadite vjerojatnost da je broj vaza razbijen
u ukupnom procesu veci od 3.

Rjesenje:

A :={vaza je razbijena u transportu} , B :={vaza je razbijena u skladistu}
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Vjerojatnost da je vaza uniStena je

p = P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B) =
0.002 + 0.0015 — 0.002 - 0.0015 = 0.00349

X =broj ostec¢enih vaza = X ~ B(1000,p) , A = 1000 - 0.00349 < 10.

SP(X>3)=1-P(X <3)~1—(1+2 +2 4 2. e ~0.4627

A

Teorem. (Moivre Laplace) Neka je 0 < p < 1i X, ~ B(n,p). Tada za proizvoljne
a,b € R vrijedi:

X, — 1 b2
lim P(a < An TP o b) = — / e 2dz.

n—o0 N7 V2
Ovo je specijalni slucaj tzv. centralnog grani¢nog teorema.
b—np
_ a—np Xp—np b—np\ _ 1  [vrPd ,—2?/2 _ b—npy\ a—np
Pla < X <b) =P(FE < g S\/Tm)_mff“%’; e e = (GE) — ()

gdje je ® funkcija distirbucije jedinicne normalne sluc¢ajne varijable.

Zadatak 6.19 Kolika je vjerojatnost da medu 1000 novorodencadi bude barem 490
djecaka, ako je za svako novorodence jednako vjerojatno da bude djecak ili djevojéica?

Rjesenje:
n = 1000 , p = % , X =broj djecaka = X ~ B(1000, %)

np = 500 , npg = 250

P(490 < X < 1000) ~ ®(100=50) _ (40-300) — ¢(31.63) — B(—0.63) =
—1—0.2643 = 0.7357

pri ¢emu smo koristili da je ®(—0.63) =1 — $(0.63) = 1 — 0.7357 = 0.2643.
A

Zadatak 6.20 Prosjak dobije nov¢i¢ od prolaznika s vjerojatnoséu 0.05. Koliko pro-
laznika treba proé¢i ulicom da bi prosjak sakupio barem 150 novéic¢a s vjerojatnoséu
0.957
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Rjesenje:
n =broj prolaznika , X =broj nov¢iéa prosjak skupi = X ~ B(n,0.05)

np=0.05-n= g, npqg= %
Trazimo n t.d. je

0.95 <P(X > 150) = P(150 < X <n) = ®(T=E) — p(Lo0=np) —
_ 150— 2 , .
:Q(ﬁ'i/_p%)—‘b(\/ﬁ) ~ za velike n ~ 1—(13(3000 )

= @(3%") <1-0.95=0.05=®(—1.64)

= % < —-1.64 = n > 3429.

Vrijedi:

za € >0

P(|§—p|<5):P(np—n€<X<np+”5):P(\;%< §%§’< V%):
—P(= < X e

VP V/1Pgq VPq

~ (VR NG
)~ (S0 — b(—5)

Zadatak 6.21 Na prijemnom ispitu rjesava se 40 zadataka i za svaki su ponudena
4 odgovora, od kojih je samo jedan tocan. Za tocno zaokruzen odgovor dobije se
15 bodova, a za pogresno zaokruzen se gubi 5 bodova. Kolika je vjerojatnost da se
slucajnim odabirom ponudenih odgovora prode kvalifikacijski prag od 120 bodova?

Rjesenje:
X = broj toéno odgovorenih pitanja = X ~ B(40, 1)
Y = broj ostvarenih bodova = 15- X —5- (40 — X) =20 - X — 200

P(Y > 120) = P(20X — 200 > 120) = P(X > 16) = P(16 < X < 40) ~

~1— o200 ) — 0143
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Zadatak 6.22 Kazaliste koje prima 529 gledatelja ima dva ulaza i pored svakoga se
nalazi jedna garderoba s n vjesalica za kapute. Ako posjetitelji ulaze nezavisno jedan
od drugoga i jednako vjerojatno na oba ulaza, koliki je najmanji n t.d. s vjerojatnoséu
0.95 bude mjesta kapute svih posjetitelja bas u onoj garderobi pored ulaza na koji je
taj posjetitelj usao?

Rjesenje:
X = broj posjetitelja koji su usli na prvi ulaz = X ~ B(529, 1)

Da bi bilo mjesta, mora vrijediti: 529 —n < X <n , tj.

0.95 <P(520 — n < X < n) ~ B(1227 ) _ (P n523)
n—529-% n—529-% n—529-%
N («/529%2) - o= \/529;) =1-2-2(- \/529;)
= —2\/“% <-196 = n>2874
I

A

Zadatak 6.23 Simetricnu kocku bacamo 4500 puta. Odredite interval u kojem
mozemo s vjerojatnoscéu 0.9 ocekivati relativnu frekvenciju Sestica.

Rjesenje:

n = 4500, p = % =broj Sestica koje padnu=frekvencija Sestica
= X ~ B(4500, 1) , £ =relativna frekvencija Sestica
Trazimo ¢ > 0 t.d.

X
09<P(Z —pl<e)ml—2-&(—c-, ]2
n pq

= O(—c- \/g) < 0.05 = B(—1.64)

1.64-0.3726
= ¢- ,/ >164 = > e = 0.0091

= trazeni interval je < p —e,p+¢ >=< 0.1575,0.1757 >.
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Zadaci za vjezbu

6.24 Neka je X neprekidna slucajna varijabla s gustoc¢om

f(x):{cx", O<ax<l1

0, inace.
(a) Odredite c.

(b) izracunajte P(X > x),za 0 <z < 1.
6.25 Neprekidna slucajna varijabla X ima funkciju gustoce

far+ba? 0<z<l1
J(z) = { 0, inace.

i vrijedi EX = 0.5.
(a) Izracunajte P(X < 0.5).
(b) Izracunajte VarX.

6.26 Na nekom ispitu su bodovi normalno distribuirani s ocekivanjem 76 i stan-
dardnom devijacijom 15. Najboljih 15 % studenata dobije ocjenu 5, a najlosijih 10
studenata ocjenu 1. Nadite:

(a) najmanji broj bodova potreban za ocjenu 5,

(b) najmanji broj bodova potreban za prolaz.

6.27 Neka je X ~ N(0,1). Pokazite da za a € R vrijedi:
(a) P(X >a) =P(X < —a),

(b) P(|X| > a) = 2P(X > a),

(¢) P(|1X| <a)=2P(X <a)—1.

6.28 Neprekidna slucajna varijabla ima jedinicnu Cauchyevu razdiobu ako joj je
gustoca

fla) = ——

= — € R.
Tl +a2) "

(a) Postoji li EX?

(b) Pokazite da Y = + takoder ima jedini¢nu Cauchyevu razdiobu.
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6.29 Ako je X normalna slucajna varijabla s o¢ekivanjem 5 i takva da je P(X >
9) = 0.2, izracunajte VarX.

6.30 Godisnje padaline (u cm) u nekom podruéju su normalno distribuirane s
ocekivanjem 40 i standardnom devijacijom 4. Izracunajte vjerojatnost da ¢e trebati
barem 10 godina da koli¢ina padalina prijede 50 cm.

6.31 Zadana je funkcija gustoc¢e neprekidne slucajne varijable X:

c-2?-e %" akojex >0
|

0 ako je x <0

Odredite c i izracunjate vjerojatnost da X poprimi vrijednosti u intervalu (0, i) .

6.32 Neki covjek ceka na stanici vlak. Vrijeme u minutama koje provede ¢ekajuci
je slucajna varijabla s funkcijom distribucije

(

0, z <

%~x, 0<z<1
F(z) =141, 1<z<2

1

17, <zx<A4

k1, >4

Odredite funkciju gustoce i nadite vjerojatnost da ¢ovjek do dolaska vlaka ceka izmedu
11 3 minuta. Takoder odredite vjerojatnost da covjek ceka do dolaska vlaka vise od
3 minute ako znamo da ve¢ stoji na stanici vise od 1 minute .

6.33 Slucajna varijabla ima gusto¢u
flz)=(a—=1Dz™% x>1,
gdje je a > 1 konstanta. Izracunajte EX.

6.34 Pretpostavimo da X ima jediniénu normalnu razdiobu. Izracunajte E[e!X], t €
R.

6.35 U prosjeku je 2% ljudi ljevoruko. Nadite vjerojatnost da je medu 100 ljudi
barem troje ljevaka.

6.36 Lord Farquaad organizira svecanu veceru u svom dvorcu. Pozvano je gradanstvo
i plemstvo. Gradani moraju za veceru izdvojiti po 1 zlatnik, a plemié¢i po 2 zlatnika.
Cuvari na ulazu u dvorac pustaju jednog po jednog ¢ovieka, pri ¢emu je 3 puta vjero-
jatnije da se na ulazu pojavi gradanin nego plemi¢. Koliko najmanje ljudi treba
pustiti u dvorac da s vjerojatnoséu ve¢om od 0.95 lord Farquaad sakupi barem 500
zlatnika?
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6.37 U nekom gradu su dva kina, koja imaju jednak broj sjedala. Svakog dana
kina posjeti 1000 ljudi. Oba kina su jedako popularna pa svaki ¢ovjek s jednakom
vjerojatnoscéu i nezavisno od drugih bira bilo koje. Odredite najmanji broj sjedala u
svakom kinu tako da bi s vjerojatnoséu barem 0.95 u njima bilo mjesta za sve ljude?

6.38 Neka kompanija ima jeftine avionske letove iz Amsterdama za London. U
avionu je 150 mjesta, a svaki putnik koji rezervira kartu se zaista vozi avionom s
vjerojatnoséu 0.9. Kompanija u svakom slucaju zeli napuniti avion pa uvijek proda
160 rezervacija. Izracunajte vjerojatnost da u avionu nece biti mjesta.

6.39 Koliko puta treba baciti 3 simetricne kocke da bi s vjerojatnoséu od barem 0.9
barem 50 puta dobili barem 2 Sestice u jednom bacanju?

6.40 Promatramo sljededi slucajni pokus: Marko baca kocku ¢ije su stranice oznacene
brojevima 2, 4, 6, 8, 10, 12, a Ana baca kocku ¢ije su stranice oznacene brojevima 1,
3,5,7,9, 11. Koliko puta treba ponoviti gore opisani slucajni pokus da bi s vjero-
jatnos¢éu od barem 0.8 bili sigurni da ¢e Marko u barem 120 pokusa dobiti na kocki
ve(i broj od Ane?

6.41 Nadaleko poznata vjestica Bellatrix bavi se vrlo unosnim poslom: carolijom
pretvara vjeverice u neke druge zivotinje koje se dobro prodaju na trzistu. Posto
jos uvijek nije usavrsila caroliju, Bellatrix pretvara vjevericu u pegaza, jednoroga ili
konja redom s vjerojatnostima 0.2, 0.3 ili 0.5. Trenutna cijena pegaza na trzistu je 5
zlatnika, dok jednorog i konj vrijede po 2 zlatnika. Koliko vjeverica Bellatrix treba
naruciti da bi s vjerojatnoséu od barem 0.95 zaradila barem 1000 zlatnika?

6.42 Turist dolazi u Las Vegas i odlucuje igrati kockarsku igru, takvu da u svakoj
partiji ulaze 1 dolar, te ako dobije, osvaja 2 dolara plus Sto mu se vraca ulog od 1
dolara, a ako izgubi partiju gubi 1 ulozeni dolar. Poznato je da je vjerojatnost dobitka
u ovoj igri i. Nas je turist, voden kockarskom groznicom, odigrao 240 partija. Kolika
je vjerojatnost da turist nije na gubitku?

6.43 1920. godine su u Chicagu bila dva vlaka koja su se borila za 1000 putnika koji
su u isti sat kretali iz Chicaga u Los Angeles. Pretpostavimo da putnici s jednakom
vjerojatnoséu odabiru svaki od vlakova. Koliko minimalno sjedala mora imati svaki
vlak da bi s vjerojatnoséu 0.99 bili sigurni da ¢e svaki putnik imati svoje sjedalo?

6.44 Neki trgovac je glavni distributer porculanskih vaza za neki grad. On svaku od
vaza naruci iz tvornice po cijeni od 80 kn, a prodaje ih trgovinama specijaliziranim
za porculansko posude po cijeni od 90 kn. Medutim, pri prijevozu od tvornice do
njegovog skladista se razbije 5% vaza. Sve vaze koje stignu do njegovog skladista
uvijek uspjesno proda trgovinama. Koliko vaza trgovac treba naruciti iz tvornice da
s vjerojatnosc¢u od barem 0.975 zaradi barem 10000 kn?
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6.45 Morsko dno u Zaljevu Bisera je bogato skoljkama. Poznato je da se u prosjeku
u svakoj cetvrtoj skoljci nalazi biser. Ronioc pri svakom zaronu izroni samo jednu
skoljku. Ako je ronioc izronio 150 skoljaka, izracunajte vjerojatnost da je medu
skoljkama barem dvostruko vise skoljaka sa biserom nego onih bez bisera.

6.46 U nekom gradu su se jednog kisnog dana na glavnom trgu prodavale dvije
vrste kiSobrana; jedna vrsta po 30 kn, a druga po 50 kn. Prodavac je na kraju dana
zakljucio da je svaki peti kupac kiSobrana kupio skuplji kiSobran. Ako je tog dana
bilo 200 kupaca, izracunajte vjerojatnost da je prodavac zaradio barem 7 000 kn.

6.47 Rulet ima 18 crvenih polja, 18 crnih polja i jednu nulu. Pretpostavite da u
svakoj igri igrate na crveno. Ako kuglica padne na crveno, onda dobijete 1 kn, a inace
gubite 1 kn. Priblizno odredite vjerojatnost da ste nakon 50 igara na dobitku.

Rjesenja: (@) n+1(b)1—2" T EZA (a) 0.35 (b) 0.06 2B (a) 92 (b) 57 EZB (a) ne 2D 22.66 B (0.9938)'° B3
2
Za a < 2 X nema ocekivanje, a za a > 2 je EX = (a — 1)/(a — 2) B34 &* /2 0.323 E3a 424 B3 531 BE38 0.0571

804 BEZO 217 BT 400 BEZ2 7 EZ3 v EZ4 2142 G208 0EZE 0.0392 BT 0.4247
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7

Funkcije izvodnice

Neka je X sluc¢ajna varijabla koja poprima vrijednosti u skupu {0, 1,2, 3, ...} s tabli-
com distribucije
XN(O 1 2 .. n )
Po Pr P2 " DPn

Definicija. = Funkcija izvodnica (krace: FI) sluc¢ajne varijable X je funkcija
gx definirana sa

gX(S) = po + P1S +p252—|— —|—an”—|— .= ans”, |S| < 1.
k=0

Napomena.
(a) gx(s) =E[s*], |s| <1

(b) p, = 9(72,(0), n = 0,1,2,..., odakle slijedi da funkcija izvodnica jednoznacno

odreduje razdiobu:

X~Y — gx = gy.

(¢) Ako postoji E[X"], onda je gg?)(l) =EX(X-1)--- (X —=n+1)],zan €N.

Specijalno,
EX = g5(1) i VarX = g% (1) + g (1) — [g5(1)]*.
(d) Ako su Xj,..., X, nezavisne slucajne varijable, onda je

IX 14+ Xo4..4Xn (5) = gx,(5) - 9x,(5) - - - gx,.(5), |s] < 1.

Zadatak 7.1 Bacamo 3 simetricne kocke. Izracunajte vjerojatnost da suma brojeva
koji su pali bude jednaka 9.

65
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Rjesenje: Neka je
X; = broj koji je pao na i-toj kocki,i = 1,2, 3.
Tada su X7, X5 i X3 nezavisne i vrijedi

1 1, 14 1, 1. 1, s(1-s%

(o) = = te ta ta Lts  Le 1923
gx(8) = Gs TG T Tt T YT T oa=s b
pa je
s3(1 — s%)3
Ix1+X24X5(8) = 9x,(8) - 9x,(8) - gx, (8) = m
&3
= @(1 —35% 43512 — s8) (1 —5)7®
° 6 12 18 — (-3
:@(1—35 + 3s )Z<n>(_s)n
n=0
3 = 3+n—1
:—3(1—3$6+3$12 518)2(—1)"< Z )(—s)"
n=0
= /n+2 n
—@(1—356+3512 518)2( y )
n=0
Stoga je
1 246 240 25
P(X1+X2+X3:9>:<Sg>gX1+X2+X3(S>:@(( 6 )_3< 9 )):2—16
YAN

Zadatak 7.2 Neka su X ~ P(\) 1Y ~ P(u) nezavisne slucajne varijable, gdje su
A, it > 0. Odredite razdiobu slucajne varijable Z = X + Y.

RjeSenje: Prvo izracunajmo funkciju izvodnicu za X:
[e.9] 00 )\n
gx(s) = ZP(X =n)s" = Z Z e " = eMeH = M),
n=0

Zbog nezavisnosti je

gz(s) — gx+y(8) — gX(S)gy(S) — MI=8) pull=s) — o(A+u)(1=s)

Funkcija izvodnica jedinstveno odreduje razdiobu pa je

Z=X+4+Y ~PA+p).
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A

Zadatak 7.3 Neka su Xi,..., X, ~ G(p) nezavisne sluc¢ajne varijable. Odredite
razdiobu sluc¢ajne varijable

I'=X1+Xo+...+X,.

Rjesenje: Prvo izracunajmo funkciju izvodnicu za X;:

- n - n—1_n bs
n=1 n=1

Zbog nezavisnosti je

91(5) = gx14.4x,(8) = gx,(s) - gx,,(s) = ( - )"

1—gs
_ on.n —n_nnoo -n k_nnoo kn_'_k_l k
=p"s"(1—qz) " =p"s Z(k)(—qZ) =p"s Z(—D( L )(—qZ)
k=0 k=0
S (M e = (T o

Funkcija izvodnica jedinstveno odreduje razdiobu pa je

kE—1
P(T=k) = < )p"qk_", za k > n.
n—1
A
Napomena. Slucajnu varijabla 7" iz prethodnog zadatka se zove negativna

binomna slucajna varijabla. U nizu nezavisnih ponavljanja pokusa (pri ¢emu poje-
dini pokus ima kao ishod uspjeh ili neuspjeh, gdje je vjerojatnost uspjeha p) slucajna
varijabla T" ima sljede¢u interpretaciju:

T = vrijeme n-tog uspjeha.

Zadatak 7.4 Neka su N, X, X5, X3, ... nezavisne slucajne varijable koje poprimaju
vrijednosti u skupu {0,1,2,...}, pri cemu su X;, Xs, X3, ... jednako distribuirane.
Neka je gx, funkcija izvodnica za X;, a gy funkcija izvodnica za N. Dokazite da je
funkcija izvodnica za

dana s
gy = gN © gx;-
(Ako je N(w) =0, onda je Y(w) =0.)
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Rjesenje:

=Y P(Y =n)s"=> P(Xi+...+ Xy =n)s"
n=0 n=0

=> ) P(Xi+...4+ Xy =n,N=k)s"

n=0 k=0

= Z ZIP’(Xl +...+ X, =n,N =k)s" = nezavisnost

:iiP(X1+...+Xk:n)IP’(N:k)s"
:Z(ZP(X1+. X =n)s")P(N = k) =

= Z Ix1+..+x,(8)P(N = k) = nezavisnost

Zzgxl(s)“'gxn( = (9x,()"P(N = k)
k=0

= gn(9x,(8)) = (gn © gx,)(s).

Zadatak 7.5 Harryev restoran dostavlja pizze. U petak navecer Harry je neplani-
rano zavrsio u njegovom omiljenom baru pa u subotu bas i nije bio u potpunosti
koncentriran pri primanju narudzbi za pizze. Broj ljudi koji je narucio pizzu ima
Poissonovu razdiobu s parametrom A > 0, a Harry s vjerojatnoséu p € (0,1) to¢no
zapisuje adrese.

(a) Odredite distribuciju uspjesno dostavljenih pizza.

(b) Izracunajte vjerojatnost da je te subote barem jedna pizza uspjesno dostavljena.
Rjesenje:

(a) Neka je

1, k-ta narudzba ima tocu adresu

Xk:{O, . k=1,2,3...
i N = broj narudzbi. Dakle,

mace
0 1
ka(l_p 1).
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i N ~ P()). Definirajmo Y = broj uspjesno dostavljenih pizza= Zszl X Iz
prethodnog zadatka slijedi

gy (s) = gn(gx,(5) = gn((1 —p) - 1+ p-s) = ePe7Y

pa je Y ~ P(Ap), jer funkcija izvodnica jedinstveno odreduje razdiobu.
b)) PY>1)=1-P(Y =0)=1—¢e"",
A

Zadatak 7.6 Nadite ocekivani broj bacanja simetri¢ne kocke do pojave uzastopnih
Sestica.

Rjesenje: Oznaicmo X = broj bacanja potreban da po prvi put padnu uzastopne
Sestice. Tada je P(X =0) =P(X =1) =01 P(X =2) = 5. Za n > 3 definirajmo
A = { u prvom bacanju je pala Sestica}
B = { u drugom bacanju je pala Sestica}.
Tada je

=0( jer je n>3)

-

N

P(X =n) =P(X =n, AN B)+P(X =n, AN BY) + P(X =n, A°) =
=0+ P(X =n|ANB) - P(AN B°) + P(X = n|A°) - P(A°)
15 5

pa je

5 5
P(X =n)s" = %5219()( =n—2)s""%+ 6sIP>(X =n—1)s"""

odakle sumiranjem dobijemo

= n b 2 = n ) = n
;P(X =n)s" = 368 ;IP’(X =n)s +6$;P(X =n)s".
Stoga imamo jednakost
1 5 5
gx(s) — %52 = %529;((8) + gsgx(s)
i dobijemo
2
9x(8) = 35305 — 57
Dakle,

EX = ¢ (1) = 42.
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Zadaci za vjezbu

7.7 Neka je gx funkcija izvodnica slucajne varijable X. Odredite funkciju izvodnicu
slucajne varijable aX + b, a,b € R.

7.8 Neka je X uniformno distribuirana na skupu {—a,—a+1,...,0,...,b}, gdje su
a,b > 0. Odredite funkciju izvodnicu slucajne varijable X.

7.9 Baca se simetri¢ni novci¢. Svaki put kada padne pismo se baca simetri¢na kocka.
Kada padne glava stanemo s igrom. Nadite funkciju izvodnicu sume svih brojeva koji
su pali na kocki.

7.10 Ploca za pikado je podijeljena na 10 jednakih dijelova oznacenih brojevima
1, 2,3, ...,10. Robin je pocetnik u pikadu i s jednakom vjerojatnoséu pogadabilo
koji dio na ploéi ( i ne moze promasiti plocu). Izrac¢unajte vjerojatnost da Robin u 3
nezavisna gadanja osvoji toéno 24 boda.

7.11 * Neka je gx funkcija izvodnica slucajne varijable X. Pokazite da ze sve a > 0

vrijedi
1 Lo
E = [ s .
{X+a] /0 s7gx(s) ds

7.12 * Pokazite da je nemoguce napraviti dvije kocke koje poprimaju razlicite vri-
jednosti s razli¢itim vjerojatnostima (nesimetriéne kocke) tako da kada bacamo dvije
takve kocke ukupan rezultat bude uniformno distribuiran na {2,3,...,12}.

- . q7a73b+1 s *SG —
Rjesenja: LB gax1u(2) = 2" gx (") B 9x (s) = rpr—sy BB (2 — 55y~ I 0.028
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