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Sadrzaj

© Uvod

© Analiza rijetkih komponenata
@ Grupiranje podataka (clustering). Osnovne metode
@ Faktorizacija nenegativnih matrica (NMF)
@ Rijetka rekonstrukcija

© Primjeri
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Pododredeno razdvajanje signala

Definicija problema i terminologija

o X e R™ T m« T, matrica podataka; pretpostavljamo:
X=AS+E

gdieje AeR™" m<n< T, S rijetka, a E aditivni Sum,
greska mjerenja ili greska modela

Cilj: na¢éi Ai S

“Definicija”: vektor x € R" je rijedak ako je “ve¢ina” elemenata
od x jednaka nuli

S rijetka: svaki stupac od S je rijedak

n> m : problem je pododreden (“underdetermined”)
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Pododredeno razdvajanje signala

@ Terminologija:

retci matrice S : komponente (ili izvorni signali)

A : matrica mijesanja (ili bazna matrica)

stupci od A . bazni vektori

retci matrice X : mijesani signali

t,1<t<T: (vremenski) trenutak

X — X = AS, S rijetka : razdvajanje signala (analiza rijetkih
komponenata)

e Rjesavanje u dvije faze:

© Aproksimacija matrice mijeSanja grupiranjem podataka
(clustering-om) [1]

@ Rijetka rekonstrukcija - rjesavamo pododredeni linearni sustav
s ograniCenjem rijetkosti

@ Alternativa: faktorizacija nenegativnih matrica (Nonnegative
Matrix Factorization); moze se koristiti i za simultanu
aproksimaciju Ai S
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Pododredeno razdvajanje signala

Aproksimacija matrice mijesanja

Radi jednostavnosti uzmimo E =0

OznaéimoX:[xl xT],A:[al a,,},
S=[s1 ... s ] Zal1<t<Tije

X =S1,t81+ ...+ Sntén

Rijetkost: za veéinu i,1 </ <n, je s;; =0 (mali broj
komponenata s; je “aktivan” u trenutku t)

k = (prosjecan) broj aktivnih komponenata:

o k=1 ("single-dominant case”) - grupiranje podataka

e k> 1 ("multiple-dominant case”) - clustering ne pomaze;
standardni pristup - alterniraju¢a optimizacija po Ai S, uz
ogranicenje rijetkosti na S
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Grupiranje podataka (clustering)
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Klasi¢ni clustering problem

o Klasi¢ni clustering problem:
X1+ 5 Xn eRda kEN, d(X>.V): ||X_y|2;
E=Y" minj_; d(xi,C)— ming, ¢ erd

@ Osnovne Cinjenice: NP-tezak (Cak i za k=2 ili d =2); za
fiksne k i d moze se egzaktno rijesiti u vremenu
O (n?+Llogn) [4]7

e Kilasi¢ni clustering problem je optimizacijski problem:
minimiziramo nekonveksnu funkciju (problem lokalnih
minimuma)

@ Najbolje ¢emu se mozemo nadati je lokalni minimum (za koji
ne znamo koliko dobro aproksimira globalni)
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Sadrzaj

© Analiza rijetkih komponenata
@ Grupiranje podataka (clustering). Osnovne metode
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k-sredine (k-means)

@ k-means [5] - najjednostavniji i najpoznatiji clustering
algoritam:

e inicijalizacija (najcesce slucajna) centara Cy,..., G
e ponavljaj do konvergencije:

@ opridruzi s; j-tom centru C; t.d. je
d(xi, G) =min=1__xd(x;, ()

@ /(Cj) = tocke pridruzene centru Cj; C; HZ:GI x,/‘l G)|

@ d je ovdje euklidska udaljenost; inace treba prllagodltl korak
(2)

e Konvergira k lokalnom minimumu ciljne funkcije E u konacno
mnogo iteracija

@ Slozenost: O (nkd) po iteraciji

e Osnovna mana: osjetljivost na inicijalizaciju zbog lokalnih
minimuma
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k-means
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k-means

@ Ponekad je korisno koristiti kosinusnu mjeru udaljenosti:

d(x,y)=1— \‘Ii\llbz\'I’ treba prilagoditi k-means algoritam

® Za xj,...,xj € I () trazimo argming Y., d (x,-P, CJ) odnosno
| (65,Gi)|

EMEXG L i T
o Oznacimo m; = L er/( G) % gdje je nj = |/ (C;)|. Centroide
J
racunamo s C; = ”m” Uocimo: za svaki z, ||z|, =1, iz
J
Cauchyjeve nejednakosti slijedi

Y xz< Y X°G (1)

xel(G) xel(G)

o Treba pokazati da za ovakav odabir centroida algoritam
konvergira
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k-means

o S C oznagimo vrijednost C; u t-toj iteraciji, a s Ij(t+1)

indekse pripadnih tocaka,

/j(t+1) _ {X : XTCJ-(t) > XTCI(t),/#j}' Vrijedi:

RO WTELIO RIS v BY O ¥ B0 TR E o8

< Z (TR 1er/(‘ e X C()
= ZI ].Zj ]-ZXGI t+1) TCI()
= ZI:I ZXEIIHI ) X Cl( :

(1)

k (t+1)
< Z[:l erll(t+1) x* C,

e Dakle, algoritam konvergira (opcenito k lokalnom minimumu)

[6]
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k-means varijacije

Algoritmi temeljeni na centru

@ Fuzzy k-means (c-means):
E(U,C)= Z}’:l):jf:l ufj’.d(x,-, Cj) — miny ¢, gdje je:

o UER™K Y1 ;> 0,):]'-;1 uj = 1; uj odreduje nivo
pripadnosti tocke x; clusteru C; (“soft assignment”)
e g > 1; parametar g kontrolira nivo pripadnosti (“fuzziness”)

toCaka grupama

@ Za g =1 algoritam je sli€an k-meansu
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Fuzzy k-means

Data points
O K-means centroids
O Fuzzy centroids
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Hijerarhijski clustering

e Particijski clustering - particija skupa podataka (npr. kmeans),
hijerarhijski - niz ugnjezdenih particija

X1, X2, X3, Xa, X5

@ Osnovna podjela:
aglomerativni
(Cesci) i divizivni

AGGLOMERATIVE
CLUSTERING
DIVISIVE
CLUSTERING

@ Zaustavljanje: zadani broj clustera, prevelika udaljenost medu
clusterima...

@ Prednosti nad particijskim metodama: ne zahtijeva broj
clustera kao ulaz, radi s proizvoljnom metrikom
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Hijerarhijski clustering

o Lance-Williams formula:

D(C,GUG) = oD(C,G)+0;D(C,C)+
+ BD(C,,CJ-)H!D(C,C;)—D(C,Cj)!

@ Neki posebni slucajevi:

o D(G,G) =mingeq, yec, d(x,y) (“single-link”)
o D(C, ) =maxweq yec, d(x,y) (‘complete-link™)
o D(C,G) = mZXGCLyECQ d(x,y) (“group-average”)

@ Neki hijerarhijski algoritmi zahtijevaju O (n2) memorijskog
prostora (matrica udaljenosti), 5to je neprakti¢no za velike n
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Spektralni clustering [7]

e Uzmimo k =2; {(y, Gy} particija skupa podataka, y indikator
- 1 ,xi € Gy
particije (y; :{ 1 xeG ), wij = exp (—d* (x;,x7) /0?),

W = (wjj), D =diag(d,...,dn), di = Y, wij; Zelimo

1 2 1 T .

n Z wi(vi—y)) =7y (D-W)y — min

4ieC1.JeC2 4 ye{-1,1}
e L =D — W,; uz dodatnu pretpostavku |G| = |G|, imamo

dodatni uvjet na y: ¥,;y; =0, odn. uz oznaku e =[1,...,1]",
y -e =0; dakle imamo diskretni problem

y*Ly — minycr 11y y.e—o koji aproksimiramo neprekidnim
y*Ly — miny |, . y.e—o Cije je rjeSenje drugi najmaniji
svojstveni vektor od L
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Spektralni clustering

o Drugi pristup [8]: definiramo cut(Cy, G3) = Yicc, jec, Wi
V ={s1,...,5,}; minimiziramo funkciju

cut(G, Q) cut(G,G)

cut(Gy,V)  cut(G,V)

Ncut(Cl, Cz) =
@ Uz prethodne oznake, sli¢no kao prije, rjeSenje mozemo
aproksimirati rjeSavanjem

. y'Ly
min
y™De=0 y* Dy

Rjesenje je drugi najmanji svojstveni vektor generaliziranog
problema svojstvenih vrijednosti Ly = A Dy

@ Prosirenje na k > 2: ponavljamo algoritam na dobivenim
clusterima

@ Problem: L je nx n matrica (— opcenito O (n2) memorijskog
prostora)
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Bayesovske tehnike

Grupiranje bazirano na statistickom modelu podataka

@ Podaci su slu€ajni uzorak iz neke distribucije s gustocom f

o Najces¢e - mjesavine Gausovskih distribucija (“mixtures of

Gaussians”):
k
f(x) =) m®(xluj, %)) (2)
j=1
gdje je
1 1 Te_1
O (x|u,X) = ——F——exp —E(X—.U) T (x—u)
(2m)2 detX

gustoca visedimenzionalne normalne distribucije
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Bayesovske tehnike

e Motivacija: z binarna slucajna varijabla, jedan element je =1,
svi ostali = 0; neka je gustoca od z P(zx = 1) = m,
0<m <1,Y,m =1; dakle, P(z) =TIx 7*; z je latentna
varijabla

@ Za distribuciju podataka x pretpostavljamo
P(x|zx = 1) = N (x|, Xg); slijedi

P(x)=Y P(z)P(x|z) = ;ﬂkN(X\Hk,Zk)

@ Na ovaj nain moguce je modelirati podatke raznim
distribucijama

o Parametre L, Y xprocjenjujemo metodom maksimalne
vjerodostojnosti: maksimiziramo logaritam funkcije
vjerodostojnosti

InP(X|m,u,¥) = iln{anN(ximk,Zk)} (3)

i=1 k
gdje je X ={x1,...,xn} skup podataka (slu€ajni uzorak)
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Bayesovske tehnike

Expectation-maximization (EM) algoritam [9]

e Maksimizacija funkcije u (3) je netrivijalna

e EM je opéeniti algoritam za procjenu parametara
vjerojatnosnih modela

o EM za mjesavine Gausovskih distribucija:

@ Inicijalizacija parametara py, Xy i my

O Ekorak: P(z=1)P(x;|z=1) NG 1)
L) — — ) — Zk= XjlZk= — T NXG e 2k
y(zlk) P(Zk 1|X') ZjP(Zj:l)P(X,"zjzl) ZJ”IN(X'“J'IZI)

© “M-korak’: update parametara, uf®" «— Nik):,-y(z,-k)x,-,
Eie el Lo (za) (= ) O — )", e — B, gdje je

N =X v(zi)
@ Ponavljaj (2) i (3) do konvergencije

o M-korak: gledamo stacionarne tocke funkcije vjerodostojnosti

(3)
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Bayesovske tehnike
Opéeniti EM algoritam

e X podaci, Z latentne varijable, © parametri, P(X,Z|©)
zajednicka distribucija odredena parametrima ©; cilj je
maksimizirati funkciju vjerodostojnosti P (X|©) po ©

e EM algoritam:

@ Inicijalizacija parametara, ©°/

@ E-korak: P (Z|X,0°H)

© M-korak: ©"" = argmaxg )., P (Z|X,@°’d) InP(X,Z|©)
@ Ponavljaj (2) i (3) do konvergencije

@ Fuzzy k-means je vrlo specijalan slu¢aj EM-a
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Problemi

Preprocesiranje skupa podataka

@ Glavni problem: velicina skupa podataka; korisni algoritmi prije
clusteringa reduciraju broj (moZzda i dimenzionalnost) podataka

@ Neke metode redukcije skupa podataka:

e “random subsampling”

e particioniranje [16]: ideja je particionirati skup podataka na p
particija veliCine %; zatim se radi grupiranje u ,T'l; grupa, za neki
g > 1, na svakoj particiji posebno; zatim se dobivenih g grupa
spoji prema nekom od kriterija, kao u hijerarhijskom grupiranju
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Redukcija skupa podataka

Random subsampling

@ Ideja: slu¢ajno (uniformno) se generira podskup
D ={xi1,...,xs} skupa podataka X

e Pitanje: koliki je minimalan s da s velikom vjerojatno3¢u za
svaku grupu G; C X vrijedi |GND|>f-|G|,0<f <1
unaprijed zadan

o Pretpostavke: X; slucajna varijabla, C neki cluster,
|1 xeC € .
XJ—{ 0 x¢dC = P(Xj=1) =", X; nezavisne
Bernoullijeve
e X =YX je broj tocaka u CND; to je binomna slucajna
varijabla; aproksimiramo ju Poissonovom (k njoj i tezi za

n— oo)
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Redukcija skupa podataka

Random subsampling

@ Chernoff-ljeva ograda [2]: za X Poissonovu, 0 <€ <1, uz
oznaku u = E (X), vrijedi

P(X<(1—8),u)<exp<_ge2>

@ Za zadani & dobijemo minimalni s za koji je
P(X <f-[Cl) <3 [16] (n=*F)
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Sadrzaj

© Analiza rijetkih komponenata

o Faktorizacija nenegativnih matrica (NMF)
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Konveksni NMF

e Zelimo X =AS, S rijetka (i mozda nenegativnost Ai S);
alterniraju¢a minimizacija; glavni problem: lokalni minimumi,
suboptimalno rjesenje

o A= XW, odnosno a; = Y wiixj; W >0; dakle, X = XWS;
stupce od A modeliramo kao centroide [17]

@ Prednost nad k-meansom: k-means staje kad nema promjene
pripadnosti toaka clusterima jer bi promjena jedne tocke
povecala gresku; ali, promjena vise tocaka bi ju mozda
smanjilal K-means je vrlo “lokalan” algoritam

@ Dodatna prednost: moze biti i kK > 1, iako ovdje ne
razmatramo taj slucaj
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Konveksni NMF

@ Minimiziramo
J=|X—-XWS|7 (4)

po W i§5, uz uvjet W >0
Definicija
Neka je f : R" — R. Funkcija g : R>" — R je pomoéna funkcija za

f ako vrijedi
g(x,y) = f(x),g(x,x)=1(x)

za sve x,y € R".

o Ako definiramo x(t*1) = argmin, g (x,x(*)), vidi se da vrijedi
f (x) =g (x(B),x0) > g (x(EFD) x(0)) > f (x(t+1)), dakle
niz f (x(*)) je opadajuci
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Konveksni NMF

Teorem
Uz oznake B = X"XS5%, A= XX, C = §5%, funkcija

Z(Wﬂ/) = Tr(A)_Zik2B+mk(
_WRW, VC), W3

+Lik By f/”v,-k kT W (5)
— i A Wik Ca Wy (1+|0€ ’k%'>
Wik Wiy

gdje je W >0, je pomocéna funkcija za J = J(W) iz (4).
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Konveksni NMF

4 (W, W) je konveksna funkcija od W; minimum se postize u

ik (6)

ik

[(XX)"§7],, + | (X°X)~ Wss]

Wi = W,
C (X)) s

@ Treba provjeriti da li fiksna tocka zadovoljava nuzne uvjete
optimalnosti (KKT uvjeti) za pocetni problem

e Ako da, mozemo ocekivati konvergenciju k lokalnom
minimumu

o Pokazuje se da je manja osjetljivost na poletne uvjete u
odnosu na k-means (barem empirijski)
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Konveksni NMF

@ Uvjeti optimalnosti su

W=>0
A =(%;) =0
(Vi (W) — Aj = (—2XTXST + 2X XWSST),; — Aj =0
AjWij =0

© Zadnja dva uvjeta povlace (—X" XS+ X XWSS®), Wj; =0

e Fiksna tocka iteracija (6) zadovoljava
(—XTXST+ XTXWSST),; VVU2 =0, sto je ekvivalentno gornjem
uvjetu

o Uvjet W >0 je implicitno zadovoljen ako je W(®) >0
(pocetna vrijednost)

@ Isti postupak i za S
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Viseslojni lokalni NMF

o Ciljna funkcija: D(X||AS) = L||X — AS||z +aJ(S);
minimiziramo po A i S; J(S) je regularizacijski ¢lan koji forsira
rijetkost od S

@ Definiramo lokalne ciljne funkcije:
0 () - 3 0

gdje je ap, m-ti stupac od A, s,,, m-ti redak od S, i
XM =X =¥ 2majs;
L J(§m) =Y:Smt
o D(m) (X(’")Hamgm) je konveksna funkcija po an, i s,, posebno
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Viseslojni lokalni NMF
@ Alterniraju¢a minimizacija:

Sy — [a x(m) _ ]+,m 1,....M
A [XST(SSTHL/) 1

am — m=1....M

+
am
llamll2’
gdje je e vektor jedinica, [§], = max(&,€), € mala konstanta
(npr. € =1071%), M broj redaka od S, i A regularizacijska
konstanta
@ Empirijski se pokazuje da se efikasnost ovog algoritma moze
znacajno poboljsati uzastopnom primjenom (u vise “slojeva”):
X~ AL s s(1) ~ AP S2) X = AM)AQ)... A(L)S(L)
@ Naime, to je jedna od heuristika za izbjegavanje lokalnih
minimuma; zajedno s “multi-start” inicijalizacijom empirijski se
pokazuje vrlo korisnom [11, 12, 10]
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Sadrzaj

© Analiza rijetkih komponenata

@ Rijetka rekonstrukcija
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Konveksna aproksimacija

Clusteringom dobijemo matricu A; za svaki 1 <i < n zelimo
naci rijetko rjesenje pododredenog linearnog sustava As; = x;
Idealna, ali neprakti¢na mjera rijetkosti je ||x||; = [{i: xi #0}];
najcesce se zamjenjuje neprekidnom, konveksnom
aproksimacijom ||x||; = ¥; |xi| (1-norma)

Dakle, rjesavamo

min||s||; uz uvjet |[As —x;|[, < € (7)
s

To je problem konveksne optimizacije, moze se rijesiti
standardnim metodama [3]; moze se pokazati [13, 14]: ako je
najrjede (u smislu mjere ||-||;) rjeSenje (odnosno priblizno
rjeSenje) sustava As = x; dovoljno rijetko, uz neke prihvatljive
pretpostavke na matricu A (npr. koherencija od A,

u(A) = max; | |"<a”>|’|2 dovoljno mala), to rjesenje mozemo

aproksimirati rjesavanjem (7)
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Pohlepne metode

@ “Matching pursuit” (MP) algoritam:
@ Inicijalizacija: rjesenje s =0, rezidual r = x;, normalizacija
Jaill, = 1, i )
@ Ponavljaj do konvergencije: | = argmax; (r,a;);
ses+(na)r—r—(ra)s
@ Moguce su razne varijacije
@ Pokazuje se da konveksna aproksimacija ima bolja svojstva od
pohlepnih algoritama (stabilnost, teorijske garancije); prednost
pohlepnih algoritama je brzina [15]
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Segmentacija visespektralne slike

@ Segmentacija slike: particija slike na homogene dijelove
o RGB slika = 3D tenzor (€ R™*3); pikseli = vektori u R3

o Klasi¢ni “toy example” za
segmentaciju slike;
rezolucija slike:

1380 x 2048
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Segmentacija visespektralne slike

o RGB slika R e R™ "3 _, R ¢ R3xmn, IA?(:,i) =R(h,i,:) za
neke i1 i ip (“matricizacija” tenzora)
@ Interpretacija modela X = AS+ E:
o X = R (matrica podataka)
o Ac R3¥*¥ _ matrica “spektralnih profila” materijala prisutnih na
slici (broj materijala k je najces¢e nepoznat, ovdje k = 4)
e S - komponente (retci od S) predstavljaju prostornu
distribuciju materijala
@ Ideja: matricu spektralnih profila aproksimiramo grupiranjem
piksela (stupaca matrice R)
@ Nakon grupiranja, za svaki piksel se trazi prikaz u obliku rijetke
linearne kombinacije dobivenih spektralnih profila
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Segmentacija visespektralne slike

@ Glavni problem: ve¢ za sliku osrednje rezolucije (npr.
1000 x 1000) imamo 10° tocaka; matrica udaljenosti bi uzela
O (10'2) prostora

@ Nuzna je redukcija broja tocaka

o Pokazuje se da random subsampling kao metoda
preprocesiranja daje dobre rezultate; reduciramo s faktorom
16000

@ Hijerarhijsko grupiranje je najpouzdanije jer ne zahtijeva
inicijalizaciju; na istom skupu uvijek daje isti rezultat

@ Moguéi nedostatak metode je 5to zanemaruje prostorni poloZaj
piksela u slici
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Segmentacija visespektralne slike

08 0.8 08 S 0.8
06 0.6 06 06
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 02 0.2
- 0.8 0.8 0.8 0.8
06 0.6 06 06
0.4 0.4 0.4 0.4
0.2 0.2 02 02

Dobivena segmentacija: Tipi¢na segmentacija dobivena
hijerarhijsko grupiranje + k-means algoritmom + MP
minimizacija 1-norme rekonstrukcija
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Segmentacija visespektralne slike

@ Hijerarhijsko

grupiranje + 08 0.8

MP 0.6 0.6

rekonstrukcija 04 0.4
0.2 0.2
0 0

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

0

@ Brzina izvrSavanja: konveksna optimizacija - ~ 1h, MP - <5
sekundi
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Segmentacija visespektralne slike

Realni primjer

RGB slika koznog tumora
Dobivena segmentacija
viseslojnim lokalnim NMF-om
[10]
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Segmentacija visespektralne slike

Realni primjer

Slika niskog intenziteta Segmentacija: convex NMF +
MP
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Segmentacija visespektralne slike

Realni primjer

o Statisticka analiza klasifikacije (segmentacije): za svaki piksel
gledamo osjetljivost klasifikacije (tumor ili zdravo tkivo) u
odnosu na prag (vec¢e/manje vrijednosti - prisutnost/odsutnost
tumora); 4 moguca ishoda klasifikacije:

e “true positive: piksel je ispravno klasificiran kao tumor

o greska tipa 1 (“false positive”): piksel je pogresno klasificiran
kao tumor

o greska tipa 2 (“false negative”): piksel pogresno nije klasificiran
kao tumor

e “true negative™ piksel ispravno nije klasificiran kao tumor

@ “True positive rate” (TPR): udio ispravno klasificiranih tocaka;
“false positive rate” (FPR): udio pogresno klasificiranih tocaka

@ TPR i FPR su funkcije praga

o Graficki prikaz: “Receiver Operating Characteristic” (ROC)
krivulja - TPR vs. FPR
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ROC krivulja
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ROC krivulja za segmentaciju

ROC krivulje za sliku tumora niskog intenziteta
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Zakljucak

o Razdvajanje signala - klasi¢ni inverzni problem; analiza rijetkih
komponenata - jedna metoda rjeSavanja

@ Rijetkost - grupiranje podataka; druga faza - konveksna
optimizacija (raCunski najzahtjevniji dio! - paralelizacija)

@ Grupiranje podataka - NP-tezak problem; minimizacija
nekonveksne funkcije

@ Razne heuristike za izbjegavanje lokalnih minimuma; globalna
optimizacija

@ Nuzna je redukcija skupa podataka

@ Nema najbolje metode; ovisi 0 danom problemu

@ Mozda najvise teorijski utemeljen pristup: Bayesovski
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