Prog2 — Popravni kolokvij, 14. lipnja 2013. — 1. zadatak

Zadatak — grupa A. Ponco i Toro sjede na prvom u nizu od n lopoca u bari, i zele doc¢i
na posljednji. Uvijek se kre¢u u istom smjeru: tromiji Toro se jednim skokom pomice za
1 ili 2 lopoca, dok se okretniji Ponc¢o pomice za do 4 lopoc¢a u jednom skoku. No, Ponco
se boji da ne propadne u vodu, i staje samo na lopoc¢e na kojima je Toro ve¢ bio. U
glavnom programu ucitajte n i ispiSite broj nacina na koje oni to mogu uciniti, modulo
broj vrijednosti prikazivih u tipu long. Nacine razlikujemo samo po tome koja zaba je
skocila na koji lopo¢, ne i po redoslijedu skakanja. [ |

Zadatak — grupa B. Dva zapca, Fatso i Banjo, preskacu s jedne obale bare na drugu,
preko n lopoca koji se u njoj nalaze. Uvijek se kre¢u u istom smjeru: popunjeniji Fatso
se jednim skokom pomice na sljede¢i lopoc ili preskace jedan, dok agilniji Banjo moze
preskociti i do 3 lopoc¢a u jednom skoku. Ipak, Banjo ide na sigurno, i ne zeli stati na
lopoce koje je Fatso preskocio. U glavnom programu ucitajte n i ispiSite broj nacina na
koje oni to mogu uc¢initi, modulo broj vrijednosti prikazivih u tipu int. Nacine razlikujemo
samo po tome koja zaba je skocila na koji lopo¢, ne i po redoslijedu skakanja. [ |

RjeSenja. Za pocetak, uocimo da se zapci u obje grupe micu jednako:

e tezi T (Toro ili Fatso) ide naprijed za 1 ili 2 lopoca, tj. preskace 0 ili 1 lopo¢ (u smislu
da ne staje na njega),

e laksi L (Ponco ili Banjo) ide naprijed za od 1 do 4 lopoca u skoku, tj. preskace od 0
do 3 lopoca (u smislu da ne staje na njih),

e laksi L staje samo na neke od lopoca na kojima je tezi T' ve¢ bio, tj. L sigurno
preskace sve lopoce koje je i T' preskocio (ako T' nije stao na neki lopo¢, onda ni L
nece stati na njega).

Iz zadnjeg uvjeta slijedi da L uvijek skace nakon T" — da sazna gdje je T' skocio, tj. na
koje lopoce L smije stati. Obzirom na to da redoslijed skakanja nije bitan za broj nacina,
vec je bitno samo na koje lopoce je koja zaba stala, proces skakanja mozemo gledati ovako:

e Na pocetku, obje zabe krecu s istog mjesta — u A to je lopoc 1, a u B to je obala,
koju mozemo smatrati kao “lopo¢” s brojem 0.

e Prvo skace T' i stigne na cilj, a zatim skace L do cilja.

Medutim, iz ovog globalnog “modela” se ne vidi kako dobiti neku rekurziju za broj nacina,
jer se zadnji kljucni uvjet tesko moze iskoristiti na ovako globalnom modelu. Cijeli proces
skakanja treba gledati “lokalno” — prema zadnjem uvjetu, izmedu onih lopoca na koje su
stale obje zabe, na sljede¢i nacin:

e Obje zabe se u nekom trenu nalaze na istom lopocu (to je sigurno istina na samom
pocetku).

e Zatim skace T' (moze i vise kratkih skokova), pa onda skace L, i opet se moraju nadi
zajedno — na istom lopocu.

e Medutim, zato $to L smije sko¢iti samo tamo gdje je T' ve¢ bio (ili trenutno je), onda
se odmah, nakon jednog skoka L, opet nalaze na istom lopocu. I tako redom ...



Dakle, sve skokove teze zabe podijelimo u male “blokove” izmedu onih lopoca na koje skace
laksa zaba. Redoslijed nije bitan, pa smijemo gledati skokove izmedu najblizih lopoca na
koje staju obje zabe — to odgovara jednom skoku L. To je ekvivalentno kao da

e prvo sko¢i L, a onda T mora sti¢i na taj isti lopoc!

Iz ove interpretacije je lako izvesti rekurziju za broj nacina. Neka je k redni broj dolaznog
lopoca i neka je f(k) broj nac¢ina na koje zapci mogu stiéi na taj lopo¢. Znamo da L moze
skociti do ukljucivo 4 lopoc¢a unaprijed. Uz pretpostavku da je k dovoljno velik, L je stigao
na lopo¢ k jednim skokom, duljine ¢, s lopoca k — ¢, gdje je 1 < ¢ < 4. Na polazni lopo¢
k — ¢ zapci su mogli doéi na f(k — ¢) nac¢ina. Treba jos vidjeti na koliko nac¢ina moze T'
sti¢i s lopoca k — ¢ na lopo¢ k (preko raznih lopoca izmedu ta dva, jer to se broji). Taj broj
nacina, ocito, ne ovisi o k, ve¢ samo o £ — to je broj nacina na koje se T" moze pomaknuti
za ¢ mjesta unaprijed, ozna¢imo ga s t(¢). Onda je
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i jos treba nadi t(¢), za ¢ = 1,2,3,4. Znamo da T moze skociti najvise 2 lopo¢a unaprijed,
pa dobivamo
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Zakljucak: za dovoljno veliki k, rekurzija za broj nacina f(k) ima oblik
Fk) = flk—1)+2f(k—2)+3f(k—3)+5f(k —5).

Za potpuno rjesenje, fale nam jos dvije stvari — to su jedine po kojima se grupe
razlikuju:

e pocetni uvjeti za rekurziju = odakle se starta, odnosno, 4 pocetne vrijednosti, i

e zavrsni uvjet = gdje treba sti¢i, odnosno, Sto treba izracunati za zadani n.



Grupa A. Na pocetku, zapci se nalaze na lopocu s brojem 1, a na kraju se moraju
nalaziti na lopocu s brojem n.

Prema definiciji broja f(k), ovdje trazimo upravo f(n).

Zbog pocetnog polozaja na lopocu 1, za pocetak rekurzije treba staviti f(1) = 1. Naime,
za n = 1, obje zabe su vec¢ i na krajnjem lopocu, tj. ne moraju skakati. No, broje se pozicije
na lopocima, i tocno je jedna takva = obje Zabe su na jedinom lopocu.

Fale nam jo$ 3 pocetna uvjeta za rekurziju. Njih mozemo naéi, na primjer, tako da
eksplicitno izracunamo f(n), za n = 2, 3, 4. Uz ponesto posla (pogledati ranije slike i
pazljivo zbrajati), izlazi

Medutim, postoji i puno jednostavniji nacin za zadavanje pocetnih uvjeta. Izvedena
rekurzija, zapravo, vrijedi za bilo koji cijeli broj k. Dovoljno je iskoristiti da zapci startaju
s lopoca broj 1 i da ne mogu skakati unatrag, pa je f(k) = 0, za svaki cijeli broj k < 1 (jer
tamo ne mogu doéi) i f(1) = 1 (tu startaju). Lako se provjeri da iz tih pocetnih uvjeta
dobivamo gornje vrijednosti za f(2), f(3) 1 f(4).

Grupa B. Na pocetku, zapci se nalaze na obali, ispred lopoca s brojem 1, a na kraju se
moraju nalaziti na obali, iza lopoca s brojem n. Pocetnu obalu mozemo uzeti kao “lopoc¢”
s brojem 0, a zavrsnu obalu kao “lopo¢” s brojem n + 1.

‘obala:n—kl

Prema definiciji broja f(k), ovdje trazimo f(n + 1).

Potrebna 4 pocetna uvjeta za rekurziju mozemo naci tako da eksplicitno izracunamo
fln+1),zan=0,1, 2, 3. Zan = 0, obje zabe samo trebaju skociti na drugu obalu.
Obzirom na to da lopoca nema, imamo jednu “poziciju” = obje zabe nisu skocile ni na
jedan “pravi” lopo¢. Uz puno truda (ovdje je jos teze), izlazi

Potpuno istim zakljuc¢ivanjem kao u grupi A, uz pomak za jedan lopo¢ unatrag, jer
zapci startaju s “lopoc¢a” 0, mozemo uzeti i lakse pocetne uvjete: f(k) = 0, za svaki cijeli
broj k < 0 (jer tamo ne mogu doci) i f(0) =1 (tu startaju). |

Zavrsni komentar. Ako u grupi A uzmemo da lopoc¢i imaju brojeve od 0 don — 1,
tako da pocetak ujednacimo s grupom B, onda mozemo

e uzeti pocetak rekurzije kao za B i racunati f(n —1).

Dakle, uzmemo istu funkciju za racunanje f(k) u obje grupe, s pocetkom kao u B. Jedina
razlika: za zadani n, u A ra¢unamo f(n — 1), a u B racunamo f(n + 1).

Umjesto rekurzivnih funkcija za f(k) (pogledati zadla_r.c i zad1b_r.c), bolje je f(k)
racunati iterativno (petljom), koriste¢i “prozor” od 5 uzastopnih ¢lanova niza (zadla.c i
zadlb.c), sli¢cno kao kod Fibonaccijevih brojeva.



