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SadrZaj predavanja — dodatka
L anmm—

@ Numericka integracija (dodatak):
@ Asimptotski razvoj i Euler—-MacLaurinova formula.
@ Richardsonova ekstrapolacija i Rombergov algoritam.
@ Primjeri za Rombergov algoritam.
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Rombergov algoritam
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Opcenito o Rombergovom algoritmu
I am———,

Pri izvodu Rombergovog algoritma koristimo se sljedeé¢im
principima:

@ udvostrucavanjem broja podintervala u produljenoj]
trapeznoj metodi,

@ eliminacijom vodeceg ¢lana u asimptotskom razvoju
oreske, iz dvije susjedne produljene formule.

Ponovljena primjena ovog principa zove se Richardsonova
ekstrapolacija.

Za pocetak, treba objasniti

@ sto je to asimptotski razvoj.
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Asimptotski razvoj

Da bismo mogli priblizno izrac¢unati sumu konvergentnog reda
neke tunkcije f u tocki x, oblika

@)

flz) = Zanpn(ilf),

n=0
red smo aproksimirali konacnom parcijalnom sumom
N

fn(z) = Z AP ().

n=0

Time smo podrazumijevali da ostatak reda tezi prema nuli, 1
to po N, za fiksni x

1imoo(f(£li) — fn(z)) = ]\}1_{1100 Z anpn(z) = 0.

N—
n=N-+1
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Precizna definicija asimptotskog niza

Ako zamijenimo ulogu N i z u konvergenciji razvoja,
dobivamo novi pojam asimptotskog razvoja. Pritom red uopce
ne mora konvergirati.

Precizna definicija asimptotskog razvoja u okolini neke tocke
bazirana je na definiciji asimptotskog niza u okolini te tocke.

Definicija. (Asimptotski niz) Neka je D C R neka domena i
¢ € Cl D neka tocka iz zatvaraca skupa D, s tim da ¢ moze

biti 1 400 1li —oco. Nadalje, neka je ¢, : D — R, n € Ny, niz
funkcija za kojeg vrijedi

on(r) = o(pn-1()) (= cu D),

za svaki n € N. Tada kazemo da je (,) asimptotski niz kad
xr — c u skupu D. O
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Precizna definicija asimptotskog razvoja
I

Podsjetnik. Oznaka ¢, (x) = o(p,_1(x)) znaci da svaka
funkcija ¢,, raste bitno sporije od prethodne tunkcije ¢,,_1 u
okolini neke tocke (kod nas ¢), u smislu da vrijedi

lim gpn(fv)
225 Pn—1(z)

= 0,

sto ukljucuje i pretpostavku da je ¢, _1(x) # 0 na nekoj okolini
tocke c gledano u skupu D, osim eventualno u samoj tocki c.

Definicija. (Asimptotski razvoj) Neka je (¢,), n € Ny,
asimptotski niz kad x — ¢ u skupu D. Formalni red funkcija

oo

> anen

n=0
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Precizna definicija asimptotskog razvoja

je asimptotski razvoj funkcije f za x — ¢ u skupu D, oznaka

0@

f(@) ~ 3 awpule) (@ —cuD),

n=0
ako za svaki NV € N vrijedi relacija asimptotskog ponasanja
N-1
f() = anpn(z) + Opn(z)) (= cuD),

n=0

tj. apsolutna greska izmedu f i (N — 1)-e parcijalne sume reda
raste najvise jednako brzo kao 1 /N-ti ¢lan asimptotskog niza, u
okolini tocke c. O
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Euler—MacLaurinova formula
e

Asimptotski razvoj pogreske za produljenu trapeznu metodu
integracije daje Euler—-MacLaurinova formula.

Teorem. (Fuler-MacLaurinova formula) Neka su m i n cijeli
brojevi takvi da je m > 0 in > 1. Definiramo ekvidistantnu
mrezu s n podintervala na [a, b], t].

b—a

h = ., Tpr=a+kh, k=0,...,n.
n

Pretpostavimo da je f € C?™+2)[q, b]. Za pogresku produljene
trapezne metode vrijedi
b

B (f) = / fayde—17() =S 2 4 F,

0 1=1
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Euler—MacLaurinova formula

gdje su koeficijenti
B;

d@':
? (24)!

(b—a)* (f*700) - f*V(a)),

a ostatak je
b

(b —a)*™*? ¥5) L —a 2m—+2
Fom = G gy~ | Bamia| =5 ) /5 @) do

a

Ovdje su By; Bernoullijevi brojevi,

NumMat 2021, 11. predavanje — dodatak — p. 10/46



Euler—MacLaurinova formula

a B, je periodi¢ko progirenje obi¢nih Bernoullijevih polinoma

i) — § =
Bi(x —1), zax>1.

Dokaz je u klasicnim udzebnicima numericke analize. O
U koeficijentima d»; javljaju se Bernoullijevi brojevi. Osim
B, = —%, svi ostali neparni Bernoullijevi brojevi su 0, a prvih
nekoliko parnih je:
_ 1 1 1 1
BO_]~7 BZ_ 6 B4__%7 BG_ 4929 BS__%a
_ 5 691 _ 7 _ 3617
Biy=1¢, Bi2=-—55, Bu=g5 Bis=—%g

Nadalje, brojevi By; vrlo brzo rastu po apsolutnoj vrijednosti,
tako da je Bgy ~ —2.139994926 - 103,
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Eliminacija c¢lana greske

“Red” u n™?, koji se javlja u asimptotskoj ocjeni pogreske za
produljenu trapeznu metodu

b m
En(f) = / fayde—17() =S 2 4 F,

i=1
@ ne konvergira — kad “glatko¢a” m raste u oo, jer
koeficijenti dy; ne teze prema nuli.

Naravno, znamo da F,(f) — 0, kad broj podintervala n — oo.

Ideja: Ako je funkcija f dovoljno glatka,
@ eliminirati ¢lan po ¢lan u sumi za gresku,

@ na osnovu izracunatih vrijednosti integrala s n/2 i n
podintervala, odnosno, s duljinama koraka 2h 1 h.
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Izvod Rombergovog algoritma

Neka je I trapezna formula n podintervala.

[z Euler-MacLaurinove formule, (ako je funkcija f dovoljno
glatka i n paran), za asimptotski razvoj greske imamo

d(o) d(o d(o)
T n n<m
(0) (0) 2m
[ IS == e +Fn/2m

Zelimo eliminirati prvi ¢lan greske s n=2, pa prvi razvoj

pomnozimo s 4 1 oduzmemo mu drugi razvoj. Dobivamo

12dy”  60dy”
nt  nS

4 —10) — (1 - 1Y) =
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Izvod Rombergovog algoritma
e

PremjeSanjem clanova koji imaju [ na lijevu stranu, a zatim
dijeljenjem, dobivamo

0 0
ALY — 10, 4d? 204

3 n4 no
Prvi ¢lan zdesna uzimamo kao bolju, popravljenu
aproksimaciju integrala. Oznac¢imo tu aproksimaciju s

0) _ 7(0)
a1y — 1)

3 ?

Sada u formuli za gresku, da bismo lakSe racunali, definiramo

J —

[,Sl) = n paran, n > 2.

d\ = —4d0, 4" = —20d, ...
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Izvod Rombergovog algoritma

Time smo dobili novi integracijski niz ]2(1), Lil), Iél), .

Njegova je greska
d(l) d(l)
]_]T(Ll) :%4_%4_....
n n
Slican argument kao i prije mozemo upotrijebiti i dalje.

)5 ()

Eliminirajmo prvi ¢lan pogreske iz Lgl n/2;

1 1
16d§>_+_64dg)

1 _
I -1 " 5

n/2

L] L] 7

uz uvjet da je funkcija dovoljno glatka i da je n djeljiv s 4.

Tada je
) —484%"

1
16(I —I&M) — (I = 1)) = e
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Izvod Rombergovog algoritma
B

odnosno

C16n) — 18, 4gal)

I = _
15 15n0 i

Ponovno, prvi ¢lan s desne strane proglasimo za novu
aproksimaciju integrala

161, — 1))
[722) = , ndjeljivs4d, n>4.
15
Induktivno, nastavljanjem postupka, dobivamo Richardsonovu
ekstrapolaciju

gh =1 _ =)
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- Izvod Rombergovog algoritma

Pritom je greska jednaka

(k) (k) dg/?Jrg
Ly =1-1" = 1 2k+2 T

= Bu(b — a)h* 2 FE(E), a<E <D
Sada mozemo sloziti Rombergovu tablicu

1

]2(0) ]2(1)
IiO) Lil) LEQ)
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Poredak rac¢unanja
e

Poredak racunanja u tablici je sljedeci:

~N =~ N =
oo Ot W

6
9

Iz ocjene greske mozemo izvesti omjere greSaka u stupcu
Rombergove tablice, uz pretpostavku dovoljne glatkoce
funkcije f. Dobivamo

EP

~ 22k+2
Ej,)

?
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Omjeri greSaka u Rombergovoj tablici

tj. omjeri pogresaka u stupcu se moraju ponasati kao

1
4 1
4 16 1

4 16 64 1

Puno ilustrativnije od omjera greSaka o / Eél,fb) ~ 22812 je
promatranje eksponenta omjera gresSaka 2k + 2,
1

DO DN DO
N N
Sy
—_
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Primjeri za Rombergov

algoritam
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Omjeri greSaka u Rombergovoj tablici
I am———,

Pokazimo na primjeru da prethodni omjeri pogresaka u stupcu
vrijede samo ako je funkcija dovoljno glatka.

Primjer. Rombergovim algoritmom s toénoséu 10~ !? nadite
vrijednosti integrala

1 1

1
/65C dx, /:1:3/2 dx, /\/Eda:
0

0 0

1 pokazite kako se ponasaju omjeri pogreSaka i eksponenti
omjera pogreSaka u stupcima.
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Eksponencijalna funkcija
e

Eksponencijalna funkcija ima beskonacno mnogo neprekidnih
derivacija na |0, 1], pa bi se rac¢unanje integrala moralo
ponasati po predvidanju.

Ako usporedujemo vrijednosti samo “po dijagonali” tablice,
nakon 2° = 32 podintervala u trapeznoj formuli, dobivamo
pribliznu vrijednost integrala I; takvu da je

I5 = 1.71828182845904524
[ =e—1=1.718281382845904524
] - ]5 — O
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Eksponencijalna funkcija
N

Omjeri pogresaka u stupcima su

0| 1.0000

3.9512  1.0000

3.9875 15.6517  1.0000

3.9969 15.9913 62.4639 1.0000

3.9992 15.9777 63.6087 249.7197 1.0000

3.9998 15.9944 63.9017 254.4010 1000.5738 1.0000

Ot =~ W N =

pa uz malo “kreativnog vida” vidimo da su omjeri prema
predvidanju 4, 16, 64, 256, 1024, . ..
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Eksponencijalna funkcija

Eksponenti omjera pogreSaka su

0

Ot =~ W N =

1.0000
1.9823
1.9995
1.9989
1.9997
1.9999

1.0000
3.9682
3.9920
3.9980
3.9995

1.0000
5.9650
5.9912
5.9978

1.0000
7.9642 1.0000
7.9910 9.9666 1.0000

pa ponovno ¢itamo da su eksponenti omjera pogresaka
2,4,6,8,10,...
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Funkcija 3/
I

Funkcija f(x) = 232 ima neograni¢enu drugu derivaciju u 0,

@ pa bi “zanimljivo ponasanje” moralo poceti ve¢ u drugom
stupcu Rombergove tablice, jer

@ za trapez je funkcija dovoljno glatka za ocjenu pogreske.

Nakon 2!° podintervala u trapeznoj formuli, dobivamo
pribliznu vrijednost

[15 = 0.40000000000004512
I =2/5=0.40000000000000000
I — 1,5 = —0.00000000000004512.

Primijetite da je broj intervala poprilicno velik!
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Funkcija 3/
D e

Sto je s omjerima pogresaka?

0 | 1.0000

3.7346 1.0000

3.8154 5.4847 1.0000

3.8721 5.5912 5.6484 1.0000
3.9112 5.6331 95.6999 5.6566 1.0000

=~ Q0 DN =

1539981 5.6569  --- .-+ 5.6069 1.0000

Nakon prvog stupca omjeri pogresaka su se stabilizirali.
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Funkcija 3/
e

Bit ¢e nam mnogo lakSe provjeriti sto se dogada, ako
napisemo samo eksponente omjera pogresaka.

0 | 1.0000

1.9010 1.0000

1.9318 2.4554 1.0000

1.9531 2.4832 2.4978 1.0000
1.9676 2.4939 2.4998 2.4999 1.0000

=~ Q0 DN =

151]1.9993 2.5000  --- ce 2.5000 1.0000

Eksponenti omjera pogresaka od drugog stupca nadalje su za
tocno 1 vedi od eksponenta same funkcije (integriramo!).
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Funkcija \/x

Situacija s funkcijom f(x) = /x mora biti jo§ gora, jer ona

ima neogranicenu prvu derivaciju u 0.

Nakon 2'° podintervala u trapeznoj formuli, ne dobivamo

zeljenu tocnost

[15 = 0.66666665510837633

I =2/3 =0.66666666666666667

I — 115 = 0.00000001155829033.

NumMat 2021, 11. predavanje — dodatak — p. 28/46



Funkcija \/x

Omjeri pogresaka u tablici su:

0

=~ Q0 DN =

15

1.0000
2.6408
2.6990
2.7393
2.7667

2.8271

1.0000
2.8200
2.8267
2.8281

2.8284

1.0000
2.8281 1.0000
2.8284 2.8284 1.0000

2.8284 1.0000
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Funkcija \/x

Pripadni eksponenti su

0

=~ Q0 DN =

15

Produljena trapezna formula jos uvijek konvergira, ali
konvergencija vise nije O(h?), ve¢ samo O(h3/?).

1.0000
1.4010
1.4324
1.4538
1.4681

1.4993

1.0000

1.4957 1.0000

1.4991 1.4998 1.0000
1.4998 1.5000 1.5000 1.0000

1.5000  --- ce 1.5000 1.0000
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Zadaci

U posljednja dva primjera, Rombergovom algoritmu moze se
“pomoci” tako da supstitucijom u integralu dobijemo glatku
funkciju.

@ U oba slucaja, supstitucija je x = t°.

Provjerite sto se dogada u Rombergovom algoritmu nakon ove
supstitucije.

Ako u posljednjem integralu promijenimo granice integracije
2
/ VT dx
1

Sto mislite kojoj ¢e se funkciji iz prethodnih primjera
najslicnije ponasati omjeri pogresaka?
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Druge oznake

U literaturi postoji i drugacija oznaka za aproksimacije
integrala u Rombergovoj tablici

(k1 k
gmp D k)

m

Tk) —
" gm — 1

Sama tablica ima oblik
T3

Tél) Tl(O)
TéZ) Tl(l) TQ(O)
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Jos malo o Rombergovoj tablici
G

Tvrdnja. Drugi stupac Rombergove tablice odgovara
produljenoj Simpsonovoj formuli — redom, s 2.4, 8, 16, . ..
podintervala.
Nadimo eksplicitnu formulu za IV, Ako trapezna formula ima
@ n podintervala, onda je pripadni h = (b — a)/n,
@ n/2 podintervala, onda je pripadni h; = 2(b — a)/n = 2h.

[z trapeznih formula za n i n/2 podintervala,

IO = 2(fo+ 26+ 2nr + i)

h
]72(})2 = ?l(fo +2fo+ - 2fn_o+ fn),
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Jos malo o Rombergovoj tablici

« . 1 .
uvrstavanjem u I ), dobivamo

41 1Y 4 p
]?gl): ; /2:§.§(f0_|_2f1_|_..._|_2fn_1_|_fn)
1
— 5 g ot 2fat 4 2fuat f)
2h
=5 ot 2fit -+ 2for+ fu)

_g(f0—|—2f2—|—~°—|—2fn—2‘|'fn)

— g(fo —|—4f1 — 2f2 + -0+ 2fn—2 —|_4fn—1 + fn)a

Sto je Simpsonova formula s n podintervala.
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Zadatak
e

Odgovaraju li ostali stupci u Rombergovoj tablici sljede¢im
Newton—Cotesovim formulama (Simpsonovoj formuli 3/8,
Booleovoj formuli, ...)7

Na sreé¢u, odgovor je ne!

U protivhom, Rombergov algoritam ne bi konvergirao, recimo,
za funkciju Runge. Za tocnost 10712, ako usporedujemo
“dijagonalni dio” tablice, potrebno je 21 = 1024 podintervala,
a dobiveni rezultat je

L9 = 2.74680153389003183
[ = 2.74680153389003172
I — I, = —0.00000000000000011.
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Oprez s osciliraju¢im funkcijama
D ———

Primjer. Koristenjem Rombergovog algoritma izracunajte
pribliznu vrijednost integrala

1

/ Sm 177‘(’33

0

tako da greska bude manja ili jednaka 10™%.
Podintegralna funkcija je relativno brzo oscilirajuca i ima 17
Cﬁgrbaﬂ .

Tablicu ispisujemo samo na prvih par decimala (a racunamo u
punoj toc¢nosti tipa extended).
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Oprez s osciliraju¢im funkcijama
D ———

Rombergova tablica:

0.0000
0.5000 0.6667
0.6036 0.6381 0.6362
0.6284 0.6367 0.6366 0.6366
—0.0063 —0.2177 —0.2746 —0.2891 —0.2927
0.0283 0.0398 0.0598 0.0622 0.0636 0.0640
0.0352 0.0376 0.0374 0.0371 0.0370 0.0370 0.0370
0.0369 0.0375 0.0374 0.0374 0.0374 0.0375 0.0375 0.0375

N O Ot e W NN~ O

Rezultat (sa svim znamenkama):
I[7 = 0.03744821953512704

I—1I;=0. 236384834,
I = 0.03744822190397537 7 = 0.0000000023655453
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Oprez s osciliraju¢im funkcijama
.,
Sto je razlog stabilizacije oko jedne, pa oko druge vrijednosti?

@ Nedovoljan broj podintervala u trapeznoj formuli, koji ne
opisuje dobro ponasanje funkcije.

@ Rjesenje problema: u svaku “grbu” treba staviti barem
nekoliko tocaka.

Sljedece slike nam to zorno i pokazuju. Tek kad smo stavili 16
tocaka u trapeznu formulu,

@ stavili smo skoro jednu tocku po grbi

@ i trapezna formula je pocela “prepoznavati oblik”
podintegralne funkcije.
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Oprez s osciliraju¢im funkcijama

Produljena trapezna formula s 2 podintervala.




Oprez s osciliraju¢im funkcijama

Produljena trapezna formula s 4 podintervala.




Oprez s osciliraju¢im funkcijama

Produljena trapezna formula s 8 podintervala.
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Oprez s osciliraju¢im funkcijama

Produljena trapezna formula sa 16 podintervala.
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Zadatak

Koristenjem Rombergovog algoritma izracunajte pribliznu

vrijednost integrala

1
/ sin(2577x) dx
0

tako da greska bude manja ili jednaka 102,

Oprez, ako u Rombergovom algoritmu

@ ne zahtijevate stavljanje dovoljnog broja podintervala,

dobiveni rezultat bit ¢e pogresan!
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Trapez moze biti brzi od Romberga
|

Primjer. Koristenjem Rombergovog algoritma izracunajte
pribliznu vrijednost integrala

1
/ (™) cos(mx) da
0

tako da greska bude manja ili jednaka 10™%.

U ovom primjeru dogada se zanimljiv fenomen:

@ produljena trapezna formula moze brze izracunati tocan
rezultat nego Rombergov algoritam.

Razlog: “Dobro” ponasanje produljene trapezne formule za
periodicke funkcije!
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Trapez moze biti brzi od Romberga
I

Pocetni dio Rombergove tablice:

1.17520119364380146

0.58760059682190073 0.39173373121460049

0.56516070872910212 0.55768074603150258 0.56874388035262938
0.56515910399248505 0.56515856908027936 0.56565709061686448
0.56515910399248503 0.56515910399248502 0.56515913965329873
0.96515910399248503 0.56515910399248503 0.56515910399248503

U = W NN = O

Crveno oznaceni brojevi imaju sve znamenke tocne.

Rombergov algoritam daje netocniju aproksimaciju

I5 = 0.56515914375273593.
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Trapez moze biti brzi od Romberga
I

Sporost Rombergovog algoritma posljedica je ¢injenice da
@ trapezna formula s jednim podintervalom ima veliku
gresku.

@ DBududi da ona ulazi u ekstrapolaciju rezultata na
“dijagonali”, dijagonalni rezultati su dosta pogresni.

Stvarno, za produljenu trapeznu formulu ne vrijedi isti razvoj
pogreske (puno je tocnija — zbog periodi¢nosti funkcije f, za
koeficijente u Euler—MacLaurinovoj formuli vrijedi dy; = 0)!

Rjesenje problema:

@ usporedimo susjedne rezultate u stupcima tablice 1 ako se
oni “sloze” na odgovarajuc¢u tocnost, uzmemo ih kao
aproksimaciju.
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