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SadrzZaj predavanja
D

@ Numericka integracija (nastavak):

@ Integracijske formule visokog stupnja egzaktnosti.
@ Gauss—Christoffel formule.
@ Gauss—Radau formule.
@ Gauss—Lobatto formule.

©

Primjer za tezinske Newton—Cotesove 1 Gaussove
formule.

Osnovna svojstva Gaussovih formula.

Konvergencija Gaussovih formula, simetrija.
Gaussove formule i Hermiteova interpolacija.
Diskretna ortogonalnost i Gaussove formule.

PP pEP

Pregled klasicnih Gaussovih integracijskih formula.
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Teorija integracijskih

formula — nastavak
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TezZinske integracijske formule — saZetak

Do sada smo radili integracijske formule oblika

/ () () de = Ln(f) + En(f), In(f) =S wef (),

(ispustamo gornje indekse m) u kojima su
@ cvorovi integracije xo, ..., Z,, bili unaprijed zadani/fiksni,

@ a tezinske koeficijente wy, ..., w,, odredivali smo iz
uvjeta egzaktnosti na vektorskom prostoru polinoma Py,
sto veceg stupnja d (tzv. Newton—Cotesove formule).

Iz teorema o “interpolacijskim” formulama znamo da za
polinomni stupanj egzaktnosti d takvih formula vrijedi d = m.

Indeks ili red m formule = “o¢ekivani” stupanj egzaktnosti.
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TezZinske integracijske formule — saZetak
D

Kod nekih formula (Simpson, srednja tocka) dobili smo da je

@ za parne m, stvarni stupanj egzaktnosti za jedan veci, tj.
vrijedi d = m + 1,

1ako se tezine odreduju iz uvjeta egzaktnosti na prostoru P,,.

U nastavku trazimo integracijske formule joS viSeg stupnja
egzaktnosti — za koje vrijedi d > m. To znaci da

@ neki ili svi ¢vorovi integracije moraju biti “slobodni”,

@ tako da i njih odredujemo iz uvjeta egzaktne integracije.

Iz tradicionalnih razloga, zbog veze s
@ ortogonalnim polinomima 1 njihovim nultockama,

takve formule se malo drugacije oznacavaju!
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Promjena oznaka za integracijske formule
e

Promjene u oznakama su:
@ cvorovi se broje od 1, a ne od 0,

@ broj ¢vorova oznacava se s 1, umjesto m + 1.

Tezinska integracijska ili kvadraturna formula onda ima
sljedeci oblik:

[ w@s @) de = 1(7) + B(5) Zwkf 7).

@ Broj n € N zove se red formule = broj ¢vorova.

Opet ispustamo gornje indekse n, tj. ne pisemo w,(cn), m,in).
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Interpolacijske teZinske kvadraturne formule

Uz ove pretpostavke 1 oznake,
@ za bilo kojih n razlicitih ¢évorova x4, ..., x,,

tezinska integracijska ili kvadraturna formula
b

[ wa)p@)de~ 1,(5) = Y wns )

ima polinomni stupanj egzaktnosti (barem) d =n — 1,
@ ako 1 samo ako je interpolacijska,
tj. dobivena je kao

@ egzaktni integral interpolacijskog polinoma za funkciju f
u cvorovima Ty, ..., Ty,.
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Tezine u interpolacijskim formulama
D

Ekvivalentno, polinomni stupanj egzaktnosti integracijske
formule I,, je (barem) d = n — 1, ako i samo ako za tezinske
koeficijente wy, vrijedi

b
Wy = /w(x)ék(az) de, k=1,...,n,

a

gdje su ¢, za k=1,...,n, polinomi Lagrangeove baze na
mrezi ¢vorova x1, ..., T, (stupanj tih polinoma je sada n — 1)
S r—x
b@)=]]—= k=1...n
j=1 "k
J#k
Napomena: Ovo smo ve¢ dokazali, samo su oznake nove! L]
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Integracijske formule viseg stupnja egzaktnosti
e

Namece se prirodno pitanje: moze li se posti¢i i bolje, tj.
@ mozemo li dobiti vec¢i stupanj egzaktnosti, d > n — 17
Uocite: Jedina Sansa za to je
@ “pazljiviji” izbor ¢vorova integracije xy.
Naime, ¢im je d > n — 1,
@ tezine wy su nuzno odredene prethodnom formulom,
pa njih vise ne mozemo “birati”.

Odgovor je potvrdan i relativno jednostavan!
Za formulaciju rezultata definiramo tzv. polinom c¢vorova

n
S |G
k=1
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Integracijske formule viSeg stupnja egzaktnosti

Teorem. Neka je ¢ zadani cijeli broj, takav da je 0 < ¢ < n.
Tezinska integracijska formula

/w(az)f(x)da::](f)+E( Zwkf Tr),

ima polinomni stupanj egzaktnosti d =n — 1 + ¢, ako i samo
ako je formula interpolacijska i, dodatno, vrijedi

@ polinom ¢vorova w,, je ortogonalan na sve polinome
p € Py_1 s tezinskom funkcijom w,

b
/w(x) wp(x)p(x)de =0, zasvaki p € Ppq.

a
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Integracijske formule viseg stupnja egzaktnosti
I

Dokaz. Iz proslog teorema znamo da za stupanj egzaktnosti
vrijedi d > n — 1, ako i samo ako je formula interpolacijska.

@ Preostaje pokazati da je d =n — 1 4+ ¢ ekvivalentno
relaciji ortogonalnosti za polinom w,,.

1. smjer (nuznost): d =n — 1+ ¢ = ortogonalnost.
Neka je p € P,_; bilo koji polinom stupnja najvise £ — 1.
Za produkt f = w,p onda vrijedi w,p € P,ir_1.
Zbog pretpostavke d =n — 1 4 ¢, integracijska formula
egzaktno integrira polinom f = w,p, pa je

b

/w(x) wn(x)p(x) de = Z Wy, W (T)p(T8).

0 k=1
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Integracijske formule viSeg stupnja egzaktnosti

No, svi ¢vorovi x; su nultocke polinoma ¢vorova w,,, tj. vrijedi

wn () =0, =1,...,n.
Onda je
b

/w(x) wp(x)p(x) dr = Zwk wn(xr)p(zr) = 0,

0 k=1

za svaki p € Py_1, Sto dokazuje prvi smjer.

2. smjer (dovoljnost): ortogonalnost = d=n—1+4 /.

Neka je p € P,,.,_1 bilo koji polinom. Treba pokazati da
integracijska formula [,, egzaktno integrira polinom p.
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Integracijske formule viSeg stupnja egzaktnosti

Prvo podijelimo p s polinomom ¢vorova w,, — po Euklidovom

teoremu o dijeljenju s ostatkom. Onda je
P =quwn T,
gdje je q € Py_q kvocijent, a r € P, _; ostatak.

Egzaktnom integracijom dobivamo
b b

[ w@p@)dz = [ wi)ata) o) de + / w

a a

Zbog q € Py_1 1 pretpostavke ortogonalnosti

@ prvi integral na desnoj strani je nula.

x)r(z) d.
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Integracijske formule viSeg stupnja egzaktnosti
e ——

Dobivamo da je
b b

/ w(@)p(z) dv = / w(x)r(z) dr.

a a

No, zbog r € P,,_1 1 pretpostavke da je formula interpolacijska,
@ formula [,, egzaktno integrira polinom r.

Zato je
b

/ w(z)r(z) do = ; wer ().

a
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Integracijske formule viSeg stupnja egzaktnosti

Sad uvrstimo r = p — qw,,. Dobivamo redom

> wr(zy) = Y wi(plex) — gla) walzy))

= { znamo w,(zy) =0,zak=1,...,n}

= Z Wi p(Ty).

Kad “spojimo” zadnje tri relacije, izlazi
b

/ w(e)p(e)de = 3 wiplar) = L(p).

a

pa formula [, egzaktno integrira sve polinome p € P, y_1. M
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O granicama za stupanj egzaktnosti
D ———

Nekoliko komentara na prethodni rezultat.

Relacija ortogonalnosti polinoma ¢vorova wy,
b

/w(x) wp(x)p(x)de =0, zasvaki p € Py,

a

omogucava povecanje stupnja egzaktnosti formule za /,
@ sd=n-—1,
@ nnd=n—1+/.

Ogranicenje 0 < ¢ < n u teoremu je prirodno i nuzno!

Naime, ova relacija ortogonalnosti postavlja

@ tocno ¢ dodatnih uvjeta na ¢vorove 1, ..., x,.
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O granicama za stupanj egzaktnosti
D

Za { = 0 — nema dodatnih ogranicenja, jer za bilo koji izbor
¢vorova mozemo dobiti d = n — 1 (interpolacijska formula).

S druge strane, zbog nenegativnosti tezinske funkcije w, mora
biti £ < n. Opravdanje:

@ Polinom ¢vorova w,, mora biti ortogonalan na sve
polinome iz P,_1, tj. na polinome stupnja najvise ¢ — 1.

@ Za ¢ > n, polinom w, bi trebao biti ortogonalan (barem)
na sve polinome iz P,, a to znaci 1 na samog sebe, Sto je
nemoguce!

Dakle, £ = n je maksimalno povecanje stupnja egzaktnosti
koje se moze postici, a

@ maksimalni stupanj egzaktnosti je dj.x = 2n — 1.
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Gaussove integracijske formule — d = 2n — 1
D

Integracijske ili kvadraturne formule maksimalnog stupnja
egzaktnosti d = 2n — 1 zovu se

@ Gaussove ili Gauss—Christoffelove formule.

Relacija ortogonalnosti iz prethodnog teorema, za ¢ = n, glasi
b

/w(x) wp(x)p(x)de =0, zasvaki pé€ P, 1.
Drugim rije¢ima, polinom ¢vorova w, (stupnja n)

@ mora biti ortogonalan na sve polinome nizeg stupnja —
do najvise n — 1.

No, to isto svojstvo zadovoljava 1 odgovarajuci ortogonalni
polinom p,,, stupnja n, s tezinskom funkcijom w na |a, b].
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Cvorovi u Gaussovim formulama
e

Znamo da je p, jednoznacno odreden, do na multiplikativnu
konstantu.

Ako za p,, uzmemo da ima vodeci koeficijent A,, = 1, onda je
Wn = Pn; n < N()'

Zato se formule najviseg stupnja egzaktnosti obi¢no zovu

@ Gaussove formule s tezinskom funkcijom w na |a, b).

U Gaussovim formulama, ¢vorovi x; su potpuno odredeni kao
sve nultocke polinoma p,,,

pulzr) =0, k=1,...,n.

Sjetite se, te nultocke su realne, jednostruke i leze u
otvorenom intervalu (a, b).
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TeZine u Gaussovim formulama

Za tezine wy znamo da vrijedi
b

Wy = /w(x)ék(az) de, k=1,...,n,

a

gdje su l, za k =1,...,n, polinomi Lagrangeove baze na
mrezi ¢vorova 1, ..., T, (stupanj od ¢, jen — 1).

Kod Lagrangeove interpolacije, pokazali smo da polinome /¢y,
mozemo izraziti preko polinoma ¢vorova w, = p, (ranije w), u

obliku

. pn(m) B n
gk(x)_(x—:ck)p;l(xk)’ k—l,..., .

Uocite da multiplikativna konstanta u p,, nije bitna — skrati
se, pa mozemo uzeti bilo koju normalizaciju za polinome p,,.
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TeZine u Gaussovim formulama
e

Dobivamo izraz za tezine wy; preko ortogonalnih polinoma p,,
b

wk:/w(x)( Pn(2) de, k=1,...,n.

r — ) P (T)

a

Prema autoru ove formule, tezine w; u Gaussovim formulama
ponekad se zovu 1 Christoffelovi brojevi.

Navedeni integral se moze eksplicitno izracunati! O tome, kao
i 0 ostalim svojstvima (Gaussovih formula — malo kasnije.

Prvo, spomenimo joS dva tipa integracijskih formula koje se
koriste u praksi, a imaju

@ visoki, ali ne 1 maksimalni stupanj egzaktnosti, tj. £ < n.
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Integracijske formule s fiksnim rubovima

Prethodni teorem ima prakti¢ne primjene i za ¢ < n.
U tezinskoj integracijskoj ili kvadraturnoj formuli

/w(a:)f(x)d:r::](f)+E( Zwkf ).

unaprijed zadamo n — ¢ ¢vorova integracije u |a, b|, a

@ preostalih ¢ ¢vorova odredujemo tako da dobijemo
maksimalni moguéi stupanj egzaktnosti d =n — 1+ ¢.

Ovaj pristup se najcesée koristizan—f¢=1in—{¢ =2, a
zadani ¢vorovi su

@ jedan ili oba ruba intervala integracije |a, b],

s tim da zadani rubni ¢vor mora biti konacan.
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Gauss—Radau formule — jedan rub, d = 2n — 2
e

Neka je lijevi rub intervala — tocka a, konacna
@ 1 zadana kao ¢vor integracije r; = a.
Preostalih £ = n — 1 ¢évorova odredujemo tako da
@ dobijemo maksimalni stupanj egzaktnosti d = 2n — 2.

Ove integracijske formule zovu se Gauss—Radau formule.

Prema prethodnom teoremu, pripadni polinom ¢vorova
wp(x) =(r—a)(x —x9) -+ (x —x,) =: (x — a) pp_1(T)

mora zadovoljavati relaciju ortogonalnosti za £ =n — 1
b

/w(:c) wp(x)p(z)de =0, zasvaki p€ P, s.

a
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Gauss—Radau formule — jedan rub, d = 2n — 2
I am———,

To mozemo zapisati 1 ovako
b

/w(az) (x —a)pn_1(z)p(r)dr =0, zasvaki pe€ P, s.

a

Faktor (z — a), koji odgovara fiksnom ¢voru z; = a, ima fiksni
predznak na |a,b] — nenegativan je. Zato ga smijemo

@ “izvaditi” iz polinoma ¢vorova wy,
@ i “dodati” tezinskoj funkeciji w.
Tako dobivamo “novu” tezinsku funkciju
wa(z) := (2 — a)w(z),

koja je, takoder, nenegativna na |a, b|.
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Gauss—Radau formule — jedan rub, d = 2n — 2
e

Relacija ortogonalnosti sada ima oblik
b

[ w@ ps@pla)de =0, sk pe P,
gdje je p,,—1 polinom stupnja n — 1.
Slicno ranijem, odavde dobivamo sljedeci zakljucak:

@ preostalih n — 1 ¢vorova xo, ..., r, moraju biti nultocke
ortogonalnog polinoma p,,_; s tezinskom funkcijom w,.

Potpuno isti princip radi i za desni rub b, s faktorom b — x.

Ako fiksiramo x,, = b, preostali ¢vorovi x1, ..., x,_1 moraju
biti nultocke ortogonalnog polinoma p,,_; s tezinskom
funkcijom wy(x) := (b — x) w(z).
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Gauss—Lobatto formule — oba ruba, d = 2n — 3
e

Neka su oba ruba intervala — tocke a 1 b, konacne

@ 1 zadane kao ¢vorovi integracije x; = a, x,, = b.
Preostala ¢ = n — 2 ¢vora odredujemo tako da

@ dobijemo maksimalni stupanj egzaktnosti d = 2n — 3.

Ove integracijske formule zovu se Gauss—Lobatto formule.

Na potpuno isti nacin se dokazuje da

@ preostala n — 2 ¢vora xo, ..., x,_1 moraju biti nultocke
ortogonalnog polinoma p,,_o s tezinskom funkcijom w,,

Wop(x) == (x —a)(b—x)w(x).

Napomena: ovo “transformiranje” tezinske funkcije radi samo
za ¢vorove u rubovima intervala (nenegativnost).
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Primjer za tezinske formule
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Tezinska Newton—Cotesova vs. Gaussova f.
o —————
Primjer. Napravimo usporedbu

@ zatvorene Newton—Cotesove formule 1

@ Gaussove formule

1/2

s 2 ¢vora, za tezinsku funkciju w(x) = 27/* na intervalu |0, 1].

Tezinska funkcija w ima singularitet u lijevom rubu a = 0, ali

je integrabilna na [0, 1] — njezin integral je po = 2.

Trazene integracijske formule glase:

1 wiCF(0) +wdCf(1) (Newton—Cotes),

/x_l/zf(x) dr ~

0 wi' f(z1) +wg f(22)  (Gauss).
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TeZinska Newton—Cotesova formula
I —

Za Newton—Cotesovu formulu, tezine w¥® i wi¢ mozemo

izracunati iz eksplicitne formule
b

Wy = /w(az)ﬁk(x) dr, k=1,2.

a

Lagrangeova baza {1 i {5, za zadane ¢vorove r1 =01 x9 = 1,
jednaka je
T — T r—1

g o o :1—
1(23) T — T 0—1 L,

T — X1 r—0
,e _ _ _
2(33) To — T 1—0 £z,
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TeZinska Newton—Cotesova formula

pa 1mamo

Ovaj pristup ima smisla samo kad se polinomi ¢; i £5 lako
racunaju, tj. samo kad su ¢vorovi “jednostavni”, poput 01 1.
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TeZinska Newton—Cotesova formula

Obicno je puno lakse iskoristiti da Newton—Cotesova formula
egzaktno integrira “jednostavnu” bazu prostora polinoma P;.

Uvrstavanjem f(x) = 1, dobivamo jednadzbu
1

w{vc-l—i—wé\@-l:/az—lﬂdaz:&

0

a uvrstavanjem f(x) = x, dobivamo jednadzbu
1

2
wi\rc'()%—wévc-l:/m_lmxda::g.

0
Odmah izlazi

2 4
NC _ NC _ NC _
W, =3 wy T =2—w, = —.
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TeZinska Newton—Cotesova formula
I ——

Trazena zatvorena Newton—-Cotesova formula glasi:
1

/331/2f(33) dr = %f(()) -+ %f(l) + By (f),

pri cemu je EYY(f) pripadna greska.

Uocite da korijenski singularitet tezine w u nuli uzrokuje da

@ vrijednost f(0) dobiva dvostruko ve¢u tezinu od
vrijednosti f(1).
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Gaussova formula
e

Gaussovu formulu najlakse je odrediti preko ortogonalnih
polinoma. Treba nam monic¢ni (vodedi koeficijent A; = 1)

ortogonalni polinom p,, stupnja 2, s tezinom z~'/2 na [0, 1]
po(x) = 2° + a1 + ao.

Taj polinom mora biti ortogonalan na polinome nizeg stupnja.

@ Za polinom qy(z) =1, iz (p2, o) = 0, dobivamo:

1 1
0= /:131/2 po(x) dr = /(5133/2 + a2 + agr™V?) da
0 0
Y Y Lo 9
— (5[135/2 + §a1x3/2 -+ 2&0[131/2> ; — g —+ gCLl + ZCLO’
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Gaussova formula
e

@ Za polinom ¢i(z) = z, iz (p2,¢1) = 0, dobivamo:
1

1
0= /a:_l/z xpo(z)dr = /(x5/2 +a12*? + agr'’?) do
0

2,2 2
= -+ —-a —ay.
o 7 573"

Sustav jednadzbi za koeficijente monicnog polinoma py je:

2a0 + gal = 2

3 D
2 2 2
§CLO -+ gal = —?
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Gaussova formula
e

Rjesenje tog sustava je

1 — 77 0 T 357
pa je ortogonalni polinom ps
6 3
_ 2= =
po(x) =2 7az+ =

Cvorovi za Gaussovu integracijsku formulu su nultocke
polinoma, po:

1 6

T, = - <3 — 2\/%) ~ 0.11558710999704793517,
1 6

To = - <3 -+ 2\/;) ~ 0.74155574714580920769.

NumMat 2021, 11. predavanje — p. 35/105



Gaussova formula

e ——,
Za racunanje tezinskih koeficijenata w$ i w$, mogli bismo
iskoristiti formulu za w;, kao kod Newton—Cotesove formule.

Medutim, kad imamo ¢vorove x; 1 x5, puno je lakse iskoristiti
da Gaussova formula egzaktno integrira bazu polinoma iz P;.

@ Za stupanj 0, stavimo f(x) = 1, i dobivamo jednadzbu
1

ws 4+ ws / r V2 dr =2,
0

@ Za stupanj 1, stavimo f(x) = x, i dobivamo jednadzbu
1
2
wi Ty + ws iy = /x_1/2a:da: =3

0
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Gaussova formula

Kad uvrstimo poznate ¢vorove xq, T, rjesenje dobivenog

linearnog sustava od dvije jednadzbe za tezine w&, wS je

1 /5
w =1+ g\[g ~ 1.30429030972509228525,

1 /5
w§ =1 — §\@ ~ 0.69570969027490771475.

Sada je tezina

@ w{ priblizno 1.87476 puta veca od tezine w§'.
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Gaussova formula

Trazena Gaussova formula glasi:

1
/xl/gfwx:(l% g).f(;_g
0

I /5 3

+ ES(f),

pri cemu je ES(f) pripadna greska.
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TeZinska Newton—Cotesova vs. Gaussova f.
e

Usporedimo prethodne dvije formule na integralu
1

[ = / 1% cos (%) dr = 2C(1) ~ 1.55978680075364565895,

pri cemu C' oznacava tzv. Fresnelov kosinusni integral.
Aproksimacije po obje formule, za f(x) = cos(wz/2), su

4
Inc = 3 ~ 1.33333333333333333333,
Iq =~ 1.55758955959339386882,

a pripadne greske su

Enc ~ 0.2264535,  Eg ~ 0.0021972,

sto pokazuje da je Gaussova formula puno bolja (> 100 puta).
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Gaussove integracijske

formule
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Gaussove integracijske formule — ponavljanje

(Gaussova integracijska ili kvadraturna formula s tezinskom
funkcijom w na intervalu |a, b| ima oblik

/w(az)f(x)da::](f)+E( Zwkf Tr),

1 dostize maksimalni stupanj egzaktnosti d,,.x = 2n — 1.

@ Cvorovi z su sve nultocke ortogonalnog polinoma p,, s
tezinskom funkcijom w na |a, b),

@ Tezine wy su dane formulom (¢ preko p, i xy)
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Cvorovi Gaussovih integracijskih formula
D

U nastavku, detaljnije analiziramo neka bitna svojstava
Gaussovih formula. Samo radi jednostavnosti, dodatno
pretpostavljamo da je tezinska funkcija w

@ pozitivna na cijelom intervalu |a, b], osim eventualno u
kona¢no mnogo tocaka (singulariteti dozvoljeni).

Teorem (Svojstva ¢vorova). Svi ¢vorovi zy su realni, razliciti i
leze unutar otvorenog intervala (a,b).

Dokaz. Znamo da su ¢vorovi xj sve nultocke odgovarajuceg
ortogonalnog polinoma p,, s tezinskom funkcijom w na |a, b],

pulzr) =0, k=1,...,n.

Sve tvrdnje o ¢vorovima direktna su posljedica tvrdnji o
nultockama odgovaraju¢ih ortogonalnih polinoma. O
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Tezine Gaussovih integracijskih formula

Integral u formuli za tezine w; moze se eksplicitno izracunati.

Teorem (Izrazi za tezine). U Gaussovoj integracijskoj formuli
reda n, za tezine wy vrijede sljedeée dvije relacije

L Ap—1"Yn—1 L —Qn"Yn L
Wp = — ] k= 1, e, N

Prn-1(zr) () Pagr(zk) P (2r)

Dokaz. Treba izracunati integrale za tezine

b
/w Pa(2) de. k=1,... n.

(z — flfk)ph(ﬂfk)

Zbog ¢lana p,(z)/(x — xy), koristimo Christoffel-Darbouxov
identitet u x 1 y = xy, za n (ili za n + 1), a zatim integriramo.
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TeZine Gaussovih integracijskih formula

Fiksiramo indeks k (tj. ¢vor x}) i izlu¢imo broj p! (z1), pa je
b

wy = — / w(z) 22 g

P () T — T

Integral racunamo iz Christoffel-Darbouxovog identiteta za n,
tj. suma na lijevoj strani ide do n — 1,

— 2@ (y)  a(@)pa1(y) = Pair(2)pa(y)
Jz—% Vi a afn—l%z—l(aj o y) |

Uvrstimo y = xy, 1 iskoristimo da je p,(z;) = 0, pa dobijemo

= Pi@)pi () pal@)pai (@)
JZO Vi B Up—1Vn—1(T — xk)
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TeZine Gaussovih integracijskih formula

Pomnozimo obje strane s w(x) po(x) i integriramo na |a, b).
Izlazi

|—l

n—

pj(xy,

b
w(x) pi(x)po(x) dx
%/ i(@)pol)

_ Pn— 1(3714) /UJ(CI?)po(CI?) pn(ﬂf) dr.

Ap—1"Yn—1 r — Tk
a

Q.
I
)

Zbog ortogonalnosti polinoma p; 1 py, na lijevoj strani ostaje
samo c¢lan za j = 0, a pripadni integral je ||pol|* = 70, tj.

po(xy) _pn—l(ilfk) . pn() .
Yo T a1y /w(x)po( ) -
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TezZine Gaussovih integracijskih formula
e

Na kraju, znamo da je po(x) = ¢ # 0, pa skratimo i tu
konstantu, tako da na lijevoj strani ostaje 1. Onda je

/ w(z) Pa(®)  _ Gn—1Yne

T — Tk pn—l(xk) |

a

Kad ovo uvrstimo u izraz za wy s pocetka dokaza, dobijemo
prvu formulu iz tvrdnje

Wi = 1 /’UJ(CE) pn(x) dr — An—17n—1 .
Pl () T — Xy Pr—1(xk) Pl (k)

a

Druga izlazi iz Christoffel-Darbouxovog identiteta za n + 1,
ili troclane rekurzije u xg, pa je pni1(Tr) = —Cppn_1(Tk). O
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TeZine Gaussovih integracijskih formula

Teorem. U Gaussovo]j integracijskoj formuli reda n, za tezine
vrijedi 1
Wi

= — >0 k=1....
. ot

gdje je z;, vektor vrijednosti ortonormiranih polinoma u ¢voru
L

T
im o = [l pt ) g
lpoll " llpa-al

Dokaz. Iz Christoffel-Darbouxovog identiteta (za n) u jednoj
tocki xj, dobivamo

n—1 2
~ 12 _ (pj(xk)) B Py (k) Pn—1(zk) — Pp_1 (k)P (1)
12l = , -
7@ Up—1Yn—1

7=0
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Tezine Gaussovih formula — pozitivnost

Zbog p,(xr) = 0, iz prve formule u proslom teoremu, slijedi

~ o Dh(@k)pn—i(zr) 1
Il - - L

Ap—1Vn—1 Wi

Nadimo prvu komponentu vektora z;. Neka je po(x) = ¢ # 0.
Onda je , ;

Il = [ w(@)pb(a) do = & [ w(@)do = po

a a

21 = po(r)/||pol| = 1/5/ o > 0.

Iz ||Zk||5 > 0 odmah slijedi w;, > 0 u Gaussovim formulama.

pa je

U nastavku, dajemo jos jedan dokaz pozitivnosti, zato jer se
moze lako generalizirati i na neke druge integracijske formule.

NumMat 2021, 11. predavanje — p. 48/105



Pozitivnost teZina u Gaussovim formulama
I —

Teorem (Pozitivnost tezina). Sve tezine wy, su pozitivne.

Dokaz. Neka su ¢;, za j = 1,...,n, polinomi Lagrangeove baze
na mrezi ¢vorova i, ..., T, (stupanj od ¢; je n —1).

Za polinom ¢; u cvoru xy vrijedi

0, zaj #k,
Ui(xy) = 055 = { 7

1, zaj=k.

Uocite da ista relacija vrijedi i za kvadrate E? polinoma
Lagrangeove baze u ¢vorovima xy,

0, zaj#k,
I, zaj=k.

Gi(zx) = Li(zr) = 05, = {
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Pozitivnost teZina u Gaussovim formulama

Onda je ocito da vrijedi
w; = Zwkﬁj(xk) = Zwkfg(xk), j=1,...,n.
k=1 k=1

No, polinomi ¢ imaju stupanj 2n — 2, pa ih Gaussova formula
integrira egzaktno! To znaci da je
b

w; = Zwk@?(xk) = /w(:z:)ﬁ?(a:) de >0, j=1,...,n,
k=1

a

zbog pozitivnosti podintegralne tunkcije na desnoj strani.

Time je dokazana pozitivnost svih tezina w; u Gaussovim
integracijskim formulama. N
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Pozitivnost teZina u formulama s d = 2n — 2
e

Potpuno isti argument vrijedi 1 za

@ integracijske formule stupnja egzaktnosti 2n — 2,
(za jedan manjeg nego u Gaussovim formulama),

@ jer egzaktno integriraju polinome (3, za k =1,...,n.

Na primjer,

@ tezine u Gauss—Radau formulama su, takoder, pozitivne.

Napomena. Moze se pokazati i da su tezine u Gauss—Lobatto
formulama, takoder, pozitivne.

Medutim, dokaz je nesto slozeniji — ide preko polinoma
kardinalne baze za pripadnu interpolaciju: rubni ¢vorovi a i b
su jednostruki, a ostali ¢vorovi xs, ..., T,—1 su dvostruki.
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Integralne relacije za tezine — uz d > 2n — 2
e

Prema ranijem teoremu, u svim interpolacijskim kvadraturnim
formulama, za tezine w;, vrijedi

b
Wy = /w(x)ék(az) de, k=1,...,n.

a

Iz dokaza pozitivnosti tezina odmah dobivamo 1 “prosirenu”
relaciju

b b

wy, = /w(az)ﬁk(x) dr = /w(az)ﬁi(x) de >0, k=1,...,n.

a a

Opet, to vrijedi za tezine w;, u Gaussovim formulama
(d =2n — 1) i formulama stupnja egzaktnosti d = 2n — 2.
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Konvergencija Gaussovih formula
e

Teorem. Ako je [a,b] konacni interval, tada Gaussove formule
konvergiraju za bilo koju neprekidnu funkciju f, tj. za svaku
funkciju f € Cla,b] vrijedi

E.(f) =0, za n— oo.

Dokaz se temelji na Weierstrassovom teoremu o uniformnoj
aproksimaciji funkcije f polinomima, koji kaze:

Ako je pa,—1(f;-) polinom stupnja < 2n — 1 koji najbolje
uniformno aproksimira f na [a, ], onda vrijedi

Tim | £(-) = Pn-1(f3 )]l = 0.

Za bilo koji n € N, gledamo gresku Gaussove formule reda n.

NumMat 2021, 11. predavanje — p. 53/105



Konvergencija Gaussovih formula

Zbog polinomnog stupnja egzaktnosti d = 2n — 1, odmah
vidimo da je E,(p2,—1) = 0. Zatim, redom, dobivamo

[En ()] = [En(f = D2n-1)

= ‘/ — Pon— 1 dﬂ? —Zwk — Pan— l(f :E/f))|

< /w )| f(2) = Pancr (@) da + ) wi] | f (1) = Do (1 22))]
k=1

a

b

< 1) = s (75 w0 dx+§j i)

a
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Konvergencija Gaussovih formula

Sad iskoristimo da su tezinski koeficijenti w;, pozitivni u
Gaussovim formulama. Zato je |wi| = wy, odakle slijedi

n n
2wl =3 jwi.
k=1 k=1

Na kraju, uo¢imo jos da je (egzaktna integracija konstante 1)
b

Zwk / r)dr = po.

a

[z prethodne formule za ocjenu greske |E, (f)| zakljucujemo

En(N] < 200 1/ (-) = Pon—1(f5)lloe = 0, za n — o0,

Sto je trebalo dokazati. O

NumMat 2021, 11. predavanje — p. 55/105



Ne vrijedi za Newton—Cotesove formule

Ovaj zakljucak ne vrijedi za Newton—Cotesove formule,

@ iako formula s n ¢vorova egzaktno integrira polinom p,,_1.

Naime, za malo veée n, tezine w; mogu biti 1 negativne. Tada
jos uvijek vrijedi ,

Zwk—/ () dz = po,

a

zbog egzaktne integracije konstante 1. Medutim, apsolutne
vrijednosti tezina neograniceno rastu, kad n raste, tako da

n

a upravo ova suma ulazi u ocjenu greske.
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Simetrija u Gaussovim integracijskim formulama

Pretpostavimo da je tezinska funkcija w

@ simetricna na intervalu integracije |a, b|.

Za konacni interval |a, b], to znaci da je w parna oko polovista

intervala 0t b

Lo . — 2 ,

tj. vrijedi
h_
w(xg+h) =w(xg—h), za |h|< 5 i

Za cijeli R, to znaci da je w parna oko neke tocke ry € R,

w(xg+ h) =w(xg—h), za heR.

Onda su pripadni ortogonalni polinomi simetri¢ni (par—nepar)
i Gaussove integracijske formule su, takoder, simetri¢ne.
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Simetrija u Gaussovim integracijskim formulama
s

Preciznije, ortogonalni polinomi p,, su parni ili neparni oko xy,
ovisno o parnosti od n, tj. za svaki h € R vrijedi

pn(xo — h), n paran,

pn(xo + h) —
—pn(xo — h), n neparan.

U Gaussovoj integracijskoj formuli reda n,
@ c¢vorovl xy su simetricni obzirom na xg,

@ za simetri¢ni par ¢vorova, tezine w; su jednake.

Ako ¢vorove poredamo uzlazno, r; < --- < x,, onda vrijedi

T+ Tptl—k
2

= To, Wg=Wpy1—k, k=1,...,n.
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Gaussove formule i
Hermiteova interpolacija
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Integracija 1 interpolacija — ponavljanje
I

Vidjeli smo da se Newton—Cotesove formule mogu dobiti

@ integracijom Lagrangeovog interpolacijskog polinoma za
funkciju f na (zadanoj) mrezi ¢vorova xq, ..., x,.

Tu ¢injenicu smo onda iskoristili za

@ nalazenje 1 ocjenu greske integracijske formule.

Na slican nacin, i Gaussove formule mogu se dobiti

@ integracijom Hermiteovog interpolacijskog polinoma za
funkciju f na mrezi ¢vorova x4, ..., x,,

@ uz dodatni zahtjev da koeficijenti uz ¢lanove s
derivacijama budu jednaki nula — to ¢e odrediti ¢vorove.

Nakon dokaza, to ¢emo iskoristiti za nalazenje greske
(Gaussove integracije.
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje
|

Hermiteov interpolacijski polinom za funkciju f na mrezi
CVOrova i, ..., Ty,

@ interpolira vrijednosti funkcije i njezine derivacije u
¢vorovima (2n uvjeta),

pa, op¢enito, ima stupanj 2n — 1.

To odgovara stupnju egzaktnosti d = 2n — 1 za Gaussove
integracijske formule, pa cijeli pristup ima smisla.

Za pocetak, ponovimo osnovne ¢injenice o Hermiteovo]
interpolaciji,

@ s promijenjenim oznakama, jer ¢vorove sad brojimo od 1,
a ne od 0.
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje
I

Neka su xq, ..., x, medusobno razlicite tocke. Ove tocke
interpretiramo kao

@ dvostruke ¢évorove interpolacije za zadanu funkciju f.

Uvedimo jos skracene oznake za vrijednosti funkcije f i
njezine derivacije f’ u ¢vorovima:

fro = f(zr), fr=Ff(x), k=1,....n

Raniji rezultat o Hermiteovo] interpolaciji sada ima oblik:

Teorem. Postoji jedinstveni polinom hs,_1 € Pa,_1, stupnja
najvise 2n — 1, koji zadovoljava interpolacijske uvjete

hgn_l(ﬂfk) = fk, én_l(xk) = f];, k = 1, N2
]
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje

Ovaj polinom hs,,_1 mozemo prikazati u tzv. Hermiteovoj bazi
na mrezi ¢vorova 1, ..., T,, kKao linearnu kombinaciju

n

hon—1(7) = Z (fkhko(x) + f/;hkl(m))a

k=1
gdje su hyo 1 hg 1, za k=1,...,n, polinomi Hermiteove baze,
definirani relacijama
0, zaj #k,
hio(z;) = { . 7 ko) =0,
1, zaj =k,
0, zaj#k
hpa(x;) =0, () =< ’
1 (2) () {17 PR
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje
|

Polinome Hermiteove baze mozemo eksplicitno izraziti u
obliku / ,

hio(x) = [1 = 2(x — o)l (21)] 6. (2)

hia () = (2 — @) (@),

gdje je ¢, odgovarajuc¢i polinom Lagrangeove baze na mrezi
¢vorova, rq,..., T, za k=1, ... n.

Bududéi da je ¢;, polinom stupnja n — 1, onda

@ su hyg 1 hiy polinomi stupnja 2n — 1.

Ako su tocke xq, ..., x, medusobno razlicite, onda su polinomi
Q (,,zak=1,...,n,— baza u prostoru P,,_1,
@ hgo, A1, zak=1,...,n, — baza u prostoru Py,_1.
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Greska Hermiteove interpolacije — ponavljanje
L ——S—S—S—a—.

Za funkciju greske Hermiteove interpolacije

en(z) = f(x) — hap-1(x),
u svakom ¢voru x;, ocito, vrijedi
en(xp) =0, e (xp) =0, k=1,...n.
Dakle, greska e; ima dvostruke nultocke u tockama x4, ..., z,.

Pripadni polinom c¢vorova wy, za Hermiteovu interpolaciju je

(= 1) = wi(2),

w(2) = (2 — 11) n

gdje je w, polinom ¢vorova za Lagrangeovu interpolaciju na
1sto] mrezi.

U novim oznakama, za gresku vrijedi sljedeci rezultat.
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Greska Hermiteove interpolacije — ponavljanje

Teorem. Neka su zq,...,x, € |a,b] medusobno razlicite tocke i
neka je e; greska Hermiteovog interpolacijskog polinoma hs,,_1
za tunkciju f na mrezi ¢vorova xq,...,x,. Onda je

en(z) = f(x) — hop—1(z) = %21(55) flo, o, 20, 20,0, T, Ty, ).

Ako f" postoji na [a,b], onda za svaku tocku z € [a, b],
postoji tocka & € |a, b, takva da je

2+ S
en(r) = f(z) — hop_1(x) = Wi (x) ) _

Znamo da za & vrijedi i jaca ocjena & € (Tmin, Tmax), gdje je

Tmin = MIN{X, L1, ..., Tp}, Tmax ;= Max{x,Tq,...,Ty,},

ali nam to nece trebati za Gaussovu integraciju.
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Integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma

Integracijom Hermiteovog interpolacijskog polinoma

n

hon-1(z) = Z (felwo(x) + frhea(z)),

k=1
dobivamo “novu” integracijsku formulu oblika
b n

I = /w(az)hzn_l(x) dr = Z (wkfk + w,;f,g),

, k=1
gdje je . .
Wy = /w(az)hk,o(:z:) dr, w) = /w(az)hkl(:z:) dx,
za k=1,...,n. Naime, fx i1 f, su brojevi i ne ovise o z.
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Integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma

Tezinske koeficijente wy i w;, mozemo napisati i tako da
@ uvrstimo izraze za polinome hy o 1 by Hermiteove baze,
@ u terminima polinoma ¢, Lagrangeove baze.

Dobivamo sljedece formule za tezine u integracijskoj formuli 17
b

Wy = / w(@) [ — 2z — )l ()] 2 () da,

a

b

[ i) @ - 20) ) do

a

wy

zak=1,... n.
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Integracijske formule s derivacijama u ¢vorovima

Ovakve integracijske formule
b

n

I = /w(az)hgn_l(a:) dr = (wkfk + w,;f,g),

" k=1
“slice” na Gaussove integracijske formule, osim Sto imaju
@ dodatne clanove w, f7, u kojima se koriste i derivacije
funkcije f u ¢vorovima integracije xy.
Kad bi, kao u Newton—Cotesovim formulama,
@ svi ¢vorovi xy bili unaprijed zadani,
iz uvjeta egzaktne integracije polinoma trebalo bi odrediti

@ 2n parametara — tezinske koeficijente wy i wy.
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Integracijske formule s derivacijama u ¢vorovima
I

Oc¢ekujemo da ovakva formula I/ egzaktno integrira polinome

do stupnja 2n — 1 (dimenzija prostora je 2n).

Zaista, uvjeti egzaktne integracije na bazi prostora Ps,_1 daju
@ regularni linearni sustav, reda 2n, za tezine.

To je ocito, jer formule za tezine ve¢ imamo. Osim toga,

@ integracijska formula je dobivena “interpolacijski” — na
Hermiteovoj bazi prostora Po,,_.

Dakle, stupanj egzaktnosti formule I’ je sigurno d = 2n — 1.

Uz pretpostavku dovoljne glatkoce funkcije f,
@ jednostavno se izvodi i greska integracijske formule I7,

@ direktno iz greske Hermiteovog interpolacijskog polinoma.
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Greska formule I s derivacijama u ¢vorovima
L —

Sasvim opcenito, za integracijske formule ] vrijedi
b

/ w(z) (@) de = I,(f) + EL(f).

a

gdje je E) (f) greska te formule za zadanu funkciju f.

Integracijsku formulu I/ (f) dobili smo “interpolacijski”, kao

@ egzaktni integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma
hon—1 za funkciju f na mrezi ¢vorova xq, ..., Ty,

b

B0 = [ wlh e de =Y (wefi + o)

a
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Greska formule I] s derivacijama u ¢vorovima
T —

Greska E! (f) integracijske formule I/ (f) je

b b

E(f) = / (@) (f(2) — hanr () da = / w(z)en(x) dz,

a a

tj. £/ (f) je integral greske e, interpolacijskog polinoma hg, 1,

6h(x) — f(ll?) o h2n—1(x) — wTQL(x) g(ll?),
gdje je
g(ZU) — f[xlaajl)x%x% R 7In7$nax]'
Funkcija g je korektno definirana na [a, b], ¢im f” postoji u

¢vorovima. Ako je f jos i neprekidna na |a,b], onda je i
funkcija g neprekidna na |a, b|.

NumMat 2021, 11. predavanje — p. 72/105



Greska formule I] s derivacijama u ¢vorovima
o —

Kad to uvrstimo u izraz za gresku E! (f), dobivamo

b b

EL(f) = [w(@en(a)do = [ w(a)wi@) g(o) da

a a

Nadalje, ocito je

w(z)w:(z) >0, za svaki

pa mozemo iskoristiti teorem srednje vrijednosti za integrale s

tezinama. Izlazi .

EL(f) = g(n) / w()w

a

za neki n iz |a, b]. Ovo vrijedi uz vrlo blage pretpostavke na f!

r € |a, bl

n(7) dz,
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Greska formule I] s derivacijama u ¢vorovima
D

Ako f" postoji na [a,b], onda postoji ¢ € [a, b] za kojeg je
b

(2n)
Integral na desnoj strani ovisi samo o ¢vorovima q, ..., Ty, 1

treba ga eksplicitno izracunati za zadani raspored ¢vorova.

[z oba oblika greske integracijske formule I’ ; odmah vidimo da
je stupanj egzaktnosti jednak d = 2n — 1.
Medutim, za prakticnu primjenu formule I’ trebamo znati

@ ne samo funkcijske vrijednosti f(x;) u ¢vorovima,

@ vec i vrijednosti derivacije f'(z;) u tim ¢vorovima.
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Put prema Gaussovim integracijskim formulama

Zato je ideja da probamo izbjec¢i koristenje derivacija,
@ tako da izborom ¢vorova xp

@ ponistimo sve tezinske koeficijente w;, uz derivacije f;.

Ako to “ide”, tj. ako je w, =0, za k= 1,...,n, dobili bismo
b

L= [ w@han (@) de = 37 (wifi+ wifi) = 3w
k=1

a k=1

Stupanj egzaktnosti ove “specijalne” integracijske formule I,
mora ostati isti — d = 2n — 1. No, tako dobivena formula

@ koristila bi samo funkcijske vrijednosti f;, u ¢vorovima,

tj. postala bi Gaussova integracijska formula 1,,.
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Gaussove formule kao interpolacijske formule
e

To se moze posti¢il Sljedeéi rezultat govori o tome kako treba
1zabratl ¢cvorove xy.

Teorem. U integracijskoj formuli I] vrijedi
w, =0, k=1,...,n,

tj. I/ je Gaussova integracijska formula, ako i samo ako je
polinom c¢vorova

wp = (x—x)(x —x9) -+ (T — )

ortogonalan na sve polinome nizeg stupnja, tj. vrijedi
b

/w(:z:) wp(x)p(z)de =0, zasvaki pe€ P, 1.

a
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Gaussove formule kao interpolacijske formule
e

Dokaz. Koristimo eksplicitni izraz za tezine u formuli ]
b
wy, = /w(x) (v —ap) Gi(x)de, k=1,...,n,
gdje su l;, za k =1,...,n, polinomi Lagrangeove baze na

mrezl Cvorova &, ..., Tn.

Ove polinome mozemo izraziti preko polinoma ¢vorova w,

B Wi () B .
gk(ﬂ?)—(x_xk)w%(xk), k—l,..., ,

e (@
(x — xp) () = o (1) E=1,....n
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Gaussove formule kao interpolacijske formule
e

Kad tu formulu uvrstimo u izraz za tezine, dobivamo
b

/w(x) wp(x) bp(x)dx, k=1,... n,

a

1

wy, (Tr)

Wy, =

1. smjer (nuznost): svi w, =0 = ortogonalnost.

Ako je ,
wk:O, k:L...,n,

odmah vidimo da je w,, ortogonalan na sve polinome ¢;, za
k=1,...,n. No, ti polinomi ¢ine bazu prostora P,,_1, pa je
b
/w(x) wp(x)p(x)de =0, zasvaki pé€e P, 1.

a
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Gaussove formule kao interpolacijske formule
D

2. smjer (dovoljnost): ortogonalnost = svi w;, = 0.
Ako je w,, ortogonalan na sve polinome p € P,,_;, onda to
vrijedi i za polinome Lagrangeove baze, tj. za p = (., pa je
b
/w(m) wp(x) bp(x)de =0, k=1,... n.

a

Odavde odmah slijedi i
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Gaussove formule kao interpolacijske formule
D

Prema ocekivanju, dobivamo isti zakljucak kao 1 ranije.
Integracijska formula oblika I] je Gaussova integracijska
formula I,,, ako i samo ako su ¢vorovi xy, upravo,
@ sve nultocke odgovarajuceg ortogonalnog polinoma p,,
stupnja n, s tezinskom funkcijom w na |a, b).
Pripadni polinom c¢vorova w,, mora biti jednak

@ polinomu p,, s vodeéim koeficijentom A,, = 1.

Time smo josS jednom dokazali egzistenciju i jedinstvenost
Gaussovih integracijskih formula, za zadanu tezinsku funkciju
w na |a, b].

Usput, dobivamo i gresku za Gaussove integracijske formule!
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Greska Gaussovih integracijskih formula

Teorem. Neka je I,,(f) Gaussova integracijska formula reda n,
s tezinskom funkcijom w na |a, b

/w(x)f(x)da::](f)+E( Zwkf T).

Ako f" postoji na [a,b], onda postoji ¢ € [a, b] za kojeg je
b

s 2
B =T [wle)stie) s

gdje je p,, ortogonalni polinom stupnja n,
@ s vodec¢im koeficijentom A, = 1,

uz tezinsku funkciju w na |a, b).
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Greska Gaussovih integracijskih formula
e

Dokaz. Znamo da je I,(f) = I/ (f) ako i samo ako je
@ pripadni polinom ¢vorova w,, jednak

@ ortogonalnom polinomu p,, s vodec¢im koeficijentom

A, =1.

Tvdnja izlazi direktno iz formule za gresku odgovarajuce
integracijske formule I’ (f), s tim da je w, = p,. B

Formulu za gresku Gaussove integracijske formule reda n

e |
Lot e ) ds

a

En(f)

mozemo 1 drugacije zapisati.
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Greska Gaussovih integracijskih formula
e

Integral na desnoj strani je kvadrat norme polinoma p,, s
vodeéim koeficijentom A,, = 1, pa je

_ Q)

(2n)! I

Hpn

U principu, za zadane w i |a, b],

@ ||p,||* se moze eksplicitno izracunati i ovisi samo o n
(v. malo kasnije, za klasi¢ne Gaussove formule).

Ako koristimo p,, za kojeg je A,, # 1, formula za gresku se
trivijalno mijenja
FEC)  [lpall?

(2n)! Az

En(f) —
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Pozitivnost teZina u Gaussovim formulama
I —

Na kraju, iz opé¢ih izraza za tezine u integracijskoj formuli I’
jednostavno se dokazuje 1

@ pozitivnost tezina wy u Gaussovim integracijskim
formulama.

Za tezine u formuli I, vrijedi
b

Wy = / W) [ — 2z — )l ()] 2 () de,

a

b
w,;:/w(x)(x—xk)éi(x)dx, k=1,...,n.

a

U izrazu za wy iskoristimo relaciju za wy,.
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Pozitivnost teZina u Gaussovim formulama

Tezine wy onda mozemo napisati u obliku
b

Wy = / W) [ = 2z — )l ()] 2 () da

a

= /w(m)éi(az) drx — 20, (xp)w,.

a

U Gaussovim formulama je w;, = 0, pa izlazi poznata formula
b

wk:/w(x)éi(x)dx>0, k=1,...,n,

a

zbog pozitivnosti podintegralne tunkcije na desnoj strani. W
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Diskretna ortogonalnost 1

Gaussove integracijske formule
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Matrica kod Gaussove formule reda n
s

Neka su x; ¢vorovi, a w;, tezine, u Gaussovo] integracijsko]
formuli reda n, s tezinskom funkcijom w na intervalu |a, b).

Toj formuli pridruzimo matricu Z,,, reda n, zadanu stupcima
Zn =121 ... Zn|,

gdje je z, = vektor vrijednosti pripadnih ortonormiranih
polinoma u ¢voru x;

T
lpoll = [Pl

Matricu Z,, smo ve¢ spominjali

@ kod Christoffel-Darbouxovog identiteta.
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Elementi matrice 2,

Elementi matrice Z, su (redove brojimo od 0 do n — 1)

[Z’n]jk:pj(xk)a jzoa"'an_la kzl)"'ana
;5]
111 _ _

po(ﬂfl) Po(xz) o po(il?n)

1pol 1pol [P0l

]01(331) p1(332) o P1 (In)

Ln = [p1]] |p1]| |p1]]
pn—l(ajl) pn—l(IQ) L pn—l(mn)

_ Hpn—IH Hpn—l‘l Hpn—lH
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Svojstva matrice 7,
D

Znamo da su stupci z, medusobno ortogonalni, tj. vrijedi
(Zk, Z2o)n =0, za k#{,

gdje ( , ), oznacava “obi¢ni” skalarni produkt u R".

Nadalje, za Euklidske norme stupaca z; vrijedi

~ 1 ~ 1
IZll3 = —, odnosno, |[Z[> =

W Wk

Definiramo dijagonalnu matricu D,, na sljedeci nacin

D,, := diag(y/wi, \/wa, ..., /Wy, ).

Njezini elementi su inverzi normi stupaca matrice Z,,.
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Ortogonalna matrica V),

Zatim definiramo produkt

Vy = 2D, = Z, - diag(\/w1, /W, . .., /Wy ).
Stupci matrice V,, su vektori v, oblika
Vg =W 2k, k=1,...,n,
odakle odmah slijedi da su ti stupci ortonormirani, tj. vrijedi
(Vg, Vo) =0, za k#U, |vg|l2 = 1.
Drugim rije¢ima, V,, je ortogonalna matrica (V*V,, = I,,).

No, onda V,, mora imati i ortonormirane retke (V,,V* = I,,).

@ To su relacije tzv. diskretne ortogonalnosti ortogonalnih
polinoma po, ..., p,—1, U nultockama polinoma p,,.
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Ortogonalnost redaka = diskretna ortogonalnost

Elementi matrice V,, su (redove brojimo od 0 do n — 1)

|V Lk = VWi pﬂ(xﬁ), j=0,....n—1, k=1,... n.
Dj

Za skalarni produkt i-tog 1 j-tog retka dobivamo

n

Z V1., - [Vn]jk _ En:\/w_k pi(Tk) N pi(zk) = 6.

o Ipi Il

Kad sredimo ovaj izraz i uvazimo 0,; = 0 za 7 # 7, izlazi

S~ wepiee) pi () = ol - 1ol - 8. = ol - 8.
k=1

Diskretna ortogonalnost vrijedi za sve parove indeksa 7, 7 < n.
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Diskretna ort. = egzaktnost Gaussove formule

Polinom1 p; 1 p; pripadaju sustavu ortogonalnih polinoma, tj.
(piypi) = ||p;l|? - 0i;, pa za desnu stranu vrijedi

b

>~ wnnia) py(on) = pipy) = [ w(o) o) py(o) de

k=1

gdje su x; nultocke polinoma p,,, uz n > 1, J.
Uocite da produkt polinoma p; - p; ima stupanj ¢ + 75 < 2n — 2.
Prethodna formula diskretne ortogonalnosti je, zapravo,

@ zapis egzaktne integracije produkta p; - p;

@ Gaussovom integracijskom formulom reda n (uz n > 1, j).

Isto vrijedi i za i < j = n, zbog p,(xi) = 0.
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Diskretni skal. produkti iz Gaussove formule

(Gaussova integracijska formula reda n, s ¢vorovima xy, i
tezinama wy, generira diskretni skalarni produkt funkcija f i g

(f.9)a, = Z wi [ () g(x)-

Skalarni produkt je aproksimacija integrala produkta f - ¢ tom
Gaussovom formulom.

Na n-dimenzionalnom prostoru R™, pripadni skalarni produkt
vektora y 1 z je

(Y, 2)w,, = 1. diag(wy, ..., wy,) -y = Zwk Yk k-
k=1

Oba skalarna produkta su korektna, jer su tezine w; pozitivne.
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Veza izmedu funkcija i vektora
I

Veza izmedu funkcija i vektora — funkciji f pridruzujemo
vektor vrijednosti u ¢vorovima

fe [flz),..., flz,)]" € R™

Slicno vrijedi i za kompleksne funkcije, odnosno, C".

Diskretna ortogonalnost: Za integralni skalarni produkt, zadan
tezinskom funkcijom w na intervalu |a, b|, i za svaki n € N,

@ pripadni ortogonalni polinomi pg, ..., p,—1

@ su ortogonalni i u diskretnom skalarnom produktu,
generiranom pripadnom Gaussovom integracijskom
formulom reda n.

Prostori Py, s produktom ( , )5 su unitarni prostori, za k < n.
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Pregled klasicnih (Gaussovih

integracijskih formula
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Gauss—Legendreove formule

Gaussove integracijske formule oblika
1

ECLE Eijwkfm)

—1

zovu se Gauss—Legendreove formule (tezina je w(x) = 1).

Cvorovi integracije su nultocke Legendreovih polinoma P,.
Za njih vrijedi tzv. Rodriguesova formula

1 d
Pn — 2 - ]. n’ > O.
() 2nn! dx” (@ ) "=
Za P, je
2 (2n)! 1 (2n
n — 9 An — — — ; > 0
o 21(n!)? 2n<n> "
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Gauss—Legendreove formule
s

Tezine u Gaussovoj formuli mozemo napisati na razne nacine

o 2-axp) 2 —a))
Y P (@) (0 D) P ()]
B 2 B 2
nP(xp) Pooi(zr)  (n+ 1)Ph(ag) Poga (k)
2
= k=1,...,n.

(1 — o) [P () >

Greska kod numeric¢ke integracije dana je formulom

22n+1 (n')4
(2n 4+ 1) [(2n)!]

E,(f) = - (g, £e(-1,1).
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Gauss—Laguerreove formule

Gaussove integracijske formule oblika

0@

/ e " flx xNZwkka

0

zovu se Gauss—Laguerreove formule.

Cvorovi integracije su nultocke Laguerreovih polinoma Zn
Za njih vrijedi Rodriguesova formula

~ d"
L,(x)=¢€" %(x"e_f”), n > 0.
Za L, je
Y = (n!)?, A, =(-1)", n>0.
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Gauss—Laguerreove formule
.,

Tezine u Gaussovoj formuli mozemo napisati na razne nacine

w0, — [(n — 1)1]%xy, _ N(n!)%k

[nLn-a ()2 (Lo (24))°
(n =D (n!)’

~ ~

Lo(on) Lor(zr)  Lh(wk) Do (2)

12
— (n) : Ek=1,...,n.

[ L (zx))?

Greska kod numeri¢ke integracije dana je formulom

(n})’
(2n)!

E,(f) = e, €€ (0,00).
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Gauss—Hermiteove formule

Gaussove integracijske formule oblika

/ e fa)dr S wef ()
e k=1

zovu se Gauss—Hermiteove formule.

Cvorovi integracije su nultocke Hermiteovih polinoma H,,.
Za njih vrijedi Rodriguesova formula

Za H, je
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Gauss—Hermiteove formule
e

Tezine u Gaussovoj formuli mozemo napisati na razne nacine
2 n=Dym o 2vtial/m

o on[Haa (@) [Haga(o)]?
 2"n—=Dy7T 2ntinl\/m

 H(wy) Hyoa(wg) — H () Hyo ()

2l M
[Hy ()] .

Wi

M.

Greska kod numeri¢ke integracije dana je formulom

" ﬁ' f(Qn)(§)7 S S (_007 OO)

Enlf) = 2n(2n)!
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Gauss—Cebisevljeve formule

Gaussove integracijske formule oblika
1

. n
/ 0 f(z)dz ~ ;wkf(xk)

—1

zovu se Gauss—Cebisevljeve formule.

Cvorovi integracije su nultocke Cebisevljevih polinoma prve
vrste T,,. Za njih vrijedi Rodriguesova formula

(—1)"y/mT V1 —2? d

27t M(n + %) dx™

T.(x) = (1 —2*)""12), n>0.

Za 1, je

Yv=m Ag=1 A==, A, =2"""1 n>1.

-
2
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Gauss—Cebisevljeve formule
.,

Za x = cos p, znamo da je T},(cos p) = cos(nyp), pa se ¢vorovi
integracije lako racunaju — vrijedi formula

2k — 1
xk:(:os((k )W), k=1, ...,n.
2n

Sve tezine u Gaussovoj formuli su jednake i vrijedi

Greska kod numeric¢ke integracije dana je formulom

f(Qn)(§)7 f S (_171)

7

Enlf) = 22n—1(2p)!
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Gauss—Cebisevljeve formule druge vrste

Gaussove integracijske formule oblika
1

/\/1 — 22 f(x)dr =~ Zwkf(xk)

~1
zovu se Gauss—Cebisevljeve formule druge vrste.

Cvorovi integracije su nultocke Cebisevljevih polinoma druge
vrste U,,. Za njih vrijedi Rodriguesova formula

(= D)Mn+ )T dn (1= 22"72),
T (4 3) /1 — 22 dam |

Za U, je

> 0.

Un ()

Vn:ga An:2na n > 0.
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Gauss—Cebisevljeve formule druge vrste

Za x = cos p, znamo da je U,(cos ) = sin((n + 1)) /sin(p),
pa se ¢vorovi integracije lako racunaju — vrijedi formula

k
xk:cos( " ), k=1,...,n.

n -+ 1

Tezine u Gaussovoj formuli se, takoder, lako ra¢unaju i vrijedi

k
Wy, = i sin’ il , k=1,...,n.
n+1 n—+1

Greska kod numeri¢ke integracije dana je formulom

! f(Qn)(€)7 'f S (_17 1)

T

En(f) — 22n—|—1(

2n)

NumMat 2021, 11. predavanje — p. 105/105



	OliveGreen {Sadrv {z}aj predavanja}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Tev {z}inske integracijske formule --- sav {z}etak}strut 
	OliveGreen {Tev {z}inske integracijske formule --- sav {z}etak}strut 
	OliveGreen {Promjena oznaka za integracijske formule}strut 
	OliveGreen {Interpolacijske tev {z}inske kvadraturne formule}strut 
	OliveGreen {Tev {z}ine u interpolacijskim formulama}strut 
	OliveGreen {Integracijske formule viv {s}eg stupnja egzaktnosti}strut 
	OliveGreen {Integracijske formule viv {s}eg stupnja egzaktnosti}strut 
	OliveGreen {Integracijske formule viv {s}eg stupnja egzaktnosti}strut 
	OliveGreen {Integracijske formule viv {s}eg stupnja egzaktnosti}strut 
	OliveGreen {Integracijske formule viv {s}eg stupnja egzaktnosti}strut 
	OliveGreen {Integracijske formule viv {s}eg stupnja egzaktnosti}strut 
	OliveGreen {Integracijske formule viv {s}eg stupnja egzaktnosti}strut 
	OliveGreen {O granicama za stupanj egzaktnosti}strut 
	OliveGreen {O granicama za stupanj egzaktnosti}strut 
	OliveGreen {Gaussove integracijske formule --- $d = 2n - 1$}strut 
	OliveGreen {v {C}vorovi u Gaussovim formulama}strut 
	OliveGreen {Tev {z}ine u Gaussovim formulama}strut 
	OliveGreen {Tev {z}ine u Gaussovim formulama}strut 
	OliveGreen {Integracijske formule s fiksnim rubovima}strut 
	OliveGreen {Gauss--Radau formule --- jedan rub, $d = 2n - 2$}strut 
	OliveGreen {Gauss--Radau formule --- jedan rub, $d = 2n - 2$}strut 
	OliveGreen {Gauss--Radau formule --- jedan rub, $d = 2n - 2$}strut 
	OliveGreen {Gauss--Lobatto formule --- oba ruba, $d = 2n - 3$}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Tev {z}inska Newton--Cotesova vs. Gaussova f.}strut 
	OliveGreen {Tev {z}inska Newton--Cotesova formula}strut 
	OliveGreen {Tev {z}inska Newton--Cotesova formula}strut 
	OliveGreen {Tev {z}inska Newton--Cotesova formula}strut 
	OliveGreen {Tev {z}inska Newton--Cotesova formula}strut 
	OliveGreen {Gaussova formula}strut 
	OliveGreen {Gaussova formula}strut 
	OliveGreen {Gaussova formula}strut 
	OliveGreen {Gaussova formula}strut 
	OliveGreen {Gaussova formula}strut 
	OliveGreen {Gaussova formula}strut 
	OliveGreen {Tev {z}inska Newton--Cotesova vs. Gaussova f.}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Gaussove integracijske formule --- ponavljanje}strut 
	OliveGreen {v {C}vorovi Gaussovih integracijskih formula}strut 
	OliveGreen {Tev {z}ine Gaussovih integracijskih formula}strut 
	OliveGreen {Tev {z}ine Gaussovih integracijskih formula}strut 
	OliveGreen {Tev {z}ine Gaussovih integracijskih formula}strut 
	OliveGreen {Tev {z}ine Gaussovih integracijskih formula}strut 
	OliveGreen {Tev {z}ine Gaussovih integracijskih formula}strut 
	OliveGreen {Tev {z}ine Gaussovih formula --- pozitivnost}strut 
	OliveGreen {Pozitivnost tev {z}ina u Gaussovim formulama}strut 
	OliveGreen {Pozitivnost tev {z}ina u Gaussovim formulama}strut 
	OliveGreen {Pozitivnost tev {z}ina u formulama s/ $d = 2n - 2$}strut 
	OliveGreen {Integralne relacije za tev {z}ine --- uz/ $d geq 2n - 2$}strut 
	OliveGreen {Konvergencija Gaussovih formula}strut 
	OliveGreen {Konvergencija Gaussovih formula}strut 
	OliveGreen {Konvergencija Gaussovih formula}strut 
	OliveGreen {Ne vrijedi za Newton--Cotesove formule}strut 
	OliveGreen {Simetrija u Gaussovim integracijskim formulama}strut 
	OliveGreen {Simetrija u Gaussovim integracijskim formulama}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Integracija i interpolacija --- ponavljanje}strut 
	OliveGreen {Hermiteova interpolacija --- ponavljanje}strut 
	OliveGreen {Hermiteova interpolacija --- ponavljanje}strut 
	OliveGreen {Hermiteova interpolacija --- ponavljanje}strut 
	OliveGreen {Hermiteova interpolacija --- ponavljanje}strut 
	OliveGreen {Grev {s}ka Hermiteove interpolacije --- ponavljanje}strut 
	OliveGreen {Grev {s}ka Hermiteove interpolacije --- ponavljanje}strut 
	OliveGreen {Integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma}strut 
	OliveGreen {Integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma}strut 
	OliveGreen {Integracijske formule s derivacijama u v {c}vorovima}strut 
	OliveGreen {Integracijske formule s derivacijama u v {c}vorovima}strut 
	OliveGreen {Grev {s}ka formule/ $I'_n$ s derivacijama u v {c}vorovima}strut 
	OliveGreen {Grev {s}ka formule/ $I'_n$ s derivacijama u v {c}vorovima}strut 
	OliveGreen {Grev {s}ka formule/ $I'_n$ s derivacijama u v {c}vorovima}strut 
	OliveGreen {Grev {s}ka formule/ $I'_n$ s derivacijama u v {c}vorovima}strut 
	OliveGreen {Put prema Gaussovim integracijskim formulama}strut 
	OliveGreen {Gaussove formule kao interpolacijske formule}strut 
	OliveGreen {Gaussove formule kao interpolacijske formule}strut 
	OliveGreen {Gaussove formule kao interpolacijske formule}strut 
	OliveGreen {Gaussove formule kao interpolacijske formule}strut 
	OliveGreen {Gaussove formule kao interpolacijske formule}strut 
	OliveGreen {Grev {s}ka Gaussovih integracijskih formula}strut 
	OliveGreen {Grev {s}ka Gaussovih integracijskih formula}strut 
	OliveGreen {Grev {s}ka Gaussovih integracijskih formula}strut 
	OliveGreen {Pozitivnost tev {z}ina u Gaussovim formulama}strut 
	OliveGreen {Pozitivnost tev {z}ina u Gaussovim formulama}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Matrica kod Gaussove formule reda/ $n$}strut 
	OliveGreen {Elementi matrice/ $Z_n$}strut 
	OliveGreen {Svojstva matrice/ $Z_n$}strut 
	OliveGreen {Ortogonalna matrica/ $V_n$}strut 
	OliveGreen {Ortogonalnost redaka = diskretna ortogonalnost}strut 
	OliveGreen {Diskretna ort.~= egzaktnost Gaussove formule}strut 
	OliveGreen {Diskretni skal. produkti iz Gaussove formule}strut 
	OliveGreen {Veza izmedj u funkcija i vektora}strut 
	OliveGreen {}strut 
	OliveGreen {Gauss--Legendreove formule}strut 
	OliveGreen {Gauss--Legendreove formule}strut 
	OliveGreen {Gauss--Laguerreove formule}strut 
	OliveGreen {Gauss--Laguerreove formule}strut 
	OliveGreen {Gauss--Hermiteove formule}strut 
	OliveGreen {Gauss--Hermiteove formule}strut 
	OliveGreen {Gauss--v {C}ebiv {s}evljeve formule}strut 
	OliveGreen {Gauss--v {C}ebiv {s}evljeve formule}strut 
	OliveGreen {Gauss--v {C}ebiv {s}evljeve formule druge vrste}strut 
	OliveGreen {Gauss--v {C}ebiv {s}evljeve formule druge vrste}strut 

