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Sadrzaj predavanja — dodatka

@ Numericko deriviranje:
@ Aproksimacije derivacija i numericko deriviranje.
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Metoda konacnih diferencija
za prostorne varijable
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Aproksimacije derivacija konacnim razlikama
N

Gledamo funkciju jedne varijable u = u(x). Za prvu i drugu
derivaciju tunkcije

du  d*u
dv’ — da?’
u nekoj tocki x, najcesce koristimo
@ aproksimacije konacnim razlikama.
Za funkciju vise varijabli u = u(x, -), na isti na¢in mozemo
dobiti aproksimacije parcijalnih derivacija
ou  O%u

Ox’  Ox?

po nekoj “prostornoj” varijabli x.
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Aproksimacije derivacija konacnim razlikama
D

Ove aproksimacije koriste se i za

@ prvu parcijalnu derivaciju po vremenu

ou
ot’
na primjer, kod parabolickih jednadzbi,
@ a rjede za vise derivacije po vremenu
0%u
o2’
recimo, kod hiperbolickih jednadzbi.

U nastavku, aproksimacije za derivacije pisemo za funkciju
jedne varijable u = u(x).
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Aproksimacije za prvu derivaciju
D,

Za prvu derivaciju funkcije u koristimo sljedec¢e aproksimacije:

@ konacnom (ili podijeljenom) razlikom unaprijed

du, . u(x+h)—u(r)
@(33) ~ h )

@ konacnom (ili podijeljenom) razlikom unazad

du u(x) —u(x — h)
@ simetricnom ili centralnom kona¢nom (ili podijeljenom)
razlikom
d_u( )~ u(x +h) —u(x — h)
de' 2h |
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Lokalne greske diskretizacije
o ———

Iz Taylorovog razvoja funkcije u oko tocke x, za prethodne tri
formule imamo sljedece tri lokalne greske diskretizacije:

@ za razlike unaprijed

1. d?u
o(z) = —5h @(5), €z, x+h),
@ za razlike unazad
1. d*u
o(z) = +5h- @(5), £ €(x—h,m),
@ za simetricne ili centralne razlike
1 ., du
0(z) = —h =&, €z —hath)
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Opca aproksimacija za prvu derivaciju
D,

Sve tri prethodne aproksimacije su posebni slucajevi tzv.

@ nesimetricne ili “opce” konacne (ili podijeljene) razlike.

Ovu aproksimaciju za u'(x) dobivamo tako da

@ uzmemo dva nenegativna “koraka” hi, he, od kojih bar
jedan mora biti pozitivan,

@ “povucemo’ interpolacijski polinom p; za funkciju u s
razli¢itim ¢vorovima x — hq 1 x + hs,

@ o'(z) aproksimiramo (konstantnom) derivacijom tog
polinoma p/ ().

Uocite da se tocka x nalazi izmedu ¢vorova © — hy 1 x + hse, S
tim da smije biti jednaka jednom od njih.
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Opca aproksimacija za prvu derivaciju
e

Pripadna aproksimacija prve derivacije je

d_u(x) (@ + hy) —u(r — hy)
de hi + ho |

Iz Taylorovog razvoja za u oko tocke x, dobivamo da je
lokalna greska diskretizacije ove aproksimacije

ho — hy  d*u 1 h3+hs dPu
R e i (3]
2 dx 6 hi + hy dx

o(x) =

za neki & € (x — hy,x + hg). Oznac¢imo h = max{hy, ho}.
@ Ako je hy bitno razli¢it od hs, imamo d(x) = O(h).
@ Naprotiv, ako je hy = hy = h, onda je d(x) = O(h?).
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Opca aproksimacija za prvu derivaciju

Standardne aproksimacije dobivamo izborima:
@ hy =0, hy = h — razlika unaprijed,
@ hy = h, hg = 0 — razlika unazad,

@ hy = hyg = h — simetri¢na ili centralna razlika.

Ovu opcu aproksimaciju prve derivacije mozemo gledati i kao

@ “tezinsku” sredinu razlike unaprijed 1 unatrag u tocki =z,

u(x 4 he) —u(x —h1)  ho (u(x+h2)—u(x))

hl -+ hg B hl + h2 h2
hq (u(:z:) —u(x — hl))

+
hy + Do hq

NumMat 2020, 6. predavanje — dodatak —p. 10/19



Tocnost centralne razlike za prvu derivaciju

Primijetimo jo$ da je simetricna razlika (hy = hy = h)
@ aritmeticka sredina razlike unaprijed i razlike unazad,

u(x +h) —u(x —h) _
2h

%(u(aj + h})L —u(x) | u(@) - Z(:z: ~ h))’

pa se lokalne greske diskretizacije “skrate” (suprotnog su
predznaka) i dobivamo

@ jedan red toCnosti vise.

U nastavku — joS jedna interpretacija za povec¢anu tocnost.
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Tocnost centralne razlike za prvu derivaciju
D

Aproksimaciju za u'(z) mozemo dobiti i tako da

@ uzmemo dva pozitivna “koraka” hi, hg — sad oba moraju
biti pozitivna,

@ “povucemo”’ kvadratni interpolacijski polinom ps za
funkciju u, s tri razli¢ita ¢vora x — hy, £ 1 x + hao,

@ a zatim u'(x) aproksimiramo derivacijom tog polinoma
ph(z) u “srednjoj” tocki x.
Za ekvidistantni izbor ¢vorova (hy = hy = h) izlazi upravo

@ simetricna ili centralna razlika.

“Dizanje” stupnja interpolacijskog polinoma odmah dize
tocnost aproksimacije za funkciju i za derivacije!
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Aproksimacija za drugu derivaciju
I

Taj isti kvadratni interpolacijski polinom ps, s ¢vorovima,
x — hy, 1 x+ hy, mozemo iskoristiti 1

@ za aproksimaciju druge derivacije, tako da

@ u”(x) aproksimiramo (konstantnom) drugom derivacijom
tog polinoma pj(x).

Dobivamo sljede¢u aproksimaciju — “centralnom” razlikom
drugog reda

d2u( ) 2u(x — hy)  2u(z) N 2u(x + hs)

—(x) ~ — :

da? hl(hl + hg) hlhg (hl + hg)hg

“Centralna” znaci da py deriviramo u “srednjem” ¢voru .

Ova razlika je “simetricna” samo za hy = hy = h.
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Lokalna greska diskretizacije
e

Iz Taylorovog razvoja za u oko tocke x, dobivamo da je
lokalna greska diskretizacije ove aproksimacije

:hg—hl dBU 1h€f—|‘h% d4u

o(x) 3 da3 () = 35 hi+ hy dzt 9

za neki & € (x — hy, x + ho).
Oznacimo, kao ranije, h = max{hy, ho}.
@ Ako je hy bitno razli¢it od hs, imamo d(x) = O(h).
@ Medutim, za hy = hy = h, dobivamo da je §(x) = O(h?).

Dakle, ova aproksimacija za drugu derivaciju daje lokalnu
oresku istog reda kao 1 ranija diskretizacija za prvu derivaciju
(tj. ove diskretizacije su “lokalno” kompatibilne).
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Centralna simetri¢na razlika za drugu derivaciju
——

U simetri¢cnom slucaju h; = hy = h, aproksimacija za drugu
derivacija ima (poznati) oblik

d?u 1

@)~ (ule = b — 2u(e) + (e + b))

Lokalna greska diskretizacije ove aproksimacije je

za neki & € (x — h,x + h).

Zakljucak: Kad god mozemo, treba koristiti simetricne
(centralne) aproksimacije za derivacije!
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“Druga” derivacija u jednadzbi difuzije
e ————

U jednadzbi difuzije, trebamo aproksimacije za derivacije
“drugog” reda u obliku

d d
2 D)=
dx ( () dx u) ’
s tim da “koeficijent” D = D(x) moze biti
@ eksplicitno poznat kao funkcija od x, tj. D = D(z),

@ eksplicitno poznat kao funkcija rjeSenja u, pa onda
implicitno ovisi o z, tj. D = D(u(x)).
U oba slu¢aja, derivacije diskretiziramo na isti nac¢in, a pisSemo

samo za D = D(x).

Radi jednostavnosti, gledamo samo simetricni slucaj]
hi = hy = h, t]. uzimamo da su tocke ekvidistantne.
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Losija aproksimacija — unaprijed, unazad
e

Ako za unutarnju derivaciju koristimo razliku unaprijed, a za
vanjsku derivaciju razliku unazad u tocki x, onda dobivamo
sljedecu aproksimaciju

(P@ 0] & 2 (D@t + 1) - )
hi( (u(x + h) — u(z))
—D@—hxm@—u@—h»)

Qx@mx+m—(D@y+D@—h»m@
+ D(x — h)u(r — h))

Q

x|~

Lokalna greska diskretizacije ove aproksimacije je 6(x) = O(h).
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Bolja aproksimacija — centralnim razlikama

Koristenjem centralnih razlika dobivamo bolju aproksimaciju.
Za unutarnju derivaciju koristimo centralnu razliku u tocki
r + h/2, a za vanjsku koristimo razliku unazad u toj tocki.

a
dx

(D(x)

d

%U/

)N

. 1d
h dx

h
D( o
( x—l—2
h
2

) (u(x + h) — u(x)))

~ % [D (CU + —) (U(CU + h) — u(x))

~D(s-

Simetriju dobivamo zato Sto je centralna razlika = aritmeticka
sredina razlika unaprijed i unazad — naprijed, nazad za h/2.
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Bolja aproksimacija — centralnim razlikama

Nakon sredivanja, dobivamo sljedec¢u aproksimaciju

% (D(m)%u) ~ % [D (x+ g)u(x h)

_ (D(x+ g) +D(z- g)>u(x)

+ D(x — g)u(x — h)]

Lokalna greska diskretizacije ove aproksimacije je

6(x) = O(h?).
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