Numericka matematika
6. predavanje

Sasa Singer

PMF — Matematicki odsjek, Zagreb

NumMat 2021, 6. predavanje —p. 1/121



SadrzZaj predavanja
s

@ Interpolacija splajnovima:

Uvod u polinomnu spline interpolaciju.

Linearni splajn i ocjena greske.

Po dijelovima kubicna interpolacija — uvod.

Po dijelovima kubic¢na Hermiteova interpolacija.
Ocjene pogreske za kubiénu Hermiteovu interpolaciju.
Aproksimacije derivacija i numericko deriviranje.

PpeEPPPEP

Po dijelovima kubicna kvazihermiteova interpolacija.
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Interpolacija splajnovima
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Interpolacija polinomima — zakljucci
e

Polinomna interpolacija visokog stupnja
@ moze imati vrlo losa svojstva — izmedu ¢vorova,

@ i u praksi se ne smije koristiti.

Umjesto toga, koristi se

@ po dijelovima polinomna interpolacija, tj. na svakom
podintervalu koristi se polinom fiksnog, niskog stupnja.

Pretpostavka: ¢vorovi interpolacije su uzlazno numerirani,
a=Tp<T1<--<x, =0

1 bas u njima su rubovi podintervala za pojedine polinome.
Moze i drugacije (Gvorovi su razliciti od rubova). Medutim,
ovo je zgodno za neparne stupnjeve polinoma.
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Po dijelovima polinomna interpolacija
e

Na svakom podintervalu |x;_1, x| koristimo polinom fiksnog
stupnja m, tj. trazimo da je

%, [:z:k_l,:z:k]: e, k=1, ...,n,
gdje je pr € P
Svaki polinom p;, (stupnja najvise m)
@ odreden je s m + 1 koeficijenata, i

@ moramo odrediti koeficijente n takvih polinoma — na
svakom intervalu po jedan.

Dakle, ukupan broj koeficijenata koje treba odrediti je
(m+1)-n.
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Po dijelovima polinomna interpolacija
e

Interpolacijski uvjeti su

Qp(ajk):fka k:O,...,n.

Gledano na |x;_1, x|, za svaki polinom p, imamo po 2 uvjeta

pk(xk—l) = fk—1,

za k=1,....n.
pk(ﬂfk)ka,

Dakle, ukupno imamo 2n uvjeta interpolacije (ne samo n + 1).

Digresija. Ovi uvjeti interpolacije osiguravaju neprekidnost
funkcije ¢ u svim “unutarnjim” ¢vorovima mreze i, ..., T,_1,
jer je

pre(rr) = pra1(xg) = fo, k=1,...,n—1.
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Po dijelovima polinomna interpolacija
e

Zakljucak.
@ Uvjeta interpolacije je 2n, a

@ treba naci (m + 1) - n koeficijenata.

Bez dodatnih uvjeta, to je moguce jedinstveno napraviti
@ samo za m = 1,

@ tj. za po dijelovima linearnu interpolaciju.

Za m > 1,

@ dodaju se uvjeti na glatkoc¢u interpolacijske funkcije ¢ u
(unutarnjim) ¢vorovima mreze za podintervale.

Uz nas dogovor, to su upravo i ¢vorovi interpolacije.
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Po dijelovima linearna interpolacija
e

Osnovna ideja po dijelovima linearne interpolacije je:
@ umjesto jednog polinoma visokog stupnja,

@ koristi se vise polinoma, ali stupnja 1.

Na svakom podintervalu |x;_1, x|, polinom py je stupnja 1

@ 1 jedinstveno je odreden iz uvjeta interpolacije.

Zapisujemo ga relativno obzirom na pocetnu tocku intervala
(stabilnost) u obliku

pr(x) = cop + c1p(x — k1),

gdje je x € [xp_1, 21|, za k=1,... n.
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Po dijelovima linearna interpolacija
e

Interpolacijski polinom p;, zapisujemo u Newtonovoj formi
pe(x) = flak—] + floe—1, z] - (2 — 2p-1),
pa je oClto
Cok — f:llfk—ﬂ = fr—1,
fi— fies k=1,...,n.

Y
Ll — Lk—1

Cl,k = f:xk—la 513k] =

Za aproksimaciju vrijednosti funkcije f u jednoj tocki
r € |a,b], treba

@ prvo pronadi indeks k takav da vrijedi x € |x)_1, x|,

@ a onda izracunati vrijednost py(x) pripadnog linearnog
polinoma p; na tom podintervalu.
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Po dijelovima linearna interpolacija
e

Za trazenje tog intervala koristimo binarno pretrazivanje.
Binarno pretrazivanje

low = O;
high = n;
dok je (high - low) > 1 radi {
/* U sljedecoj liniji cjelobrojno dijeljenje */
mid = (low + high) / 2;
ako je x < x[mid] onda
high = mid,;
inace
low = mid;

+;

Trajanje ovog algoritma je proporcionalno s log,(n).
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Greska po dijelovima linearne interpolacije
o ———

Ako je funkcija f klase C*?[a,b], onda je pogreska takve
interpolacije, zapravo,

@ maksimalna pogreska od n linearnih interpolacija.

Na svakom podintervalu [xy_1, x|, pogreska je

@ greska linearne interpolacije polinomom py.

Ocjena lokalne pogreske, ovisna o tocki x, je

(@) = prle)] < Jwe(z)] =5

pri cemu Je
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Greska po dijelovima linearne interpolacije
D

Nadimo maksimum po apsolutnoj vrijednosti za wy(x), na
zatvorenom intervalu |x;_1, x4].

Funkcija |wi| moze imati maksimum samo na otvorenom
intervalu (xy_1,r)) — u rubovima je vrijednost 0 (minimum).

Deriviranjem dobivamo da se lokalni ekstrem funkcije
wr(r) = (x — xp_1) (T — 1),

postize u polovistu z. = (z_1 + xx)/2 (tjeme parabole).
Vrijednost funkcije wy u lokalnom ekstremu je

(), — 2p_1)*
4

wk(xe) — (xe — 3713—1)(5136 — :l:k) — —
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Greska po dijelovima linearne interpolacije
o ———

Za bilo koji x € (zp_1,xx) je wp(x) < 0, pa je x.
@ tocka lokalnog minimuma za wjy, odnosno,
@ tocka lokalnog maksimuma za |wg|, tj. vrijedi

(xk — $k—1)2
4 Y]

wr ()] < Jwr(ze)| = Vo € |Tho1, Tk

Neka je h maksimalni razmak ¢vorova po svim podintervalima

h:= max {hy =2 — Tp_1},
k=1,....n

i neka je M, maksimum apsolutne vrijednosti f” na cijelom
intervalu |a, b]

M, = M3} = !
== max {My}= m[%]lf()l
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Greska po dijelovima linearne interpolacije
o ———

Na cijelom intervalu [a, b], onda mozemo pisati

h> M 1
f@) = (@) < = B2 =SB,

Zakljucak. Ako ravnomjerno pove¢avamo broj ¢vorova n, tako
da maksimalni razmak ¢vorova h — 0 (kad n — o),

@ onda 1 maksimalna greska tezi u 0, tj.

@ dobivamo uniformnu konvergenciju!

Na primjer, za ekvidistantne mreze, za koje je

b_
vp=a+kh, h=-—2
T

ooreska je reda velicine h?. odnosno. n 2.
9 b
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Komentar na po dijelovima linearnu interpolaciju
]

Mane po dijelovima linearne interpolacije:

@ Potrebno je dosta podintervala da se dobije umjerena
tocnost aproksimacije.

@ Na primjer, za h = 0.01, tj. za n = 100, greska
aproksimacije je reda velicine 10~*, do na faktor M, /8.

@ Funkcija ¢ nije dovoljno glatka — samo je neprekidna.
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Primjer za linearnu

splajn interpolaciju
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija
e

Primjer. Funkciju
f(x) =1Inz

na intervalu [1, 100] aproksimiramo po dijelovima linearnom
interpolacijom, s toénoséu € = 1074, koju trazimo na cijelom
intervalu.

Nadite broj ¢vorova interpolacije n + 1 potrebnih da se
postigne ta tocnost €, uz

(a) ekvidistantnu mrezu na cijelom intervalu,

(b) interval [1,100] podijelimo na tri podintervala [1, 2|, [2, 7],
7,100] i na svakom od njih koristimo posebnu
ekvidistantnu mrezu.

Po obje metode nadite aproksimaciju za In 2.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

Rjesenje. Za po dijelovima linearnu interpolaciju ¢ vrijedi

sljedeca ocjena pogreske
1
f(@) = ()| < 2 h* Mo,
Ako je mreza ekvidistantna na |a, b|, onda je

h:b—a7

n

pri cemu je n broj podintervala interpolacije.

Trazimo li to¢nost €, onda mora biti

f(z) —(z)] < e
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

Da bi se to postiglo, dovoljno je zatraziti da je

1 1/b—a)\*
—h2M, = = M, < e.
gt S(n) 2= ¢

Odatle odmah slijedi da mora biti

M
n > (b—a) 8—2
5

Sada joS samo treba izracunati M,. Deriviranjem dobivamo

fra) = -

232
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija
e

Bududi da je f” negativna, strogo rastuca funkcija, onda je
maksimum njezine apsolutne vrijednosti na lijevom rubu, t;.

|

M2 — INnax
2

x€la,b]

Rjesenje za (a). Na intervalu [1,100] je My = 1. Dobivamo

1 9900
n > (100 — 1)\/8 STl 3500.1785667,

pa je n = 3501, dok je broj ¢vorova n + 1 = 3502.

Da bismo odredili aproksimaciju za In 2, moramo naci u kojem
podintervalu se nalazi tocka z, = 2.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija
e

Ako je x, u podintervalu [xy_1, x|, mora biti

b— b—
a+(k—1)-7a§a:*§a+k~ na.

U nasem slucaju je x. = 2. Onda dobivamo

99 99

1 k—1) —— <2<1+4+k-——

+ ) 3001 — T 3001
99 99
(k—1) — <1<k —
3001 3001

3001
(k—1)< 2= <k

(k—1) < 35.36 < k.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija
e

Prema tome, k = 36, x35 ~ 1.9897172240, x35 ~ 2.0179948590,
pa imamo tablicu podijeljenih razlika

L j f[ﬂfj] f[%'a $j+1]

1.9897172240 | 0.6879925301

0.4990461264
2.0179948590 | 0.7021043744

Interpolacijski polinom na tom podintervalu onda glasi:
p3e(x) = 0.6879925301 + 0.4990461264(x — 1.9897172240),
pa je
p36(2) = 0.6931241097, |In(2) — p3g(2)| = 0.0000230709.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija
D

Rjesenje za (b). Na intervalu |1,2] je My = 1, odakle dobivamo

1 100
n > (2 — 1)\/8 1o = g~ 35358

pa je ny = 36.

1
Na intervalu [2, 7] je My = n odakle dobivamo

pa je no = 89.

=

_ 0 88388834765,

04 28

—
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

1
Na intervalu [7,100] je My = 15 odakle dobivamo

1
= 9300
> (100 — 7 9 _— 77~ 469.7209334
ns_( )\/8104 7\/g )

pa je ny = 470.

Ukupan broj podintervala je n = n; + ny + n3 = 595, Sto je
skoro 6 puta manje nego u (a). Broj ¢vorova je 596.

Bududéi da je 2 ¢vor interpolacije, onda nemamo Sto racunati, i
vrijednost u ¢voru je upravo In 2 ~ 0.6931471806.
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Po dijelovima kubicna

interpolacija
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Po dijelovima kubiéna interpolacija
|

Kod po dijelovima kubicne interpolacije na |a, b], restrikcija
aproksimacijske funkcije ¢ na svaki podinterval [xy_1, ] je
kubicéni polinom

%, =, k=1,....n,
[wk—lawk]
gdje je pr. € Ps.

Ove polinome obi¢no zapisujemo relativno obzirom na
k
pocetnu tocku intervala x,_q, u obliku

pr(x) = cop + c1p(x — xp_1)

+ o p(r — Tp_1)® + cap(w — 28021)°,

za T € |rp_1,Tk],1za k=1,... n. Razlog za ovaj zapis je
znacenje koeficijenata (Taylor u xp_1) i stabilno ra¢unanje.
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Broj nepoznatih parametara i broj uvjeta

Ukupno imamo n kubic¢nih polinoma.
@ Za svakog od njih treba odrediti po 4 koeficijenta,

@ dakle, ukupno moramo odrediti 4n koeficijenata.

Uvjeta interpolacije je 2n, jer svaki kubicni polinom py

@ mora interpolirati funkciju f u rubovima svog
podintervala |x;_1, ],

tj. mora vrijediti
pk($k-1) = fr—1,
Pk(wk) = [k,

Ovi uvjeti automatski osiguravaju neprekidnost funkcije ¢ u
sviim unutrasnjim ¢vorovima mreze Tq,..., T, 1.
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Dodatni uvjeti interpolacije na derivaciju
D

Obicno zZelimo da interpolacijska funkcija ¢ bude glada:
@ barem klase C'[a, b], odakle slijedi zahtjev da

@ derivacija funkcije ¢ mora biti neprekidna i u ¢vorovima.
Najlaksi nacin da to dobijemo = dodamo tocno jos 2n uvjeta
“Interpolacije”, kao da interpoliramo 1 derivaciju, tj.

@ za svaki kubi¢ni polinom p; dodajemo jos po dva uvjeta
/
P\ Tk—-1) = Sk—1,
k(/ ) k=1,...,n,
pk(xk) — Sk,

pri cemu su s, neki brojevi. Njihovo stvarno znac¢enje moze
biti razlicito, pa ¢emo ga detaljno opisati kasnije.

@ Ideja = brojeve s, mozemo birati/zadati na razne nacine.
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Neprekidnost derivacije interpolacijske funkcije
e

Zasad, mozemo zamisljati da su brojevi s
@ neke aproksimacije derivacije funkcije f u ¢vorovima.

Oznaka s; dolazi od engleske rije¢i “slope” = nagib.

Primijetite da je takvim izborom dodatnih uvjeta

@ osigurana neprekidnost prve derivacije funkcije ¢ u svim
unutrasnjim cvorovima,

jer je
p(zr) = Py (on) = s, k=1,...,n—1.

Ako pretpostavimo da su s, nekako zadani brojevi, dobivamo
problem Hermiteove interpolacije za svaki polinom p;..

Nadimo koeficijente interpolacijskog polinoma py.
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Zapis po dijelovima kubi¢ne interpolacije
e

Za ovaj problem Hermiteove interpolacije

@ najzgodnije je koristiti Newtonov oblik interpolacijskog
polinoma py,

@ s tzv. dvostrukim ¢vorovima x,_1 1 7.
Razlog. U oba ¢vora x;,_1 1 x; zadajemo po dva podatka:

@ vrijednost funkcije i derivacije.

Razmak susjednih razlicitih ¢vorova oznacavamo kao i prije

hk::xk—xk_l, kzl,...,n.

Ponovimo Sto, zapravo, znaci da je xj; dvostruki ¢vor za
Hermiteovu interpolaciju u Newtonovom obliku.
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Dvostruki ¢vorovi u podijeljenim razlikama
N

Ako se u podijeljenoj razlici f|xy, x5 + h], drugi ¢vor
priblizava prvom, onda na limesu kad A — 0 dobivamo

lim [l 25 + ] = lim flan + h})L — f()

= f'(xw),

naravno, pod uvjetom da f ima derivaciju u toc¢ki x;. Drugim
rijec¢ima, tada vrijedi

flzw, we) = f(xw).

U nasem slucaju, ako u tocki zy
@ derivaciju f'(xx) zadajemo ili aproksimiramo sa s,

onda je zadano
flag, xx] = sp.
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Tablica podijeljenih razlika za polinom p;
D

Tablica podijeljenih razlika za Hermiteov interpolacijski
polinom p;., koji ima dva dvostruka ¢vora x,_; 1 g, je

ti | it Sl il Sl tiaas tiee] fltitit1,tj42,tj43]
Lk—1 fk:—1
Sk—1
flek—1,2K] — Sk—1
Lk—1 fk—l [ hk:]
Sk + Sk—1 — 2f |[Tp—1, Tk
f[xk—h xk] h2
i
Sk — flrk—1, k]
T T .
k
Sk
T Tk
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Newtonov oblik polinoma p;.
L

Newtonov oblik Hermiteovog interpolacijskog polinoma py,
koji ima dva dvostruka ¢vora x,_1 1 xp, je

pi(x) = flog_1] + fler—1, xe1] - (v — 25_1)

+ flep_1, xp_1, ] - (T — xk—1)2

-+ f:-rk—la Lk—1s Lk, ZEk] ’ ('CU - :Ek—l)2(33 - Ik))
s tim da je
f[il?k—h xk—ﬂ — Sk—1,
f[iEk—l, 33k] — Sk—1
hy. ’
Sk + Sp—1 — 2f |[xp_1, Tk]
h? '
k

f[Ilc—b Lk—1, Ik] =

f[fk—h Li—1y Lk, Zlik] =
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Newtonov oblik polinoma p;.

Uvrstavanjem ¢vorova rjp_q 1 x5 u prethodnu formulu za py,

odmah mozemo provjeriti da je

pk(%—l) = fk—1, p;c(xk—l) = Sk—1,

Pr(Tr) = fr, P(Tr) = sg.

Drugim rije¢ima, nasli smo trazeni polinom p; na
podintervalu |z,_1, 2], za k =1,... n.

svakom

Za nalazenje koeficijenata c; ; u standardnom zapisu, treba jos

@ Newtonov oblik polinoma p; “preurediti” tako da bude

napisan po potencijama od (x — xp_1).
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Standardni oblik polinoma p;.
I mn——

Posljednji ¢lan Newtonovog oblika polinoma p;, mozemo
napisati kao
(x — zp1)*(x — 23) = (2 — 2p—1)* (2 — Tpmy + Tpe1 — )
= (v — 2p_1)* (2 — 21 — hy)
= (v — 1) — hi(x — 251)°.

Zapis polinoma p; onda glasi

pi(x) = flek_a] + flor—1, xp1] - (2 — 1)

+ (fler—1, To—1, 2] — i flop—1, Tro1, Tx, 1))

(2 — wp_1)?

+ f[gjk—ly Li—1y Lk, Ik] ) (:E — Ik—1)3°
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Standardni oblik polinoma p;.
S

Usporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuce potencije od
(x — x5_1), dobivamo

Cok = pk(xk—l) — fk—la

Cl1,k = pﬁc(xk—ﬂ = Sk—1,

p// T

Cok — ( ; 1) — f[xk—hil?k—h xk] — Dy, f[xk—hil?k—h Lk, xk]a
p/// T

C3,k — - (Gk 1) — f[xk—hxk—hﬂ?k,xk]-

Promotrimo li posljednje dvije relacije, vidimo da se isplati
@ prvo izracunati koeficijent cs .

@ a zatim ga upotrijebiti za racunanje cg k.
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Standardni oblik polinoma p,
S,

Na kraju, dobivamo sljedece relacije
@ za koeficijente ¢; ; u standardnom zapisu polinoma py,

napisane redom kako se racunaju iz zadanih podataka:

Cok — fk—la
Cl,k — Sk—1,

Sk + Sp—1 — 2f|Tp—1, Tp)
C3J€ — h2 Y

k

JlTk—1, Tk) — Sk—1

Cok = | Tk — hycs k.
R,
zak=1,... n.
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Po dijelovima kubic¢na interpolacija — komentar
e

Drugim rijecima, ako znamo s, onda
@ nije problem naci koeficijente po dijelovima kubicne
interpolacije.

Ostaje nam samo pokazati kako bismo mogli birati brojeve sy.

Tu postoje dva bitno razlicita nacina.
@ s, su prave vrijednosti derivacije funkcije f u ¢vorovima,
ako ih znamo, tj. s = f'(xx).

@ s, su neke aproksimacije za f'(xy). Takve aproksimacije
mozemo lako na¢i numerickim deriviranjem iz zadanih
vrijednosti f.

Zato nema smisla proizvoljno zadati s;, ili traziti samo
neprekidnost ¢’ u ¢vorovima, jer daju losu aproksimaciju za f.
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Po dijelovima kubicna

Hermiteova interpolacija
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Po dijelovima kubiéna Hermiteova interpolacija

Vrijednosti s mozemo izabrati tako da su one bas jednake
derivaciji zadane funkcije u odgovarajucoj tocki, tj. da vrijedi

s = f(xp).

U tom slucaju, svaki kubi¢ni polinom py, je

@ odreden lokalno — i1z podataka na svom podintervalu, tj.
ne ovisi o drugim kubi¢nim polinomima.

@ Razlog = na rubovima su zadane 2 funkcijske vrijednosti
1 2 vrijednosti derivacija.

Takva se interpolacija zove po dijelovima kubi¢na Hermiteova
interpolacija.

Naziv “Hermiteova” znaci: s, = f; su zadani ulazni podaci.
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Greska po dijelovima kubi¢ne Hermiteove interp.

Neka je funkcija f € C*[a,b]. Za svaki podinterval [z)_1, x|,
ocjena lokalne greske za Hermiteovu kubicnu interpolaciju py
je

pri cemu Je
(@) = (& —m 2@ — o)y, ME= max |f9(x)]
CUE[QTk_l,CUk]
Uocite da je ovdje wy, jednak kvadratu polinoma ¢vorova wp™
za po dijelovima linearnu interpolaciju na istoj mrezi.

Za svaki x vrijedi wi(x) > 0, pa je |wg| = wg. Ostaje samo jos
pronaé¢i maksimum funkcije wy na intervalu |zp_1, zy|.
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Greska po dijelovima kubi¢ne Hermiteove interp.
D

Dovoljno je naci sve lokalne ekstreme funkcije w; u otvorenom
intervalu, jer je na rubovima vrijednost jednaka O.

Deriviranjem izlazi da se ekstrem (i to lokalni maksimum)
opet dostize u polovistu z, = (v5_1 + 1) /2.

Vrijednost wy u tocki . je kvadrat vrijednosti wi®(z.) za po
dijelovima linearnu interpolaciju na istoj mrezi ¢vorova

T — T 4 h4
Wk(ive) — (376 _ mk—1)2($e . :Ck)2 _ ( k k 1) g

16 16
[z |wi| = wy slijedi da je x. tocka lokalnog maksimuma za |wy| i
Iy
wi(2)] < Jwi(ze)| = 750 V2 € (21, 7],
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Greska po dijelovima kubi¢ne Hermiteove interp.

Kao i prije, neka je h maksimalni razmak susjednih ¢vorova

h = max {hk — T — ZEk_l}.
k=1,....n

Onda, na ¢itavom intervalu |a, b|, mozemo pisati

oM, 1
< . — V)
< 16 41 384 4’

f(2) — ()
pri cemu je
M, = max {MF} = max |f(z)].
k=1,....,n x€la,b]
Drugim rije¢ima, ako ravnomjerno povecavamo broj ¢vorova,
tako da A — 0, onda 1 maksimalna greska tezi u 0, tj.
dobivamo uniformnu konvergenciju. To vrijedi i za derivacije!
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Greska po dijelovima kubi¢ne Hermiteove interp.
L
Neka je f € Clla,b] i pretpostavimo da

@ f ima ogranicenu i integrabilnu ¢etvrtu derivaciju na
svakom podintervalu [xy_1, xy].

Tada je
_ N ICY
1£0) = @) < e B £
I£(@) ~ ¢ @) < % .

17 () = () [loo < E O Vi P
" " 1 (4)
[F7(@) = ¢ (@)oo < 5 RIS oo

NumMat 2021, 6. predavanje — p. 44/121



Primjer — po dij. kubi¢na Hermiteova interp.

Primjer. Nadite po dijelovima kubicnu Hermiteovu

interpolaciju za sljede¢e podatke

Je | 1|2
o1

Ocito, treba nac¢i dva kubicna polinoma
@ p; na intervalu |0, 1],

@ p, na intervalu |1, 2].

Oba polinoma piSsemo u standardnom obliku — oko pocetne

tocke odgovarajuceg intervala.
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Primjer — po dij. kubi¢éna Hermiteova interp.
e

Za polinom p; imamo sljedec¢u tablicu podijeljenih razlika

ti | flt)] flttim]  flttisn tiee]  flts, .- tjes]
0 1
0
0 1 1
1 —1
1 2 0
1
1 2

Iz nje dobivamo
pi(z) =1+0(z—0)+ (z—0)°—(z—0)*(z—1)
=1+ (1+1)(z—0)*—1(x —0)?
=1+ 22" — 2°.
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Primjer — po dij. kubi¢éna Hermiteova interp.
D

Na slican nacin, za p, dobivamo tablicu podijeljenih razlika

ti | flt] fltgtiml fltg G tise] flEgs - tis]
1 2
1
1 2 -3
—2 6
2 0 3
1
2 0
pa je

po(z) =24+ (x —1) = 3(xz —1)* +6(z — 1)*(z — 2)
=2+ (z—1)+(=3—-6)(x —1)* +6(x —1)°
=24+ (z—1)—9(x — 1)+ 6(x —1)°.
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Demo — po dij. kubicna Hermiteova interp.
|

Pokazati kako izgleda po dijelovima kubic¢na Hermiteova
interpolacija na primjeru funkcije Runge:

1

:1_'_3327 336[-5,5],

f(z)

na ekvidistantnim mrezama s parnim brojem podintervala.

@ NM\06_F\06_GPT\PC_HERM\00_hrung.plt

Slike interpolacija i gresaka su na sljede¢im stranicama.
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Po dij. kubi¢cna Hermiteova interp. — Runge
o ———

Po dijelovima kubicna Hermiteova interpolacija s 2 podintervala

15 T T | 1 — L
funkcija
interpolacija

f(x)
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Po dij. kubi¢cna Hermiteova interp. — Runge

greska

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

-0.25

-0.3

-0.35

-0.4

-0.45

-0.5

Greska s 2 podintervala

| greska Iﬂ‘l

NumMat 2021, 6. predavanje — p. 50/121




Po dij. kubi¢cna Hermiteova interp. — Runge
o ———

Po dijelovima kubicna Hermiteova interpolacija s 4 podintervala
15 T T T I I

funkcija
interpolacija
1 = ]
X 05F i
O o o e e e o o o o e o o o o o e —
05 l l l l l
-4 -2 0 2 4
X
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Po dij. kubi¢cna Hermiteova interp. — Runge

greska

0.05

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

-0.25

Greska s 4 podintervala

|
| greska
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Po dij. kubi¢cna Hermiteova interp. — Runge
e ——

Po dijelovima kubicna Hermiteova interpolacija sa 6 podintervala

1.5 T T T I —
funkcija
interpolacija
1 - —
X 05F i
O L —]
0.5 I I I I I
-4 -2 0 2 4
X
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Po dij. kubi¢cna Hermiteova interp. — Runge

greska

0.01

-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05
-0.06
-0.07
-0.08
-0.09

-0.1

Greska sa 6 podintervala

| |
| greska
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Po dij. kubi¢cna Hermiteova interp. — Runge
e ——

Po dijelovima kubicna Hermiteova interpolacija s 8 podintervala

1.5 T T T I —
funkcija
interpolacija
1 - —
X 05F i
O L —]
0.5 I I I I I
-4 -2 0 2 4
X
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Po dij. kubi¢cna Hermiteova interp. — Runge

greska

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

-0.025

-0.03

-0.035

-0.04

Greska s 8 podintervala

|
| greska
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Po dij. kubi¢cna Hermiteova interp. — Runge
e ——

Po dijelovima kubicna Hermiteova interpolacija s 10 podintervala

1.5 T T T I —
funkcija
interpolacija
1 - —
X 05F i
O L —]
0.5 I I I I I
-4 -2 0 2 4
X
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Po dij. kubi¢cna Hermiteova interp. — Runge

greska

0.002

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.01

-0.012

-0.014

Greska s 10 podintervala

|
| greska
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Numericko deriviranje
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Numeri¢ko deriviranje — problem i nestabilnost
e

U praksi, derivacije funkcije ¢esto nisu dostupne, vec treba

@ aproksimirati derivaciju f’ diferencijabilne funkcije f, na
nekom skupu tocaka,

@ koristenjem samo poznatih vrijednosti funkcije f u
zadanim tockama.

Sasvim opc¢enito, na temelju tih istih podataka — funkcijskih
vrijednosti, mozemo traziti i

@ aproksimacije vrijednosti visih derivacija f”, ", itd.

Oprez! Numericko deriviranje je nestabilan problem.

@ Ako podaci o funkcijskim vrijednostima imaju neku
oresSku, ta greska se, u principu, povecava u svakoj
sljedecoj derivaciji. Ilustracija — malo kasnije.
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Numeri¢ko deriviranje — primjena i ideja
D

Formule za numericko deriviranje imaju dvostruku primjenu.

@ U praksi, kad podaci dolaze iz mjerenja, koriste se samo
za, derivacije niskog reda — vrlo rijetko preko cetvrte.

@ U teoriji, sluze za izvod numerickih metoda za rjeSavanje
obicnih i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.
Osnovna ideja za nalazenje takvih formula je ista kao i za niz

drugih problema u numerickoj matematici. U ovom slucaju,

aproksimacija derivacije = derivacija aproksimacije
(interpolacije).

Naime, jedina aproksimacija koju (zasad) znamo je
@ interpolacijski polinom za funkciju f u zadanim tockama.

Usput, bas te formule se najceS¢e koriste.
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Derivacija funkcije ~ derivacija interp. polinoma

Poznate su vrijednosti funkcije f u tockama z, . ..

, L.

Neka je p,, interpolacijski polinom, stupnja najvise n, za f u
tim tockama (znamo da p, postoji i jedinstven je).

Za aproksimaciju derivacije f’(x) u nekoj tocki x uzimamo

@ derivaciju interpolacijskog polinoma p,, u toj
f'(z) = ph().

Opéenito, za aproksimaciju k-te derivacije f*)(z)

tocki x, tj.

uzimamo

@ k-tu derivaciju interpolacijskog polinoma p,, u tocki z, tj.

f(x) = pi ().

Ovo ima smisla samo za k < n. U protivnom je pff) = 0.
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Greska numeric¢kog deriviranja iz interpolacije
I

Naravno, zanima nas greska ove aproksimacije
e (x) = fP(x) = pP(x), za k<n.

Ako je f dovoljno glatka funkcija, ovu gresku dobivamo
deriviranjem greske e,, interpolacijskog polinoma p,,.

Pretpostavke su iste kao i1 za gresku interpolacije, do na n > 0.

Teorem. Neka je n € N i pretpostavimo da f(™*1) postoji na
segmentu |a, b).

@ Neka su xg,...,x, € |a,b] medusobno razli¢iti ¢vorovi
interpolacije, 1

@ neka je p,, interpolacijski polinom za funkciju f u tim
cvorovima.
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Greska numerickog deriviranja iz interpolacije
D,

Dodatno, samo za jednostavniji zapis tvrdnje, neka su ¢vorovi
poredani uzlazno, tako da je xp < 1 < -+ < x,.

Za bilo koji red derivacije k € {1,...,n} onda vrijede sljedece
dvije tvrdnje.

@ Postoji n + 1 — k£ medusobno razlicitih tocaka
k05 - - - Ekn—k, kKOje se nalaze u intervalima

Ij<€k,j<xj—|—ka 7=0,...,n—k,
1 tim tockama vrijedi da je
eff)(ﬁk,j):(), j=0,....,n—k,

tj. te tocke su nultocke greske e,
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Greska numerickog deriviranja iz interpolacije

@ Za svaku tocku x € [a, ], postoji tocka 7 iz intervala
(xk,mina xk,max) g (CL, b)7 nge je

Tkomin = Min{&k o, ..., Enk, T},
ij,max — max{ﬁk,o, .. 7€k,n—ka 33},

takva da za gresku aproksimacije k-te derivacije vrijedi

e (2) == f¥(z) — i (2)

_ @ =&o) (& = Chn)
(n+1—k)!

Dokaz. Obje tvrdnje izlaze primjenom Rolleovog teorema.
Dokaz druge ide isto kao za gresku interpolacije (v. skripta). B

£ ().
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Greska numerickog deriviranja — komentari
D,

U prvoj tvrdnji, nultocke &g o, ..., §pn_r greske eg{)

@ ovise samo o funkciji f, a ne ovise o tocki .

Samo tocka 7, iz druge tvrdnje ovisi o .

Za dani k € {1,...,n}, polinom

(2 = &ho) - (T = Epnt)

stupnja n + 1 — £, ovdje ima raniju ulogu polinoma ¢vorova w.

@ On reprezentira ili osigurava ponistavanje greske.

Kad bismo dozvolili da je k = 0, dobili bismo da je §; = x;,
za j =0,...,n (nultocka & ; se “stisne” u cvor x;).
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Greska numerickog deriviranja — saZetak
e

Uzmimo da je n fiksan i da su ¢vorovi interpolacije relativno
“bliski”, a tocka x “nije daleko” od ¢évorova.

Neka je H maksimalna udaljenost do nekog ¢vora

H := max |z — x4|.
1=0,...,n

Za “male” H, odnosno, za H — 0, greska aproksimacije k-te
derivacije je reda velic¢ine

el () = O(H"™ %), za k=0,...,n.

n

Ovo vrijedi i za aproksimaciju funkcije, tj. za k = 0.

@ U svakoj sljedecoj derivaciji, gubimo po jedan tzv. “red”
aproksimacije — eksponent pada za jedan.

NumMat 2021, 6. predavanje — p. 67/121



Greska numerickog deriviranja — saZetak
DU

Ako su ¢vorovi uzlazno poredani, kao kod splajnova,
Top <1 < -+ < Ty

i ako se tocka x nalazi unutar intervala ¢vorova, tj. © € |zg, x,],
@ onda, umjesto konstante H, mozemo pisati i h,

gdje je h maksimalni razmak ¢vorova ili tzv. dijametar mreze

h = EIilaX {hz = r; — 5137;_1}.
Zakljucak. Za bilo koji red derivacije k, mozemo dobiti

aproksimacijsku formulu proizvoljno visokog reda toc¢nosti,
tako da uzmemo dovoljno veliki stupanj n.

Oprez. Takve formule za numericko deriviranje s velikim n
imaju ograni¢enu prakticnu vrijednost.
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Numeri¢ko deriviranje — praksa
I

Primjena numerickog deriviranja u praksi:
@ red derivacije k£ je malen — rijetko preko 4,

@ pripadne formule se izvode za male stupnjeve n (opet,
rijetko preko 4), zbog sigurnog kracenja u formulama.

Dodatno, vrlo rijetko se koristi u proizvoljnoj tocki .
@ Najcesce je x upravo neki od ¢vorova interpolacije z;,
@ 1li neka posebna tocka u kojoj dobivamo bolju ocjenu
greske, uz malo jace pretpostavke na glatkocu funkcije f.
Te posebne tocke su vrlo vazne za praksu, a “ne vide” se iz

prethodnog rezultata. Razlog: “preblage” pretpostavke na f,

@ jer trazimo samo da f("*V) postoji na [a, b].
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Numeri¢ko deriviranje — u posebnim tockama
D

U tom svjetlu, zavrsni komentari na prethodni teorem. Mane:
@ nultocke greske ne znamo unaprijed, jer ovise o f,
@ preopcenit je, pa ne daje “finiju” informaciju o gresci.

Jedina “prednost” — da vrijedi za sve redove derivacije k < n,
i nije neka prednost za praksu (mali k, mali n).

Kako se dobivaju posebne tocke s boljom greskom?

Prvo, krecemo od jacih pretpostavki na glatkocu funkcije f.
U formulama za k-tu derivaciju, standardna pretpostavka je:
@ f ima jos k derivacija vige, tj. f"H1+*) postoji na [a, b],

@ za “ljepsi” oblik greske, cesto se uzima da je zadnja
derivacija neprekidna, tj. f je klase C"™1+*[a, b].
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Numeri¢ko deriviranje — tehnike izvoda
D

Tehnike za nalazenje formula, posebnih tocaka i greske:

@ eksplicitno deriviramo interpolacijski polinom 1 izraz za
oresku interpolacijskog polinoma, ili

@ gresku poznate formule dobivamo iz Taylorovog reda za f
u odgovarajuc¢im tockama.

Formule, takoder, mozemo dobiti direktno iz Taylorovog reda
za f, tzv. metodom neodredenih koeficijenata.

Nastavak: Formule za numericko deriviranje 1 pripadnu gresku
@ izvest ¢emo samo za prvu derivaciju, tj. za k£ = 1,

@ a navest ¢emo rezultate za drugu derivaciju (k = 2), bez
dokaza (to su zadaci).
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Numeric¢ko deriviranje — polinom prvog stupnja
s

Krenimo od najnizeg dozvoljenog stupnja, a to je n = 1.

Newtonov oblik interpolacijskog polinoma p; za tunkciju f, s
cvorovima xo 1 xq, ]e

pi(z) = flzol + flzo, x1] (x — o).
Uocimo da je p} konstantni polinom. Prema tome,
@ aproksimacija prve derivacije f’ u bilo kojoj tocki x

je podijeljena razlika

_hi—f_fi—f

X1 — X h

f'(@) = pi(z) = flro, x:]

gdje je h := x1 — x( razmak ¢vorova.
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Podijeljene razlike “unaprijed” i “unatrag”
e ——

Ako je tocka x jedan od ¢vorova interpolacije, ove razlike
imaju standardna imena, iako je to isti broj.

@ Imena odgovaraju uzlaznom poretku ¢vorova rg < .
Za x = x(, aproksimaciju prve derivacije

~ fl_fO

X1 — Lo

f'(xo)

zovemo podijeljena razlika unaprijed.

Za x = x1, aproksimaciju prve derivacije

~ fl_fO

L1 — Lo

f'(x1)

zovemo podijeljena razlika unatrag.
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“Centralna” ili “simetricna” podijeljena razlika
e

Ako se tocka x nalazi izmedu ¢vorova interpolacije x( i x1, ova
razlika (opet isti broj) se obi¢no zove

@ centralna ili simetricna podijeljena razlika.

Tada se ¢vorovi interpolacije obi¢no oznacavaju s r—_1 1 T4
(indeks sugerira relativni polozaj ¢vorova, obzirom na x).

Dakle, za v_1 < xr < x1, aproksimaciju prve derivacije

LA fa

1 — T

f(@)
zovemo centralna ili simetricna podijeljena razlika.

Potpuno opravdanje naziva 1 stvarnu “korist” dobivamo u

@ specijalnom slucaju, kad je z poloviste intervala |[x_q, z1].
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Greska podijeljene razlike
D

Prema ranijem teoremu, uz dogovor xy < x1, ako f” postoji na
segmentu koji sadrzi ¢cvorove xg, 1 1 tocku x, aproksimacija
prve derivacije f'(x) podijeljenom razlikom ima gresku

e1(x) = (z = &) [7(m),
gdje je
Q@ &1 € (g, 1) 1 tu tocku ne znamo (ovisi o f),
@ 7, € (min{xg, x}, max{xy,x}) neka tocka koja ovisi o x.

Ako se ograni¢imo na slucaj x € [zg, x1], onda su obje ove
tocke iz (xg,x1) 1 vrijedi ocjena

ey (@)] < AL (m)l.

Dakle, greska u svakoj tocki x je reda velicine O(h), za h — 0.
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Greska polinomne interpolacije — ponavljanje

Put do boljeg izraza za gresku ide preko greske interpolacije.

Teorem. Pretpostavimo da f™*1) postoji na segmentu a, b].
Neka je p,, interpolacijski polinom za funkciju f s medusobno
razli¢itim ¢vorovima interpolacije x; € |a,b], za k =0,...,n.

Za svaku tocku x € [a, b], postoji tocka & u intervalu
Tmin = Min{zg, ..., Ty, v} < & <max{zg,...,Tn, T} = Tmax,

takva da za gresku interpolacijskog polinoma vrijedi
o _ w() (n+1)
cula) i= F(@) = pula) = oo £

Pitanje. Uz koje uvjete na f, smijemo derivirati (po x) ovaj
izraz za gresku, tj. njegovu desnu stranu?
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Derivacija greske interpolacije — pogresan izvod
e

Probajmo! Derivacijom po = (derivacija produkta) dobivamo

w'()

(n+ 1)!

w(z) d

n(T) = (n+ 1) do

FrRE) + FrRE),

Jedini problemati¢ni ¢lan je zadnji. Naime, tocka & ovisi o .

Sasvim opcenito, £(x) uopée ne mora biti funkcija, a kamo li
neprekidna, ili jos i derivabilna funkcija! Dakle, ne tako.

Nazalost, ¢esto se nade ovakav pogresan/nepotpun “izvod”:

(n+2) postoji 1 neprekidna je na [&, b]a

Ako sljedeca derivacija f
@ onda drugi élan ") (£(2)) smijemo derivirati po w,

tako da dobijemo ispravan rezultat za gresku e/ (x).
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Greska polinomne interpolacije — ponavljanje
D

Treba krenuti iz Newtonovog oblika greske, bez &-ova.

Teorem. Pretpostavimo da f’ postoji na segmentu |a, b|]. Neka
je p, interpolacijski polinom za funkciju f s medusobno
razli¢itim ¢vorovima interpolacije xy € [a,b], za k= 0,...,n.

Za svaku tocku x € |a, b], za gresku interpolacije vrijedi

e(x) := f(x) — pp(x) = w(x) flrg, ..., T, x|

Ovo vrijedi i u ¢vorovima interpolacije, zato Sto f’ postoji na
cijelom |a, b], pa i u ¢vorovima. N

Pitanje. Uz koje uvjete na f, smijemo derivirati (po x) ovaj
izraz za gresku, tj. njegovu desnu stranu?

Treba nam derivacija podijeljene razlike.
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Derivacija podijeljene razlike po argumentu
e

Teorem. Neka su xg,...,z, € |a,b] fiksni ¢vorovi podijeljene
razlike i neka je x € [a,b] “varijabilni” ¢vor — po toj varijabli
deriviramo. Za prvu derivaciju podijeljene razlike vrijedi

d
%f[aso,...,xn,x] = flzo,...,xp, T, Tl

Ako je x visestruki ¢évor, multipliciteta k£, onda vrijedi

)
N

d
w0 @ g =k flgo,. . T, T ],

-~

k puta (k + 1) puta

Funkcija f mora biti dovoljno glatka na |a, b], tako da
@ lijeva podijeljena razlika postoji oko tocke =,

@ desna podijeljena razlika postoji u tocki x. O
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Derivacija greske interpolacije — korektan izvod
I

Dokaz ovog teorema ide iz rekurzije za podijeljenje razlike.
Slicno se moze napraviti i za vise derivacije (ponovljena prva).

Gresku interpolacije e, (x) = w(x) f|xo, ..., T, x] deriviramo
po varijabilnom ¢voru x. Derivacijom produkta dobivamo

e (x) =W () flrg, ..., xn, 2] +w(x) - %f[xo,...,:cn,x]

= w'(x) flxo, ..., 20, x| +w(x) flxo, ..., T8, 2, x].

Ovdje je dovoljno da f’ postoji na cijelom |a,b|, a f” postoji u
¢vorovima (tu koristimo da su ¢vorovi medusobno razliciti).

Na kraju, iskoristimo teorem srednje vrijednosti za podijeljene
razlike. Zadnja razlika ima n + 3 évora = trebamo f("+2).
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Derivacija greske interpolacijskog polinoma

Zakljucak. Ako je f € C"*?)[a,b], onda za svaku tocku
r € |a,b], postoje tocke £ 1 & u intervalu (Tmin, Tmax), gdje je

Trin = Min{xg, ..., Ty, T},  Tpax = max{zg,..., Ty, T},
takve da za derivaciju greske interpolacijskog polinoma vrijedi
en(x) = ['(z) — p (@)

_ (:/J(rxl))! FOD(g) +

w(z)
(n+ 2)

UG,

Polinom ¢vorova w ima stupanj n + 1, a njegova derivacija w’
ima stupanj n. Osim toga, nultocke derivacije w’ leze izmedu
¢vorova r;_1 1 ; — 1 bas one su trazene posebne tocke.
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Greska derivacije interpolacijskog polinoma

Evo zasto. Neka je, kao 1 ranije, H maksimalna udaljenost od
tocke x do nekog ¢vora

H := max |r — x|
1=0,....,n

Uz malo truda oko ocjene w’(x), dobivamo da za red veli¢ine
oreske aproksimacije prve derivacije vrijedi

o (1) = {O(H”), ako je w'(x) #
" O(H™), ako je w'(x)

)

0
0,

za “male” H, odnosno, za H — 0.

Dakle, u nultockama derivacije w’ dobivamo manju gresku, tj.
bolju aproksimaciju derivacije f’(x) — za jedan red vise!
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Greska derivacije — posebni slucajevi
e

U opcem izrazu za greSku aproksimacije prve derivacije

poy . WiT) w()
enlt) = (n+1) (n +2)

posebno su interesantna dva slucaja — kad ostaje samo jedan
od ¢lanova u ovoj formuli.

!f(n+1)(€) 4+ !f(n+2)(€1)7

Ako je tocka x bas jedan od ¢vorova interpolacije, tj. © = x;,
za neki ¢, onda je w(x;) = 0. Za gresku u ¢voru x; onda vrijedi

w'(;)
n+1)

e, (1) = ( | f(nﬂ)(ﬁ)-

Napomena. lako tada nema ¢lana koji sadrzi "2 jos uvijek
f("+2) mora postojati, da ne dobijemo neodredeni oblik 0 - co.
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Polinom prvog stupnja — posebna tocka

Neka je p; interpolacijski polinom za f, s ¢vorovima xy 1 7.
Ako f" postoji na |xg, x|, u tocki x € [xg, x1], za gresku
aproksimacije f’(z) podijeljenom razlikom onda vrijedi

w'() W(T)

o f(ﬁ)JrT (&1).

er(x) = () = fleo, 1] =

Derivacija polinoma ¢vorova w(x) = (x — xg)(x — x1) je

330—|—331)
5 :

Wr)=2x — (xg+11) = 2(:1:—

Ako je tocka x poloviste intervala |zg, x|, onda je w'(x) =0 i
tada nema prvog c¢lana ,
1"(€)

V(@)L
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Greska podijeljene razlike i simetri¢ne razlike
e

Neka je h = 1 — x¢ dijametar mreze. U “opcoj” tocki
v € [1g,71], iz | (2)| < hi|w(z)| < h?/4, dobivamo ocjenu

h h?
| f'(z) = flzo,21] | < 5 (&) + 21 L7 (&)

Ako je x = xy ili = x1 (¢vor), onda nema drugog ¢lana.

U polovistu x. = (xg + x1)/2, ostaje samo drugi ¢lan, pa je

| f'(@e) = flxo, 2] | < o= [F7 (&)

Dakle, greska u polovistu je reda velicine O(h?), a u svim
ostalim tockama je O(h). Tu se vidi prava “korist”

@ simetricne ili centralne razlike — kad je zaista simetric¢nal
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Numericko deriviranje

u ¢vorovima interpolacije
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Numeri¢ko deriviranje u évoru interpolacije
e

Neka je p, interpolacijski polinom za tunkciju f, s ¢vorovima
xo, - .., T,, napisan u Newtonovom obliku

pn(z) = flxo| + flxo, 71 (¥ — T0)
+ -+ flrg,x1, .. ] (T —20) - (X — T 1),
Ako f"*Y postoji na cijelom intervalu [a, b] koji sadrzi sve
¢vorove 1 tocku x, onda gresku mozemo napisati u obliku
w(z)

en() = f(2) = pule) = ¢ =y [0 (&),

nge je '50 ~ (ajmim :Emax)-

Polinom p,, ne ovisi o numeraciji ¢vorova, pa je najlakse
gledati njegovu derivaciju bas u “prvom” ¢évoru xg — on se
javlja u svim faktorima i u polinomu ¢voroval
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Numeri¢ko deriviranje u évoru interpolacije

Za derivaciju produkta linearnih faktora u tocki xq vrijedi

[(z —xo)(z —21) - (2 — 2p) | S = (xo — 1) - (To — p).

Deriviranjem p,,, a zatim uvrStavanjem x = xy, dobivamo

Py, (z0) = flzo, 1] + flzo, x1, x2] (X0 — 1)

_|_..._|_f[51307331,...,33n] (330—331)-°'(330—£En_1)-

Ako f ima jo$ jednu derivaciju, tj. ako ™2 postoji na [a, b],
onda je greska ove aproksimacije za prvu derivaciju f'(xg)

G
(n+1)!

6;(370) = f’(l’o) — pfn(iﬂo) (o — 1)+ (X0 — Tn).
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Numericko deriviranje — linearni polinom
e

Pokazimo kako se ta formula ponasa za niske stupnjeve n.

Stupanj n = 1. (Ponavljanje.)

Aproksimacija derivacije u ¢voru x je podijeljena razlika
(unaprijed ili unatrag, ovisno o tome gdje je ¢vor z)

_ fl_fO :fl_fo.

1 — Xy h

pll(il?o) = flzo, 1]

Uz pretpostavku da je f € C3[xg, x|, pripadna greska je
S S

ey (wg) = (ro — 1) = 9

h.
2!

Greska je reda velicine O(h) za h — 0.
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Numeric¢ko deriviranje — kvadratni polinom
e

Stupanj n = 2. Ovdje gledamo samo ekvidistantne mreze, za
ilustraciju ponasanja greske (opci slucaj je kasnije, v. Bessel).

Tocke x1, x9 mozemo uzeti na vise raznih nacina, obzirom na
¢vor xp — simetriéno oko xq ili s iste strane xy.

1. Simetri¢ni izbor tocaka
[zaberemo x; i x5 simetri¢no oko xg (desno i lijevo), tako da je

5131:330—|—h, 33225130—h.

Sugestivnija oznaka je
L1 = T2,

jer se tocke pisu u prirodnom redosljedu: z_q, xg, ;. Onda je

p/z(fUO) = flzo, 1] + flzo, 1, 2-1] (20 — 21).
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Numeri¢ko deriviranje — simetricne tocke
.

Izracunajmo potrebne podijeljene razlike.

tj f[tj] f[tja tj+1] f[tja tj+1> tj+2]

SR

h Ji1—2fo+ [
fr = fo 2
L1 J1 f

Aproksimacija derivacije u srednjem ¢voru xg je

fl—fo_hf1—2f0+f—1 B Sl
h 2h? - 2h

Uociti: U ovoj formuli se ne pojavljuje fo (koef. uz fy je nula).

Lo fo

Ph(wo) =
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Numeric¢ko deriviranje — simetricna razlika
I

Rezultat je simetri¢na ili centralna podijeljena razlika, tj.

@ ista aproksimacija kao iz linearne interpolacije p;, s
¢vorovima x_1 i x7 (udaljenost je ovdje 2h, a ne h).

Ovdje deriviramo kvadratni polinom p, u ¢voru z, pa u
izrazu za gresku simetricne razlike ostaje samo prvi ¢lan

s (1) = f”’6(§) (w9 — 1) (w9 — 2_1) = —h* $

Dobivamo isti izraz za gresku kao iz p; (ovaj h je pola ranijeg)!

Simetricna razlika u polovistu xy 1 manja greska, obzirom na
“obicne” podijeljene razlike, moze se gledati na dva nacina:

@ 1 je posebna tocka za p; ili ¢vor kvadratnog polinoma ps.
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Numeric¢ko deriviranje — tocCke s iste strane
.,

2. Tocke z1 1 x5 s iste strane zg
Stavimo x; i x9 (na primjer) desno od zg, tako da je

331:330—|—h, $2:I0+2h.

I ovdje su tocke ekvidistantne, ali deriviramo u najljevijoj, a
ne u srednjoj tocki. Tablica potrebnih podijeljenih razlika je

ti | flts] flts,tia] [l tie, tee]

ol oy g,

L1 fi ' e
fo — 1 2h

%) f2 h
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Numeric¢ko deriviranje — tocCke s iste strane

Aproksimacija derivacije u lijevom ¢voru xq je

py(z0) = flzo, 1] + flzo, z1, 22] (2o — 21)

Ji—=Jo _hf2—2f1+fo
- h 2h?
_ —f2+4f1=3fo
B 2N |
Pripadna greska je
en(xg) = / 6(5) (w9 — 1) (w9 — 22) = h? / 3(6)

Greska je istog reda velicine O(h?), kao u simetricnom slucaju.
Medutim, konstanta je ovdje dvostruko veca (—1/6 — 1/3).
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Numeri¢ko deriviranje — druga derivacija

Kvadratni interpolacijski polinom p,; mozemo iskoristiti i za
aproksimaciju druge derivacije. Druga derivacija pj je
konstanta, pa u bilo kojoj tocki x mozemo uzeti " (z) ~ pi(x).

Neka su ¢vorovi interpolacije simetricno rasporedeni oko xg, tj.
r_1=x9—h, x1 = 9+ h. Uz te oznake je (v. raniju tablicu)

J1—=2f0+ J1
h? '

p/z/(af) — Qf[flfo,ﬂfl,ﬂf_l] —
Zadatak. Dokazite da za gresku e} (x) := f"(x) — p5(x) vrijedi
1
ey () = D WP FO©), € e (o, m),

a za sve ostale tocke x € [x_1, 2] vrijedi ej(z) = O(h). Nadite
tocan izraz za gresku. = Poloviste x( je opet posebna tocka!
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Numeri¢ko deriviranje — zakljucci
GG,
Formula za derivaciju postaje sve tocnija,
@ Sto su blize tocke iz kojih se derivacija aproksimira, tj.
Sto je h manji.
Medutim, to vrijedi samo u teoriji.

U praksi, mnogi podaci su mjereni, pa nose neku pogresku, u
najmanju ruku — zbog gresaka zaokruzivanja.

Osnovu numerickog deriviranja ¢ine podijeljene razlike.

@ Ako su tocke bliske, dolazi do krac¢enja. Do kracenja
mora doci, zbog neprekidnosti tunkcije f.

Problem je to izrazitiji, Sto su tocke blize, tj. sto je h manji.

Dakle, imamo dva oprecna zahtjeva na velicinu h. Manji A
daje bolju ocjenu greske, ali ve¢u gresku zaokruzivanja.
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Numericko deriviranje — ilustracija problema
e

[lustrirajmo to analizom simetri¢ne (ili centralne) razlike,

— fl ;hf—l + 6,2(5130), 6,2(330) _ —h2 6(‘2:) .

f'(xo)

Pretpostavimo da smo, umjesto vrijednosti f_; i fi, uzeli malo
perturbirane vrijednosti (u apsolutnom smislu, da bude lakse)

Ji=J1+e, Jo1=f1+¢e_1, e1], le—1| < e.

Ako odatle izrazimo f; 1 f_1, a zatim ih uvrstimo u formulu za
derivaciju, dobivamo

_fl—f—1_€1—€—1

/

f'(xo)
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Koliko malen smije biti h?
D

Prvi ¢lan s desne strane je ono sto smo zaista izracunali kao
aproksimaciju derivacije, a ostalo je greska.

Radi jednostavnosti analize, pretpostavimo da je
@ A prikaziv u racunalu,

@ a greska pri racunanju kvocijenta u podijeljenoj razlici je
zanemariva.

U tom je slucaju napravljena ukupna greska

— J_ €1 — &1
erry = ' (x _ fl:— es (7).
2 f( 0) 2h 2h T 2( O)
Ogradimo erry po apsolutnoj vrijednosti. Greska u prvom
¢lanu je najveca, ako su €7 1 €_1 suprotnih predznaka i

maksimalne apsolutne vrijednosti € — dobijemo +(2¢)/(2h).
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Koliko malen smije biti h?

Za drugi clan koristimo ocjenu za e} (x), uz pretpostavku da
je f"" neprekidna na |a, b]. Zbrajanjem ovih ocjena dobivamo

M
\err2|§%+ =R My= max |f"(x)].
566[33_1,331]

Lako se vidi da je ocjena na desnoj strani najbolja moguca, tj.
da se moze dosti¢i. Oznac¢imo tu ocjenu s e(h)

E M3
e(h) .= — h . —h*.

Ponasanje ove ocjene 1 njezina dva clana, u ovisnosti o A,
mozemo prikazati sljede¢im grafom.
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Koliko malen smije biti h?
——

Legenda:
@ plava boja — prvi ¢lan €/h, oblika hiperbole, koji dolazi
od greske u podacima,

@ crvena boja — drugi ¢lan (Mz/6)h?, oblika parabole, koji
predstavlja maksimalnu gresku aproksimacije derivacije
simetricnom podijeljenom razlikom,

@ zelena boja — oznacava zbroj gresaka e(h).
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Optimalni ho
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Optimalni hy i minimum ukupne greske

Odmah vidimo da e(h) ima minimum po h. Taj minimum se
lako racuna deriviranjem. Iz

E M3
(h) = =g+ 5 h =0

izlazi da se lokalni minimum postize za

o (32)7"
0= YA :

Zbog €"(h) > 0 za h > 0, to je, ujedno, i globalni minimum.
Najmanja vrijednost funkcije ukupne greske je

3 /M 1/3
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Ukupna greska koju ne oc¢ekujemo
I

Vidimo da, 1 u najboljem slucaju,
@ kad je ukupna greska najmanja (za h = hg), ta je greska
reda velicine O(£2/3), a ne O(g), kao §to bismo zeljeli.
To predstavlja znacajni gubitak tocnosti. Posebno,

@ daljnje smanjivanje koraka h samo povecava gresku!

Isti problem se javlja, u joS ozbiljnijem obliku, kod formula za
aproksimaciju derivacija viseg reda.

Zadatak. Napravite slicnu analizu za “obiénu” podijeljenu
razliku unaprijed, kad je greSka aproksimacije derivacije

/" (€)
2
Pokazite da je najmanja ukupna greska reda velicine O(e'/?).

h.

e (ro) = —
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Po dijelovima kubicna

kvazihermiteova interpolacija
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Po dijelovima kubiéna kvazihermiteova interp.
D

Sad se mozemo vratiti problemu kako napraviti po dijelovima
kubi¢nu interpolaciju, ako

@ nemamo zadane prve derivacije (sp = f7.),

tj. zadane su samo tunkcijske vrijednosti f., za £ =0, ..., n.

U tom slucaju,
@ derivacije mozemo aproksimirati na razli¢ite nacine,

@ a samu interpolaciju zvat ¢emo kvazihermiteova po
dijelovima kubicna interpolacija.

Napomena. Kod bilo koje aproksimacije derivacije, greska po
dijelovima kubicne interpolacije bitno ovisi o tome

@ koliko je “dobra” aproksimacija derivacije.
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Podijeljene razlike unaprijed
D

Za aproksimacije prvih derivacija u ¢vorovima interpolacije xy,
najjednostavnije je uzeti podijeljene razlike. One mogu biti

@ unaprijed (do na posljednju, koja je unatrag), ili
@ unazad (do na prvu, koja je unaprijed),
ovisno o tome koji linearni interpolacijski polinom koristimo

za numericko deriviranje.

Ako koristimo podijeljene razlike unaprijed, onda je

.
k+1 — Jk
T+ f, za k=0,...,n—1,
<5Uk—|—1_37k
S —
fn_fn—l
, za k=n.
\xn_ajn—l

NumMat 2021, 6. predavanje — p. 106/121



Podijeljene razlike unazad
——

Ako koristimo podijeljene razlike unazad, onda je

( R
J1 fo) za k=0,
1 — Xy
Sk = X
Je — Je—1 B
, zak=1,....,n.
Tk — Lk—1

Medutim, greska koju smo napravili takvom aproksimacijom
derivacije je reda veli¢ine

@ O(h) u derivaciji, odnosno,
@ O(h?) u funkcijskoj vrijednosti,

Sto je dosta lose — istog reda velicine kao kod po dijelovima
linearne interpolacije (jedino je interpolacija ¢ ovdje glada).
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Simetri¢ne razlike kao aproksimacije derivacije
D ——

Ako su tocke x, ekvidistantne, mozemo korisititi simetri¢nu
razliku (osim na lijevom i desnom rubu, gdje to nije moguce).
Uz oznaku h = x;, — x)_1, imamo

( -

flhfo7 k=0
Sk—<fk+12_hfk_1, zak=1,...,n—1,

\fn _hfn_l, za k = n.

Greska, obzirom na obi¢ne podijeljene razlike,
@ cCe se popraviti tamo gdje se koristi simetri¢na razlika, ali

@ najvece greSke ostaju na prvom i zadnjem podintervalu.
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Besselova aproksimacija derivacija
D

Postoje 1 bolje aproksimacije derivacija, a pripadne po
dijelovima kubi¢ne kvazihermiteove interpolacije obicno
dobivaju ime po nacinu aproksimacije derivacija.

Na pr., derivaciju u tocki x; aproksimiramo tako da povuc¢emo
@ kvadratni interpolacijski polinom u xp_1, xp 1 Tpy1,

@ a zatim ga deriviramo u srednjem ¢voru Ty.

Pripadna kvazihermiteova interpolacija zove se

@ Besselova po dijelovima kubicna interpolacija.

U prvoj i posljednjoj toc¢ki ne mozemo postupiti tako,

@ jer nema lijeve tocke x_1, odnosno, desne tocke x,, 1.
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Besselova aproksimacija derivacija (nastavak)
D

Derivaciju u xy aproksimiramo tako da povucemo
@ kvadratni interpolacijski polinom u xq, x1 1 29,

@ a zatim ga deriviramo u lijevom ¢voru x.

Slicno, derivaciju u x,, aproksimiramo tako da povucemo
@ kvadratni interpolacijski polinom u x,,_s, Ty—1 1 Ty,

@ a zatim ga deriviramo u desnom ¢voru x,,.

U unutrasnjim ¢vorovima x, za k= 1,...,n — 1, pripadni
kvadratni interpolacijski polinom je

Poi(®) = fro1 + flow—1, 2| (v — 221)

- f[iﬁk—h L, CI3k+1] (55 — 5%-1)(56 — ZEk)
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Besselova aproksimacija derivacija — sredina

Deriviranjem 1 uvrstavanjem x; dobivamo
Sk — P/zk(il?k) — f[iEk—h Ik] =+ f[iEk—h Lk, Ik+1] (ﬂfk — Ik—l)-

Uz oznaku h, =, — xr_1, za k= 1,...,n, prethodna se
tformula moze napisati kao
f[CUk, lek+1] — f[«fl?k—h Jfk]

hi + hisa

Sk = [lTr—1, K] + hy

hii1 floeg—1, ok + hi flok, Tr)
hy + iy

)

tj. si je tezinska srednja vrijednost podijeljene razlike unatrag
1 unaprijed, s pozitivnim tezinama hy,1 1 hg.
Za hy = hp1 dobivamo simetri¢nu razliku s, = flrg_1, Tri1].
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Besselova aproksimacija derivacija — pocetak

Za k = 0, pripadni kvadratni interpolacijski polinom je

p21(x) = fo+ flre, w1 (x — o)

+ flxo, x1, 2] (x — x0) (2 — 271).

Deriviranjem, pa uvrstavanjem x, dobivamo
S0 — pl2,1(x0) — f[x(b xl] T f[x(b xlaxQ]

f[331, Iz] - f[%, 5131]

flzo, 1] 1 Iy + I
_ (2h1 + ha) flzo, x1] — A1 flz1, 2]
hi + ho

(2o — 1)

Ovdje, tezine uz podijeljene razlike imaju suprotne predznake.
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Besselova aproksimacija derivacija — kraj

Za k = n, pripadni kvadratni interpolacijski polinom je
P2n-1(T) = fo—o + flon_2, Tn_1] (x — Ty _2)
+ flep_o, Tn_1,2,] (x — 2p_o)(x — 2p_1).
Deriviranjem, pa uvrstavanjem z,, dobivamo
Sn = Do 1(Tn) = flon_2, Tn1] + fln_2, Tn_1, 0] (Tn — Tn_2)

+ f[xn—Za Ln—1, xn] (xn _ xn—l)

f[xn—la xn] _ f[xn—Za CEn—l]
hn—l =+ hn

— f[xn—Qa len—l] + (hn—l + th)

_hn f[xn—% xn—l] =+ (hn—l =+ Zhn) f[xn—la xn]
hn—l =+ hn .
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Besselova aproksimacija derivacija — greska
o ———

Dakle, za Besselovu po dijelovima kubi¢nu interpolaciju

stavljamo
f(2h1—|-h2)f[$07371]_h1 f[xl’@] k=10
h1 + h2 | |
Sk = fpr flon—v, op) + e flow 2o 0
k hk -+ hk—l—l | | | |
_hn f[gjn_27 ajn—l] + (hn—l + Zhn) f[ajn_h Zlfn] k=n
\ 1 + I |

Greska je reda velicine
@ O(h?*) u aproksimaciji derivacije, odnosno,

@ O(h?) u aproksimaciji funkcije.
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Akimina aproksimacija derivacija — sredina
D

JoS jedna varijanta aproksimacije derivacija “s imenom’ .
Akima je 1970. godine dao sljedec¢u aproksimaciju, koja

@ usrednjava podijeljene razlike preko 5 susjednih ¢vorova,

@ s ciljem da se sprijece oscilacije interpolacijske funkcije ¢:

5 — Wi flTr_1, Tp] + wi_1 flog, flﬁk+1]’ -

Wi+1 T Wi—1

uz

W — ’f[xkaxk—l—l] _f[xk—laxk] , k=1,...,n—1,

Ww—1 = Wy — Wy, Wp—-1 = Wy = Wn41-
Ideja. Neka su Ty, = (g, fr) tocke podataka gledane u ravnini.

Ako su tri susjedne tocke na istom pravcu i 7}, je neka od njih,
za S; uzmi koeficijent smjera tog pravca. 1}, srednja < wj, = 0.
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Akimina aproksimacija derivacija — rubovi
e

U slucaju wi_1 = w1 = 0, uzima se aritmeticka sredina

flre—1, k] + flre, Tei]
; .

S —

Za k =01k = n, ove formule se ne mogu direktno iskoristiti,
bez dodatnih definicija.

Kracenjem svih tezina wy; u formuli za k& = 0, dobivamo da je
o f[x—lam()] T f[x())ml]
0o — .
2
Ovdje nam fali f|x_q,z¢|. Zato podijeljenu razliku f|xg, z1]
interpretiramo kao sredinu susjednih podijeljenih razlika, tj.

fle_1, zo] + flz1, 22
5 .

flzo, z1] =

NumMat 2021, 6. predavanje — p. 116/121



Akimina aproksimacija derivacija — rubovi
e

Odatle slijedi da je

fle—1, 0] = 2 flwo, 21] — fl21, 2],

odnosno

3f [0, 2] = S, 5]

So — 9

Za hi1 = ho dobivamo isto kao 1 kod Besselove aproksimacije.
Inace — nel

Slicno dobivamo i relaciju za s,, na desnom rubu

3f[33n_1, an] — f[xn—% xn—l] .

Sp =
2

NumMat 2021, 6. predavanje — p. 117/121



Akimina aproksimacija derivacija — greSka
D

Akimin algoritam (CACM ili TOMS Algorithm 433)
@ je vrlo popularan u praksi,

@ nalazi se u standardnim numerickim paketima, poput
IMSL-a, iako je to¢nost ovih formula za aproksimaciju
derivacije relativno slaba.

Za neekvidistantne tocke, greska

@ u derivaciji je reda veli¢ine samo O(h),

@ a to znaci samo O(h?) za funkcijske vrijednosti.
Ako su tocke ekvidistantne, onda je greska

@ reda velicine O(h?*) za derivaciju,

@ a O(h?) za funkciju, tj. kao i kod Besselove po dijelovima
kvazihermitske interpolacije.
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Akimina aproksimacija derivacija — osnovni cilj
D

Slabija tocnost je potpuno u skladu s osnovnim ciljem
Akimine aproksimacije derivacija. U mnogim primjenama

@ zelimo dobiti geometrijski ili vizuelno pozeljan oblik
aproksimacijske funkcije .

@ Tipican primjer je (priblizno) crtanje grafova funkcija.

Ostaje jos pitanje kako postiéi vizuelnu “glatkocu”?
@ Heuristika = izbjegavanje naglih promjena u derivaciji.
@ Dobivene podatke za derivaciju moramo “izgladiti”.

@ Problem izgladivanja podataka je klasi¢ni problem
numericke analize.

@ Najjednostavniji pristup je zamjena podatka srednjom
vrijednosc¢u podataka preko nekoliko susjednih tocaka.
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Druge aproksimacije derivacija
I

Aproksimacija derivacije moze se napraviti jos i bolje, tako da

@ povucemo interpolacijski polinom stupnja 3, s ¢vorovima
Tk, Th_1, Ty 1 jednim od ¢vorova xy_o i Tp o
(nesimetri¢nost, odnosno, dvije varijante algoritmal)

@ 1 njega deriviramo u xy.

Na rubovima postupamo kao kod Besselove aproksimacije.

Takvim postupkom mozemo dobiti gresku

@ reda velicine O(h*) u funkcijskoj vrijednosti.

Primijetite da bolja aproksimacija derivacija nije potrebna, jer
je greska kod po dijelovima Hermiteove kubicne interpolacije
(egzaktne derivacije), takoder, reda velicine O(h*).
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Zaklju¢ak — lokalnost interpolacije
o ——

Kvazihermiteova po dijelovima kubi¢na interpolacija je,
takoder, lokalna — slicno kao 1 Hermiteova,

@ tj. promjenom jedne tocke (xy, fi) ili podatka fy,

@ promijenit ¢e se samo nekoliko susjednih kubiénih
polinoma.

Tocéno koliko, ovisi o tome

@ koju smo aproksimaciju derivacije izabrali.
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