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SadrzZaj predavanja
D ——

@ Interpolacija polinomima:

Lagrangeova baza.

Racunanje Lagrangeovog oblika IP.

Ocjena pogreske za dovoljno glatke funkcije.
Newtonova baza 1 podijeljene razlike.
Racunanje Newtonovog oblika IP.

Newton za ekvidistantne ¢vorove, konacne razlike.
Koliko je dobar interpolacijski polinom?
Primjer Runge.

Optimalni izbor évorova i Cebisevljeva mreza.
Hermiteova interpolacija 1 ocjena greske.
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Newtonov oblik Hermiteovog IP.
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Lagrangeov oblik

interpolacijskog polinoma
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Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma
I

Da bismo nasli koeficijente interpolacijskog polinoma, nije
potrebno (ni dobro) rjesavati linearni sustav za koeficijente.

Interpolacijski polinom p,, treba zapisati u nekoj drugoj bazi.

Po definiciji, Lagrangeova baza {{y,k = 0,...,n} u prostoru
polinoma P, je ona baza za koju je
@ matrica sustava za interpolaciju bas jedini¢na matrica, tj.

@ za koeficijente interpolacijskog polinoma vrijedi a, = f;.

Dakle, Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma p,, je
pa(@) = 3" filh(x).
k=0

Koeficijenti su zadani podaci f;, a problem je izracunati bazu!
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Lagrangeova baza — kardinalna interpolacija

U Lagrangeovoj bazi, elementi matrice A sustava interpolacije
su Ay = lp(x;), za 1,k =0,...,n. Iz uvjeta A = [ dobivamo:

Polinomi ¢, Lagrangeove baze su rjeSenja posebnih problema

interpolacije

u kojima su desne strane (zadane vrijednosti) upravo jedinicni
vektori ey standardne baze u R"™t za k =0,...,n.

Raniji teorem = postoje jedinstveni polinomi ¢, € P,, koji
zadovoljavaju ove — tzv. kardinalne uvjete interpolacije.
@ Iz njih odmah slijedi da je {{;,k =0,...,n} baza u P,
(katkad se zove i kardinalna baza). Dokazite to!

0, za1=#k,
1, za1=k,

gk(%) = O = {

NumMat 2020, 5. predavanje — p. 5/145



Lagrangeova baza — eksplicitni oblik polinoma
e

Kardinalni uvjeti interpolacije za polinom ¢,

0, za1#k,
bol(s) = { 7

1, za1=k,

)

zadaju sve nultocke i jos jednu vrijednost za ¢;.. Odavde slijedi

(. — o) -+ (2 — xp1) (@ — @p1) -+~ (T — )

Ek(ﬂj) — (ka _ ZE()) e (ij — 513,%—1) (:Ijk — ZEk+1) v (ka — fvn)
B T —  wi(T) _ n
ka—a:@' S k=0
z;ék

Iz ovog oblika vidimo da je za racunanje vrijednosti polinoma
pn(7) u Lagrangeovoj formi potrebno O(n?) operacija.
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Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

To je ubrzanje obzirom na O(n?) iz sustava, ali moze jos brze.

Polinom n

zovemo polinom ¢vorova.

Polinome /¢ (x) Lagrangeove baze mozemo napisati preko w(z),

w(7)

fk ) — .
() (x — xp) wi (k)

Nadalje, derivacijom w kao produkta izlazi wy(xy) = W' (),

pa je n
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Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Forma n

pul) = w(z) 3

k=0

I

(x — xp) W' (xg)

se moze koristiti za racunanje vrijednosti polinoma u tocki
r#xE,zak=0,....,n (zax =1z, znamo da je p,(xx) = fr)-
Broj operacija za svaku tocku z je O(n), tj. linearan u n.

Ipak, svrha Lagrangeovog oblika interpolacijskog polinoma

@ nije racunanje vrijednosti u tocki, ve¢ se uglavnom koristi
za teoretske svrhe (dokaze).

Ako znamo neke informacije o funkciji f, mozemo napraviti i
ocjenu greske interpolacijskog polinoma. Razumno u praksi:

@ f je “malo vise” netrivijalno glatka od polinoma p,.
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Greska interpolacijskog polinoma

Teorem. Pretpostavimo da

@ funkcija f ima (n + 1)-u derivaciju na segmentu |a, b| za
neki n € NU{0};

Q@ 1z € la,b], zak=0,...,n, sumedusobno razli¢iti ¢vorovi
interpolacije, tj. x; # x; za © # J;

@ p, je interpolacijski polinom za f u tim ¢vorovima.

Za bilo koju tocku x € |a, b], postoji tocka &
Tmin := min{zg, ..., Ty, v} < & <max{zg,...,Tn, T} = Tmax

takva da za gresku interpolacijskog polinoma vrijedi

w(z)

() = @) = pale) = 535 SO,
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Greska interpolacijskog polinoma
e

Dokaz. 1. slucaj — ako je x = xg, tj. x je ¢vor interpolacije.

Tada je e(xy) = w(xr) = 0, pa su obje strane posljednje

relacije jednake 0, a & je proizvoljan. Dakle, tvrdnja vrijedi!

2. slucaj — pretpostavimo da x nije ¢vor interpolacije.

Tada je w(x) # 0 i gresku interpolacije prikazujemo u obliku
e(z) = f(z) — pa(z) = w(z)s(),

s time da je s(x) korektno definiran (broj), ¢im x nije ¢vor.

Fiksirajmo x, a zatim definiramo funkciju g = g, u varijabli ¢

g(t) — €(t) — w(t)s(x) = €(t) _ w(t) G(x)

w(x)

, tela,bl.
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Greska interpolacijskog polinoma
D

Gledamo derivabilnost od g po ¢, s tim da su p,, 1 w polinomi.
Zakljucei:
@ funkcija pogreske e ima to¢no onoliko derivacija (po t)
koliko i1 f, i one su neprekidne kad su to i derivacije od f;

@ 7z nije évor, pa je ¢""*Y korektno definirana na [a, b).

Nadimo koliko nultocaka ima funkcija g. Ako za t uvrstimo
¢vor Iy, dobivamo
e(x)

w(x)

g(xr) = e(xy,) — w(wy)

Jednako tako je i
g9(x) = e(x) —e(r) = 0.

Drugim rijeCima, g ima barem n + 2 nultocke na |Z i, Tmax]|-
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Greska interpolacijskog polinoma
e

Sad iskoristimo da ¢ postoji na [Tmin, Tmax]  [a, b].

Zbog n > 0, funkcija ¢ je derivabilna na [Ty, Tmax|, P2

@ Rolleov teorem = ¢’ ima barem n + 1 nulto¢ku unutar
(aanhlalknax)°

Induktivnom primjenom Rolleovog teorema zakljucujemo da
@ ¢Y) ima barem n + 2 — j nultocaka na (Tmin, Tmax ), 22
7=0,....n+1;
@ Na kraju, za j = n + 1 dobivamo da ¢"*Y ima bar jednu
nultocku & € (Tmin, Tmax)-
Ova nultocka &, naravno, ovisi o x, isto kao i funkcija g.

n+1)

Za kraj dokaza, treba izracunati g 1 uvrstiti nultocku &.
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Greska interpolacijskog polinoma
D

Znamo da su p,, 1 w polinomi odgovarajucih stupnjeva:
@ p, je polinom stupnja najvise n, pa je pgnﬂ) = 0,
@ w je polinom stupnja tocno n + 1.

Onda je
() = V@), W) = (n+ 1)L

Uvrstavanjem ovih relacija u izraz za ¢"*Y(t), dobivamo

() = ) () — (D) () AT

= () — (n+1)! Z((?)
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Greska interpolacijskog polinoma

Kad uvazimo da je ¢"*Y (&) = 0, onda je

0= g™ (&) = F(E) - (n+ 1)t D

w(x)

)

odnosno, w(z)

(n+1)

ofw) = - fH (g,

Uocite sljedec¢e bitne stvari u tvrdnji i dokazu:

@ Dovoljno je samo da f*Y(z) postoji, za svaki z € [a, b],
bez daljnjih zahtjeva (ogranicenost, neprekidnost, i sl.).
@ Faktor w(x) osigurava ponistavanje greske u ¢vorovima.

Lijepi oblik = treba n + 1-a derivacija. Zato nam treba
prijelaz na ¢t 1 “trik” s z, kao dodatnom nultockom za g.

Za drugacije glatkoce od f postoje tzv. Jacksonovi teoremi.
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Ocjena greske interpolacijskog polinoma

Pojacanje tvrdnje.
@ Ako je f™Y ogranicena na [a, b], ili, jace,
@ ako je f € C"a,b], tj. f ima neprekidnu (n + 1)-u
derivaciju na |a, b],

onda vrijedi sljedec¢a “globalna” ocjena greske interpolacijskog
polinoma p,, za funkciju f, u bilo kojoj tocki x € |a, b]

w(z)]
— pu(2)] < M, M, 1 := m (1) ().
(@) = pa()| € =5 Moty Mo = mac [ £ (@)

Ova ocjena slijedi direktno iz proslog teorema, a korisna je ako
relativno jednostavno mozemo

@ izracunati ili odozgo ocijeniti vrijednost M, .
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Newtonov oblik
interpolacijskog polinoma
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
D

Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma (IP)

@ nije pogodan za dodavanje ¢vorova, tj. za postupno
povecanje stupnja interpolacijskog polinoma.

Postoji i Newtonova forma interpolacijskog polinoma (IP),
@ koja se moze izvesti tako da se interpolacijskom polinomu
dodaju nove tocke interpolacije (zy, fi), tj. povecava se
stupanj interpolacijskog polinoma.

Pocetak konstrukcije = interpolacijski polinom stupnja 0:

Kre¢emo od ¢vora xg 1 konstante py koja interpolira funkciju f

u Cvoru xy
po(l‘) = Jo-
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
e

Prvi korak = interpolacijski polinom stupnja 1:
@ Dodajmo joS jedan ¢vor interpolacije, .
Polinom p; napisimo kao zbroj polinoma pq 1 korekcije rq,
pi(z) = po(x) + ri(x).
Prvo uoc¢imo:
@ 7, mora biti stupnja (najvise) 1.
Zatim, iz uvjeta interpolacije u ranijem ¢voru xrg imamo
fo = p1(x0) = po(w0) + r1(x0) = fo + r1(20),

tj. mora biti r(xg) = 0. Dakle, r; mora imati oblik

ri(x) = a1 (x — xg).
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
D

Na kraju, iz uvjeta interpolacije u novom ¢voru x; imamo
fi=pi(x1) = po(x1) +ri(z1) = fo +ri(z1),
tj mora biti 7“1(331) = fl — fo. Iz Tl(iEl) = &1([131 — 330) 1zlazi

_h— o

X1 — X

aq

Drugi korak = interpolacijski polinom stupnja 2:
@ Dodajmo joS jedan ¢vor interpolacije, .

Polinom p, napisimo kao zbroj polinoma p; 1 korekcije 7o,

p2(x) = p1(z) + ra(x).
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
D

Opet, korekcija ro mora biti stupnja (najvise) 2.
Iz uvjeta interpolacije u ranijim ¢vorovima 1 ;7 imamo
S = p2(zr) = pr(g) +r2(z) = fi +r2(z), k=0,1,
tj. mora biti ro(xg) = ro(x1) = 0. Dakle, ro mora imati oblik
ro(x) = as(x — x9)(x — 27).

Na kraju, koeficijent as racunamo iz uvjeta interpolacije u
Nnovom ¢Cvoru To.

U nastavku konstrukcije, na isti nacin dobivamo iste zakljucke:
@ Korekcija mora imati nultocke u svim ranijim ¢vorovima,

@ a koeficijent izlazi iz uvjeta interpolacije u novom ¢voru.
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Nastavimo li postupak do ¢vora z,,, dobit ¢emo interpolacijski

polinom
n—1

po(x) =ag+ a1(x — xg) + - + ay, H(x — Tp),
k=0

zapisan u “donjoj trokutastoj” ili Newtonovo] bazi

n—1

1, (x—x9), (x—x0)(x—121), ..., H(x—xk)

k=0
u prostoru P,, polinoma stupnja manjeg ili jednakog n.
Sada samo treba odrediti koeficijente a;. Prethodni postupak

odgovara supstituciji unaprijed (probajte). Medutim, moze i
elegantnije, Sto otkriva dodatna svojstva koeficijenata a,!
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
.

Vec¢ smo pokazali da je

_ fl_fO

T — Ty

) :f()a aq

Budu¢i da dizemo stupanj interpolacijskog polinoma, onda ay
ovisi samo o funkciji f 1 “trenutnim” ¢évorovima xg, ..., k.

Oznaka i definicija za koeficijente u Newtonovom obliku IP:

ar = flro,...,zk], k=0,...,n,
a velicinu f|xo, ..., x| zovemo
@ k-ta podijeljena razlika funkcije f s ¢vorovima zo, ..., Tk.
Katkad se koristi “operatorska” oznaka |z, ..., x| f.
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Podijeljene razlike
I am———,

Lema. Za medusobno razli¢ite ¢vorove xg, ..., z,, podijeljena
razlika f|xo,...,x,] ne ovisi o permutaciji ¢vorova o, tj.
f[:EOa - ,ZCn] — f[aja(())) - 7330(7),)]'

Dokaz. Oznacimo koeficijente interpolacijskog polinoma p,,

@ s ap — ako je poredak ¢vorova xo, ..., x,,
@ s b, — ako je poredak ¢vorova z,(gy, ..., Temn)-
Dakle, _—
() =ag+ a1(x — xg) + - + ay, H(az — xp)
k=0

n—1
= bo + b1(x — z5(0)) + - + by 1_[(5’j — To(k))-
k=0
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Podijeljene razlike
I

Oba zapisa predstavljaju isti polinom p,,, pa

@ koeficijenti uz odgovarajuce potencije od x moraju biti
jednaki.

Usporedivanjem koeficijenata uz =™ vidimo da je a,, = b,,. 1

Kasnije ¢emo vidjeti da ¢vorovi ne moraju biti razliciti.

Ostaje jos samo pitanje kako efikasno racunati f|zo, ..., z,].

Lema. Za podijeljene razlike vrijedi sljede¢a rekurzija

f[ﬁlf(), . 7:Cn] — f[xl’ o 756"2]3 __fixom e 73771—1]7

s tim da je flzy] = fi. Ovdje pretpostavljamo da je xg # x,.
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Podijeljene razlike

Dokaz. Oznacimo koeficijente interpolacijskog polinoma p,, u
odgovarajuc¢em Newtonovom obliku

@ s a, — ako je poredak ¢vorova xo, ..., x,,

@ s b, — ako je poredak ¢vorova x,, ..., Zg.

Dakle, .
Pn(x) = ao + ar(z — xo) + -+ +anH(33 — T,

k=0

:bo—l—bl(x—xn)+---+an(:13—:13k).
k=1

U prethodnoj lemi je dokazano da je a,, = b,,. Usporedimo sad
koeficijente uz 2" 1.
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Podijeljene razlike
——

Koeficijent uz 2" ! dobivamo kao zbroj dva koeficijenta:

@ koeficijent uz pretposljednji ¢lan u p,,, Sto je a,,_1 u
jednom sluc¢aju, a b,,_1 u drugom,

@ u posljednjem ¢lanu — u produktu faktora [[,_ (x — ),
uzmemo iz jedne zagrade —xy, a iz svih ostalih x.

Izjednacavanjem koeficijenata dobivamo

n—1 n
Ap—1 — Un E L — bn—l — bn § L.
k=0 k=1

Uvazimo da je a,, = b,

n—1 n
(p_1 — G E T =bn_1—ap E T
k=0 k=1
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Podijeljene razlike
.

Skratimo iste ¢lanove x1,...,x,_1 u obje sume, pa ostaje

bn—l — Up—1 = an(ajn — 330)7

1l
bn—l — Up—-1
a, = .
Tn — Lo
Kad uvrstimo da je
an = flxo, ..., Tnl,
Ap—1 = f:xo, e axn—l]a
bn—l — f:xna"'axl] — f[xla"'axn]a

odmah izlazi trazena rekurzija.

Start rekurzije je flxi] = fr, Sto se vidi iz konstantnog
interpolacijskog polinoma. O
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Tablica podijeljenih razlika
e ———

Tablica svih potrebnih podijeljenih razlika ima ovaj oblik:

T flok] fleg, 2ev1]  flow, Togr, Trg2] - flzo,. .., @)
0 flzol

f[.flfo, 331]
L1 f[xl] f[xQ,ZUl,ZUQ]

f[xh .’132]

f[x()a 7xn]
f[xn—27 xn—l]
Ln—1 f[xn—l] f[xn—27 Ln—1, xn]
f[xn—h xn]
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Konacni izgled Newtonovog interpolacijskog polinoma je
po(z) = flzo] + flzo, 21] (x — o)
+ flxo, x1, x2] (x — x9) (x — 1)
+ o+ flro, 21, ] (x—xg) - (T — 1),

Od tablice podijeljenih razlika treba nam samo “gornji rub”.
To se moze izracunati u jednom jednodimenzionalnom polju.

Algoritam racunanja podijeljenih razlika

za 1 =1 do n radi {
za j =n do i radi {
f[3]1 = (£03] - £0[ - 11)/(x[3] - x[j - i]);
s
+;
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
——

Nakon zavrsetka algoritma za racunanje podijeljenih razlika

@ “gornji rub” flxg,...,z;] se nalazi, redom, u polju f.

Algoritam izvrednjavanja interpolacijskog polinoma p,, u nekoj
tocki r ima oblik Hornerove sheme.

Algoritam izvrednjavanja interpolacijskog polinoma

sum = f[n];
za i =n -1 do 0 radi {

sum = sum * (x - x[i]) + f[il;
};

/* Na kraju je p_n(x) = sum. */

Slozenost je O(n) operacija po svakoj tocki .
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Zapis greske interpolacijskog polinoma
e

[zraz za gresku interpolacijskog polinoma p,, na |a, b| iz ranijeg
teorema, mozemo pisati koristenjem podijeljenih razlika.

Ideja. U Newtonov oblik polinoma p,, dodajmo jos jedan ¢vor
T,41 € |la,b], s tim da x,,,1 nije jednak ni jednom od polaznih
¢vorova g, ..., T,. Dobivamo polinom p, . za kojeg vrijedi
Prt1(2) = flao] + flzo, z1] (2 — o)
+ o+ flro, ..., x| (x —x0) - (T — 1)

+ flzo, ..., Tn, Tpy| (x — x0) -+ (T — xp).
= (@) + (& — 20) -+ (T — @) fl2os - -+ T, T
= pp(x) + w(x) flzo, ..., T, Tpaal,
gdje je w polinom ¢vorova za polazne ¢vorove xo, ..., x,.
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Zapis greske interpolacijskog polinoma
D

Uvjet interpolacije za polinom p,; u dodanom ¢voru x, 1 je

pn+1(37n+1) — f(anrl)'

On sluzi samo tome da dobijemo f, umjesto p, 41, na lijevo]
strani. A sad, zaboravimo na p,1 i pogledajmo sto to kaze o
polinomu p,, od kojeg smo krenuli. Dobivamo

f(@ni1) = po(@ni1) + wW(@ni) fl2o, - - Tngal,

odakle odmah slijedi izraz za gresku interpolacije u tocki x,, 1
f(@ni1) = Po(Tng1) = w(Tngt) flzo, o Tl

Ovo je algebarski identitet — tu nema nikakvih “cudesa”!

Obicno se pise x, umjesto x,.1, zato da naglasimo da ta tocka
moze varirati, a zadane ¢vorove xg, ..., x, smatramo fiksnima.
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Greska interpolacijskog polinoma
e

Teorem. Neka je f funkcija definirana na segmentu |a, b).
Neka jen € NU{0} i

@ neka su z; € |a,b], za k = 0,...,n, medusobno razliciti
cvorovi interpolacije, tj. x; # x; za i # j,

@ i neka je p, interpolacijski polinom za f u tim ¢vorovima.
Za bilo koju tocku x € [a,b|, takvu da je x # xg, ..., x,, tj.
¢im x nije ¢vor interpolacije, za gresku interpolacije vrijedi

e(x) := f(x) — pp(x) = w(x) flrg, ..., T, x| ]

Bitno: Ovo vrijedi bez ikakvih dodatnih pretpostavki na f.

@ Faktor f|xzg,...,z,,z] ovisi samo o zadanim podacima
(g, fr), za k=0,...,n,1itocki (z, f(z)) — gdje gledamo
gresku.
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Podijeljena razlika s dvostrukim ¢vorom
D

Ako zZelimo da prethodna formula vrijedi i kad je x jednak
nekom od ¢vorova interpolacije, onda treba osigurati da je

@ izraz f|xg,...,T,, x| korektno definiran, kad je z = ;.
Pitanje: Sto je podijeljena razlika u dvostrukom &évoru?

Definicija ide prosirenjem po neprekidnosti. Neka su xg i
r1 = To + h dva ¢évora 1 pustimo da h — 0. Tada je

f[xo, .CCO] — }111_{% [waTO + h] _ llzl_% f(CUO + h})b — f(CUO)

— f/(xo)-

Dakle, podijeljena razlika f|x, z¢| je korektno definirana ako i
samo ako prva derivacija f’ postoji u xp.

Uz to prosirenje, podijeljene razlike viseg reda racunaju se na
uobicajeni nacin — vrijedi rekurzija.
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Prosirenje — greska interpolacije u ¢vorovima
D

Prosirenje. Ako f’ postoji u svim ¢vorovima interpolacije,
onda prethodna formula za gresku interpolacije polinomom p,

e(x) := f(x) — pp(x) = w(x) flrg, ..., Ty, X
vrijedi za sve x € |a, b], tj. i kad je x jednak nekom ¢voru. W

Velika prednost ovog oblika = moze se derivirati 1 integrirati
kao funkcija od x, uz odgovarajucu glatkocu funkcije f.
Osim toga, ova formula vrijedi i kad ¢vorovi nisu medusobno
razliciti (v. Hermiteova interpolacija).

Usporedimo to s izrazom za gresku iz ranijeg teorema

(@) = pula) = o FVE),

za neki & € (Tyin, Tmax), pazeti na pretpostavke i tvrdnju!
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Veza podijeljene razlike i derivacije istog reda

Teorem. Neka su zadani ¢vorovi xy, € [a,b], za k=0,...,n, i
pretpostavimo da f™*Y postoji na cijelom [a, b]. Onda za
svaku tocku = € |a, b|, postoji tocka & € (Tmin, Tmax), takva da
za podijeljenu razliku vrijedi

()
f[x()axla"' 7567173:] — (n_|_ 1)' .
Tvrdnja vrijedi 1 kad ¢vorovi nisu medusobno razliciti. N
Kad stavimo x = x,,11, dobijemo
()
f[xmxla cee 7xn7xn—|—1] — (n + 1)' .

Za n = 0, usporedite ovo s Lagrangeovim teoremom srednje
vrijednosti, ili odnosom “sekanta” <+ “tangenta”!
Gornja formula je generalizacija za n > 1 (za viSe derivacije).
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Podijeljene razlike visokog reda za polinome
L

Iz formule

FE)
(n+1)!

f[ﬁl?o, L1y L, xn—l—l] —

direktno izlazi jos i ovaj rezultat.

Korolar. Ako je f € P, polinom stupnja najvise n, onda je
flxo,x1,...,2x] =0, za k>n+1,
za bilo koji izbor ¢vorova xy, ..., x.

Dokaz. Za k > n + 1 vrijedi f*)(£) = 0 u svakoj tocki &. O
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Podijeljena razlika — kao funkcija argumenata
e

Za ilustraciju, pogledajmo kako se ponasa podijeljena razlika
fy) — flo
fly) = (y) — J( )7
Yy —x
kao funkcija dvije varijable x,y € |a, b, na kvadratu
S = [a,b] x [a,b] C R? s dijagonalom D = {(x,z) | x € [a,b] }.

Ovisno o svojstvima funkcije f na |a,b|, za f|z,y| vrijedi:

@ f definirana na |a,b] = f|z,y| definirana na S\ D,
@ f neprekidna na |a,b] = f|x,y| neprekidna na S\ D,
@ f derivabilna na |a,b] = f|x,y| definirana na cijelom S,

@ f neprekidno derivabilna na [a,b] = f][z,y| neprekidna
na cijelom S.
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Newtonov oblik IP za
ekvidistantne ¢vorove
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Newtonov oblik — ekvidistantni ¢vorovi
I ——

Newtonova forma interpolacijskog polinoma moze se
pojednostavniti

@ ako su ¢évorovi ekvidistantni.

Prisjetimo se, Newtonov interpolacijski polinom izgleda ovako:

pn(x) = flxo] + flzo, 21] (z — 20)
+ f[ﬂ?o, ZEl,IQ] (ZI? — 330) (ZI? — ZIZl)

—|—---—|—f[330,331,---733n] (ZE—ZEo)"'(ZE_In—l)'

Pojednostavljenje racunanja radi se u

@ podijeljenim razlikama f|xg, z1, ..., Tk,

@ faktoru (z —xq) - (x — xp_1) = Hf;é(x — ;).
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Ekvidistantni ¢vorovi — konacne razlike
I

Pojednostavnimo prvo podijeljenu razliku.

Tocke su ekvidistantne s “razmakom” (ili korakom) h, ako je
ri=x0+j-h, 7=0,...,n.
Konac¢nu razliku unaprijed definiramo kao
Afy = Jivn =I5

Operator A zovemo operator konacnih razlika unaprijed.

Konacnu razliku reda £, za £ € N, definiramo rekurzivno kao
AP fy =AM i = AL,

uz dogovor (definiciju) A’f; = f,.
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Podijeljene i konacne razlike
.,

Nadimo vezu podijeljenih 1 konacnih razlika.

Lema. Ako su tocke z; ekvidistantne, za bilo koji & > 0 vrijedi

1

k| b ANy

f[IjW"?'Ij—l—k] =

Dokaz. Ide indukcijom po redu k.

Za k = 0, rezultat je oc¢ito istinit — po definiciji.

Baza indukcije. Za k£ = 1 imamo

_Lim—f Af
fleg xjm] = T —x; R

pa tvrdnja vrijedi za k = 1.
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Podijeljene i konacne razlike

Korak indukcije. Pretpostavimo da za sve uzastopne tocke

Tj,...,Tj+k—1, za bilo koji “dozvoljeni” 7, vrijedi

1 k—1

f[xja“'?xﬂk—l] — (k—l)!hk_lA fj'
Zakljucak. Ako je 1 + k < n, onda je
Ay i — flas, o g
f[xj) o 7xj—|—k] _ f[xj—l-17 ’ J—I—k] f[ 7 y Lj+-k 1]
Litk — 4
f['rj—l—la R 7'rj—|—/€] — f['rja s 7:Ej—|—k—1]

= T = (pretp. ind.)
1

_ 1 1 k—1 k—1
" kh ((k — 1)l pk-! AT i = (k — 1)l pk-1 A fj)

1 _
— L Rk (Ak 1fj—|—1 Ak 1f]) Akf] []

k! hk
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Ekvidistantni ¢vorovi — Newtonova baza
e

Pojednostavnimo jos faktor (x — xg) -+ (z — x5_1).

Zapisimo prvo tocku x preko pocetnog ¢vora xq 1 koraka h,
r =29+ s h.

s tim da, ovdje, s moze biti i realan broj. Tada je

r—xj=x0+s-h—(xo+j-h)=(s—J)h,

pa je
[16 ) =TT (G = 90) = # [T~ 9
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Ekvidistantni ¢vorovi — Newtonova baza
e

Po definiciji binomnih koeficijenata, s tim da i ovdje smije biti
s € R, imamo

()=t ()= ko

Odavde odmabh slijedi da je

Sada mozemo napisati Newtonov oblik interpolacijskog
polinoma s ekvidistantnim ¢vorovima.
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Newtonov oblik — ekvidistantni ¢vorovi
I —

Uocimo da se faktor h*k! skrati:
@ u nazivniku dolazi od podijeljenih razlika f|xo, ...,z
@ a u brojniku dolazi od produkta H;:é(a: — x;).
Onda interpolacijski polinom izgleda ovako:
po(z) = flzo] + flzo, 21] (x — o)
+ flxo, x1, x2] (x — xo) (x — 1)

_|_..._|_f[x0,:131,...,513n](ZE—ZEo)"'(m_mn—l)
= A"fy + (i) Alfo+ -+ <S> A" fo,
n

pri cemu je
r =29+ s h.
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Ekvidistantni ¢vorovi — tablica konacnih razlika
e

Tablica svih potrebnih konacnih razlika ima ovaj oblik:

Tk e A fk A® f e AT
T Jo
Afo
L1 f1 A2fO
Afi
: A" fo
Afn—2
Tn—1 fn—l Aan—Q
Afn—l
Ln In
Ova tablica se racuna u jednom jednodimenzionalnom polju,
kao 1 kod podijeljenih razlika.
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Koliko je *“dobar”

interpolacijski polinom?
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Koliko je dobar interpolacijski polinom?
e

U praksi se obic¢no koriste

@ interpolacijski polinomi niskih stupnjeva — do 5.
Zasto?
Za neke tunkcije i za neke izbore tocaka interpolacije,
povecavanje stupnja interpolacijskog polinoma

@ moze dovesti do povecanja gresaka.

Promotrimo nekoliko karakteristi¢cnih primjera. Legenda:
@ crna boja — funkcija f,

@ crvena boja — interpolacijski polinom p,,.

Ekvidistantna mreza s n 4+ 1 ¢vorova u intervalu |a, b] ima

évorove :E,in) =a+k-h, zak=0,...,n,uz h, = (b—a)/n.
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Primjer — logaritamska funkcija
e

Promotrimo grafove interpolacijskih polinoma stupnjeva 1-6
koji interpoliraju funkciju

f(z) = logy(x)

na ekvidistantnoj mrezi za x € [0.1, 10].

Primijetit ¢cete da je greska interpolacije
@ najvecCa na prvom intervalu.

Razlog: funkcija log,,(x) ima singularitet u 0, a pocetna tocka
interpolacije 0.1 je vrlo blizu tog singulariteta.

Nadalje, promotrite kako se interpolacijski polinom ponasa
izvan intervala interpolacije (tzv. “ekstrapolacija”).
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Logaritam — ekvidistantna mrezZa

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 1.
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Logaritam — ekvidistantna mrezZa

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 2.
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Logaritam — ekvidistantna mrezZa

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 3.
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- Logaritam — ekvidistantna mrezZa

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 4.
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Logaritam — ekvidistantna mrezZa

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 5.
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- Logaritam — ekvidistantna mrezZa

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 6.
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Logaritam — ekvidistantna mrezZa, greska
P
L ————

0-5 r\

—0.5 1

Ekvidistantna mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 1.

Pratite skalu na y-osi.
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Logaritam — ekvidistantna mrezZa, greska
P
L ————

05 “/_\

5 5 d 10

—0.5 1

Ekvidistantna mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 2.

Pratite skalu na y-osi.
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Logaritam — ekvidistantna mrezZa, greska

0.25 1 [\
: : ; ' ' S ——

—0.25 |

—0.5 1

Ekvidistantna mreza,

oreska interpolacijskog polinoma stupnja 3.

Pratite skalu na y-osi.
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Logaritam — ekvidistantna mrezZa, greska

|
y
0.5
0.25--[\
: ——t —t . : —— : ,./ -
| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 =
~0.25
~0.51

Ekvidistantna mreza,
oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 4.

Pratite skalu na y-osi.
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Logaritam — ekvidistantna mrezZa, greska

0.25 /’\
: . : ' ] : ' p—p ey -

—0.25 |

Ekvidistantna mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 5.

Pratite skalu na y-osi.
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Logaritam — ekvidistantna mrezZa, greska

0.25 1

—0.25 |

Ekvidistantna mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 6.

Pratite skalu na y-osi.
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Primjer Runge

Njemacki matematicar Runge (1901. g.) prvi je uocio

@ probleme koji nastupaju kod interpolacije polinomima na
ekvidistantnim mrezama ¢vorova.

@ Konstruirao je funkciju — poznatu kao funkcija Runge

1

f@) =

na |—5,5],

takvu da niz interpolacijskih polinoma na ekvidistantnim
mrezama ne konvergira prema toj funkciji.

Promotrimo interpolaciju polinomima stupnjeva
@ 1-6, 8, 10, 12, 14 i 16 (parnost funkcije!),

na ekvidistantnim mrezama ¢vorova u [—5, 5].
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- Primjer Runge — ekvidistantna mreza

6 -5 -4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5 6 =

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 1.

NumMat 2020, 5. predavanje — p. 64/145



Primjer Runge — ekvidistantna mreza
D

754321 12345\6507

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 2.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

—16/—=5 _=4 3 9 _1

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 3.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza
D

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 4.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza
D

B S ST~ ¢ @

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 5.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza
D

Z-
W
(@)
8

Y

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 6.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 8.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

ﬂ

L~

s 1Is N3 9 1

!

14

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 10.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

!

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 12.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 14.

NumMat 2020, 5. predavanje — p. 73/145



Primjer Runge — ekvidistantna mreza
D

6 45 [-4 -3 -2 -1 ,| 1 2 3 4|35 6 =

!

—0+

—10 +

—14 +

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 16.
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- Primjer Runge — ekvidistantna mrezZa, greska

6 -5 -4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5 6 =©

Ekvidistantna mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 1.
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Primjer Runge — ekvidistantna mrezZa, greska

A
y
0.51
6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 /5 6 T
/0.5 1

Ekvidistantna mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 2.
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- Primjer Runge — ekvidistantna mrezZa, greska

—6 —5 —4—-—3 =% -1 1 2~3 45 6 T

Ekvidistantna mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 3.
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Primjer Runge — ekvidistantna mrezZa, greska

A
y
/\ 0-5“ /\
—6 45 -4 -3 \-2 -1 1 2/ 3 4 6 T
~0.5 ¢

Ekvidistantna mreza,
oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 4.

NumMat 2020, 5. predavanje — p. 78/145



Primjer Runge — ekvidistantna mrezZa, greska

0.571

6 A5 —4 -2 21 N_2-3 4 5\ 6 =

—-0.5 7

Ekvidistantna mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 5.
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Primjer Runge — ekvidistantna mrezZa, greska

|
y
0.51
—6 5 —-4/-3 —2\~1 1/2 3\ 4 6 T
—0.514

Ekvidistantna mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 6.
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Primjer Runge — ekvidistantna mrezZa, greska

LA

6 45 -\ -2 2 \3 /4 6 =

Ekvidistantna mreza,
oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 8.
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Primjer Runge — ekvidistantna mrezZa, greska

, [N N -
—6 -5 4 -3 -2 -1 1 2 3 ) 6

Ekvidistantna mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 10.
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Primjer Runge — ekvidistantna mrezZa, greska
L ————

|
(@p)
|
(O}
|
w
| i
[\
| ]
—
|
[\
w
(@p)
8
!

Ekvidistantna mreza,
oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 12.
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Primjer Runge — ekvidistantna mrezZa, greska
L ————

/AN [

6 5 [-4 -3 —2 -1 .| 1 2 3 4\ % 6 =«

-7+

Ekvidistantna mreza,
oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 14.
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Primjer Runge — ekvidistantna mrezZa, greska
- L ————

6 45 M -3 —2 -1.] 1 2 3 % § 6 =«

—10+

Ekvidistantna mreza,
oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 16.
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Analiza
e

Za primjer Runge moze se provesti pazljiva analiza (vidi
skriptu) i pokazati da

@ ¢im je |z| > 3.63..., a interpolira se u ekvidistantnim
¢vorovima, niz interpolacijskih polinoma divergira.

Sljedeci primjer pokazuje da postoji jos gora situacija — niz
interpolacijskih polinoma konvergira samo u 3 tocke.

Primjer. (Bernstein, 1912. g.) Neka je
fx) = |z]

1 neka je p, interpolacijski polinom u n + 1 ekvidistantnih
¢vorova na |—1,1]. Tada |f(z) — p,(z)| — 0, kad n — oo,
samo u tri tocke: x = —1, 0, 1.

NumMat 2020, 5. predavanje — p. 86/145



Primjer Runge — nastavak

Moze li se funkciji Runge “pomoc¢i”? Moze!
Ako umjesto ekvidistantnih ¢vorova interpolacije uzmemo
neekvidistantne, tocnije,
@ tzv. Cebisevljeve tocke,
onda ¢e, porastom stupnja n, niz interpolacijskih polinoma p,,

@ konvergirati (i to uniformno) prema funkciji f.

Na intervalu [a, b], uzlazno poredane Cebisevljeve tocke su

a+b+b_a-cos(2(n_k)+1)ﬂ, k=0,...,n.
2 2 2n + 2

L —

O njima vise — malo kasnije. Prvo primjer za funkciju Runge.

NumMat 2020, 5. predavanje — p. 87/145



Primjer Runge — CebiSevljeva mrezZa

6 -5 -4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5 6 =

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 1.

NumMat 2020, 5. predavanje — p. 88/145



Primjer Runge — CebiSevljeva mrezZa

6/4 3 92 1

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 2.
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Primjer Runge — CebiSevljeva mrezZa

_16/_'5 _=4 _'3 _'2 _'1

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 3.
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Primjer Runge — CebiSevljeva mrezZa

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 4.
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Primjer Runge — CebiSevljeva mrezZa

6 -5 -4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5 6 =

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 5.
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Primjer Runge — CebiSevljeva mrezZa
P
L ————

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 6.
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Primjer Runge — CebiSevljeva mrezZa
P
L ————

6 -5 -4 -3 -9 -—1

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 8.
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Primjer Runge — CebiSevljeva mrezZa
P
L ————

5 —4 -3 -2 —1

T

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 10.
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Primjer Runge — CebiSevljeva mrezZa
P
L ————

6 -5 -4 -3 -9 _1

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 12.
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Primjer Runge — CebiSevljeva mrezZa

—6 75 4 -3 -2 —1

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 14.
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Primjer Runge — CebiSevljeva mrezZa
P
L ————

6 -5 -4 -3 -2 —1 1 2 3 4 5 6 =

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 16.
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- Primjer Runge — CebisSevljeva mreZa, greska

5 —5 —4 -3 —2 -1 1 2 3 4 5 06 @

Cebisevljeva mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 1.
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- Primjer Runge — CebisSevljeva mreZa, greska

!

6 -5 \ -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 «

Cebisevljeva mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 2.
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- Primjer Runge — CebisSevljeva mreZa, greska

Cebisevljeva mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 3.
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Primjer Runge — CebisSevljeva mreZa, greska

0.25

—0.5 1

Cebisevljeva mreza,
oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 4.
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Primjer Runge — CebisSevljeva mreZa, greska

: : S ; -
1\2_43 4 6 @

Cebigevljeva mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 5.
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Primjer Runge — CebisSevljeva mreZa, greska

0.25 1
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6;’\/43211 32\/56:1;

251

Cebisevljeva mreza,
oreska interpolacijskog polinoma stupnja 6.
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Primjer Runge — CebisSevljeva mreZa, greska

|

y
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—0.25 1

Cebigevljeva mreza,
oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 8.
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Primjer Runge — CebisSevljeva mreZa, greska
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Cebigevljeva mreza,
oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 10.
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Primjer Runge — CebisSevljeva mreZa, greska
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Cebisevljeva mreza,
oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 12.
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Primjer Runge — CebisSevljeva mreZa, greska
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Cebisevljeva mreza,
oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 14.
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Primjer Runge — CebisSevljeva mreZa, greska
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Cebisevljeva mreza,

=

oresSka interpolacijskog polinoma stupnja 16.
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Jesmo li spaseni?
I,

Sljedeci teorem ukazuje na to da je

@ nemoguce naci takav izbor tocaka interpolacije
polinomima, koji bi bio dobar za svaku funkciju.

Teorem. (Faber, 1914. g.) Za svaki moguéi izbor tocaka
interpolacije, tj. za svaki niz skupova ¢vorova

X — {a:én), 2™l ne N,

n

postoji neprekidna funkcija f, za €iji niz interpolacijskih
polinoma p,,, stupnja n, s évorovima iz skupa X", vrijedi

If(x) = pn(z)]lec 7+ 0. .

Dakle, nema (uniformne) konvergencije, tj. “nema spasa’!
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Interpolacija u

Cebisevljevim to¢kama
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Greska interpolacije — Sto se moze uciniti?
e

Neka je p,, interpolacijski polinom za tunkciju f s medusobno
razli¢itim ¢vorovima interpolacije xy € [a,b], za k= 0,...,n.

U bilo kojoj tocki x € |a, b] za gresku interpolacijskog
polinoma p,, vrijedi

(@) = f (@) = palx) = —=5 17O,

za neku tocku € € (Tmin, Tmax) C (a,b), uz
Trin = mMin{zg, ..., Tp, T}, Tmax := max{Tg,...,Tn, T}

Ako je funkcija f unaprijed zadana, onda faktor s derivacijom
funkcije f ne mozemo “kontrolirati”.
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Sto moZemo napraviti?
e

Idealno bi bilo minimizirati po apsolutnoj vrijednosti
maksimalnu gresku aproksimacije, tj. || f — pn||cc — min, na
zeljenom intervalu |a, b|.

@ Polinom p; za koji je maksimalna greska minimalna se
moze konstruirati.

@ Kad promatramo gresku polinoma p;, moze se pokazati
da susjedni maksimumi greSaka imaju suprotne znakove,
ali su po apsolutnoj vrijednosti jednaki.

@ Jedina je nevolja da je postupak trazenja takve
aproksimacije iterativan (Remesov algoritam), tj. takvu
aproksimaciju nije jednostavno naci.

@ Takva aproksimacija zove se minimaks aproksimacija
funkcije f na intervalu |a, b|.
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Polinom ¢vorova — razne mrezZe c¢vorova

Umjesto egzaktne minimaks aproksimacije p; funkcije f na
intervalu |a, b|, zadovoljimo se “skromnijim” ciljem:

@ ako mozemo birati ¢vorove interpolacije xo, ..., x,,

@ minimizirajmo maksimalnu apsolutnu vrijednost (gresku)

polinoma ¢vorova ,

w(x) = H(x — Tk).

k=0
Pogledajmo kako izgleda polinom ¢évorova. Ako su évorovi

@ ckvidistantni — najmanja greska je pri sredini intervala,
a raste prema rubu,

@ C(Cebisevljevi — maksimalna greska je jednaka na svakom
podintervalu izmedu ¢vorova, uklju¢ivo 1 rubove a, b.
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Polinom c¢vorova za n = 6, ekvidistantna mrezZa

T 80

140

1 —40

1 —80

w(x) na [—3,3], za n = 6, ekvidistantna mreza
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Polinom ¢&vorova za n = 6, CebiSevljeva mrezZa

_h W—i 1 2 \/:5, x

w(z) na [—3,3], za n = 6, Cebisevljeva mreza
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Cebisevljeve toc¢ke
D

Prethodne slike navode na ¢injenicu da,
@ kad se uzmu Cebisevljevi évorovi,
@ greska mijenja znak, a

@ susjedni maksimumi gresaka su po apsolutnoj vrijednosti
priblizno jednaki (v. primjer Runge).

Takvu aproksimaciju zovemo skoro minimaks aproksimacija.
Sve dokaze provodit ¢emo na “standardnom” intervalu [—1, 1].

Ako je funkcija f zadana na nekom drugom intervalu, onda ju
linearnom (afinom) transformacijom

y=cr+d

svodimo na interval [—1, 1].
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Cebisevljeve tocke
s

Pokazimo da CebiSevljevi ¢vorovi minimiziraju maksimalnu
apsolutnu vrijednost polinoma ¢vorova, tj. da minimiziraju

max |(z —xo) - (& — ).

Na intervalu |a, b], uzlazno poredane Cebisevljeve tocke su

a+b b—a (2(n —k)+ )

Tk 5 + 5 COS ST : : T
Ako je a = —1, b = 1, onda su Cebisevljeve tocke zy, za
k=20,...,n,

@ sve nultocke Cebisevljevog polinoma prve vrste T),.q.

NumMat 2020, 5. predavanje — p. 118/145



Cebisevljevi polinomi — definicija i rekurzija
T

Cebisevljevi polinomi prve vrste, oznaka je T;,, za n > 0,
definirani su relacijom

T, (x) = cos(narccosz), x € [—1,1].
Polinomi 7}, zadovoljavaju troclanu rekurzivnu relaciju
Thii(x) — 22T, (x) + T—1(x) =0, néeN,

(dokaz = zbroj cosinusa preko produkta, za x = cos ), uz

start
To(ﬂf) — 1, Tl(ZE) = X.

Iz ove rekurzivne relacije odmah slijedi da je 7, polinom
stupnja n. Usput, za |x| > 1 vrijedi T, (x) = ch(n Arch x).
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Cebisevljevi polinomi — nulto¢ke i ekstremi
|

Nultocke 1 ekstreme polinoma 7;,, 1 nije tesko izracunati.

Njegove nultocke su (silazno indeksirane — kraca formula)

(2k+ 1)
T = COS : =0,...,n,
2(n+1)
dok su ekstremi na segmentu |[—1, 1| (opet, silazno indeksirani)
k
T) = COS 7T . k=0,....,n+1.
n+1

Vrijednost Cebisevljevog polinoma u ekstremu je
Tpii(z),) = (=1, k=0,...,n+1.

Primijetite da tih ekstrema ima tocno n + 2 (rubovi —11 1 su
ukljuceni) i da pripadne vrijednosti alterniraju po znaku.
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Cebisevljevi polinomi — graf
e ——

Graf prvih nekoliko Cebisevljevih polinoma T}, na [—1, 1].

|
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251 Tu(a)
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Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije
—————,

Cebisevljevi polinomi 7;, imaju vazno svojstvo minimizacije
“uniformnog otklona polinoma od nule” na segmentu [—1, 1].

Teorem. Za zadani prirodni broj n, promatrajmo
minimizacijski problem

Tp =  inf { max |z" + P(az)\},

deg(P)<n—1 —1<2<1

gdje je P polinom. Minimum 7,, se dostize samo za polinom

"+ P(x) = T(x).

2n—1
1

2n—1'

Pripadna pogreska ili “otklon od nule” je 7,, =
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Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije

Dokaz. Iz troclane rekurzije, nije tesko induktivno dokazati da
je vodedi koeficijent u 7T, jednak 2"71, tj. da je

T,(x) = 2" '2™ + ¢lanovi nizeg stupnja, n > 1.

Zbog toga vrijedi da je

1
on—1 T.(x) = 2" + ¢lanovi nizeg stupnja.
Tocke
k
Ty :COS—W, E=0,...,n,
n

su lokalni ekstremi od T}, na [—1,1].
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Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije
D,

Ocito je
/ / / /
—l=x, <z, < ---<z2;<zHy=1

U tim tockama je

T, (z},) = cos(km) = (=1)*, k=0,...,n.

Polinom in_l T, ima vodeci koeficijent jednak 1 i vrijedi
1 1
R el P B BT
Zbog toga je
Tn < an_l
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Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije
.

Pokazimo da je 7,, bas jednak desnoj strani. Pretpostavimo

suprotno, tj. da je
1

2n—1'

Pokazat ¢emo da to vodi na kontradikciju.

Iz definicije 7, preko infimuma i prethodne pretpostavke,
zakljucujemo da postoji polinom M takav da je

M(z)=2a2"+ P(z), deg(P)<n-—1,

za kojeg vrijedi

1
<
Tn < mAX (M (x)| < T
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Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije
R

Definiramo

1
— 2n—1

R(x) T,(x) — M(x).

No, vodeci koeficijenti polinoma s desne strane se skrate, pa je
deg(R) <n — 1.

Ispitajmo vrijednosti funkcije R u lokalnim ekstremima
polinoma 7,,. Iz gornje ograde za 7,,, redom, izlazi

R(zf) = B(1) = 50y — M(1) > 0,
R(z}) =~y — M(a}) <0,
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Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije

tj. za polinom R vrijedi
sign(R(x})) = (=1)*, k=0,...,n.

Bududéi da ima bar n + 1 razli¢iti predznak, to mora postojati
bar n nultocaka, sto je moguce samo ako je R = 0. Odatle

odmah izlazi da je
1

— 2n—1

No, onda je max (M (x)] = 1/2"!, §to je kontradikcija s < .
Sad bi jos trebalo pokazati da je to jedini polinom s takvim
svojstvom. Taj dio dokaza vrlo je slican ovom Sto je vec
dokazano. Istim argumentom izlazi opet M (z) = 5= Ty, (z). B
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Interpolacija u Cebisevljevim to¢kama
e

Vratimo se sad polaznom problemu optimalnog izbora ¢vorova
interpolacije.

Zelimo izabrati ¢vorove interpolacije zj, € [—1, 1] tako da
minimiziraju
max |[(x —xo) - (z —x,)].
max [z = z0) o (= )

Polinom ¢vorova w u prethodnoj relaciji je stupnja n 4+ 1 1 ima
vodeci koeficijent 1. Po Teoremu o minimalnom otklonu,
minimum ¢emo dobiti ako stavimo

o) = (2~ 20) (&~ 20) = 5 T (2),

a minimalna ¢e vrijednost biti max jw(x)| =1/2".
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Interpolacija u Cebisevljevim to¢kama
e

Odatle odmah ¢itamo da su évorovi z, ..., z, nultocke
polinoma 7,,.1. U silaznom poretku, te nultocke su
2k +1)m
xkzcos( ) , k=0,...,n.
2n + 2

Uzlazni poredak dobivamo zamjenom indeksa k& +— n — k.
Afinom transformacijom intervala [—1, 1| u interval [a, D],

a+b+b—a
2 2

re|-1,1 -z € |a, bl

izlazi i opéa formula za Cebisevljeve tocke (uzlazno) u [a, ]

a+b—|—b_a-cos(2(n_k)+1)ﬂ, k=0,...,n.
2 2 2n + 2

L —
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Jesmo li bar malo spaseni?
D

Problem u Bernsteinovom primjeru f(x) = |z| i Faberovom
teoremu je presiroka klasa funkcija, odnosno,
@ premala glatko¢a — samo neprekidnost za f.

Uz samo malo jacu glatkocu, ipak jesmo “spaseni”!

Teorem. Neka je f € C'[—1,1]. Za svaki n € Ny, neka je p,
interpolacijski polinom za funkciju f na Cebigevljevoj mrezi s
n + 1 ¢vorova u intervalu [—1, 1.

Niz polinoma p,, uniformno konvergira prema f na |—1,1], tj.
vrijedi

[f(z) = pu(®)[lc = 0, n — o0 n
Dakle, imamo uniformnu konvergenciju interpolacije za
neprekidno derivabilne funkcije na Cebisevljevim mrezama.
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Hermiteova polinomna

interpolacija

NumMat 2020, 5. predavanje — p. 131/145



Hermiteova polinomna interpolacija
D

Osim interpolacije funkcijskih vrijednosti funkcije f u
¢vorovima x;, mozemo traziti i interpolaciju derivacije f,

@ tako da derivacija A’ interpolacijskog polinoma h
interpolira derivaciju f’ u ¢vorovima xy.

Dakle, zahtijevamo da je

h(ﬂ?k) — f([l?k), h/(ﬂfk) — f,(ilfk), k= O, ey N

Takva vrsta interpolacije zove se Hermiteova interpolacija.

Prvo, treba odgovoriti na nekoliko vaznih pitanja:
@ postoji li takav interpolacijski polinom:;
@ ako postoji, je li jedinstven;

@ ako postoji 1 jedinstven je, kojeg je stupnja.
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Hermiteova polinomna interpolacija
|

Uvedimo skracene oznake za vrijednosti f i f’ u ¢vorovima
fo= fla), fo=Fl), k=0, ..n

Problem egzistencije i jedinstvenosti Hermiteove interpolacije
konstruktivno rjesava sljedeci teorem.

Teorem. Postoji jedinstveni polinom hs, 1, stupnja najvise
2n + 1, koji zadovoljava interpolacijske uvjete

h2n—|—1(ajk) — fk7 ,2n—|—1(33k) — flga k= Oa ey T

gdje su x; medusobno razlicite tocke i fx, f, zadani realni
brojevi.

Dokaz. Ideja = konstrukcija baze nalik na Lagrangeovu.
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Hermiteova polinomna interpolacija
L

Trazimo “bazicne polinome” hio1 hgi,za k=0,...,n, za
koje vrijede tzv. “kardinalni” uvjeti interpolacije

0, za1#k,
hiol(xi) = { 7 ;c,O('Ii) =0,

1, zai1=k,

0, za1=*k,
1, za1=k.

hga () = 0, 01 (Ti) = {

Ako nademo takve polinome hy o i hy 1, onda je

n

hont1(x) = Z (fkhko(x) T féhkl(x))

k=0
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Hermiteova polinomna interpolacija

Provjera (prije dokaza): Deriviranjem polinoma ho, () izlazi

n

h/2n+1($) = Z (fk ;6,0(33) T f/; ;cl('r))a

k=0

pa lako vidimo da su ispunjeni svi uvjeti interpolacije

n

h2n+1($z‘) = Z (fkhk,o(xi) + fl;hkl(xz)) = Jk;
k=0

n

Nopy1 () = Z (fk o) + 1 21(%)) = fi-

k=0

Ostaje jos konstruirati polinome hy g 1 Ay 1.
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Hermiteova polinomna interpolacija
|

Tvrdimo da se hg o 1 hi 1 mogu napisati kao
hio(x) = [1 = 2(z — 2x) O (z0)] L (2)
i () = (¢ — ) (@)

gdje je ¢, odgovarajuc¢i polinom Lagrangeove baze.

Provjera da vrijednosti hyo(x:), hy o(2:), hii(2s) 1 0y (25)
zadovoljavaju trazene uvjete vrsi se direktno — uvrStavanjem.

Buduéi da je ¢, polinom stupnja n,
@ onda su hgg 1 Ay stupnja 2n + 1,
@ pa je hg,y1 stupnja najvise 2n + 1.

Time smo dokazali egzistenciju. Preostaje jos jedinstvenost.
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Hermiteova polinomna interpolacija

Primijetite da funkcija pogreske polinoma h

en(r) = f(x) = hanya (2)

ima dvostruke nultocke u ¢vorovima x, ..., x,, jer i funkcija

en, 1 njezina derivacija e; imaju nultocke u xz;, tj.

en(x;) =0, €, (x;)=0.

Neka je qo,41 bilo koji drugi polinom koji zadovoljava uvjete
interpolacije. Za razliku p tih polinoma onda vrijedi

p(r) = hony1(2) — qony1(2)

= (f(#) = @2n1(2)) = (f(2) = hans1 (7))

= e,(x) — en(x).
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Hermiteova polinomna interpolacija
I

Polinom p je stupnja najvise 2n + 1 1

@ ima dvostruke nultocke u évorovima z;, za 1 =0,....,n,
odnosno, ukupno ima barem 2n + 2 nultocke.

Zakljucak. Polinom p je nul-polinom, pa je hg,,1 jedinstven. W

Zato sto greska Hermiteovog interpolacijskog polinoma ima
dvostruke nultocke u xg, ..., z,, polinom ¢vorova wy, jednak je

2

wa(@) = (x = 20)*(x — 21)" - (x — 20)" = (),

pri cemu je w polinom ¢vorova Lagrangeove interpolacije.

Gresku Hermiteove interpolacije dobivamo na slican nacin kao
1 kod Lagrangeove interpolacije.
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Greska Hermiteove interpolacije
D

Jedine razlike: ovdje je hs,1 stupnja 2n + 1, a polinom
cvorova je wp () = w?(x).

Teorem. Neka je f funkcija definirana na segmentu |a, b|.
Neka jen € NU{0} i

@ neka su xy € [a,b], za k =0,...,n, medusobno razli¢iti
¢vorovi interpolacije, tj. x; # x; za i # j,

@ neka je e, greska Hermiteovog interpolacijskog polinoma
hont1 za funkciju f na mrezi ¢vorova xg, ..., T,.

Za bilo koju tocku x € [a, b, takvu da je x # xg, ..., T,, tj.
¢im x nije ¢vor interpolacije, za gresku interpolacije vrijedi

eh(ﬂf) — f(ﬂf) _ h2n—|—1(x) — WQ(:C) f[.fCo,ZCQ, L1, X1y -5 Ln, Tn, Qf]
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Greska Hermiteove interpolacije — nastavak
e

Ako f2"+2) postoji na [a, b], onda za svaku tocku x € [a, b],
postoji tocka & € (Tmin, Tmax), gdje je

Tmin = MIN{x, To, ..., Tp}, Tmax := Max{x,Tg,..., Ty},

takva da je

(2n+2)
(@) = F(2) — homos (2) = () &)

(2n +2)! [

Napomena. Ako zelimo da prva formula (s podijeljenom
razlikom) vrijedi i u ¢vorovima interpolacije, onda

@ treba pretpostaviti da druga derivacija f” postoji u svim
cvorovima,

@ jer dobivamo trostruke ¢vorove na desnoj strani (v. iza).
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Hermiteova interpolacija — Newtonova forma
D

Hermiteov interpolacijski polinom moze se zapisati i u
Newtonovoj bazi — Sto je zgodnije za racunanje.

@ Tocke interpolacije su xg, xg, T1, 21, ..., Ty, Tn, t]. svaka
od njih je dvostruki ¢vor. U tablici podijeljenih razlika
ovu mrezu oznacavamo s to, t1, 82,13, ..., lon, tonil-

Pokazali smo da za podijeljene razlike s dvostrukim ¢vorom

vrijedi
flag, xx] = flg% Tk, T + D
= h = flaw).

Dakle, f|xk, xi] = fi. su bas zadani podaci! Uz tu modifikaciju,
podijeljene razlike se ra¢unaju na uobic¢ajeni nac¢in (rekurzija).
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Podijeljene razlike
G,

Tablica svih potrebnih podijeljenih razlika ima ovaj oblik:
ti | fltl flegtial et tiee] -0 fltos - tonsal
zo | flxol

- fwo) | |
Lo f_xo_ f_5130>$0>$1_
o flzo, 1] _
I1 f_$1_ f_iUO,CU1,CU1:
A C2Y | |
L1 f_xl_ f_iUl,iUl,iUz
Ln f Ln f[xn—la L, xn]
f'(xn)
Tn | flon
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma
I

Konacni izgled Hermiteovog interpolacijskog polinoma u
Newtonovoj bazi je

honi1 () = flao] + f(x0) (x — x0) + flw0, 0, 1] (T — 20)?
+ flzo, z0, 21, 11] (T — 20)° (T — 1) + - - -

-+ f[ll?o, Loy vy Ty, xn] (CB — 5170)2 s (CB — len_l)Q(CC — len)

Naziv “Hermiteova interpolacija” koristi se i za opcenitiju,
tzv. prosirenu Hermiteovu (ili Hermite—Birkhoff) interpolaciju.

@ Ovdje se mogu interpolirati i vise derivacije od prvih.

@ Bitno: u svakom ¢voru z;, “redom” se interpoliraju
funkcijska vrijednost i prvih nekoliko uzastopnih
derivacija, a broj podataka po ¢voru moze varirati.
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Prosirena Hermiteova interpolacija
D

I za prosirenu Hermiteovu interpolaciju postoji jedinstveni
interpolacijski polinom stupnja najvise n = broj podataka — 1.

Primjer. Nadite interpolacijski polinom koji interpolira redom
zadane vrijednosti f, f/,..., f™ u évoru .

U ovom primjeru, xg je (n + 1)-struki ¢vor interpolacije. Za
podijeljene razlike viseg reda s istim ¢vorovima vrijedi

(k)
f[[lfo,...,[lfo]:f (xO)v ]‘C:O, y T,
——— k!
(k+ 1) puta

cim %) () postoji, pa je interpolacijski polinom p,, jednak
Taylorovom polinomu stupnja n, za funkciju f oko tocke xy.
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Preskakanje derivacija u interpolaciji
I

Ako dozvolimo “preskakanje” nekih derivacija u nekim
tockama, problem interpolacije

@ ne mora uvijek imati jedinstveno rjesenje.

Primjer. Nadite nuzne 1 dovoljne uvjete za egzistenciju i
jedinstvenost interpolacijskog polinoma p € Ps, za kojeg
vrijedi

p(zo) = fo. pP(x1) = fi, p(r2) = fo,

gdje su (2o, fo), (21, f1) 1 (22, f2) zadane tocke, uz
pretpostavku da je xg # x5 (dozvoljeno je x1 = xq ili 1 = x3).

Rjesenje. Mora biti 21 # (¢ + x2)/2 <= regularnost matrice
sustava za interpolaciju.
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