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SadrzZaj predavanja
s

@ Rjesavanje linearnih sustava (nastavak):

Obratna analiza gresaka i pivotiranje.

Pivotni rast kao mjera nestabilnosti.

Hilbertove matrice.

Uloga reziduala i iterativno poboljsanje rjeSenja.
Struktura LR (LU) faktorizacije.

Matrice za koje ne treba pivotiranje.

Simetricne pozitivno definitne matrice.
Faktorizacija Choleskog.

PPpPpPERPRPREEP

Pivotiranje u faktorizaciji Choleskog.
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SadrZaj predavanja (nastavak)
o —— 555,

@ Aproksimacija i interpolacija:
@ Uvod u problem aproksimacije (norme, linearnost).

@ Interpolacija polinomima:
@ Problem interpolacije polinomima.
@ [Kgzistencija 1 jedinstvenost.

@ Izbor baze — potencije 1 Vandermondeova
determinanta.
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Rezultati obratne analize
gresaka zaokruzivanja
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Obratna ocjena za LR faktorizaciju
I

Teorem. U aritmetici racunala racunamo LR faktorizaciju
zadane matrice A, reda n. Pretpostavimo da je algoritam
uspjesno zavrsio,

@ bez pojave prevelikih ili premalih brojeva koji nisu
prikazivi,
@ 1 bez pokusaja dijeljenja s nulom.
[zracunati trokutasti faktori L i R onda zadovoljavaju

LR=A+AA |AA <~,|L||R],

gdje je 7, standardna oznaka za mjeru greSaka zaokruzivanja

nu
T = 1 —nu ]
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Obratna ocjena za rjesSenje sustava
I

Teorem. U aritmetici racunala racunamo rjesenje linearnog
sustava Az = b, s matricom A, reda n.

Uz iste pretpostavke kao u proslom teoremu, neka su

@ L i R izracunati trokutasti faktori u LR faktorizaciji
matrice A,

@ 1 neka je T izracunato rjeSenje sustava Ax = b.
Onda postoji perturbacija AA matrice A, za koju vrijedi
(A+AA)T=b, |AA| <, L] |R]. -

Za zakljucak o relativnoj gresci, fali nam jos

@ neka veza izmedu matrica |L| |R| i |Al.
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Put do relativnih ocjena
——

U idealnom slucaju, zeljeli bismo da je
IAA| <ul|Al.

To bi odgovaralo gresci zaokruzivanja koju napravimo samo

@ pocetnim spremanjem elemenata matrice A u memoriju
racunala.

No, to nije realisticno. Nad svakim elementom matrice A
@ vrsi se jos najvise n aritmetickih operacija (za A = LR).

Zato ne mozemo ocekivati nesto bolje od ocjene oblika
AA| < cuulAl

gdje je ¢, “konstanta” reda velicine n, odnosno, c,u =~ cy,.
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Relativne ocjene — idealni slucaj
e

Na primjer, takvu ocjenu dobivamo pod uvjetom da LiR
zadovoljavaju da je

L |R] = [LR].
To je idealan slucaj — 1, naravno, ne vrijedi uvijek.
Ako to vrijedi, onda iz prvog teorema izlazi
LI |R] = |[LR| = [A+ AA] < |A][ + |AA] < |A] + 7l L] | R],

pa, prebacivanjem c¢lanova dobivamo

~ 1
Z)1Rl < -

— In

Al

NumMat 2021, 4. predavanje —p. 8/110



Relativne ocjene — idealni slu¢aj (nastavak)
I

Ako tu relaciju uvrstimo u drugi teorem, onda izlazi

(A+AA)T=b, |AA] <2 |4],
I — v,

tj. izracunato rjesenje r ima

@ malu obratnu relativnu gresku po komponentama.

Za koje matrice vrijedi “idealno” |L||R| = |LR|?
Na primjer, ako LR faktorizacija daje nenegativne elemente u
faktorima L i R, tj. vrijedi L, R > 0 (po elementima).

@ Takve su tzv. totalno nenegativne ili totalno pozitivne
matrice — i zato se kod njih ne pivotira u GE ili LR.

Javljaju se, na primjer, kod splajn interpolacije (v. kasnije).
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Sto je bitno za stabilnost?
..

Iz prethodna dva teorema slijedi da stabilnost LR faktorizacije
1 rjeSenja linearnog sustava

@  ne ovisi o veli¢ini multiplikatora,
@ vec o velicini elemenata koji se javljaju u matrici |L||R|,
relativno obzirom na odgovarajuce elemente matrice A

(toliko kracenje moze nastati racunanjem LR ~ A).

Naime, ta matrica |L||R]
@ moze imati male elemente, iako su joj multiplikatori

m;; = {;; veliki — pripadni elementi u R su jako mali,

@ ali moze imati i velike elemente, a da su joj multiplikatori
reda velicine 1 — pripadni elementi u R su veliki.
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Analiza i procjena stabilnosti algoritma
I

Za laksu (ali grublju) analizu, ne gleda se po svim elementima,
veC se analizira omjer normi

LLHEL
1A]]

Bitno: Ovaj omjer ovisi o algoritmu kojim racunamo LR
faktorizaciju matrice A!

Kod LR taktorizacije bez pivotiranja, ovaj omjer normi moze
biti proizvoljno velik. Na primjer, pokazite da je za matricu

taj omjer jednak e~ 1.
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Stabilnost parcijalnog pivotiranja
D

Kod parcijalnog pivotiranja (PA = LR) znamo da vrijedi
0ii| <1 zasve ©>7.
Kad uvrstimo m;, = ¢;;. u formule transformacije elemenata

(k+1) (k) (k)

indukcijom po koracima eliminacije, dobivamo da vrijedi

ri] < 27 max |(PA) | < 2! max |ag.|,
J J J
k<i k

jer element 7;; nastaje nakon ¢ — 1 koraka eliminacije.

Dakle, kod parcijalnog pivotiranja

@ L je malen, a R je ograden relativno obzirom na A.
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Pivotni rast
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Parcijalno vs. potpuno pivotiranje
I

Mozemo li, i na temelju cega, re¢i da je potpuno pivotiranje
“bolje” od parcijalnog?

@ Tradicionalno, to se ¢ini na temelju tzv. pivotnog rasta.
Pivotni rast ili “faktor rasta”, u oznaci p,,, je omjer

@ najveceg (po apsolutnoj vrijednosti) elementa u svim
koracima eliminacije — ovisi o pivotiranju,

@ i (apsolutno) najveceg elementa u originalnoj matrici A,

max; ;j, |al?]
i3,k 1

pn(A) —

maxi,j |CLZ'j| .

Intuitivno je jasno da nije dobro da elementi jako narastu po
apsolutnoj vrijednosti, jer to moze dovesti do gubitka tocnosti.
To je analogno “unistavanju” polaznih jednadzbi!
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Pivotni rast — parcijalno pivotiranje

Koliki je pivotni rast p? kod parcijalnog pivotiranja?

Transtformacije elemenata u k-tom koraku eliminacija su

agfﬂ) = aEf) - mikal(c];)'

Kod parcijalnog pivotiranja, za multiplikatore m;; vrijedi

pa je (k+1) () () ()
| |—‘aij “"1“akj‘§2nggx‘aij .

Dakle, nakon jednog koraka, faktor rasta je najvisSe jednak 2.
Nakon n — 1 koraka algoritma, ova ocjena daje pivotni rast p?

p’]PL S 2n—1.
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Pivotni rast — parcijalno pivotiranje (nastavak)
N

Vec¢ je J. H. Wilkinson primijetio da se taj pivotni rast moze
dosti¢i za sve matrice oblika

1 1

—1 1 1

-1 -1 1

-1 -1 . I 1
-1 -1 -1 -1 1

Eksponencijalno rastu elementi zadnjeg stupca (s faktorom 2).

Ovo je samo “umjetno” konstruirani primjer, a u praksi je
takvih matrica izrazito malo, pa se parcijalno pivotiranje
ponasa mnogo bolje od oc¢ekivanog. Obicno je pP (A) < 2" 1,
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Pivotni rast — potpuno pivotiranje
————

Za pivotni rast p¢ kod potpunog pivotiranja, J. H. Wilkinson
je 1961. godine dokazao da vrijedi sljede¢a ocjena odozgo

5 < nll? (2 al2 nl/(n—l))” 2 o l/2 ) () /4

1 da se ta ocjena ne moze dostici.

Dugo se mislilo da vrijedi

Medutim, nadeni su kontraprimjeri matrica kad to ne vrijedi.
@ 1991. g. — matrica reda 13 za koju je p{; = 13.0205,
@ 1992. g. — matrica reda 25 za koju je p5, = 32.986341.

Tocno ponasanje p¢ je otvoren problem!
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Ocjena stabilnosti preko faktora rasta

Tradicionalno, obratna analiza greske izrazava se, takoder,
preko pivotnog rasta ili faktora rasta (engl. growth factor),

max; j i ‘Cbgc) ‘

Pn = :
max; ; ;|

U procesu Gaussovih eliminacija, o¢ito vrijedi da je
rigl = |aif| < i
Fijl = a’ij > On H%EJLX Qij|-

Sto daje ogradu za R, relativno obzirom na A. Naravno,
faktor rasta p,, ovisi o algoritmu kojim racunamo matricu R.

Moze se naci 1 precizna ocjena omjera normi odozgo, preko
faktora rasta, i obratno (ovisi o algoritmu i izabranoj normi).
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Obratna ocjena za sustav preko faktora rasta

Teorem (Wilkinson). Neka je A regularna kvadratna matrica
reda n i1 neka je T izracunato rjesenje sustava Ax = b

@ Gaussovim eliminacijama s parcijalnim pivotiranjem u
aritmetici racunala.

Tada vrijedi
(A+AA)T=b, [[AAlle < 173000 Alloc. 0

U prethodnom teoremu, pretpostavka da koristimo parcijalno
pivotiranje nije nuzna.

Naime, slicno vrijedi i za Gaussove eliminacije bez pivotiranja,
samo s malo drugac¢ijim oblikom faktora ispred || Al -

Naravno, faktor rasta p,, moze biti puno veci!
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Hilbertove matrice
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Hilbertova matrica
e

Primjer. Kod aproksimacije polinomima (v. kasnije) javljaju
se linearni sustavi oblika
H,x =0,
gdje je H, Hilbertova matrica reda n, (H,);; = i—l—jl'—l’ ili
— 1 1 —_
1 - -
2 n
1 1 1
H, = | 2 3 n—+ 1
1 1 1
L n n+1 2n—1 -
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Hilbertova matrica

Da bismo ispitali to¢nost rjesenja, stavimo desnu stranu

n

N T 1 .
b(z) :ZHR(Zaj):ZZ+]_17 7’:17"'7”7
=1

g=1

tako da je egzaktno rjesenje sustava vektor z = [1,1,...,1]".

Sto mozemo ocekivati kod racunanja rjesenja takvog sustava?

Pogled na Frobeniusovu normu matrice H,, kaze da ona nije
narocito velika,

\Mhhc=\§:§:

i=1 j=1

2

§\221:n.

i=1 j=1

1
i+7—1
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Hilbertova matrica — uvjetovanost
.,

Medutim ... ne treba gledati samo normu matrice!!!

Uvjetovanost Hilbertovih matrica je vrlo visoka:
n| ko(Hy) n | ko(Hpy) n| ko(Hpy)
21 1.928 - 101 9 14.932- 10" 1516.117 - 10%°
3| 5.241 - 10? 101.603 - 10*3 1612.022 - 10?2
41 1.551 - 10% 1115.231 - 10 176.697 - 10*3
5| 4.766 - 10° 121.713 - 106 1812.221 - 10%°
6| 1.495 - 107 13]5.628 - 107 19|7.376 - 102°
71| 4.754 - 103 141.853 - 10%Y 20 |2.452 - 10%8
811.526 - 1010
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Hilbertova matrica — rjeSenje za n = 2,5
s,

Za sustav H,,x = b s Hilbertovom matricom, za razne n,
@ GE s parcijalnim pivotiranjem, u extended tocnosti,

dobivamo ove rezultate (umjesto svih jedinica u rjesenju):

Red n = 2
x(1) = 1.0000000000000000  x(2) = 1.0000000000000000

Red n =5
x(1) = 1.0000000000000000  x(4) = 0.9999999999999990
x(2) = 0.9999999999999999  x(5) = 1.0000000000000005
x(3) = 1.0000000000000007

Uvijetovanost: =~ 4.766 - 10°.
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Hilbertova matrica — rjesSenje za n = 10
i anmm——

x(1) = 1.0000000000003436 x(6) = 0.9999999294831902
x(2) = 0.9999999999710395 x(7) = 1.0000001151701616
x(3) = 1.0000000006068386 z(8) = 0.9999998890931838
x(4) = 0.9999999945453735 x(9) = 1.0000000580638087
z(5) = 1.0000000258066880  x(10) = 0.9999999872591526

Uvijetovanost: = 1.603 - 10'3.
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Hilbertova matrica — rjeSenje za n = 15
L

1 .0000000005406387 x(9 1.0952919444304200

8

N — — — — — Y~ ~—
1

S = O = O = O

7
8

0188643674562383  x(15) = 0.9992252029377023

9487142544341838

8

)
x(2) = 0.9999999069805858  x(10) = 0.8797820363884070
x(3) = 1.0000039790948573  x(11) = 1.0994671444236333
x(4) = 0.9999257525660447  x(12) = 0.9508102511158300
5! .0007543452271621  z(13) = 1.0106027108940050
x(6) = 0.9953234190795597  x(14) = 1.0012346841153261
(15)

8

8
o N N N N Y Y Y N

Uvijetovanost: ~ 6.117 - 10%°.
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Hilbertova matrica — rjeSenje za n = 20
D

(1) = 1.0000000486333029  z(11

(2) = 0.9999865995557111 12

(3) = 1.0008720556363132 13
(4) = 0.9760210562677670 14 5.1760567992057506
(5) = 1.3512820600312678  x(15 8.7242780841976215
(6)
(7)
(8)
(9)
)

)= 231.3608002738048500
) =
) =
) =
) =
= —2.0883247796748707 x(16) = 210.1722288687690970
) =
) =
) =
) =

—60.5143391625873562
—57.6674972682886125

8

8

8

17) = —413.9544667202651170
18 349.7671855031355400
19 —142.9134532513063250
20 25.0584794423327874

= 161.8392478869777220 =

(
(
(
(
(
(
(
(
(
2(10) = —254.7902985140752950  (

Uvijetovanost ~ 2.452 - 10%8,
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Uvjetovanost Hilbertovih matrica
o —————

Moze se pokazati da za uvjetovanost Hilbertove matrice H,,
vrijedi formula

(\/§+ 1)4n—|—4
215/4\/% !

Dakle, iako Hilbertove matrice imaju “idealna” svojstva,

za N — Q.

K/Q(Hn) ~

@ simetricne, pozitivno definitne (¢ak totalno pozitivne =
determinanta svake kvadratne podmatrice je pozitivna),

njihova uvjetovanost katastrofalno brzo raste!

“Krivci” za to su elementi inverza H ',
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Inverz Hilbertove matrice

Recimo, H: ' izgleda ovako:

25 =300 1050
—300 4800 —18900
H' = 1050 —18900 79380
—1400 26880 —117600

630 —12600 56700

A kako tek izgledaju elementi H,,"?

—1400
26880
—117600
179200
—88200

630
—12600
56700
—88200
44100
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Inverz Hilbertove matrice

Elementi inverza H ' Hilbertove matrice mogu se eksplicitno
izracunati u terminima binomnih koeficijenata

(Hy )i = (1) (i+j—1)-
n+i—1\ (n+j—1\ (i+j—2\"
n—j n—i i — 1 '
Lako se vidi da ovi elementi vrlo brzo rastu za malo veée n.

Pogledajte

http://mathworld.wolfram.com/HilbertMatrix.html
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Rezidual 1 iterativno
poboljsanje rjesenja
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Rezidual pribliznog rjesenja
I

Kad rjesenje sustava Ax = b ra¢unamo priblizno (racunalom),

@ umjesto pravog rjesenja x, dobivamo priblizno rjesenje .

Vektor
r=r(z)=0— Az,

zovemo rezidual izracunatog rjesenja .

Napomena. Egzaktni rezidual pravog rjesenja z je r(x) = 0!

Medutim, ako je (egzaktni) rezidual r = r(2)
@ velik, onda sigurno nismo blizu pravom rjesenju,

@ ali rezidual moze biti malen, a da izracunato rjesenje x
sustava nije ni blizu pravom rjeSenju .
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Izracunati rezidual
e

Primjer. Gledamo izracunato rjesenje = linearnog sustava
Hgoﬂf =0

s desnom stranom b, takvom da je z = [1,1,...,1]".

Kad rac¢unamo u extended tocnosti,
@ izracunati rezidual 7 = b — AZ je nul-vektor (kracenje),

a komponente rjeSenja r su bile u stotinama.

Ovo ponasanje je u skladu s teorijom perturbacija, koja
@ garantira mali rezidual r, za iole razumne perturbacije,

@ a izracunato rjeSenje x moze biti katastrofalno, ako je
uvjetovanost matrice A velika.
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Uloga reziduala — poboljSanje tocCnosti
D

Rezidual se moze iskoristiti za poboljsanje netocnog rjesenja &
linearnog sustava.

To se obi¢no provodi u tri koraka — moze 1 iterativno.

@ Izracuna se rezidual r = b — Az, pri ¢emu je 2 izracunato
(ili priblizno) rjesenje sustava.

@ Rijesi se sustav Ad = r, gdje je d tzv. korekcija.
@ Korekcija se doda izracunatom rjesenju
y=2+d,

Sto bi trebalo dati bolje rjeSenje y. Za egzaktne r 1 d,
dobili bismo r(y) =b—Ay=b— Az — Ad=r —r = 0.

Postupak se moze ponoviti s y, umjesto .
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Racunanje reziduala — mora u vecoj toc¢nosti
e

Ovo ima smisla samo ako se prvi korak

@ = racunanje reziduala r = b — Az,

@ radi u vecoj toc¢nosti od one u kojoj je izracunat .
To je nuzno zbog kracenja, tako da

@ izracunati r ima dovoljnu relativnu tocnost.

Preostala dva koraka standardno se rade
@ u “obitnoj” tocnosti — istoj kao za .

Bas to je ideja — samo n° operacija je u vec¢oj toc¢nosti.

Tipi¢no se racunanje reziduala radi u dvostrukoj tocnosti:

@ jedinicna greska zaokruzivanja je reda velicine u?,
obzirom na jednostruku. Na pr., double, prema single.
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Kad ne treba pivotirati
u LR faktorizaciji?
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Struktura LR faktorizacije
P ———

Ako matrica A, koja ulazi u LR faktorizaciju, ima nekakvu
strukturu, pitanje je kad c¢e se ta struktura ocuvati u L i R.

To je posebno bitno za tzv. “Suplje” sustave

@ gdje se sva informacija o matrici A moze spremiti u bitno
manje od n? elemenata.

Ako ne pivotiramo, onda se ¢uvaju, recimo, sljedece forme:

N X

Prva su vrpcaste matrice, a druga su “rupe udesno i nadolje”.
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Kad ne moramo pivotirati?
e

Dakle, zgodno je znati kad ne treba pivotirati, a da imamo

@ garantiranu stabilnost algoritma (Gaussovih eliminacija,
odnosno, LR faktorizacije.

Postoje razni tipovi matrica kod kojih ne moramo pivotirati.
Na primjer, to su:

@ strogo dijagonalno dominantne matrice po stupcima, tj.
matrice kod kojih za svaki stupac vrijedi

n
‘Cij|>Z|CL@'j|, jzl,...,n,
i1
17
@ dijagonalno dominantne matrice po recima (i <> j),

@ simetricne pozitivno definitne matrice (v. malo kasnije).
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Dijagonalno dominantna — ne treba pivotirati
D

Za dijagonalno dominantne matrice po stupcima, treba samo
pokazati da, iza prvog koraka eliminacije, ostaju dijagonalno
dominantne po stupcima. Dalje = indukcija po koracima.

Prvi korak. Element a;; # 0 (¢ak je maksimalan po apsolutno]
vrijednosti u prvom stupcu), pa sigurno mozemo napraviti

prvi korak eliminacije. Dobivamo matricu A®) oblika

A(Q): a1 a’,{
0 S@ |’

pri cemu je S® regularna (dokaz koristenjem determinanti).

Za nastavak, moramo pokazati da je matrica S, takoder,
dijagonalno dominantna po stupcima (“korak indukcije”).
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Dijagonalno dominantna — ne treba pivotirati

Iz formula za transformacije elemenata, za 7 = 2, ..., n, slijedi
n n
(2) 751
§:|aij‘:§:al] 0 15
i=2 i=2 1
7] 7] Z#J Z#J

(dijagonalna dominantnost obje sume)

Cblj

< (Jaj;| = lay;]) + ol B (laar| = laj)
1 .
= |aj;| — |— an (koristimo |a| — |b] < |a — b))
a1
ai; (2)
S Jag = aji|.
Dakle, i S® je dijagonalno dominantna po stupcima. O
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Dijagonalno dominantne matrice — preciznije

Za kompleksnu matricu A € C"*" kazemo da je dijagonalno
dominantna po stupcima ako vrijedi

n

|Cij|ZZ|CL@'j‘, ]:1,,n
1=1
7]

Ako vrijedi stroga nejednakost (>), za sve j = 1,...,n, onda
kazemo da je A strogo dijagonalno dominantna po stupcima.

Matrica A je (strogo) dijagonalno dominantna po recima, ako
je A* (strogo) dijagonalno dominantna po stupcima (7 <> 7).

U oba slucaja, Gaussove eliminacije i LR faktorizacija su

@ savrseno stabilne 1 bez pivotiranja.
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GE i LR za dijagonalno dominantne matrice
I

Teorem (Wilkinson). Neka je A kompleksna regularna
kvadratna matrica reda n.

@ Ako je A dijagonalno dominantna po recima ili stupcima,
tada A ima LR faktorizaciju bez pivotiranja i za faktor
rasta vrijedi p, < 2.

@ Ako je A dijagonalno dominantna po stupcima, u LR
faktorizaciji bez pivotiranja vrijedi |¢;;| < 1, za sve t, j.

To znaci da parcijalno pivotiranje ne radi nikakve zamjene
redaka — najveci element u stupcu je ve¢ na dijagonali. N

Napomena. Regularnost samo osigurava da dijagonalni
elementi ne smiju biti nula, jer dozvoljavamo >.

Dokaz. Slican prethodnom (v. skripta ili Higham, ASNA2).
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Simetricne pozitivno

definitne matrice
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Simetri¢ne pozitivno definitne matrice
D

Za simetri¢ne/hermitske pozitivno definitne matrice radi se
“simetrizirana” varijanta LR faktorizacije,
@ jer je 2 puta brza nego obi¢na LR faktorizacija,

@ i cuva strukturu matrice A — cak i kad racunamo u
aritmetici racunala, mnozenjem faktora uvijek dobivamo
simetri¢nu /hermitsku matricu.

Ova simetrizirana faktorizacija zove se faktorizacija Choleskog.

Prisjecanje. Kompleksna matrica A € C"*"™ je hermitska ako
vrijedi . - o

A=A% ii ay=ay, i,7=1,...,n.
Spektar od A je realan! Ako je A € R"*", onda je hermitska
matrica isto $to i simetricna, tj. * = 7" (nema konjugiranja).
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Simetri¢ne pozitivno definitne matrice

Definicija. Matrica A € F™*" je pozitivno definitna ako za

svaki vektor x € F", takav da je x # 0, vrijedi

(Ax,x) = x" Az > 0.

Napomena. Pozitivna definitnost matrice se ne vidi odmabh.
Obicno se unaprijed, iz prirode problema, zna da je neka
matrica pozitivno definitna (o¢uvanje energije i sli¢no).

Ekvivalentni uvjeti za pozitivnu definitnost:

@ sve svojstvene vrijednosti od A su realne i pozitivne, tj.

vrijedi

)\k(A)>O, k=1,...,n,

gdje A\, oznacava k-tu najveéu svojstvenu vrijednost;
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Simetri¢ne pozitivno definitne matrice
D

Ekvivalentni uvjeti (nastavak):

@ sve vodece glavne minore od A su pozitivne, tj. vrijedi
det(Ak)>O, k=1,...,n,

gdje je Ay = A(1: k,1: k) vodeéa glavna podmatrica od
A, reda k.

Posljedica. Sve vodecée glavne podmatrice Aj su regularne, za
k=1,...,n. Posebno, matrica A je regularna.

Digresija. Katkad se lakse vidi da neka matrica nije pozitivno
definitna. Pokazite da nisu pozitivno definitne one matrice

@ koje na dijagonali imaju bar jedan negativan element ili
nulu.
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Pozitivna definitnost i simetrija
D

Za kompleksne matrice A € C"*", moze se pokazati da vrijedi
@ A je pozitivno definitha = A je hermitska (A = A*).
Za realne matrice A € R"*" to ne mora vrijediti, tj.
@ pozitivno definitna matrica ne mora biti simetricna
(moze biti i A # A?).
Medutim, u numerici se vrlo ¢esto koristi “stroza’” varijanta
pojma — koja, po definiciji, ukljuc¢uje i simetriju:
@ Realna matrica A € R™"*" pozitivno definitna ako je

simetriéna i za svaki € R", x # 0, vrijedi ! Az > 0.

Da ne bude zabune, u nastavku, koristimo “strozu” definiciju!
U tom slucaju, originalni pojam (bez simetrije) katkad se zove
samo “pozitivnost” matrice A.
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LR faktorizacija za sim. poz. def. matrice
D

Tvrdnja. Za svaku hermitsku/simetriénu pozitivno definitnu
matricu A

@ uvijek se moze napraviti LR faktorizacija bez pivotiranja.

Osim toga, matrica R ima pozitivnu dijagonalu i regularna je.
Dokaz. Sve vodece glavne podmatrice A, = A(1: k,1: k) su
regularne, pa prva tvrdnja slijedi iz teorema o LR faktorizaciji.

U LR faktorizaciji matrice A, za sve vodece glavne podmatrice
matrica A i R vrijedi (v. prosli puta)

det(Ag) =det(Rg) =ri1ro0- Tk, k=1,...,n.

[z drugog ekvivalentnog uvjeta det(Ag) > 0, slijedi r1; > 0 i
Tk = det(Ak)/det(Ak_l) >0,zak=2...,n. ]
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Simetrizirana LR faktorizacija
I

Tvrdnja. LR faktorizaciju hermitske/simetri¢ne pozitivno
definitne matrice A mozemo napisati u simetriziranom obliku

o A=LDL",
gdje je
@ L donja trokutasta matrica s jedinicama na dijagonali,
@ a D dijagonalna matrica s pozitivnom dijagonalom.

Ta faktorizacija se obi¢no zove LD L* faktorizacija.

Dokaz. Ide u dva koraka. U LR faktorizaciji matrice A, faktor
R se prvo rastavi na

R=DM~,
gdje je M* gornja trokutasta s jedinicama na dijagonali, a
zatim se dokaze da je M = L.
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Simetrizirani LR — faktorizacija Choleskog

Prvi korak. Faktorizaciju R = DM™ dobijemo tako da

@ dijagonalne elemente 7; od R izluc¢imo slijeva (iz redaka)
u dijagonalnu matricu D (s pozitivnom dijagonalom),

@ svaki redak u R podijelimo s dijagonalnim elementom r;;
u tom retku — dobijemo M™ s jedinicama na dijagonali
(M* ostaje gornja trokutasta, kao i R).

Dakle, izlazi da je
A=LDM",

gdje su L 1 M donje trokutaste s jedinicama na dijagonali,
a D je dijagonalna s pozitivnim dijagonalnim elementima.

Sve tri matrice su regularne.
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Simetrizirani LR — faktorizacija Choleskog
D

Drugi korak. Zbog hermiti¢nosti/simetrije matrice A, vrijedi
LDM*=A=A"=(LDM*)* =MDL".
Mnozenjem slijeva s L™ i zdesna s L™* = (L~!)* dobivamo
DM*L™* =L 'MD.

Na lijevoj strani imamo produkt gornjih trokutastih matrica,
a na desnoj donjih, pa su ti produkti = dijagonalna matrica.

Matrice M 1 L imaju jedinice na dijagonali, pa usporedbom
dijagonala izlazi da su obje strane bas jednake D. Koristeci
regularnost od L 1 D, dobivamo

L *‘MD=D — MD=LD — M = L. ]
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Faktorizacija Choleskog — standardni oblik
e

Teorem (Standardni oblik faktorizacije Choleskog). Za svaku
hermitsku /simetri¢nu pozitivno definitnu matricu A postoji
faktorizacija

A= R'R,

gdje je R gornja trokutasta matrica. Ako fiksiramo da R ima
(na pr.) pozitivnu dijagonalu, ova faktorizacija je jedinstvena.

Dokaz. Matrica A ima jedinstvenu LD L* faktorizaciju
(jedinstvenost slijedi iz jedinstvenosti LR faktorizacije).

Nadalje, D ima pozitivnu dijagonalu, pa se moze rastaviti kao
D=A-A=A-A"
gdje je A dijagonalna i A;; = /D;; = /7 > 0 (+ predznak).
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Faktorizacija Choleskog — standardni oblik
D

Tada LDL* faktorizaciju od A mozemo napisati u obliku
A=LDL* = (LA)(AL") = (LA)(A'L*) = (LA)(LA)*.
Uz oznaku R := (LA)* dobivamo faktorizaciju Choleskog
A=RR. O

Napomena. Mnogi slovom L oznacavaju matricu L := LA, pa
se u literaturi faktorizacija Choleskog moze naci napisana kao

A=LL".

Oprez: Ovaj “novi” L viSe nema jedinice na dijagonali!

Kad znamo da postoji, faktorizacija Choleskog se moze i
direktno izvesti (slicno kao LR), znajuci da je A = R*R.
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Algoritam

Ogranic¢imo se na realni sluéaj. Iz A = R R, za gornji trokut

od A, slijedi i
a;j = Z"“ki"“kj, 1 < 7,
k=1

pa dobivamo sljedec¢u rekurziju za elemente:

za ] =1,...,n:

1 i—1
Tij:_(afij_g Tki'rkj), 1 =1,...
Tig

k=1

Jj—1 1/2
77 37 kj :

k=1

7j_17

U prvom koraku, za 5 = 1, racunamo samo 11 = v/a11.
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Algoritam
D

Zbog gresaka zaokruzivanja, pod korijenom mozemo dobiti

@ negativan izraz ili nulu = nuzna provjeral

Faktorizacija Choleskog

za j =1 do n radi {
/* Nadi j-ti stupac od R */
/* Supstitucija unaprijed iznad dijagonale */
za i =1do j - 1 radi {
sum = A[i, jl;
za k =1 doi -1 radi {
sum = sum - R[k, i] * R[k, jl;
by
R[i, j] = sum / R[i, il;
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Algoritam
N

/* Dijagonalni element */
sum = A[j, jl;
za k =1 do j -1 radi {
sum = sum - R[k, jl**2; /* x*x <=> pow */
}
/* Provjera prije korijena */
ako je sum > 0.0 onda {
R[j, j] = sqrt(sum);
by
inace
/* Matrica nije pozitivno definitna, STOP */

+

Napomena. Za simetricnu matricu A, test sum > 0.0
ekvivalentan je provjeri pozitivne definitnosti od A.
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Komentar na algoritam, sloZenost
D

Ovo je tzv. jik varijanta algoritma, a naziv dolazi od poretka
petlji (izvana, prema unutra), uz prirodno imenovanje indeksa.

@ Ovdje se matrica R generira stupac po stupac (Fortran),

@ dok se, u LR faktorizaciji, matrica R generirala redak po
redak, a L stupac po stupac.

To nije jedina varijanta za realizaciju algoritma (v. iza).

Za slozenost algoritma = broj aritmetickih operacija, izlazi

1
OP(n) ~ 3 n°,

Sto je, priblizno, polovina slozenosti LR faktorizacije. Razlog:

@ racunamo samo jednu trokutastu matricu, a ne dvije.
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Algoritam — ijk varijanta (ra¢un “na ruke”, C)

Zamjenom indeksa 2, 7 dobivamo tzv. 17k varijantu algoritma:

za1=1,...,n:
i—1 1/2
_ 2
Tii—(az’z’_g Tki) 3
k=1
i—1
1 . .
Tz’j:_ a,ij—g rkirkj ; ]:Z+1,...,n.
(7} 1

Tu se R racuna redak po redak, a za ¢+ = n racunamo samo 7,,,.

Kad imamo faktorizaciju Choleskog A = R R, onda se rjesenje
sustava Ax = b svodi na rjeSavanje dva trokutasta sustava

R'y =0, Rx=uv.
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Rjesenje linearnog sustava

Ove sustave lako rjesavamo:

@ sustav R'y = b — supstitucijom unaprijed

b1
Yy = —,
11
| i—1
yz:—(bz— E ’rjz'yj)y z':Z,...,n,
i —
71=1
@ sustav Rz = y — supstitucijom unatrag
Yn
Lp — —,
’rnn
! En ' 1 1
X; — — P Tii Ti |, t=n—1,...,1.
Tii !y 7
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Alternativa za rjesenje linearnog sustava
I

Za razliku od LR faktorizacije, ovdje

@ u obje supstitucije imamo dijeljenja (istim brojevima).
U praksi se ¢esto koristi LDL? oblik faktorizacije Choleskog.

Prednosti te varijante su viSestruke:
@ U algoritmu LDL? faktorizacije nema drugih korijena.

@ Rjesavaju se tri jednostavna linearna sustava
Lz=b, Dy=z L'z=y.

@ Srednji sustav Dy = z treba samo n dijeljenja.

@ U preostala dva sustava, L ima jedinicnu dijagonalu
(nema dijeljenja), pa ukupno stedimo n dijeljenja.
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Pivotiranje u faktorizaciji Choleskog
I

I kod faktorizacije Choleskog mozemo koristiti pivotiranje.
Medutim, da bismo ocuvali simetriju radne matrice,

@ pivotiranje mora biti “simetri¢no”, tj.
@ radimo istovremene zamjene redaka i stupaca u A
A— PTAP,
gdje je P matrica permutacije,

@ = dijagonalni element zamjenjuje mjesto s dijagonalnim.

Matrica PTAP je opet hermitska/simetricna i, $to je kljucno,
@ ostaje pozitivno definitna (dokazite to)!

Posljedica. Sve glavne podmatrice od A (a ne samo vodece)
imaju pozitivou determinantu.
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Dijagonalno pivotiranje u faktorizaciji Choleskog
D

Standardno se koristi tzv. dijagonalno pivotiranje:

@ u k-tom koraku faktorizacije, izbor pivotnog elementa je

k
a,,,(];) = Inax a,gi )
k<i<n

To odgovara potpunom pivotiranju u LR taktorizaciji ili GE.
Naime, najveéi elementi u A%® su sigurno na dijagonali.

Dokaz. U A = AWM, gledamo bilo koju glavnu podmatricu As,,

reda 2, S
A2 _ [ 10 17 ] .

Qij  Gjj

Iz det(Az) > 0 slijedi aga;; > |a;|?, pa je bar jedan od
dijagonalnih elemenata veci od |ag;|. Isto vrijedi za sve A®). ®
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Dijagonalno pivotiranje u faktorizaciji Choleskog

Ovim postupkom dobivamo faktorizaciju Choleskog
PTAP = R'R,
u kojoj za elemente matrice R vrijedi
J
re > Z’rfj, 7=k+1,....n, k=1 ...,n.
i=k

Desna strana = elementi j-tog stupca, od k-tog do dijagonale.
Posebno, to znaci da R ima nerastucu dijagonalu

11 Z ZTnn>O
Isto je u QR faktorizaciji s pivotiranjem stupaca (v. kasnije).

Nazalost, kod Hilbertove matrice, ni to ne pomaze! Probajte!
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Moze li LDL" za bilo koje simetri¢ne matrice?
I

Pitanje. MozZe li se LDL"' faktorizacija napraviti za bilo koju
simetricnu matricu A = AY — opéenito, indefinitnu,

@ uz dozvolu da matrica D ima i negativne elemente?

To ne vrijedi! Kontraprimjer je tzv. elementarna indefinitna

matrica 01
A= .
2

Pomaze li simetricna permutacija redaka i stupaca? Opet, ne!

Pravo poopcenje na indefinitne matrice dobivamo tako da
@ dozvolimo dijagonalne blokove reda 2 u matrici D.

Faktorizacija: Bunch—Parlett ili Bunch—Kautman—Parlett
(razlike su u pivotiranju). Slicno ide za A = —A? (Bunch).
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Aproksimacija i interpolacija
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Opcenito o problemu aproksimacije
D

Sto je problem aproksimacije?

Poznate su neke informacije o funkciji f, definiranoj na nekom
podskupu X C R.

Na osnovu tih informacija, zelimo funkciju f

@ zamijeniti nekom drugom funkcijom ¢ na istom skupu X,
ili na jos vecem skupu,

@ tako da su funkcije f i ¢ bliske u nekom smislu.
Skup X je najcesce:
@ interval oblika |a,b] (koji moze biti i neogranicen), ili

@ diskretni skup tocaka.

Pitanje: Zasto uopce zelimo zamjenu f +— 7
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Oblici problema aproksimacije
D

Problem aproksimacije javlja se u dva bitno razlicita oblika.

Prvi oblik: Znamo funkciju f (analiticki ili sli¢no),

@ ali je njezina forma prekomplicirana za racunanje.

U tom slucaju,
@ izaberemo neke informacije o f i

@ po nekom kriteriju odredimo aproksimacijsku funkciju ¢.

Prednosti ovog oblika problema aproksimacije:
@ Mozemo birati informacije o f koje ¢emo koristiti.

@ Jednako tako, mozemo ocijeniti gresku dobivene
aproksimacije ¢, obzirom na prave vrijednosti funkcije f.
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Oblici problema aproksimacije (nastavak)
S

Drugi oblik: Ne znamo funkciju f,
@ ve¢ samo neke informacije o njoj,

@ na primjer, vrijednosti na nekom (diskretnom) skupu
tocaka.

Zamjenska funkcija ¢ odreduje se iz raspolozivih informacija.
@ Osim samih podataka (poznate vrijednosti),
@ ove informacije mogu ukljuc¢ivati i o¢ekivani oblik
ponasanja tih podataka, tj. oblik funkcije .
Mane ovog oblika problema aproksimacije:
@ Ne moze se napraviti ocjena pogreske,

@ bez dodatnih informacija o nepoznatoj funkciji f.
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Prvi oblik problema — primjene
D

Prvi oblik se obi¢no koristi u teoriji

@ za razvo] numerickih metoda na bazi aproksimacije.
Na primjer, za numericko

@ integriranje funkcija (integriramo aproksimaciju),

@ rjesavanje diferencijalnih jednadzbi.

Prakti¢ni primjer:

@ programska biblioteka za racunanje raznih elementarnih
funkcija (exp, sin, cos, sqrt, ... ), poput <math.h>.

Trazi se maksimalna brzina i puna tocnost, na razini osnovne
greSke zaokruzivanja wu.

Realizacija standardno ide racionalnim aproksimacijama.
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Drugi oblik problema — primjene
D

Drugi oblik problema se vrlo cesto javlja u praksi.

Na primjer,
@ kod mjerenja nekih veli¢ina (rezultat je “tablica”),

@ osim izmjerenih podataka, pokuSavamo aproksimirati i
podatke koji se nalaze “izmedu” izmjerenih tocaka.

To je kljuéna svrha ovakve aproksimacije!

Napomena. Kod mjerenja se javljaju i greske mjerenja.

@ Zato postoje posebne tehnike — vrste aproksimacija,
za “ublazavanje” tako nastalih gresaka.

Na primjer, metoda najmanjih kvadrata ima opravdanje u
matematicko]j statistici.
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Izbor aproksimacijske funkcije ¢
I

Aproksimacijska funkcija ¢ bira se
@ prema prirodi modela — izbor dolazi iz problema,

@ ali tako da bude relativno jednostavna za racunanje.

Obi¢no se prvo fiksira (izabere) neki skup funkcija F.
@ Onda se trazi “najbolja” aproksimacija ¢ iz tog skupa F.

Skup F moze biti vektorski prostor, ali ne mora.

Za prakticno racunanje, funkcija ¢ obic¢no ovisi
@ o nekom konac¢nom broju parametara ag, £k =0,...,m,
@ koje treba odrediti po nekom kriteriju aproksimacije.

Ideja: Sve moguce vrijednosti ovih m + 1 parametara
odreduju skup svih “dozvoljenih” funkcija F.
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Parametrizacija aproksimacijske funkcije ¢
e

Kad funkciju ¢ zapisemo u obliku

QO([IZ) — SO(ZC, ag, A1,y ... 7a'm)7

kao funkciju koja ovisi i o parametrima a;, onda kazemo

@ da smo izabrali opc¢i oblik aproksimacijske funkcije ¢
(u odnosu na skup F — na primjer, izborom baze u F).

Prema obliku ovisnosti o parametrima, aproksimacijske
funkcije mozemo grubo podijeliti na:

@ linearne aproksimacijske funkcije,

@ nelinearne aproksimacijske funkcije.

Koje su bitne razlike izmedu ove dvije grupe?
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Linearne aproksimacijske funkcije
D

Opci oblik linearne aproksimacijske funkcije je

gp(:lj) — aOSOO(:E) + algpl(aj) Tt CLmQOm(Qj),
gdje su ¢y, ..., p, poznate funkcije koje znamo racunati.

Linearnost u ovisnosti o parametrima znaci:

@ trazeni parametri su koeficijenti u linearnoj kombinaciji
poznatih funkcija.

Velika prednost: Odredivanje parametara a; obicno vodi na
“linearne” probleme (koji su lakse rjesivi od nelinearnih):

@ sustave linearnih jednadzbi, ili

@ linearne probleme optimizacije.
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Linearne aproksimacijske funkcije (nastavak)
D

Standardni model za linearni oblik aproksimacije:
@ skup “dozvoljenih” funkcija F je vektorski prostor, a

@ funkcije vy, ..., ©,, su neka baza u tom prostoru.

Unaprijed se bira (fiksira):
@ vektorski prostor F, odgovarajuc¢e dimenzije m + 1,

@ baza @g,...,0om u F.

Napomena. Kod pribliznog numerickog racunanja,
@ “dobar” izbor baze je kljucan za stabilnost postupka

@ 1 tocnost izracunatih vrijednosti parametara aq, ..., a,,
aproksimacijske funkcije .
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Primjer 1 — polinomi
D

Nekoliko primjera najc¢esée koristenih vektorskih prostora JF.

Polinomi. Uzimamo F = P,,, gdje je P,, vektorski prostor
polinoma stupnja < m (dimenzija tog prostora je m + 1).

Standardni izbor baze je pp(x) = 2%, za k = 0,...,m, tj.
o(r) =ag+ a1+ -+ apx™.
Nije nuzno da ¢ zapisemo u bazi potencija {1, x, ..., 2™ }.

Upravo suprotno, vrlo cesto je neka druga baza bitno bolja.
@ Na primjer, { 1, (z — ), (x —x9) (x —x1), ... }, gdje su
T, X1, - .. zadane tocke (v. kod interpolacije).

@ Ortogonalni polinomi, obzirom na pogodno izabrani
skalarni produkt (v. kod najmanjih kvadrata).
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Primjer 2 — trigonometrijski polinomi
e

Trigonometrijski “polinomi”. Za funkcije ¢, uzima se prvih
m + 1 funkcija iz skupa

{1, coszx, sinx, cos2x, sin2z, ... }.
Koriste se za aproksimaciju periodickih funkcija na intervalu

perioda — ovdje je period P = 27, a interval je, na pr., [0, 27].

@ Primjena je, recimo, u obradi 1 modeliranju signala.

Varijacije u izboru baze:

@ Koristi se dodatni faktor u argumentu sinusa i kosinusa
(x — Az) — koji sluzi za kontrolu perioda (P +— P/\).

@ Ponekad se biraju samo parne ili samo neparne funkcije
1z ovog skupa.
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Primjer 3 — polinomni splajnovi
D

Polinomni splajnovi. To su funkcije koje su “po dijelovima”
polinomi. Ako su zadane tocke xy < --- < x,,, onda se splajn
funkcija ¢, na svakom podintervalu izmedu susjednih tocaka,

@ svodi na polinom odredenog fiksnog (niskog) stupnja, tj.

Q — Pk, k:1,2,...,n,

[xk—laxk]
a pi su polinomi — najcesce, stupnjeva 1, 2, 3 ili 5.

U tockama x; obi¢no se zahtijeva da funkcija ¢ zadovoljava jos
@ 1 “uvjete ljepljenja” vrijednosti funkcije i nekih njezinih
derivacija, ili nekih aproksimacija za te derivacije.

Splajnovi se ¢esto koriste u praksi, zbog dobrih ocjena greske
aproksimacije i kontrole oblika aproksimacijske funkcije.
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Nelinearne aproksimacijske funkcije
e

Nelinearne aproksimacijske funkcije ¢

SO(ZE) — SO(ZC, ag, A1,y - .. 7a'm)7

imaju nelinearnu ovisnost o parametrima ag, ..., a,,. Dovoljna
je nelinearnost u nekom /jednom od njih.

Pripadni skup “dozvoljenih” funkcija J najcesce

@ nije vektorski prostor.

Odredivanje parametara aj, op¢enito, vodi na “nelinearne”
probleme:

@ sustave nelinearnih jednadzbi, ili

@ nelinearne probleme optimizacije.
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Primjer 4 — “opce” eksponencijalne funkcije
D

Par primjera oblika nelinearnih aproksimacijskih tunkcija, koji
se ¢esto koriste u praksi.

Opce eksponencijalne tunkcije. To su linearne kombinacije
obi¢nih eksponencijalnih funkcija s razlicitim parametrima u
eksponentu

() = coe®™® + 1" + - 4 e

Nelinearno ovise o parametrima by, ..., b,. Broj nezavisnih
parametara (tzv. “stupnjeva slobode”) je m + 1 = 2r + 2.

Ovakve “opce” eksponencijalne funkcije opisuju
@ procese rasta i odumiranja u raznim populacijama,

@ s primjenom u biologiji, ekonomiji 1 medicini.
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Primjer 5 — racionalne funkcije
DU

Racionalne funkcije. Imaju opéi oblik

bg + b1z + -+ D"
p(r) = 5
Co+ 1T+ 4 CsT

Broj nezavisnih parametara (m 4+ 1) je samo r 4+ s + 1, a ne
r + s + 2, kako formalno pise.
Objasnjenje. Razlomci se mogu prosirivati:
@ Ako su b;, ¢; parametri, onda su to i tb;, tc;, za t # 0.
@ Uvijek mozemo fiksirati jedan od koeficijenata b; ili ¢;,

a koji je to — obicno slijedi iz prirode modela.

Racionalne funkcije imaju mnogo bolja svojstva aproksimacije
od polinoma stupnja m, a pripadna teorija je relativno nova.
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Kriteriji aproksimacije — interpolacija
D

Interpolacija je zahtjev da se funkcije f 1 ¢ podudaraju na
nekom kona¢nom skupu tocaka.
@ Te tocke nazivamo ¢vorovima interpolacije.

@ Zahtjevu se moze, ali ne mora, dodati zahtjev da se u
¢vorovima, osim funkcijskih vrijednosti, poklapaju i
vrijednosti nekih derivacija.

U najjednostavnijem obliku interpolacije, kad se podudaraju
samo funkcijske vrijednosti,

@ od podataka o tunkciji f, koristi se samo informacija o
njezinoj vrijednosti na skupu od n + 1 tocaka,

@ tj. podaci su (zy, fx), gdje je fr :== f(zr), za k=0,...,n.
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Kriteriji aproksimacije — interpolacija
D

Kod interpolacije zadanih vrijednosti,

@ broj parametara interpolacijske funkcije mora biti jednak
broju zadanih podataka, tj. mora biti m = n.

Prijevod: “broj stupnjeva slobode” = “broj uvjeta”.

@ Parametri a, ..., a, odreduju se iz uvjeta interpolacije
o(xg; ag, a1y ... 0,) = fr, k=0,...,n,

Sto je, opcenito, nelinearni sustav jednadzbi.

@ Linearnost funkcije ¢ povlaci da parametre a; dobivamo
1z sustava linearnih jednadzbi,

@ koji ima tocno n + 1 jednadzbi za n + 1 nepoznanica.
Matrica tog sustava je kvadratna.
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Kriteriji aproksimacije — minimizacija pogreske

T SSS——
Minimizacija pogreske je drugi kriterij odredivanja parametara
aproksimacije. Funkcija ¢ bira se tako da se minimizira neka
odabrana norma || || funkcije pogreske

e(r) = flz) = p(2),

u nekom odabranom prostoru funkcija F za ¢, na nekoj
odabranoj domeni X.

Ove aproksimacije ¢esto se zovu i najbolje aproksimacije po
normi. Dijele se na

@ diskretne — ako se ||e|| minimizira na diskretnom skupu
podataka X (to znaci da je X konacan ili prebrojiv);

@ kontinuirane — ako se ||e|| minimizira na kontinuiranom
skupu podataka X (obi¢no je X interval oblika [a,b]).
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Kriteriji aproksimacije — minimizacija pogreske

Standardno se kao norme pogreske koriste

Q@ 2-normal

Q@ oo-norma.

Ponekad se koristi 1 1-norma.

Za 2-normu,

@ pripadna aproksimacija zove se srednjekvadratna,

@ a metoda za njezino nalazenje zove se metoda najmanjih

kvadrata.

Funkcija ¢, odnosno, njezini parametri, traze se tako da bude

|e(x)]|2 — min,

za o € F.
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Kriteriji aproksimacije — minimizacija pogreske

@ U diskretnom slu¢aju, za X = {zg,...,x,}, dobivamo

n

\ Z(f(xk) — ¢(xx))? — min.

k=0

@ U kontinuiranom slucaju, za X = [a, b], dobivamo

b

/ (F(2) — o(2))? do — min.

\

Preciznije, minimizira se samo ono pod korijenom, pa odatle
naziv “najmanji kvadrati”.
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Kriteriji aproksimacije — minimizacija pogreske
D

U slucaju oo-norme, pripadna aproksimacija zove se minimaks
aproksimacija, a parametri se biraju tako da je

le()]|ce — min, za p € F.
@ U diskretnom slu¢aju, za X = {zg,...,x,}, trazi se

ax | f(zx) — p(zp)| — min.

@ U kontinuiranom slucaju, za X = |a, b, trazi se

m[a}g] | f(x) — p(x)] — min.
z€la,

Naziv “minimaks” dolazi od minimizacije maksimuma.
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Kriteriji aproksimacije — minimizacija pogreske
TGS,
Minimaks tip aproksimacija je pozeljniji od srednjekvadratnih,
@ jer se trazi da maksimalna greska bude minimalna,
@ ali ih je, opéenito, mnogo teze izracunati (na primjer,

dobivamo problem minimizacije nederivabilne funkcije!).

Za znatizeljne: U praksi — norme, pored tunkcije, mogu
ukljucivati i neke njezine derivacije. Primjer takve norme je

b

£l = / [(f(2))? + (f(2))?] da,

\

na prostoru C''[a, b] — svih funkcija koje imaju neprekidnu
prvu derivaciju na |a, b|.
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Klju¢ni problemi kod aproksimacije

Matematicki problemi koje treba rijesiti:

Q

Egzistencija 1 jedinstvenost rjesenja problema

aproksimacije, Sto ovisi o tome

@ koje funkcije f aproksimiramo kojim funkcijama ¢
(dva prostora)

@ i kako mjerimo gresku e (norma).

Analiza kvalitete dobivene aproksimacije — vrijednost
“najmanje” pogreske |le|| i ponasanje funkcije greske e na
cijeloj domeni X.

(Norma greske ||e|| je samo jedan broj, a ne funkcija.)

Konstrukcija algoritama za rac¢unanje najbolje
aproksimacije.
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Veza aproksimacije i interpolacije — diskretno
e

U diskretnom linearnom slucaju,

@ problem interpolacije na konac¢nom skupu tocaka X
(tocke iz X su ¢vorovi interpolacije),

mozemo smatrati specijalnim, ali posebno vaznim slucajem
@ najbolje aproksimacije po normi na skupu X,

@ uz neku standardnu normu na konacnodimenzionalnim
vektorskim prostorima (ovisi o tome odakle biramo ¢).

Posebnost: Uz minimizaciju norme pogreske ||e|| — min,
dodatno trazimo da je

@ minimum norme pogreske jednak nuli, tj. min |le]| = 0.

To je onda ekvivalentno odgovarajuc¢im uvjetima interpolacije.

NumMat 2021, 4. predavanje — p. 89/110



Veza aproksimacije i interpolacije — primjer
e

Primjer. Neka je X = {xg,...,x,} i trazimo aproksimacijsku
funkciju ¢ u vektorskom prostoru

@ P, — svih polinoma stupnja najvise bas n (tj. m = n).

Kao kriterij aproksimacije uzmimo neku p-normu (1 < p < 00)
@ vektora e gresaka funkcijskih vrijednosti na skupu X.

Za 1 < p < oo, zahtjev je

n 1/p
fello = 15 = el = ( Y- 15an) = () = min
k=0

Za p = o0, trazimo

Jelloo = 115 = ¢loe = max |f(zx) = p(x)| — min.
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Veza aproksimacije i interpolacije — primjer
e

Ocito je ||e||, = 0 ekvivalentno uvjetima interpolacije

flze) = (@), k=0,....n

Medutim, nije jasno moze li se to postici, tj.
@ postoji li takva aproksimacijska funkcija ¢ € P,
@ za koju je minimum norme greske jednak nuli,

tako da je ¢ i interpolacijska funkcija.

U nastavku, pokazat ¢emo da je odgovor potvrdan za ovaj
primjer. Razlog: Prostor P,,, u kojem trazimo aproksimaciju,

@ ima dovoljno veliku dimenziju za egzistenciju (m > n), a

@ m = n garantira jedinstvenost interpolacijske funkcije .
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Interpolacija polinomima
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Interpolacija polinomima
e

Neka je funkcija f zadana na

@ diskretnom skupu medusobno razlicitih toc¢aka (Gvorova)
T, za k =0,...,n, tj. vrijedi z; # x,; za © # j.

@ Poznate funkcijske vrijednosti u tim tockama skrac¢eno
oznacavamo s fr := f(xx).

Komentar. Kad bismo dozvolili da je x; = x;, za neke ¢ # j,
@ ili f nije funkcija (ako je f; # f;),
@ ili imamo redundantan podatak (ako je f; = f;).

Ako je |a,b] segment, u praksi su tocke obi¢no numerirane

tako da je a<zo <1< <z, <0,

ali to ovdje nije bitno.
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Egzistencija i jedinstvenost
I am———,

Pitanja:
@ Uz koje uvjete postoji interpolacijski polinom?
@ Je li on jedinstven?

Odgovor daje sljedeci teorem.

Teorem. Neka je n € NU{0}. Za zadane podatke (zy, fx),
k=0,...,n, gdje je x; # x; za 1 # j, postoji jedinstveni
interpolacijski polinom ¢ € P,,, stupnja najvise n,

o(x) :=pp(x) =ag+ arx + -+ + a,a”

za kojeg vrijedi
po(xr) = fx, k=0,...,n.

Uociti: évorovi moraju biti razli¢iti, a f;, mogu biti bilo kakvi!
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Egzistencija i jedinstvenost

Dokaz. Neka je p,, € P,, polinom stupnja najvise n, zapisan u
bazi potencija,

pu(x) =ag+ a1z + -+ - + aa™.

Uvjete interpolacije napisemo u obliku linearnog sustava s
nepoznanicama ag, . . ., a,,

pn(xo) = ag + a1xo + -+ + apry = fo

pn(%) =ap+a1ry + -+ a'nx? = f1

Po(xn) = ag + a1z, + -+ + apxl = fi.

Pokazimo da je matrica ovog sustava regularna, ako i samo
ako su ¢vorovi razliciti, a onda sustav ima jedinstveno rjesenje.
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Egzistencija i jedinstvenost
G,

Provjeru regularnosti matrice napravit ¢emo racunanjem
vrijednosti determinante.

Pripadna determinanta je tzv. Vandermondeova determinanta

1z T T
I x Ty 7
I N Tt
1z, 2 X,
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Egzistencija i jedinstvenost
L

Definiramo determinantu koja ‘“nali¢i” na D),,, samo umjesto

¢vora x,, stavimo da je posljednji redak u V,,(x) funkcija od x:
Iz T2 X
I = 7 7
Vo(x) = : E f
1 @1 5 L1
1z 2 "
Primijetimo da je
D, = V,(x,).
Promatrajmo V,,(z) kao funkciju varijable .
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Egzistencija 1 jedinstvenost
s,

Razvojem po posljednjem retku V,,(z), uocavamo da je
@ V,(x) = polinom stupnja najvise n u varijabli z,
@ a koeficijent tog polinoma uz " je determinanta D,,_4

(“krizanje” zadnjeg retka i stupca u V,,(x)).

Ako u determinantu V,,(x), redom, uvrstavamo x, ..., T, 1,

@ determinanta V,(xy), za k =0,...,n — 1, ima dva
jednaka retka,

pa je
Vi(zo) = Vi(21) = -+ = V(1) = 0,

tj. tocke xg,...,x,_1 su nultocke polinoma V,,(x), stupnja n.
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Egzistencija i jedinstvenost
.,

Za polinom V,,(x), stupnja n, znamo
@ vodeci koeficijent — D,,_1,
@ sve nultocke — xg, ..., x,_1,

pa V,,(x) mozemo napisati kao produkt

Vo(x) =Dy 1 (x —x9) (x —21) -+ (x — Tpy1).

Uvrstavanjem r = x,,, dobivamo rekurzivnu relaciju za D,

Dn — Dn—l (an — ZEO) (In — 331) T (an — In—l)-

Odmah vidimo da je Dy = 1 (lijevi gornji kut!), pa indukcijom

slijedi
Dn = H (ZI?Z — ZCJ').

0<j<i<n
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Egzistencija i jedinstvenost
D

Buduéi da je (po pretpostavci) z; # z;, za ¢ # j, onda je
D, #+ 0,

a vrijedi 1 obrat. Matrica linearnog sustava je regularna, pa

@ postoji jedinstveno rjesenje ay, ..., a, za koeficijente
polinoma p,, u standardnoj bazi potencija.

Iz jedinstvenosti prikaza u bazi slijedi da postoji jedinstveni
interpolacijski polinom ¢ = p,, € P,, za zadane podatke. O

Napomena. Nadalje ¢emo se baviti
@ raznim formama interpolacijskog polinoma,
@ koje ¢e uvijek predstavljati isti interpolacijski polinom,

samo zapisan u raznim bazama.
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Izbor baze i matrica sustava
e

Ako u prostoru polinoma ‘P,, izaberemo neku bazu oy, ..., ©,,
onda interpolacijski polinom p,, mozemo prikazati u obliku

Pn = aoo() + arp1(x) + - + anpn(x).
Linearni sustav za nepoznate koeficijente ao, ..., a, ima oblik

pn(CCO) — aOSOO(ZEO) T algpl(xO) T o angpn(xO) = Jo
pn(xl) = aOSDO(xl) T a1901(371) T o anSOn(CUl) = fi

Pr(Tn) = aopo(Tn) + a101(Tn) + ++ + ann(Tn) = fu.

Pitanje. Moze li se relativno jednostavno pronaci baza
©o, ..., P, za Koju je matrica ovog sustava jedinicna matrica?
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Izbor baze za interpolaciju
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Primjer
D

Primjer. Nadite interpolacijski polinom p,g, stupnja 40,
zapisan u standardnoj bazi potencija, koji interpolira tunkciju

f(x) =sinx,

- : S LT :
na ekvidistantnoj mrezi é¢vorova x; = i 5> ha intervalu [0, 207].

Vandermondeov linearni sustav je katastrofalno uvjetovan,
ko &~ 5.027 - 10%,
pa se ocekuju velike greske u rjesenju.

Kad izracunamo vrijednost u ¢vorovima interpolacije, greske
su tolike da interpolacijski polinom ne interpolira zadane
podatke — dakle, ni izracunati rezidual vise nije malen.
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Primjer (nastavak)
L —

Legenda. Slika prikazuje samo dio podataka do 5m. Oznake:
@ plavi kruzi¢i = zadane vrijednosti funkcije sin,

@ crveni kruzi¢i = izracunate vrijednosti polinoma pyg u
¢vorovima interpolacije.

A o

N o
\)}
R
O--
N
N
(@)
3

Zakljucak. Treba nac¢i brzi na¢in racunanja (ovo traje O(n?)),
koji u ¢vorovima daje gresku 0.
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Uvjetovanost Vandermondeovih matrica
o ——

Pogledajmo uvjetovanost Vandermondeovih matrica za neke
standardne izbore mreza ¢vorova, u ovisnosti o broju ¢vorova.

Oznaka: Za zadani n € NU {0} promatramo mrezu s n + 1
cvorova

2™ 1 =0,...,n, xén)<---<x(”)

7 ) n °

Pripadnu Vandermondeovu matricu reda n + 1 oznacavamo s
V(n—l—l) _ V(n—l—l) (x(()n)7 o ’xrgn))’

a njezini elementi su

=1
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Uvjetovanost Vandermondeovih matrica
o ———

Primjer 1. Ekvidistantna mreza s n podintervala na segmentu
[_17 1]7

=112 i=0,... .n

’ n
fo (V(RH1) n | ke (VD) n | ko(V (1) n | ko (Vnt)
1.000 - 10Y 8 | 1.605-10°  25|2.131-10" 60 |2.253-10%®
3.226-10° 10| 1.395-10*  30|5.642 10" 70 | 1.722 1033
8.012-10Y 12| 1.234-10°  35|1.496 - 10 80 |1.329-10°®
14| 1.105-10%  40|4.044 - 108 90 |1.033 - 10%3
6.383-10" 16| 9.983-10°  45[1.093-10%' 100 |8.083 - 10*7
1.898-10% 18] 9.085-10"  50|2.989-10%°
5.354-10% 201 8.314-10°

N O Ut W NN =3
)
w
Ut
w
[S—
)
’_l
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Uvjetovanost Vandermondeovih matrica
o ——

Primjer 2. Ekvidistantna mreza s n podintervala na segmentu
0,1],

ko (V (0 11)) n | ke (VD) n | ke (VD) n | ke(V )
2.618 - 10° 8 | 2.009-10°  25|2.628- 102! 60 | 7.018 - 10°2
1.510-10Y 10| 1.156-10% 30| 7.896 - 10%° 70 | 6.998 - 10°!
9.887-10% 12| 6.781-10°  35[2.404-10%° 80 |7.048-107
6.864 - 102 14 /4.032-10  40/7.391-10°* 90 |7.151-107°
4.924-10°  1612.421-10'°%  45/2.289-10%  100| ne ide
3.606 - 10*  18|1.465-10  507.132-10%

2.678-10°  2018.920 - 10'¢

N O Ut e W NN =3
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Uvjetovanost Vandermondeovih matrica
o ——

Primjer 3. Neekvidistantna “harmonijska” mreza s n
podintervala na segmentu |0, 1],

x§”>: ! -, 1=0,...,n.
n+1—1

n | ke (VD) n | ke (V1) n | ke (V1)
1| 6.342-10° 8 | 4.650 - 10 2519.112 - 103Y
2| 5.965 - 10* 10 | 6.033 - 10'2 30(1.037 - 10°°
3| 7.532-10° 12]1.129 - 10'¢ 35 [2.649 - 109
411.217-10% 14 ]2.878 - 1017 40 |1.356 - 107
5 2.404 - 10° 16| 9.586 - 10*2 45 1.277 - 10%?
6| 5.620 - 10° 18| 4.041 - 102° 50 [ 2.071 - 10%°
71 1.518-10° 20 |2.102 - 103°
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Uvjetovanost Vandermondeovih matrica
L ———

Za dani n, ¢vorovi “harmonijske” mreze su, redom,

pa zato 1 naziv “harmonijska”. Prvi ¢vor tezi prema 0, kad
n — oQ.

Moze se pokazati da je

lig(v(n+1)) > (n 4+ 1)n—|—1.
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“Dobre” Vandermondeove matrice
e

Primjer 4. Postoje 1 “dobre” mreze ¢vorova za interpolaciju,
ali njih treba traziti u C, a ne u R.

Najvazniji primjer u praksi su kompleksni korijeni iz jedinice
(promjena indeksa i — k, jer je ¢ imaginarna jedinica),
(’I’L) _ eQﬂ'ki/(TL—l—l) 2]‘@77 . . 2k7T

— COS © S :
X}, n_|_1+z 1nn+1

k=0,...,n.

Vandermondeova matrica je skalarni visekratnik unitarne

1)
matrice U (n+1)

a za njezinu uvjetovanost vrijedi %Q(V(”H ) = 1.

Ovo je podloga za tzv. brzu Fourierovu transformaciju (FFT),
“najkorisniji” algoritam u povijesti!
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