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RjeSavanje nelinearnih jednadzbi

3/98



Opcenito o iterativnim metodama

Neka je zadana nelinearna funkcija
f:l—R,
gdje je I neki interval. Trazimo sve one tocke x € / za koje je
f(x) =0.
Takve toCke x zovu se
» rjesenja ili korijeni pripadne jednadzbe,
» ili nultocke funkcije f.
U pravilu, pretpostavljamo da je

» f neprekidnana /i
» da su joj nultocke izolirane.



Neprekidnost funkcije f

Neprekidnost funkcije f obi¢no se koristi pri odredivanju
intervala gdje se nalazi nultoCka. Naime, ako je

f(a)-f(b) <0

na nekom intervalu [a, b], to znaci da je funkcija promijenila
znak na [a, b]. To se moze dogoditi na dva nacina:

» ili fima nulto¢ku na [a, b],
» ili fima prekid na [a, b].

Ako je f neprekidna funkcija na [a, b]
» i u rubovima vrijedi f(a) - f(b) < 0,
onda f sigurno ima nultocku na [a, b] — €ak unutar (a, b).
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Izoliranost nultoCaka

Definicija (lzolirana nultocka). Za nultoCku « re¢i éemo da je
izolirana, ako postoji krug nekog pozitivnog radijusa oko «,
» takav da je « jedina nultoCka od f unutar tog kruga.

U protivnom, kazemo da je nultocka neizolirana. -

Kod neizoliranih nultoaka postoji problem konvergencije
metoda za nalazenje nultoCaka (lokalna nejedinstvenost).

Odsad nadalje, pretpostavljamo da f ima samo izolirane
nultocke.

Napomena: Neprekidna funkcija na segmentu moze imati
samo konacan broj izoliranih nulto¢aka. U suprotnom, kad bi ih
bilo beskonaéno mnogo, tada bismo imali
» niz u segmentu koji je ogranien, pa stoga u njemu imai
gomiliste,
» a zbog neprekidnosti funkcije i to gomiliste bi bilo nultocka,
koja ne bi bila izolirana.
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|zoliranost nulto¢aka
Primjeri funkcija s
» izoliranim nultockama (lijevo),

» neizoliranim nultockama (desno).




Racunanje nultocke na zadanu to¢nost

Trazenje nultoCki na zadanu to¢nost sastoji se od dvije faze:

1. lzolacija jedne ili viSe nultocki, tj. nalazenje intervala /
unutar kojeg se nalazi barem jedna nulto¢ka. Ovo je tezZi
dio posla i obavlja se na temelju analize toka funkcije.

2. lterativno nalazenje nultoCke na trazenu toc¢nost.
Postoji mnogo metoda za nalazenje nulto¢aka nelinearnih
funkcija na zadanu to€nost. One se bitno razlikuju po tome

» imamo li sigurnu konvergenciju ili ne,

» i po brzini konvergencije (ako/kad konvergiraju).
Uobicajeno:

» brze metode nemaju sigurnu konvergenciju,

» dok je sporije metode imaju.



Brzina ili red konvergencije

Definirajmo sada brzinu konvergencije nekog niza “iteracija”. Te
iteracije mogu, ali ne moraju biti iteracije za racunanje nultoCke
funkcije.

Definicija. Niz iteracija (x», n € Np) konvergira prema tocki «
» s redom konvergencije p, gdieje p > 1,

ako je p najveci realni broj, za kojeg postoji konstanta ¢ > 0,
tako da vrijedi

o — x| < c|la— xp—1|P, VneN.

Ako je p = 1, kaZzemo da niz konvergira linearno prema «.

U tom slu¢aju, mora biti ¢ < 1 (za konvergenciju niza), i obi¢no

se c¢ naziva faktor linearne konvergencije.
[ |



Linearna konvergencija

U nekim slu€ajevima, prethodna definicija nije zgodna za
linearne iterativne algoritme.

Ako u prethodnoj formuli upotrijebimo indukciju za p = 1, uz
¢ < 1, onda dobivamo da je

o — Xp| < ") — X9, neN.

Katkad ¢e biti mnogo lakSe pokazati ovu relaciju, nego onu iz

definicije. | u ovom slu€aju, kazemo da niz iteracija konvergira

linearno s faktorom c. Zbog ¢” — 0, niz zaista konvergira.

Iz ocitih razloga, ovakvu linearnu konvergenciju jo§ zovemo i
» geometrijska konvergencija s faktorom c.
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RjeSavanje nelinearnih jednadzbi
Metoda bisekcije (raspolavljanja)
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Uvodno o metodi raspolavljanja

Najjednostavnija metoda nalazenja nulto¢aka funkcije je
metoda bisekcije ili raspolavljanja.

» Osnovna ili startna pretpostavka za pocetak algoritma
raspolavljanja je neprekidnost funkcije f na intervalu [a, b],
s tim da u rubovima intervala vrijedi

f(a) - f(b) < 0.

To znadi da f ima barem jednu nulto€ku u intervalu [a, b].
Medutim, f moZze imati i viSe nultoCaka u intervalu [a, b]. Na
sliedecoj stranici su primjeri kad funkcija f ima
» tocno jednu nultoCku unutar [a, b] (lijevo),
» viSe nultocaka unutar [a, b] — to€nije, neparan broj njih,
brojeéi kratnost (desno).
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Uvodno o metodi raspolavljanja
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Uvodno o metodi raspolavljanja

Naravno, ako je f(a) - f(b) = 0, onda f sigurno ima nultocku u
(barem) jednom rubu intervala — a ili b. Provjerom f(a) = 0,
odnosno, f(b) = 0, otkrivamo nulto¢ke u rubovima.

Na kraju, ako je
f(a) - f(b) > 0,

to ne mora znaciti da f nema nultoCku unutar [a, b].

Na primjer, moglo se dogoditi da smo loSe separirali (locirali)
nultocke i da f, unutar intervala [a, b], ima

» paran broj nulto¢aka (slika lijevo),
» ili nulto¢ku parnog reda (slika desno).
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Uvodno o metodi raspolavljanja
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Uvodno o metodi raspolavljanja

Zakljucak.
» Boljom separacijom nulto¢aka na lijevoj slici, lako c¢emo
posti¢i da je f(a) - f(b) < 0.
» NultoCke parnog reda nemoguce je direktno na¢i metodom
bisekcije (nema promjene predznaka).

Kad ¢emo govoriti 0 nultoCkama viseg reda, onda ¢emo
pokazati kako treba modificirati funkciju, tako da i metodom
bisekcije mozemo naci visestruku nultocku.

» Umijesto f, treba raditi s funkcijom f/f'.
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Algoritam

Oznacimo s « pravu nultoCku funkcije (nju trazimo), a zatim s

> qo = 4,
> bo =bi
» Xp := poloviste intervala [ag, by, 1j.
ap + by
Xp=—7+.
0 2

Ideja metode: U n-tom koraku algoritma, pocev od intervala
[an_1, bn_1] koji sigurno sadrzi neku nultocku «,

» konstruiramo interval [ap, by] kojemu je
» duljina = polovina duljine prethodnog intervala,
» ali tako da je nultocka « ostala unutar intervala [an, by].
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Algoritam

Konstrukcija intervala [an, by] sastoji se u raspolavljanju
intervala [a,_1, by_1] toCkom x,_1, na sljedeci nacin:

ako je f(ap—1) - f(xp—1) <0, onda a, = an_1, bn = Xp_1,
ako je f(ap_1) - f(xp_1) >0, onda a,= X,_1, bh = bp_1.

Uocimo da je dovoljno ispitivati koji predznak imamo za
f(an—1) - f(Xp—1). Imamo tri mogucnosti:
» f(ap_1) - f(xp—1) = 0 znaci da je nultocka upravo x,_1,

» f(ap—1) - f(xp—1) < 0 znadi da je barem jedna nultocka
unutar [an_1, X,_1] — lijeva polovina,

» f(ap—1) - f(xp—1) > 0 znaci da je barem jedna nultocka
unutar [x,_1, b,_1] — desna polovina.
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Algoritam

Objasnimo posljednju €injenicu. Mnozenjem lijevih strana

nejednakosti
f(an—1) ’ f(bn—1) <0
f(an—1) - f(xn—1) >0
dobivamo
(f(@n1))® - f(Xn_1) - (bn_1) <0,
pa mora biti

f(Xn—1) - f(bn-1) < 0.
Dakle, nultoCka se onda mora nalaziti u intervalu [x,_1, by_1].
Za svaki korak metode raspolavljanja, oc€ito, vrijedi zakljuCak

a € |ap_1,bp_1] = a € [an, bn).
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Metoda raspolavljanja — graficki

GrafiCki, metoda raspolavljanja izgleda ovako

[
Y

|

Zo
I

/m
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Algoritam

Metoda raspolavljanja — za zadanu (apsolutnu) tocnost e:

X (a + b) / 2;
dok je b - x > epsilon radi { // ili x - a >
ako je f(a) » f(x) <= 0.0 onda {
b X;
}
inace {
a = x;
}
X

(a + b) / 2;
}

/+ Na kraju Jje x

~

~ alpha. */

Pedantni algoritam “Cuva” i stare vrijednosti funkcije.
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Konvergencija i zaustavljanje algoritma

Tvrdnja. Ako vrijede startne pretpostavke na funkciju f za
metodu raspolavljanja, dobiveni niz x, konvergira prema nekoj
nultoCki « iz intervala [a, b].

Dokaz. Nulto¢ku o smo nasli sa zadanom tocnoscu e ako je
la — Xp| < e.

Kako ¢emo znati da je to ispunjeno, ako ne znamo «?

» Bududi da je x, poloviste intervala [ap, by] i « € [an, bnl,
onda je

1

’a—Xn|Sbn—Xn:Xn_an:§

(bn - an)7
» pa je dovoljno zahtijevati

bh—xp<e ili xp,—ap<e.
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Ocjena greske
Iz konstrukcije metode raspolavljanja, lako se izvodi ocjena
pogreske n-te aproksimacije x, nultoCke «. Vrijedi:

1 1
E(b an):?
(b—a).

Nadalje, vrijedi (b — a)/2 = b — xg = X9 — a, pa slijedi da je

o — Xn| < bp— Xn =

1
- 2n+1

(bnf1 - anf1)

1
= 5n (X0 — ).

Prema tome mozemo zakljuciti da lim x, = « kad n — co. m
Napomena: Obzirom da smo pretpostavili da f ima samo
izolirane nultoCke, za dovoljno veliki n, radijus Qn% (b — a) kruga
oko nultoCke « bit ¢e dovoljno mali (npr. manji od minimalne
udaljenosti izmedu kona¢no mnogo nulto¢aka) da unutar njega
nece biti druge nultoCke. Algoritam tada konvergira ka

jedinstvenoj nultcki.
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Ocjena greske i broj koraka

Relacija
1
lae — Xp| < ﬁ(xo—a)
podsjeca na linearnu konvergenciju s ¢ = 1/2, ali se zdesna
ne pojavljuje | — xp|. Ipak, desna strana sugerira da ¢e
konvergencija biti dosta spora (jedan bit po iteraciji).

Relacija

1
’a—Xnyéw(b—a)

omogucava da se unaprijed odredi koliko je koraka (iteracija)
raspolavljanja potrebno za postizanje zadane tocnosti .

Da osiguramo |a — x| < &, dovoljno je zahtijevati da je
1

ot (b—a)<e.
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Ocjena greske i broj koraka
MnozZenjem prethodne jednadzbe s 2+ i dijeljenjem s ¢,
dobivamo
b—a
g
Zatim, logaritmiranje (u bilo kojoj bazi) daje

< ontt,

log(b—a) —loge < (n+ 1)log2,
odnosno,
- log(b—a) —loge

n= log 2

1, neNp.

Ako je funkcija f jos i klase C'[a, b], tj. ako f ima neprekidnu
prvu derivaciju, moze se dobiti i tzv. dinamicka ocjena greske.

Po Teoremu srednje vrijednosti za funkciju f oko a, imamo
f(Xn) = f(@) + (&) (Xn — a),

pri ¢emu je € izmedu X, i a.
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Dinamicka ocjena greske

Prvo iskoristimo da je « nultocCka, tj. da je f(«) = 0, a zatim
uzmemo apsolutne vrijednosti obje strane. Dobivamo

[F(xn)| = [F'(E)] o — Xal.
Znamo da su « i x;, iz [a, b], odakle slijedi i ¢ € [a, b]. Onda

|f'(£)| ocijenimo odozdo, preko cijelog intervala [a, b],

7€) = mi, m = min_ |f(x).
x€[a,b]

Ako je my > 0, odnosno, ako f" ima fiksni predznak na [a, b],

onda izlazi ocjena

fOm)|
my

| — xp| <
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Dinamicka ocjena greske

Drugim rije¢ima, ako Zelimo da je | — x,| < &, dovoljno je
zahtijevati da je

UCDI
my
odnosno, da vrijedi
[f(xn)| < mye.

Ovaj uvjet mozemo provjeriti u svakoj iteraciji.
» lteracije smijemo “prekinuti” ¢im je ovaj uvjet ispunjen,
» neovisno o unaprijed izracunatom potrebnom broju
iteracija.

Napomena. Pretpostavka m; > 0 znaci da f' nema nultoCku na
[a, b], tj. da je f monotona na [a, b] (= « je jedinstvena).
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RjeSavanje nelinearnih jednadzbi

Konstrukcija iterativnih metoda za nalazenje nultocaka
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Konstrukcija iterativnih metoda

Kod konstrukcije metode bisekcije koristili smo dvije startne
pretpostavke o funkciji f i intervalu [a, b] na kojem radimo. Te
pretpostavke su:

» “glatko¢a” — funkcija f je neprekidna na intervalu [a, b],
» “lokacija nultocke” — u rubovima intervala vrijedi

f(a) - f(b) <0,
tj. funkcijske vrijednosti u rubovima intervala imaju razlicit

predznak.

Uz prvu, druga pretpostavka osigurava da f ima bar jednu
nultoCku u [a, b]

» i ove rubne toCke a, b su bitne za start iteracija.
Metoda bisekcije sigurno konvergira, ali sporo — linearno.
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Konstrukcija iterativnih metoda

U nastavku, krecemo od drugacijih pretpostavki za konstrukciju
iterativnih metoda.

Ako funkcija f ima vecu glatko¢u na nekoj domeni,
» smijemo koristiti vrijednosti prve derivacije ' u tockama,
» moze i vrijednosti visih derivacija, ako postoje.

Do sada smo vecu glatko€u koristili samo kod ocjene greske.

Sto se lokacije ti¢e, kreéemo od slabijih pretpostavki.

» Za konstrukciju iterativne metode — ne pretpostavljamo
nista, tj. lokacija nultoCke nije bitna.

Kod analize konvergencije metode — lokacija nultocke,
naravno, ima kljucnu ulogu.
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Konstrukcija iterativnih metoda

Opce ideje za konstrukciju iterativnih metoda za nalazenje
nultocaka funkcije su sljedece.

» Jednu ili viSe startnih toaka mozemo, bar u principu,
izabrati bilo gdje.
Zatim, pocCevsi od tih startnih toaka,
» iterativho generiramo neki niz aproksimacija (= metoda).

U svakoj iteraciji, novu aproksimaciju generiramo tako da je
aproksimacija nultocke = nultoCka aproksimacije,

s tim da se aproksimacija odreduje na osnovu jedne ili vise
prethodnih to¢aka — tzv. iteracijskom funkcijom.

Ideja iteracije je slicna onoj kod integracijskih formula.
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Konstrukcija iterativnih metoda

Na primjer, kod Newtonove metode, funkciju aproksimiramo
» tangentom u jednoj (zadnjoj) tocki,

a kod metode sekante,
» sekantom kroz dvije (zadnje) toCke.

Kod ovakvog pristupa, gubimo sigurnu konvergenciju, tj.

» moze se dogoditi da metode ne konvergiraju, ovisno o
startu iteracija.

Medutim, ako konvergiraju,
» konvergencija je brza — kad smo dovoljno blizu nultocke.

Za pojedine metode, navest ¢emo i neke uvjete koji osiguravaju
konvergenciju.
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RjeSavanje nelinearnih jednadzbi

Metoda tangente (Newtonova metoda)
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|ldeja metode tangente (Newtonove metode)

Pretpostavimo da je funkcija f barem
» neprekidno derivabilna na nekoj domeni,
» idealno — na cijelom R.

Nadalje, neka je zadana, ili nekako izabrana,
» pocetna tocka Xp.

Ideja metode tangente je
» povuéi tangentu na graf funkcije f u tocki (xo, f(xo)),
i definirati novu aproksimaciju xq

» u tocki gdje ta tangenta sijeCe os x — ako takva toCka x;
postoji. U protivnom, treba uzeti neku drugu tocku Xxo.
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|ldeja metode tangente (Newtonove metode)

Drugim rijeCima, funkciju f
» aproksimiramo pravcem — tangentom u tocki (xo, f(xo)) (to
je najbolja linearna aproksimacija funkcije f u okolini toCke
Xo),
a nepoznatu nultocku funkcije f

» aproksimiramo nultoCkom x; tog pravca — te tangente na
graf funkcije f u zadanoj tocCki (ako x; postoji).

Isti postupak mozemo ponoviti u toCki x; i dobiti sliedecu toCku
X». Kad ovaj postupak iteriramo — induktivno ponovimo u
svakoj sljedecoj tocki x,, za n > 0, dobivamo

» metodu tangente ili Newtonovu metodu
za nalazenje nultoCke funkcije f.
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Newtonova metoda — graficki
GrafiCki, Newtonova metoda za nalazenje nultoCke izgleda
ovako

[}
)
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Geometrijski izvod Newtonove metode

Geometrijski izvod metode je jednostavan.

» U toCki x, napiSemo jednadzbu tangente i pogledamo gdje
tangenta sijece os x.

Jednadzba tangente je
y — f(xn) = ' (xn) (X — Xn).

|z zahtjeva y = 0 za x = x,1, izlazi da je nova aproksimacija
Xn+1 dana izrazom

f(x
Xny1 = Xn — f’((x,;))’ > 0.

Za racunanije je dovoljno pretpostaviti da f'(x,) postoji
(neprekidnost nije bitna) i da je f'(x,) # 0 u svim toCkama xp,.
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Analiticki izvod Newtonove metode

Do Newtonove metode moze se doci i analiticki,
» ali uz malo jace pretpostavke,
» iz kojih onda slijedi i izraz za gresku.

Neka je o neka nultocka funkcije f i pretpostavimo da je

» f dva puta neprekidno derivabilna na nekom intervalu oko
.

Tj. pretpostavljamo da je f € C?(/), gdje je | segment takav da
jeacl

Neka je x, € I bilo koja toCka — neka aproksimacija za a.

Onda funkciju f mozemo razviti u Taylorov red oko x,, do
ukljucivo prvog €lana, a kvadratni ¢lan je greska.
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Analiticki izvod Newtonove metode

Za x < |, dobivamo
100 = 10xm) + 70— x0) + 0 (3 32

pri éemu je &, izmedu x i xp, tj. &p € .

Uvrstavanjem nultocke x = a € 1, dobivamo

o) — / f"(&n) 2
0 = f(a) = f(xn) + F'(Xn) (v — Xn) + 5 (. — xp)=.
Uz pretpostavku f'(x,) # 0, dijeljenjem i prebacivanjem izlazi
) e ()
= Xp f/(Xn) (a Xn) 2f/(Xn)
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Analiticki izvod Newtonove metode

Ako pretpostavimo da je aproksimacija x, dovoljno blizu «,
> tj. daje |a — x,| mali,
» onda o¢ekujemo da je (a — X,)? jo§ puno maniji.

Zato mozemo “zanemariti” zadnji €lan u relaciji

N r(60)
=0 ) 200y

i definirati novu aproksimaciju x,. 1 kao pocetak desne strane

f(x
Xpi1 1= Xn — f,((x';)),

s idejom da je x,.1 ~ « joS bolja aproksimacija od xp.
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Relacija za greSku Newtonove metode

Oduzimanjem odmah dobivamo i izraz koji veze greske dviju
susjednih iteracija
2 f"(én)

2f'(xn)
Iz ovog “izvoda” samo ocekujemo da se gresSka “smanjuje”, ali
to tek treba dokazati, uz odgovarajuce pretpostavke!

O = Xnp1 = —(a — Xp)

Sasvim opcenito, to ne mora vrijediti!

Cak i kad startamo u nekom intervalu / = [a, b] koji sadrZi
nultocku «, bez dodatnih pretpostavki — nema garancije
» da aproksimacije ostaju u tom intervalu /,
» a kamo li da konvergiraju (v. primjere kasnije).
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Napomene o konvergenciji Newtonove metode

Dakle, Newtonova metoda ne mora konvergirati prema nultocki!

S druge strane, dokazat ¢emo da ovaj zaklju€ak vrijedi

» kad je xj,, odnosno, startna tocka xo — dovoljno blizu .
Takva konvergencija se obi¢no naziva

» |lokalna konvergencija metode.

Opéenito, zakljucke o konvergenciji metode (uz dovoljno jake
pretpostavke) mozemo podijeliti u tri grupe:
» brzina (lokalne) konvergencije — ako niz konvergira,
» lokalna konvergencija metode — uz start dovoljno blizu,
» globalna konvergencija metode na nekom intervalu /.
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Brzina konvergencije Newtonove metode

Brzina lokalne konvergencije izlazi direktno iz izraza za gresku
u susjednim iteracijama.

Teorem. Neka je o jednostruka nultocka funkcije f i
pretpostavimo da je f € C?(/), na nekom segmentu / koji sadrZi
tu nultoCku a.

Ako niz aproksimacija x,, generiran Newtonovom metodom,
konvergira prema «,
» onda je brzina konvergencije (barem) kvadratna,
i na limesu vrijedi
a — Xpy1 t"(a)

n||—>moo (o — xp)? - _2f’(a)'
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Brzina konvergencije Newtonove metode
Dokaz. Za greske u susjednim iteracijama vrijedi

2 1"(&n)

2f'(xn)’
s tim daje &, izmedu x, i a. Kako je po pretpostavci teorema
fe C?(l)if(a)# 0 jer je a jednostruka nultotka, zbog
neprekidnosti f' oko « sigurno postoji dovoljno mali interval /4
oko «,

» takav da je f'(x) # 0, za svaki x € Iy,

o — Xn+1 = —(Oé - Xn)

» pa onda zbog konvergencije niza x, ka « vrijedi da postoji
nytakavdaje x, € y zan> m,

> ijo8 je m| = minyg, [f(x)] >0
Tada su dobro definirani

M, = max IF"(x),  my =min{|f'(xo0)l,...,|f'(Xn,—1)], M} }.
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Brzina konvergencije Newtonove metode

Na kraju mozemo zakljuciti da je

odnosno, konvergencija je kvadratna.

Po pretpostavci, niz x, konvergira prema «. Onda mora vrijediti
i&n — a.

Iz f € C?(/) slijedi da su f" i f” neprekidne na I, pa dobivamo
f'(xp) — (o), F'(&n) — ().

Na kraju, jer je f'(«) # 0, smijemo prije¢i na limes x, — a u
relaciji za gresku.
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Brzina konvergencije Newtonove metode

Prijelazom na limes x, — « dobivamo

||m o — Xn+1 _ f//(Oé)
n—oo (v — Xp)2 2f'(a)’

Odavde ¢itamo da je Newtonova metoda, kad konvergira,
» (barem) kvadratno konvergentna.
Ako je f"(«)) = 0, konvergencija moze biti i brza od kvadratne!

Ipak, treba biti oprezan, jer prethodni zakljucci vrijede
» samo ako je f'(a) # 0, tj. ako je « jednostruka nultocka.

Za visestruke nultoCke ovo ne vrijedi, jer
» konvergencija moze biti i samo linearna (v. kasnije).
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Lokalna konvergencija Newtonove metode

Sljedeci rezultat o konvergenciji Newtonove metode je
» |lokalna konvergencija za jednostruke nultocke «,

uz pretpostavku da je funkcija f € C?(/), na nekom segmentu /
koji sadrzZi tu nultocku «.

Neformalno receno, tvrdnja kaze sljedece:
» ako je pocetna tocka xg dovoljno blizu nultoCke «,
» onda je Newtonova metoda

f(x
Xn+1 = Xn— f,((X,;))7 fetl 07

dobro definirana — tj. vrijedi f'(x,) # 0, za sve n > 0,
» i ovaj niz konvergira prema « (i to barem kvadratno).
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Lokalna konvergencija Newtonove metode

Prava formulacija je malo sloZenija, jer precizno opisuje §to
znaci “dovoljno blizu”.

Teorem. Neka je « jednostruka nultoCka funkcije f i neka je
L.={xeR||x—a|l<e}
segment radijusa ¢ oko « (duljina tog segmenta je 2¢).

Pretpostavimo da je f € C?(1.), za sve dovoljno male ¢ > 0.
Definiramo brojeve
my(e) = min | (x)], Ma(e) == max |f"(x),
x€le X€Ele
i, na kraju,

M(e) =
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Lokalna konvergencija Newtonove metode

Onda postoji e > 0, toliko mali da vrijedi
eM(e) < 1.

Nadalje, za svaki takav ¢, za bilo koju startnu toCku xy € I,

» Newtonova metoda je dobro definirana,

» i konvergira prema jedinoj nultocki o € I..

(Ve¢ znamo da je tada konvergencija barem kvadratna.)

Dokaz. Ide u 4 koraka i pocCiva na sljedece dvije pretpostavke:

» « je jednostruka nultoCka, tj. vrijedi f'(«) # 0,

» po definiciji I., za svaku to¢ku x € I vrijedi |x — o < e.

To ¢emo iskoristiti nekoliko puta!
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Lokalna konvergencija Newtonove metode

1. korak. Pokazimo da postoji ¢ > 0, takav da je
eM(e) < 1.
|z pretpostavke da je f € C?(1.), za sve dovoljno male ¢ > 0,
slijedi da je
My (e)
c) =
()= 2my (e)
rastuca funkcija od ¢ (za dovoljno male € > 0), jer se
» max |f"(x)| u brojniku i min |f'(x)| u nazivniku,
» uzimaju po sve vecim segmentima /. oko «,
» tako da brojnik raste, a nazivnik pada (kad ¢ raste).

Naravno, ako " ima nultocku u nekom segmentu /., onda je
mj(e) = 0, odnosno, M(s) = oo, i to treba izbjeci!

50/98



Lokalna konvergencija Newtonove metode

Medutim, zbog f'(«) # 0 i neprekidnosti ' oko « (za sve
dovoljno male ¢ > 0), sigurno postoji (dovoljno mali) g > 0,

» takav da je f'(x) # 0, za svaki x € L,
» pa onda vrijedi my(g9) > 0, odnosno, M(gg) < oc.

No, ¢im je M(=g) “konacan”, onda postoji i e > 0, takav da je
e < eg, i vrijedi

eM(egp) < 1.

Zato Sto M(e) raste po g, ize < ¢g izlazida je i

eM(e) < eM(eg) < 1.

Osim toga, iz mi(g) > my(gp) > 0, slijedi da je f'(x) # 0, za
svaki x € I.. Dodatno, iz neprekidnosti ', vidimo da

» f'(x) imaisti predznak kao i f'(«), za svaki x € L.
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Lokalna konvergencija Newtonove metode

2. korak. Pokazimo da je « jedina nultocka funkcije f u ..

Upravo smo pokazali da je f'(x) # 0 na I, pa je funkcija f
monotona na [, tj. moze imati najvise jednu nultocku.

Dakle, « je jedina nultoCka od f u ..
Digresija: Isti zaklju¢ak se moze dobiti i direktno, iz f'(«) # 0.
Iz Taylorovog razvoja f oko «, za bilo koji x € I, imamo

f(x) = f(a) + f(a)(x — a) + f”g) (x — a)?,

zaneki ¢ izmedu aix,pajeié € [.

Znamo da je f(a) = 0i f'(«) # 0, pa izlu¢imo f'(«).
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Lokalna konvergencija Newtonove metode

Dobivamo
100 = F(@)x—a)- (14 5k (e- ).

Prvi faktor je, o€ito, razlicit od nule. Za drugi €lan u trecem
faktoru imamo ocjenu

f//(g)
o) X~ O‘)‘ = 2my ()

pa za treci faktor vrijedi

9 oo

Dakle, f(x) = 0, za neki x € I, ako i samo ako je drugi faktor
jednak nuli, tj. za x = a.
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Lokalna konvergencija Newtonove metode

3. korak. Neka je xg € I bilo koja startna tocka. Onda je
f'(xo) # 0, pa je prvi korak Newtonove metode dobro definiran

_ f(xo)
Xq X0 — f’(Xo) .
Kad je n = 0, relacija za greske dviju susjednih iteracija glasi
a— X :—(a—X)2 f//(é-O)

gdje je & izmedu xg i «, pa vrijedii &y € I..
Za drugi faktor na desnoj strani onda vrijedi ocjena

" (&o) Ma(e) A
27(x)| = 2my(z) ~ M)
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Lokalna konvergencija Newtonove metode

Zatim, imamo redom,

la — xq| < o — %2 M(e)  (iskoristimo |a — xg| < ¢)
<la—xo|eM(e) (zbog eM(e) < 1)
<l|a—Xo| <k,

paje |a — xq1| < e, 8to dokazuje da je xq € ..

Dakle, ako startamo u bilo kojoj to¢ki xo € /., onda

» sliedeca aproksimacija x; po Newtonovoj metodi, ostaje
unutar segmenta /..

Induktivnom primjenom ovog argumenta (xg je proizvoljan),
dobivamo da isto vrijedi i za svaku sljede¢u aproksimaciju xp.
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Lokalna konvergencija Newtonove metode

Dakle, za svaki n > 0, u toCki x,, vrijedi f'(x,) # 0, pa je

sliedeca aproksimacija dobro definirana relacijom
f(Xn)
Xn1 = Xp — mv n =0,

i ostaje unutar polaznog segmenta, tj. vrijedi x,.1 € ..

4. korak. Preostaje jo§ samo dokazati konvergenciju niza (x)
prema nultocki .

Relacija koja veze greske dviju susjednih iteracija x, i x,.1 je

2 "(&n)

o nes = (00 By

gdje je &pizmedu X, i o, paje &y € ..
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Lokalna konvergencija Newtonove metode

Za drugi faktor na desnoj strani opet vrijedi ocjena

f"(&n) Ma(e)
()| = 22y~ ME)-

Sliéno kao u prethodnom koraku, dobivamo redom

lov — Xpi1| < | — Xn|2 M(e)  (iskoristimo |or — xp| < &)
< eM(e) oo — x|

... (induktivno spustamo n do nule)

(=M(£)™ a — xol.

IN

IN

Zbog eM(e) < 1, odavde odmah slijedi da x, — o kad n — oo
(“geometrijska” konvergencija s faktorom ¢ = eM(¢)).

57/98



Lokacija i osiguranje konvergencije — problem

Ovaj rezultat o lokalnoj konvergenciji teSko mozemo iskoristiti u

praksi — za osiguranje konvergencije Newtonove metode

» bar iz neke startne toCke xg, koju znamo naci (to bi bilo
sasvim dovoljno za nalazenje nultoCke).

Problem = trazeni ¢ iz tvrdnje ne znamo i nije ga lako naéi!

Pretpostavimo da smo locirali nulto¢ku funkcije f u segmentu
[a, b] i znamo da je f € C?[a, b]. Neka je “globalno” na [a, b]

M, = max |f"(x)], my = min |f'(x)].
;= max 1)), my = min |£(x)

Pretpostavimo jo$ da je

» f strogo monotona na [a, b], $to je ekvivalentno s my > 0.

Tada f ima jedinstvenu jednostruku nulto¢ku « u [a, b].
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Lokacija i osiguranje konvergencije — problem

To znaci da imamo sve osnovne pretpostavke prethodnog
teorema o lokalnoj konvergenciji Newtonove metode

» ijo§ znamo daje f' # 0 na [a, b).

Umjesto “lokalnog” M(e), izratunamo “globalnu” veliCinu
Mo
= ﬁ
Sad mozemo pokusati izabrati € tako da vrijedi
» I. C [a, b] — pa mora biti M > M(¢), jer M(e) raste s e,
» idajeeM < 1 —toonda osiguravaicM(s) < 1.

Nazalost, prvi uvjet je problem!
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Lokacija i osiguranje konvergencije — problem

Primjer. Uzmemo ¢ tako da “globalno” vrijedi
eM < 1.

Nazalost, bez dodatnih uvjeta, jo$ uvijek se moZze dogoditi da
» pripadni interval /. nije sadrzan u [a, b], ve¢ “viri” preko
ruba intervala [a, b].

To se sigurno dogada ako je ¢ > (b — a)/2. Inace, dovoljno je
da nulto¢ka « lezi blizu jednog ruba intervala — blize od «.

» Tada ne mora vrijediti M > M(<), pa nieM(e) < 1.
Onda viSe nemamo garanciju lokalne konvergencije, tj.
» Cak i da uzmemo pocetnu iteraciju xo € I. N [a, b],
» vec prva sljedeca iteracija x; moze izaCi izvan [a, b|, Cak
izvan I (taj interval ne znamo, jer ne znamo «).
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Lokacija i osiguranje konvergencije — problem

Naime, 3. korak je kljucni dio teorema o lokalnoj konvergenciji!
Poanta. Treba uzeti jo§ manji « tako da bude /. C [a, b], 1j. tako
da vrijedi joS i
ate<a<b-e.

No, ba$ to je problem — jer ne znamo gdje je a.
Kad ima neke koristi? Ako nademo ¢ takav da je

b—a

2 )
i joS pokazemo da je a € [a+ ¢, b — €] — na primjer,
» provierom da f(a) i f(a-+ <) imaju isti znak, te f(b) i f(b—¢)
imaju isti znak,

onda znamo da je I. C [a, b] i da vrijedi etM(e) < 1.

eM<1 i e<
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Problem — “lokalnost” lokalne konvergencije
Tada imamo sigurnu lokalnu konvergenciju Newtonove metode
» za bilo koju startnu tocku xg € /..
Medutim, jo$ uvijek ne znamo gdje trgba startati, jer ne znamo
gdje se nalazi “pravi” I. unutar [a, b]. Sto sad?

MoZemo napraviti pretragu intervala [a, b] s korakom h < 2e, {].
“testirati” startne toCke oblika

Xo=a+kh, k=0,1,...,
Bar jedna takva startna tocka xg daje sigurnu konvergenciju
Newtonove metode. Oprez: za svaku takvu to¢ku xq treba
» pazljivo provjeravati sve sljedece iteracije x, — ostaju li
unutar [xg — €, Xo + ], ili, barem, unutar [a, b].
Finale: ova pretraga je spora — bisekcija je, vjerojatno, brza!
Napomena: U praksi, pronalazenje dobre poCetne

aproksimacije xg je Cesto veliki problem. U mnogim primjerima
ona mora biti jako blizu trazenoj nultocki .
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Ocjena gre$ke iteracija u Newtonovoj metodi

Pretpostavimo da sve iteracije x, leZze unutar intervala [a, b].
Onda mozemo dobiti i ocjenu

» lokalne greske susjednih iteracija u Newtonovoj metodi,
u terminima veli¢ina M, i my (na tom intervalu [a, b]).
Iz ranije relacije za gresku

2 f”(gn—1)
2f’(Xn_1 ) ’

gdje je &1 izmedu nultoCke « i x,_1, znamo da odmah slijedi

a—Xn= (o — Xp_1)

Mo
|Oé — Xn| < ﬁ (O[ — Xn—1 )2.

Ova ocjena nije narogito korisna za praksu, jer nultoCku o ne
znamo. Trazimo ocjenu preko veli¢ina koje znamo izracunati.
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Ocjena gre$ke iteracija u Newtonovoj metodi

Za dvije susjedne iteracije x,_1 i X, u Newtonovoj metodi,
takoder, vrijedi veza preko Taylorove formule

f(Xn) = f(Xn—1) + F'(Xn—1)(Xn — Xn_1)

f//(gn—1)
2

+ (Xn — Xn—1)27

pri ¢emu je &,_1 izmedu X,_1 i Xp.

Po definiciji iteracija u Newtonovoj metodi, vrijedi

f(Xn—1) + F'(Xn—1)(Xn — Xn—1) = 0,

paje
f”(ﬁnq)

o (Xn— Xn_1)?.

f(xn) =
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Ocjena gre$ke iteracija u Newtonovoj metodi

Sad iskoristimo pretpostavku da je x,_1, X, € [a, b, pa onda
mora biti i £,_¢ € [a, b]. Dobivamo

M.

?‘2 (Xn — Xp—1)?.
Kao i kod metode bisekcije, ako je my > 0, onda vrijedi ocjena

f(x
o x < )

[F(xn)| <

Kombinacijom ovih ocjena dobivamo ocjenu greske za svaku
iteraciju x, u Newtonovoj metodi — preko razlike x, — x,_1,

| — Xp| < (Xn_xn—1)2-

2my
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Ocjena gre$ke iteracija u Newtonovoj metodi

Ova ocjena se moze iskoristiti. Ako je ¢ trazena tocnost, onda
zahtjev
M2 2
— (Xn—Xp_1)° <e¢
2m1 ( n n 1) >
garantira da je |« — xp| < ¢, do na greske zaokruzivanja.

Pripadni test zaustavljanja iteracija u Newtonovoj metodi je

Naravno, uz ovaj, mozemo koristiti i raniji test zaustavljanja
[f(xn)| < Mye.

Veznik izmedu ova dva testa je ili, tj. pitamo je li ispunjen jedan

ili drugi.
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Globalna konvergencija Newtonove metode

U analizi konvergencije i ocjenama greske koristili smo
pretpostavku da je

» f strogo monotona na [a, b],
» tj. da prva derivacija f’ ima fiksni predznak na [a, b].

Ako i druga derivacija ima fiksni predznak na tom intervalu,
onda mozemo dobiti i

» globalnu konvergenciju Newtonove metode,

» uz odgovarajuéi izbor startne tocke Xxp.
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Globalna konvergencija Newtonove metode

Teorem. Neka je f € C?[a, b] i neka je f(a) - f(b) < 0.
Ako prva i druga derivacija f’ i f” nemaju nultoku u [a, b], tj.
» ako f"i f” imaju konstantni predznak na [a, b],

onda Newtonova metoda konvergira prema
» jedinstvenoj jednostrukoj nultoCki «, funkcije f u [a, b],
i to za svaku startnu aproksimaciju xo € [a, b], za koju vrijedi

f(Xo) : f//(XQ) > 0.

Dokaz. Gledamo samo jedan od Cetiri moguca slucaja za
predznake f'i f”.

U ostalim sluCajevima, dokaz ide potpuno analogno.
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Globalna konvergencija Newtonove metode

Uzmimo, na primjer,daje f' > 0i f” > 0 na[a, b], {j. da je
» f monotono rastuca i konveksna na [a, b].

U tom slucaju, jer f raste, mora biti f(a) < 0 f(b) > 0.

Zbog " > 0, startna aproksimacija xg
» mora zadovoljavati f(xg) > 0, tj. o < X, jer f raste.

U praksi mozemo uzeti xq = b, jer je to jedina toCka za koju
sigurno znamo da vrijedi f(xp) > O.

Neka je (x», n € Np) niz iteracija generiran Newtonovom
metodom iz bilo koje startne tocke xq, za koju je f(xp) > O,

f(x
Xn41 = Xn — f,((xr;))-
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Globalna konvergencija Newtonove metode

Za pocetak, znamo da je xg > «. Tvrdimo da je
» o < Xp < Xg za svaki n € Ny.
Dokaz ide indukcijom, a bazu veé imamo.

Za korak indukcije, pretpostavimo da je a < x, < Xp. Onda je
f(xn) > f(a) = 0.

Osim toga, jer f raste, znamo da je f'(x,) > 0, pa dobivamo

f(Xn)

Xn+1 = Xn — f/(Xn) < Xn S XO?

$to pokazuje da niz (x,) monotono pada.
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Globalna konvergencija Newtonove metode

Iz Taylorove formule oko x, je

_ _ / "' (€n) 2
0 = f(a) = f(xn) + ' (Xn)(a — Xn) + 5 (o — xp)7,
pri ¢emu je &, € (o, Xn) C [a, b]. Zbog toga je (£n) > 0, pa je

f(xn) + ' (xn)(a — Xxp) < 0,

odakle slijedi
f(xn)
Xnt1 = Xn — m
Dakle, niz (x,) je odozdo ograniCen s « i monotono pada, pa
postoji limes
o = lim x,.
n—oo

Odmah znamoidaje a < o' < xg, tj. vrijedi o’ € [a, b].
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Globalna konvergencija Newtonove metode

Prijelazom na limes u formuli za Newtonove iteracije dobivamo
y_ o (o)

O =0 — 7

o)
Zbog f'(a') # 0 (jer o/ € [a, b]), odavde slijedi (o) = 0.
No, znamo da f ima
» jedinstvenu nultoCku « u intervalu [a, b],
pa mora biti « = o/. Dakle, niz (x,) konvergira bas prema a.

Preostala tri slu¢aja za predznake prve i druge derivacije
dokazuju se potpuno analogno.

Uvjet f(xp) - f'(Xo) > 0, na izbor startne toCke u prethodnom
teoremu, ima vrlo jednostavnu geometrijsku interpretaciju.
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|zbor startne toCke za Newtonovu metodu
Ako pogledamo graf funkcije f na [a, b], startnu tocku xg

» treba odabrati na “strmijoj” strani grafa funkcije.

Izbor startne toGke xo — ako je ' > 0, tj. f raste.

A A

—

c---4 9

>0 f"<0
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|zbor startne toCke za Newtonovu metodu

Izbor startne toCke xo — ako je f' < 0, tj. f pada

A A

Y

e e

>0 <0
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Newtonova metoda — komentari

Prednost:
» brza = kvadratna konvergencija, za jednostruke nultocke.

Potencijalna mana: osim vrijednosti funkcije,
» trebamo i vrijednost prve derivacije u svakoj iteraciji.

Ako se f' komplicirano racuna,
» Newtonova metoda moze biti sporija od metode sekante,
» iako ima veci red konvergencije (v. malo dalje).
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RjeSavanje nelinearnih jednadzbi

Metoda sekante
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Uvodno o metodi sekante

U Newtonovoj metodi koristimo
» tangentu u tocki xp kao aproksimaciju funkcije f.

Ako ne znamo derivaciju f’ funkcije f, ili se ona tesko racuna,
onda mozemo

» tangentu u tocki xp aproksimirati sekantom kroz dvije
startne toCke xp i X1,

Sto odgovara aproksimaciji derivacije f'(xg) podijelienom
razlikom

f/(XO) ~ f(X1) — f(XO)

= f[xo, X1].
X1 — X [X0, X1]

Tako dobivamo metodu sekante.
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|deja metode sekante

Pocinjemo s dvije pocetne tocke xg i x;. Poredak je bitan!

Ideja metode sekante je
» povuéi sekantu grafa funkcije f kroz tocke (xp, f(xp)) i
(x1, f(x1)),
i definirati novu aproksimaciju xo
» u tocki gdje ta sekanta sijece os x (ako xo postoiji).

Postupak nastavljamo povla¢enjem sekante
» kroz posljednje dvije tocke (xq, f(x1)) i (X2, f(x2)),
i tako redom.
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Metoda sekante — graficki

Graficki, metoda sekante za nalazenje nultoCke izgleda ovako

s

Primijetite da je treca iteracija iza$la izvan pocetnog intervala,
pa metoda sekante ne mora konvergirati. Za obrnute xg i x17?
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Geometrijski izvod metode sekante

Geometrijski izvod metode je jednostavan.
» NapiSemo jednadzbu sekante u toCkama x,_1 i X, i
pogledamo gdje taj pravac sijeCe os x.

Jednadzba sekante je (linearna interpolacija za f u x,_1 i Xp)
f(xn) — f(Xn—-1)

y —f(xn) = )(,7——)(,,_1(X_X”)‘

|z zahtjeva y = 0 za x = X, 1, izlazi da je nova aproksimacija
Xp11 dana izrazom
Xn — Xp—
n—n17 n 2 1.
f(Xn) — f(Xn-1)

Za racunanije je dovoljno pretpostaviti da je f(x,) # f(x,_1) U
svim “susjednim” toCkama (iteracijama) x,_1 i x.

Xni1 = Xn — f(Xn)
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Formula za iteracije u metodi sekanti

Uz oznaku za prvu podijeljenu razliku
_ f(y) —f(x)
fix,yl = Ty —x
izraz za novu aproksimaciju mozemo napisati i ovako
Xn — Xn—1 f(xn)
Xni1 =Xn—Ff(Xn) 7——~—F——~=Xn— 77— ———,
1 = Xn = 1(xn) ) — F(Xot) " F[Xo_1, X]
zan>1.
Treba naci izraz za gresSku o — x4 1.

Prethodnu relaciju pomnozimo s —1 i dodamo « na obje strane,
tako da lijeva strana postane upravo oo — X 1.
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Greska metode sekante

Dobivamo redom

f(xn)
— X = Xp + izluéimo o —
« n+1 o — f[Xn . n] ( )
(o — Xp (1 foxn) > = (uvalimo f(a) = 0)
(a — Xn)f[Xn—1, Xn]

G ) o9

(o — x0) E1 f[xn, a] > ) f[Xn_1, Xn] — f[Xn, @]
)

(o — Xp)

f[Xn—1, Xn] f[Xn—1, Xn]
f[Xn_1, Xn, ]

—(a—xp) (= Xn1) o7 TANAR
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Greska metode sekante

Ako je funkcija f dovoljno glatka, onda
» podijeljene razlike f[xp_1, Xn, a] i f[Xp_1, Xn] MOZemo
napisati preko derivacija funkcije f.

Ako je f klase C'[a, b], onda po Teoremu srednje vrijednosti
imamo

fXn—1,Xn) = F'(&n), & € [Xn—1,Xn].
Na slian nacin, ako je f klase C?|a, b], onda vrijedi
1
f[XI‘lf‘I s Xn, Oé] = E f”(Cn)v

gdje se (, nalazi izmedu minimuma i maksimuma vrijednosti
Xn—1, Xn i .

Sad ove dvije relacije uvrstimo u izraz za gresku.
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Greska metode sekante

Za funkciju f € C?|[a, b], dobivamo sljedeéi izraz za gresku

#"(Cn)
2f'(&n)’

gdje je ¢pizmedu xp_1, Xp i o, @ &y izmedu Xp_1 1 Xp.

o — Xn+1 — _(O[ - Xn) (Oé - Xn_‘])
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Red konvergencije metode sekante

Iz ove relacije moze se izraCunati red konvergencije metode
sekante, uz odgovarajuce pretpostavke. Dobivamo da je

145
2

Dokaz je dosta kompliciran (i ima veze s Fibonaccijevim
brojevima, a p je vece rjedenje jednadzbe p? = p + 1).

~ 1.61803.

Napomena. Metoda sekante se jo$ naziva i
» metoda (inverzne) linearne interpolacije,
jer sljede€u aproksimaciju x,, 1 dobivamo kao

» nultocku linearne interpolacije za f, u prethodne dvije
iteracije x,_1 i Xp.
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RjeSavanje nelinearnih jednadzbi

Metoda jednostavne iteracije
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Uvodno o metodi jednostavne iteracije

Problem. Pretpostavimo da trazimo rjeSenje jednadzbe
x = p(x).
Tocke « za koje je a = ¢(«) zovu se fiksne toCke funkcije ¢.

Ideja. Definiramo jednostavnu iteracijsku funkciju (iteracijsku
funkciju koja “pamti” samo jednu prethodnu toc¢ku), s

Xny1 = ¢(Xn), n=>0,
uz xp kao neku pocetnu aproksimaciju za «.

Primjer. Newtonovu metodu mozemo interpretirati i kao
jednostavnu iteraciju, uz
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Reformulacija problema f(x) =0

UobiCajeno, rijeSavamo jednadzbu f(x) = 0, pa taj problem
treba reformulirati u problem jednostavne iteracije, odnosno,
trazenja fiksne toCke. Za to postoji mnogo nacina.

Primjer. Reformulirajmo problem “kvadratnog korijena” iz a
f(x)=x*-a=0, za a>0,

u oblik jednostavne iteracije.

To mozemo napraviti na razne nacine. Nekoliko moguénosti:

1. x = x> + x — a (dodamo x na obje strane) ili, opéenitije,
x = x + ¢(x? — a), za neki ¢ # 0,

2. x =a/x,

3. x = 1 (x+a/x), toizlaziiz x = x + } (a/x — x).
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Jednostavne neprekidne iteracijske funkcije

Prirodno je pitanje kako se razliCite jednostavne iteracije
ponasaju. Odgovor dobivamo sljede¢im nizom tvrdniji.

Lema (Egzistencija). Neka je funkcija ¢ neprekidna na [a, b] i
neka je
a<p(x)<b, Vxelab]

u oznaci ¢([a, b]) C [a, b]. Tada jednostavna iteracija x = ¢(x)
ima bar jedno rjeSenje, tj. bar jednu fiksnu tocku «, na [a, b).

Dokaz. Za neprekidnu funkciju g(x) = ¢(x) — x na [a, b] vrijedi
g(a)=¢(a)—a>0, g(b)=¢(b)—b<0.

Dakle, funkcija g(x) = ¢(x) — x mijenja predznak na [a, b], a to
moze samo prolaskom kroz nultoCku « (neprekidna jel).
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Jednostavne neprekidne iteracijske funkcije

Teorem (Kontrakcija). Neka je funkcija ¢ neprekidna na [a, b] i
neka je
o([a, b]) < [a, b].
Pretpostavimo da postoji konstanta g, takvadaje 0 < g < 1,i
vrijedi
lp(x) =W <alx—yl, Vx,yelab].
To svojstvo kaze da je ¢ kontrakcija na [a, b] (priblizava tocke).

Onda funkcija ¢ ima jedinstvenu fiksnu tocku « unutar [a, b].
Nadalje, za proizvoljnu startnu tocku xg € [a, b], niz iteracija

Xn = SO(Xn—1)7 n= 17

konvergira prema a.
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Jednostavne neprekidne iteracijske funkcije

Dokaz. Prema prethodnoj lemi, postoji bar jedna fiksna tocka
a € [a, b]. Pokazimo da ne moZe postojati vise od jedne.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje barem dvije fiksne toCke.
Uzmimo bilo koje dvije od njih, nazovimo ih « i 5. Buduéi da su
to fiksne tocke za ¢, onda vrijedi

pla)=a i ¢(B)=4.
Po pretpostavci, funkcija ¢ je kontrakcija na [a, b], pa je

la =Bl = le(a) — ¢(B)] < gla— f],
odakle slijedi

(1-g)la—-p[<0.
Zbog 1 — g > 0, mora biti o = 3, §to dokazuje i jedinstvenost.
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Jednostavne neprekidne iteracijske funkcije

Dokazimo jo$§ konvergenciju niza jednostavnih iteracija
(Xn = p(Xp—1),n > 1), za proizvoljnu startnu tocku xy € [a, b].

UoCimo da x,_+ € [a, b] povlaci da je x, = ¢(x,_1) € [a, b].
Nadalje, jer je o kontrakcija, vrijedi

& = Xn| = [p(@) — @(Xn-1)| < gla = Xa—1].
Odavde, indukcijom po n, dobivamo
o — xn| < q"Ja— x|, n>1.

Ako pustimo n — oo, onda q" — 0, pa vrijedi x, — «.
|

Primijetimo da posljednja formula znaci da metoda jednostavne
iteracije konvergira linearno, s faktorom q.
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Ocjena greSke za metodu jednostavne iteracije

Uz pretpostavke prethodnog teorema — da je
» © neprekidna kontrakcija s faktorom g < 1 na [a, b],
lako se izvodi ocjena greSke za metodu jednostavne iteracije.

Za dvije susjedne iteracije x, = p(Xp_1) i Xp—1 = ©(Xp_2) vrijedi

[Xn = Xn-1| = [e(Xn-1) — ¢(Xn-2)| < QIXn—1 — Xn_2|-

Prethodnu relaciju, induktivno po n, mozemo raspisati kao
—1
1Xn — Xn—1] < qlXp—1 — Xp—2| <--- < q" ' x1 — X0l

Za ocjenu prave greske trebamo ocjenu vrijednosti |« — x|, za
bilo koji n > 0.
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Ocjena greSke za metodu jednostavne iteracije

Zato, za fiksni n, gledamo ponasanje niza |xpp — Xn|, Uz p > 0,
s idejom da napravimo limes p — cc. Izlazi

[Xn+p — Xn| = [Xn+p — Xntp—1 + Xnip—1 =+ + Xnp1 — X
< |Xnt+p — Xn+p—1| + - 4 [ Xnp1 — Xnl
< gQP|Xn — Xp—1| + -+ + Q|Xn — Xn_1]
=q(q"" 4+ 1) X0 — Xo|

1-¢° .
qulxn—xn_ﬂ < (vrijedi 1 —gP < 1)
S 1 _q|Xn_Xn7‘||.

Na limesu kad p — oo, vrijedi Xpp — .
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Ocjena greSke za metodu jednostavne iteracije

Lijeva strana postaje |o — x| i izlazi sljedeca ocjena pogreske

la — Xp| < |Xn — Xn—1]

q
1-q
< (iskoristimo ocjenu [xp — xp_1| < @"'|x1 — Xo)
n

< X1 — Xol.

Ako Zelimo da je |« — xp| < €, dovoljno je traziti da je desna
strana neke od prethodnih nejednakosti manja ili jednaka e.
Za desnu stranu mozemo uzeti i prvi red, koji ovisi 0 xp i Xp_1,
q
1-q

|Xn — Xp—1| < ¢,

pa ¢emo dobiti . . .
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Kriteriji zaustavljanja

... dinamicki kriterij za zaustavljanje procesa iteracija
e(1-9)
q

Ako Zelimo “rano” znati potreban broj iteracija n, onda treba
zahtijevati (donji red ovisi samo o prve dvije iteracije xg i x1)
n

1-q

[Xn — Xp—1| <

|x1 — Xo| < ¢,

pa dobivamo

¢(1-q)

[X1 —xo| _ loge +log(1 —q) —log |x1 — xo
logg log q '

log
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Kriteriji zaustavljanja
Kriterij zaustavljanja mozemo napisati i tako da ovisi samo o

rubovima intervala ai b, neovisno o iteracijama.

U teoremu o kontrakciji, kod dokaza konvergencije, pokazali
smo da vrijedi

o = Xp| < "] — Xo.

Za start xp vrijedi |a — xo| < b — a, paje |a — x5| < q"(b — a).
Iz zahtjeva

qn(b - a) < g,
dobivamo ocjenu “unaprijed” za broj iteracija n

. Iogb_a _ Ioge—log(b—a).
— logg log g
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Opci sluCaj — kontrakcija i Banachov teorem

Napomena. U opcem slu€aju metode jednostavnih iteracija (ili
sukcesivnih aproksimacija), iteracijska funkcija ¢ ne mora biti
neprekidna — &to smo koristili u prvoj lemi (egzistencija «).
Dovoljno je pretpostaviti da je

» o kontrakcija, ali na potpunom metriCkom prostoru X.
To je tzv. Banachov teorem o fiksnoj tocki.
Skica dokaza. Prvo se dokaze da je niz iteracija Cauchyjev niz

(kao u ocjeni greSke, uz zamjenu |x — y| s d(x, y) = udaljenost)
n

1i’q!xn—xn_1\§ iq

Zatim, potpunost prostora X = konvergencija niza x, — «.
Na kraju se pokaze da je « fiksna to¢ka za ¢ i jedinstvenost. -

[ Xntp — Xn| < X1 — Xol-
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