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Numericka integracija
Integracijske formule visokog stupnja egzaktnosti
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TeZinske integracijske formule — sazetak

Do sada smo radili integracijske formule oblika

/b w(x)f(x) dx = In(f) + En(f Z wi f(Xk),

(ispustamo gornje indekse m) u kojima su
» Cvorovi integracije X, . . ., Xm bili unaprijed zadani/fiksni,
» a tezinske koeficijente wy, ..., wy, odredivali smo iz uvjeta

egzaktnosti na vektorskom prostoru polinoma Py, $to
veceg stupnja d (tzv. Newton—Cotesove formule).

|z teorema o “interpolacijskim” formulama znamo da za
polinomni stupanj egzaktnosti d takvih formula vrijedi d = m.

Indeks ili red m formule = “oCekivani” stupanj egzaktnosti.
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TeZinske integracijske formule — sazetak

Kod nekih formula (Simpson, srednja to¢ka) dobili smo da je

» za parne m, stvarni stupanj egzaktnosti za jedan veci, tj.
vrijedid = m+1,

iako se tezine odreduju iz uvjeta egzakinosti na prostoru Pp,.

U nastavku trazimo integracijske formule jo$ viSeg stupnja
egzaktnosti — za koje vrijedi d > m. To znaci da

» neki ili svi Cvorovi integracije moraju biti “slobodni”,
» tako da i njih odredujemo iz uvjeta egzakine integracije.

Iz tradicionalnih razloga, zbog veze s
» ortogonalnim polinomima i njihovim nultockama,
takve formule se malo drugacije oznaCavaju!



Promjena oznaka za integracijske formule

Promjene u oznakama su:
» Cvorovi se broje od 1, a ne od 0,
» broj vorova oznacava se s n, umjesto m+ 1.

TeZinska integracijska ili kvadraturna formula onda ima sljedeéi
oblik:

/b w(x)f(x) dx = Io(f) + En(f Z Wi f(Xk).

» Broj n € N zove se red formule = broj ¢vorova.

Opet ispustamo gornje indekse n, tj. ne pigemo w'™, x,ﬁ”).



Interpolacijske tezinske kvadraturne formule

Uz ove pretpostavke i oznake,
» za bilo kojih n razlicitih Evorova xq, . .., Xn,
tezinska integracijska ili kvadraturna formula

/ T W) O~ h(f) = 3 wef(x)
a k=1

ima polinomni stupanj egzaktnosti (barem) d = n—1,
» ako i samo ako je interpolacijska,
tj. dobivena je kao

» egzaktni integral interpolacijskog polinoma za funkciju f u
¢vorovima xi, ..., Xp.



Tezine u interpolacijskim formulama

Ekvivalentno, polinomni stupanj egzaktnosti integracijske
formule I, je (barem) d = n— 1, ako i samo ako za tezinske
koeficijente wy vrijedi

b
Wk:/ w(x)l(x)dx, k=1,...,n,
a

gdje su Vx, za k =1,...,n, polinomi Lagrangeove baze na
mrezi ¢vorova Xy, ..., X, (stupanj tih polinoma je sada n — 1)
n
X — X;
l(x) = Lo k=1,...,n
K(X) H Xy — va ) )
Jj=1
j#k

Napomena: Ovo smo veé dokazali, samo su oznake nove!
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Integracijske formule viSeg stupnja egzaktnosti

Namece se prirodno pitanje: moze li se postiéi i bolje, {j.

» mozemo li dobiti veci stupanj egzaktnosti, d > n—1?
Uocite: Jedina Sansa za to je

» “pazljiviji” izbor Cvorova integracije x.
Naime, ¢imje d > n—1,

» teZine wy su nuzno odredene prethodnom formulom,
pa njih viSe ne mozemo “birati”.
Odgovor je potvrdan i relativno jednostavan!
Za formulaciju rezultata definiramo tzv. polinom ¢vorova

n

wa(X) = T (x = x0).

k=1
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Integracijske formule viseg stupnja egzaktnosti

Teorem. Neka je ¢ zadani cijeli broj, takavdaje 0 </ < n.
Tezinska integracijska formula

/b W(x)F(x) dx = In(F) + En(f Zwkf(xk

ima polinomni stupanj egzaktnosti d = n— 1 + ¢, ako i samo
ako je formula interpolacijska i, dodatno, vrijedi

» polinom ¢vorova wy, je ortogonalan na sve polinome
p € Py_1 s tezinskom funkcijom w,

b
/ w(X)wn(x)p(x)dx =0, zasvaki pe Pp_1.
a
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Integracijske formule viSeg stupnja egzaktnosti

Dokaz. 1z pro$log teorema znamo da za stupanj egzaktnosti
vrijedi d > n— 1, ako i samo ako je formula interpolacijska.

» Preostaje pokazati da je d = n— 1 4 ¢ ekvivalentno relaciji
ortogonalnosti za polinom wy,.
1. smjer (nuznost): d = n—1+ ¢ = ortogonalnost.
Neka je p € P,_1 bilo koji polinom stupnja najvise ¢ — 1.
Za produkt f = wpp onda vrijedi wpp € Ppip_1.

Zbog pretpostavke d = n — 1 + ¢, integracijska formula
egzaktno integrira polinom f = wpp, pa je

b n
/ w(x) wn(X)P(X) dX =D Wi wn(xk)P(Xk)-
a k=1
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Integracijske formule viSeg stupnja egzaktnosti

No, svi Evorovi xi su nultocke polinoma ¢évorova wp, tj. vrijedi
wn(xk) =0, k=1,...,n
Onda je

b n
[ W) wn(x)p(x) i = S wen(x)plx) = 0.
a k=1
za svaki p € P,_1, $to dokazuje prvi smijer.

2. smjer (dovoljnost): ortogonalnost = d=n—-1+/.

Neka je p € Pp.,_1 bilo koji polinom. Treba pokazati da
integracijska formula /, egzaktno integrira polinom p.
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Integracijske formule viseg stupnja egzaktnosti

Prvo podijelimo p s polinomom &vorova w, — po Euklidovom
teoremu o dijeljenju s ostatkom. Onda je

Pp=qwn+r,
gdje je g € P,_4 kvocijent, a r € P,_¢ ostatak.

Egzaktnom integracijom dobivamo

b

b b
/ézw(x)p(x)dx:/ W(x)q(x)w,,(x)dx+/ w(x)r(x) dx.

a a

Zbog g € P,_1 i pretpostavke ortogonalnosti
» prvi integral na desnoj strani je nula.
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Integracijske formule viseg stupnja egzaktnosti

Dobivamo da je
b

b
/W(x)p(x)dx:/ w(x)r(x) dx.

a
No, zbog r € P,_1 i pretpostavke da je formula interpolacijska,
» formula /, egzaktno integrira polinom r.
Zato je

/b w(x)r(x) dx = Zn: Wi r(Xg)-

k=1
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Integracijske formule viseg stupnja egzaktnosti

Sad uvrstimo r = p — qw,. Dobivamo redom

> wkr(x) Z Wi (p q(xk) wn(Xx))
k=1
={znam0wn(xk) =0,zak=1,...,n}
= Z Wi p(Xk)-
k=1

Kad “spojimo” zadnje tri relacije, izlazi
b n
[ wO0p( ax = >~ wip(x) = (),
a

k=1
pa formula /, egzakino integrira sve polinome p € Pn. 1.
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O granicama za stupanj egzaktnosti

Nekoliko komentara na prethodni rezultat.
Relacija ortogonalnosti polinoma ¢vorova wp,
b
/ w(x)wn(X)p(X) dx = 0, zasvaki pe Py 1,
a

omogucava povecanje stupnja egzaktnosti formule za ¢,

»sd=n-1,

»nad=n—1-+/¢.

Ogranicenje 0 < ¢ < nu teoremu je prirodno i nuzno!

Naime, ova relacija ortogonalnosti postavlja
» toc¢no ¢ dodatnih uvjeta na ¢vorove xi, ..., Xn.
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O granicama za stupanj egzaktnosti

Za ¢ = 0 — nema dodatnih ograni¢enja, jer za bilo koji izbor
¢vorova mozemo dobiti d = n— 1 (interpolacijska formula).

S druge strane, zbog nenegativnosti tezinske funkcije w, mora
biti ¢ < n. Opravdanije:

» Polinom ¢vorova w, mora biti ortogonalan na sve polinome
iz Py_1, tj. na polinome stupnja najvise ¢ — 1.
» Za ¢ > n, polinom wy bi trebao biti ortogonalan (barem) na

sve polinome iz Py, a to znaci i na samog sebe, §to je
nemoguce!

Dakle, ¢ = n je maksimalno poveéanje stupnja egzaktnosti koje
se moze postii, a

» maksimalni stupanj egzaktnosti je dmax = 2n — 1.

18/96



Gaussove integracijske formule — d = 2n — 1

Integracijske ili kvadraturne formule maksimalnog stupnja
egzaktnosti d = 2n — 1 zovu se

» Gaussove ili Gauss—Christoffelove formule.

Relacija ortogonalnosti iz prethodnog teorema, za ¢ = n, glasi
b
/ w(X)wn(X)p(x)dx =0, zasvaki pe€ P, q.
a

Drugim rijeCima, polinom ¢vorova w,, (stupnja n)
» mora biti ortogonalan na sve polinome nizeg stupnja — do
najvise n — 1.
No, to isto svojstvo zadovoljava i odgovarajuéi ortogonalni
polinom p,, stupnja n, s tezinskom funkcijom w na [a, b].
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Cvorovi u Gaussovim formulama

Znamo da je p, jednoznacno odreden, do na multiplikativnu
konstantu.

Ako za p, uzmemo da ima vodeci koeficijent A, = 1, onda je
wn = Pn, NENp.

Zato se formule najviSeg stupnja egzaktnosti obi¢no zovu
» Gaussove formule s tezinskom funkcijom w na [a, b].

U Gaussovim formulama, cvorovi xx su potpuno odredeni kao
sve nultocke polinoma pp,

pn(Xk)ZO, k:1,,n

Sjetite se, te nultoCke su realne, jednostruke i leze u otvorenom
intervalu (a, b).
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Tezine u Gaussovim formulama

Za tezine wy znamo da vrijedi

b
Wk:/ w(x)l(x)dx, k=1,....n,
a

gdje su lx,za k =1,...,n, polinomi Lagrangeove baze na
mrezi ¢vorova Xi, ..., X, (Stupanj od ¢, je n — 1).

Kod Lagrangeove interpolacije, pokazali smo da polinome /
mozemo izraziti preko polinoma ¢vorova wy, = pp, (ranije w), u
obliku

Pn(X)
(X)) = ——~—+——~, k=1,....n
K0 (X — Xk) Pn(Xk)
Uocite da multiplikativna konstanta u p, nije bitha — skrati se,
pa mozemo uzeti bilo koju normalizaciju za polinome p,.
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Tezine u Gaussovim formulama

Dobivamo izraz za tezine wy preko ortogonalnih polinoma pj,
b
X
Wk:/ W(X)L)/dx, k=1,...,n
a (X — Xk) Ph(Xk)
Prema autoru ove formule, tezine wy u Gaussovim formulama
ponekad se zovu i Christoffelovi brojevi.

Navedeni integral se moze eksplicitno izracunati! O tome, kao i
o ostalim svojstvima Gaussovih formula — malo kasnije.

Prvo, spomenimo jo$ dva tipa integracijskih formula koje se
koriste u praksi, a imaju

» visoki, ali ne i maksimalni stupanj egzaktnosti, tj. ¢ < n.
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Integracijske formule s fiksnim rubovima

Prethodni teorem ima praktiCne primjene i za ¢ < n.
U teZinskoj integracijskoj ili kvadraturnoj formuli

/b w(x)f(x) dx = Io(f) + En(f Zka Xk).

unaprijed zadamo n — ¢ ¢vorova integracije u [a, b], a

» preostalih ¢ ¢vorova odredujemo tako da dobijemo
maksimalni moguci stupanj egzaktnostid = n—1 + /.
Ovaj pristup se najcesce koristizan—¢=1in—-¢=2,a
zadani ¢vorovi su
» jedan ili oba ruba intervala integracije [a, b],
s tim da zadani rubni ¢vor mora biti konacan.

23/96



Gauss—Radau formule — jedan rub, d = 2n — 2

Neka je lijevi rub intervala — toc¢ka a, konacna

» i zadana kao Cvor integracije x; = a.
Preostalih ¢ = n — 1 ¢vorova odredujemo tako da

» dobijemo maksimalni stupanj egzaktnosti d = 2n — 2.
Ove integracijske formule zovu se Gauss—Radau formule.

Prema prethodnom teoremu, pripadni polinom ¢vorova
w(X) = (X — @)(X — X2) -+~ (X — Xn) =t (X — &) Pp_1(X)

mora zadovoljavati relaciju ortogonalnostiza ¢/ = n— 1

b
/ w(X)wn(x)p(x)dx =0, zasvaki pe Pp_o.
a
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Gauss—Radau formule — jedan rub, d = 2n — 2

To mozemo zapisati i ovako

b
/ W(x) (X — a) po_1(X) p(x) dx = 0, zasvaki p e Py o.
a

Faktor (x — a), koji odgovara fiksnom ¢voru x; = a, ima fiksni
predznak na [a, b] — nenegativan je. Zato ga smijemo

» “izvaditi” iz polinoma ¢vorova wp
» i “dodati” teZinskoj funkciji w.
Tako dobivamo “novu” tezinsku funkciju
Wa(x) := (x — a) w(x),

koja je, takoder, nenegativna na |a, b].
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Gauss—Radau formule — jedan rub, d =2n— 2

Relacija ortogonalnosti sada ima oblik

b
/ Wa(X) pn—1(X)P(x) dx =0, zasvaki pe€Pp o,
a

gdje je pn_1 polinom stupnja n — 1.
Sli¢no ranijem, odavde dobivamo sljedeéi zakljucak:

» preostalih n — 1 ¢vorova x», . . ., X, moraju biti nultocke
ortogonalnog polinoma p,_1 s tezinskom funkcijom ws.

Potpuno isti princip radi i za desni rub b, s faktorom b — x.

Ako fiksiramo x, = b, preostali ¢vorovi X, ..., X,_1 moraju biti
nultocke ortogonalnog polinoma p,_4 s tezinskom funkcijom
wp(x) == (b — x) w(x).
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Gauss—Lobatto formule — oba ruba, d =2n - 3

Neka su oba ruba intervala — toCke ai b, konacne

» i zadane kao Cvorovi integracije x; = a, x, = b.
Preostala ¢/ = n — 2 ¢vora odredujemo tako da

» dobijemo maksimalni stupanj egzaktnosti d = 2n — 3.
Ove integracijske formule zovu se Gauss—Lobatto formule.

Na potpuno isti nacin se dokazuje da

» preostala n— 2 ¢vora x», ..., X,_1 moraju biti nultoCke
ortogonalnog polinoma p,_» s tezinskom funkcijom w; p,

Wap(X) := (x — a)(b — x) w(x).

Napomena: ovo “transformiranje” tezinske funkcije radi samo
za ¢vorove u rubovima intervala (nenegativnost).
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Numericka integracija

Gaussove integracijske formule
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Gaussove integracijske formule — ponavljanje

Gaussova integracijska ili kvadraturna formula s tezinskom
funkcijom w na intervalu [a, b] ima oblik

/b w(x)f(x) dx = In(F) + Ex(f) Zwkf (X6,

i dostize maksimalni stupanj egzaktnosti dmax = 2n — 1.

» Cvorovi x, su sve nultocke ortogonalnog polinoma p, s

tezinskom funkcijom w na [a, b],
» Tezine wy su dane formulom (¢ preko pn i Xk)

b
Wk:/a W(x)()(_l))(';()););'()(l()dx, k=1,....n
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Cvorovi Gaussovih integracijskih formula

U nastavku, detaljnije analiziramo neka bitna svojstava
Gaussovih formula. Samo radi jednostavnosti, dodatno
pretpostavljamo da je tezinska funkcija w

» pozitivna na cijelom intervalu [a, b], osim eventualno u
konacno mnogo to€aka (singulariteti dozvoljeni).

Teorem (Svojstva ¢vorova). Svi ¢vorovi x su realni, razliciti i
leze unutar otvorenog intervala (a, b).

Dokaz. Znamo da su ¢vorovi xx sve nultocke odgovarajuc¢eg
ortogonalnog polinoma p,, s tezinskom funkcijom w na |a, b|,

pn(xx) =0, k=1,...,n

Sve tvrdnje o ¢vorovima direkina su posljedica tvrdniji o
nultockama odgovarajucih ortogonalnih polinoma.
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Tezine Gaussovih integracijskih formula

Integral u formuli za teZine wx moze se eksplicitno izracunati.

Teorem (Izrazi za tezine). U Gaussovoj integracijskoj formuli
reda n, za tezine wy vrijede sljedece dvije relacije

an—1Yn—1 —ann K —1

Wi = = )
T o1 (%) PhO%) Pt (k) P()

..,

pri éemu je A, vodeci koeficijent polinoma pp,

A
:\H ) Yn = ||PnH2 = {(Pn, pn) > 0.
n

an:

Dokaz. Treba izraCunati integrale za tezine

_ b Pn(X) _
Wk—/a W(x)mdx. k=1,...,n.
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Tezine Gaussovih integracijskih formula

Zbog Clana pp(x)/(x — xx), koristimo Christoffel-Darbouxov
identitet u x i y = xx, za n (il za n+ 1), a zatim integriramo.
Fiksiramo indeks k (tj. ¢vor x) i izlu€¢imo broj p,,(xx), pa je

b
= g J, W02

Integral raunamo iz Christoffel-Darbouxovog identiteta za n, ij.
suma na lijevoj strani ide do n — 1,

E PIBY) _ Pr(X)P_1(¥) — Pa—t(X)Paly)
=0 Yj an-17n-1(X —y) '

Uvrstimo y = xi i iskoristimo da je p,(xx) = 0, pa dobijemo

B an—1Yn—-1 (X - Xk)'

n—1
p;(X)pj(Xk) Pn(X)Pn—1(Xk)
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Tezine Gaussovih integracijskih formula

Pomnozimo obje strane s w(x) po(x) i integriramo na [a, b].
Izlazi

n—1

. b
P " () o) o

i
Pn—1(Xk) /b Pn(x)
= w(x X ax.
an—17n-1 Ja ( )pO( ) X — Xk

Zbog ortogonalnosti polinoma p; i po, na lijevoj strani ostaje
samo ¢&lan za j = 0, a pripadni integral je ||0o/|% = 70, tj.

po(x)  _ Pn1(xk) [° Pn(X)
O’Yok o an—117nf1/ Wix) polx )X Xk x

(]

j=0
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Tezine Gaussovih integracijskih formula

Na kraju, znamo da je po(x) = ¢ # 0, pa skratimo i tu
konstantu, tako da na lijevoj strani ostaje 1. Onda je

b
/ W(X) pn(X) dx = an—1’Yn—1'
a X — Xk Pn—1(Xk)
Kad ovo uvrstimo u izraz za wy s poCetka dokaza, dobijemo
prvu formulu iz tvrdnje
b

_ /1 / w(x) Pn(X) dx — an—1')’n71 '

Pr(Xk) Ja X — Xk Pn—1(Xk) Pr(Xk)
Druga izlazi iz Christoffel-Darbouxovog identiteta za n + 1,
ili troClane rekurzije u xx, paje pni1(Xk) = —Cnpn—_1(Xk)-

Wi
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Tezine Gaussovih integracijskih formula

Teorem. U Gaussovoj integracijskoj formuli reda n, za tezine
vrijedi
1

||ZkH§ ) ) s Iy

Wik

gdje je z vektor vrijednosti ortonormiranih polinoma u ¢voru X
Po(Xk) Pn—1(Xk)

leoll 7 [lon—1ll

Dokaz. Iz Christoffel-Darbouxovog identiteta (za n) u jednoj
toCki xx, dobivamo

.
e R".

3 = F(x) = [

n—1

e = (Pj(;(f))z ) P;;(Xk)pn—1()a(:)_1—’yfi1(Xk)pn(xk)

j=0
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TezZine Gaussovih formula — pozitivhost

Zbog pn(xx) = 0, iz prve formule u proslom teoremu, slijedi

< vz _ Pa(X)Pn—1(xk) 1
12l = —F—F"—— = —.
an—1Yn—-1 Wi
Nadimo prvu komponentu vektora zx. Neka je po(x) = ¢ # 0.
Onda je
o 2 2 [° 2
ool = | w0 Ry ok = & | wix) b = o,
a a
paje
Zi1 = po(Xk)/llpoll = 1/\/o >0 = ||zc[2 > 0.
1z ||Z«||3 > 0 odmah slijedi w, > 0 u Gaussovim formulama.
[ |

U nastavku, dajemo jo$ jedan dokaz pozitivnosti, zato jer se
moze lako generalizirati i na neke druge integracijske formule.
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Pozitivhost tezina u Gaussovim formulama

Teorem (Pozitivnost tezina). Sve tezine wy su pozitivne.

Dokaz. Nekasu /;,za j=1,..., n, polinomi Lagrangeove baze
na mreZzi cvorova Xy, ..., Xp (stupanjod ¢; je n —1).
Za polinom £; u ¢voru X vrijedi
0, zaj#k,
li(xk) = 0jk =
1) = Ok {1, za = k.

Uocite da ista relacija vrijedi i za kvadrate éj? polinoma
Lagrangeove baze u ¢vorovima xi

0, zaj#Kk,

2(xk) = 4i(xk) = 0k =
T(Xk) = Li(X) = djk {1’ 28— k.
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Pozitivhost tezina u Gaussovim formulama

Onda je ocito da vrijedi
n n
W= Z Wiclj(Xi) = Z Wk@?(Xk), j=1,...,n
k=1 k=1

No, polinomi éj? imaju stupanj 2n — 2, pa ih Gaussova formula
integrira egzaktno! To znadi da je

n b
W= > w0 = [ W) dx >0, j=1...n
k=1 a

zbog pozitivhosti podintegralne funkcije na desnoj strani.

Time je dokazana pozitivnost svih tezina wy u Gaussovim
integracijskim formulama.
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Pozitivnost tezina u formulamas d =2n -2

Potpuno isti argument vrijedi i za

» integracijske formule stupnja egzaktnosti 2n — 2,
(za jedan manjeg nego u Gaussovim formulama),

» jer egzakino integriraju polinome /2, zak =1,...,n.

Na primjer,
» tezine u Gauss—Radau formulama su, takoder, pozitivne.

Napomena. Moze se pokazati i da su tezine u Gauss—Lobatto
formulama, takoder, pozitivne.

Medutim, dokaz je nesto slozeniji — ide preko polinoma
kardinalne baze za pripadnu interpolaciju: rubni ¢vorovi ai b su
jednostruki, a ostali &vorovi x», . .., X,_1 Su dvostruki.
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Konvergencija Gaussovih formula

Teorem. Ako je [a, b] konacni interval, tada Gaussove formule
konvergiraju za bilo koju neprekidnu funkciju f, tj. za svaku
funkciju f € Cla, b] vrijedi

En(f) -0, za n— occ.

Dokaz se temelji na Weierstrassovom teoremu o uniformnoj
aproksimaciji funkcije f polinomima, koji kaze:

Ako je pon_1(f; -) polinom stupnja < 2n — 1 koji najbolje
uniformno aproksimira f na [a, b], onda vrijedi

Jim [|7(-) = Ban-1(f; )lloc = 0.

Za bilo koji n € N, gledamo gresSku Gaussove formule reda n.

40/96



Konvergencija Gaussovih formula

Zbog polinomnog stupnja egzaktnosti d = 2n — 1, odmah
vidimo da je En(p2n—1) = 0. Zatim, redom, dobivamo

|En(f)| = |En(f — P2n-1)]

b n
/ w(x) (F(X) = Pan1(x)) O => Wi (f(xk) — Ban—1(f; X))
a k=1

b n
S/ W(X)|F(x) = Pan—1(xX)| ax +> (Wi | f(Xk) = Pan—1(f; X))

k=1
< 110) = Ban- (1 ]

b

W(X)dX+ZWk|>.

k=1
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Konvergencija Gaussovih formula

Sad iskoristimo da su tezinski koeficijenti wy pozitivni u
Gaussovim formulama. Zato je \Wk| = W, odakle slijedi

Z|Wk\ ZWk

k=1
Na kraju, uo¢imo jo$ da je (egzakina integracija konstante 1)

Z Wy = / X) dx = pyo.
Iz prethodne formule za ocjenu greske |E,(f)| zakljuCujemo

|En(f)] < 2p0 ||f(-) — Pon_1(f; )|loo = 0, za n— oo,
Sto je trebalo dokazati.
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Ne vrijedi za Newton—Cotesove formule

Ovaj zaklju¢ak ne vrijedi za Newton—Cotesove formule,
» iako formula s n ¢vorova egzakino integrira polinom p,,_1.

Naime, za malo vece n, teZzine wy mogu biti i negativne. Tada
jo$ uvijek vrijedi

ZWK/ X) dx = po,

zbog egzakine integracije konstante 1. Medutim, apsolutne
vrijednosti tezina neograniceno rastu, kad n raste, tako da
n
D k| =00, za n— o,
k=1

a upravo ova suma ulazi u ocjenu greske.
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Simetrija u Gaussovim integracijskim formulama

Pretpostavimo da je tezinska funkcija w

» simetricna na intervalu integracije [a, b].
Za konacni interval [a, b], to znaci da je w parna oko polovista
intervala

a+b
Xo = 5 R

tj. vrijedi
b—a

w(xo+h)=w(xo—h), za |h <
Za cijeli R, to znaci da je w parna oko neke toCke xp € R,
w(xo+h)=w(xo—h), za heR.
Onda su pripadni ortogonalni polinomi simetricni (par—nepar) i

Gaussove integracijske formule su, takoder, simetricne.
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Simetrija u Gaussovim integracijskim formulama

Preciznije, ortogonalni polinomi p, su parni ili neparni oko Xxp,
ovisno o parnosti od n, tj. za svaki h € R vrijedi
Pn(Xo — h), nparan,

—pn(Xo — h), nneparan.

Pn(Xo + h) = {

U Gaussovoj integracijskoj formuli reda n,
» Gvorovi X, su simetri¢ni obzirom na X,
» za simetricni par ¢vorova, tezine wy su jednake.

Ako ¢vorove poredamo uzlazno, x; < --- < Xp, onda vrijedi
Xk + Xnt1—k

5 = X0, Wk=Wpi1-x, k=1,...,n
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Numericka integracija

Primjer za teZinske formule

46/96



Tezinska Newton—Cotesova vs. Gaussova f.

Primjer. Napravimo usporedbu
» zatvorene Newton—Cotesove formule i
» Gaussove formule
s 2 &vora, za tezinsku funkciju w(x) = x~'/2 na intervalu [0, 1].

TeZinska funkcija w ima singularitet u lijevom rubu a = 0, ali je
integrabilna na [0, 1] — njezin integral je po = 2.

TraZzene integracijske formule glase:

1 wiNCf(0) + wNCf(1) (Newton—Cotes),
/X1/2f(X)dX%

0 wCf(xi) + wif(x) (Gauss).

47/96



Tezinska Newton—Cotesova formula

Za Newton—Cotesovu formulu, tezine w]'C i w)'C mozemo
izraCunati iz eksplicitne formule

b
Wi :/ w(x)l(x)dx, k=1,2.
a

Lagrangeova baza /4 i />, za zadane ¢vorove x; = 0i x> = 1,
jednaka je
X — Xo x—1
E = = = 1 —
1(X) X1 — Xo 0-1 X,
X=X _x—-0
N Xo — X4 S 1-0

)
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Tezinska Newton—Cotesova formula

pa imamo

1 1
W1NC:/0 x‘1/2€1(x)dx:/0 (x~1/2 — x/2) dx

1
_ (ox1/2 _ 2,32
3 0

1 1 2 1 2
WéVCZ/ X‘1/2€2(X)dx:/ x1/2dx:§x3/2 =3
0 0 0

Wl

)

Ovaj pristup ima smisla samo kad se polinomi /4 i /5 lako
racunaju, tj. samo kad su ¢vorovi “lednostavni”, poput 0 i 1.
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Tezinska Newton—Cotesova formula

Obicno je puno lakse iskoristiti da Newton—Cotesova formula
egzaktno integrira “jednostavnu” bazu prostora polinoma P;.

UvrStavanjem f(x) = 1, dobivamo jednadzbu

1
wiNC .1 4 wC . 1 :/ xV2dx =2,
0

a uvrstavanjem f(x) = x, dobivamo jednadzbu
1
wiNC .0 + w)C . 1 :/ x‘1/2xdx:§.
0
Odmah izlazi

NC

_ NC
Wyl =, W
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Tezinska Newton—Cotesova formula

Trazena zatvorena Newton—Cotesova formula glasi:

/1 —1/2 4 2 NC
xV21(x) de = $1(0) + SA(1) + ENO(),
0

pri Cemu je EéVC(f) pripadna greska.

Uocite da korijenski singularitet teZzine w u nuli uzrokuje da
» vrijednost f(0) dobiva dvostruko vecu tezinu od vrijednosti

f(1).
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Gaussova formula

Gaussovu formulu najlak$e je odrediti preko ortogonalnih
polinoma. Treba nam monicni (vodeci koeficijent Ao = 1)
ortogonalni polinom ps, stupnja 2, s tezinom x—'/2 na [0, 1]

p2(X) = X% + a1 x + ap.

Taj polinom mora biti ortogonalan na polinome nizeg stupnja.
» Za polinom qo(x) = 1, iz (p2, qp) = 0, dobivamo:

1 1
O:/ x1/2p2(x)dx:/ (x3/2 4+ ayx'/? + agx~1/?) dx
0 0

1

2 2
= -+ —-ay + 24y,

2 52,2, 32 1/2
= (= < /
<5x + —ayx°/ + 2apx . "5%3

3

52/96



Gaussova formula

» Za polinom q¢(x) = x, iz (p2, q1) = 0, dobivamo:

1
0= / /2 X pa(x dX/ (x%2 4+ a;x3/2 4+ agx'/?) dx
0

1
= <§X7/2 + §a1x5/2 + gaox?’/?) - ; + 231 + gao.

Sustav jednadzbi za koeficijente monic¢nog polinoma p- je:

2a +ga _.2

0T 3™ 75
2 2 2
—dyg+=-a =—=.

3 5 7
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Gaussova formula

RjeSenje tog sustava je
5§ -3
7’ 0 — ;

= 35

pa je ortogonalni polinom p»

6 3
—y2_ - hall
p2(x) = x 7x+ 35"

Cvorovi za Gaussovu integracijsku formulu su nultocke
polinoma po:

X1 = (3 — 2@) ~ 0.11558710999704793517,

<3 +2 g) ~ 0.74155574714580920769.

Nl = N =

Xo =
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Gaussova formula

Za ragunanije tezinskih koeficiienata w i w$, mogli bismo
iskoristiti formulu za wy, kao kod Newton—Cotesove formule.

Medutim, kad imamo ¢vorove Xxq i Xo, puno je lakse iskoristiti da
Gaussova formula egzakino integrira bazu polinoma iz P;.

» Za stupanj 0, stavimo f(x) = 1, i dobivamo jednadzbu

1
W1G+WQG:/ x 12dx =2,
0

» Za stupanj 1, stavimo f(x) = x, i dobivamo jednadzbu

2
5

1
wlxy 4+ wlxp = / x V2 xdx =
0
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Gaussova formula

Kad uvrstimo poznate ¢vorove xq, Xo, rieSenje dobivenog
linearnog sustava od dvije jednadzbe za tezine wZ, wf je

W1G =1+ ;\/E ~ 1.30429030972509228525,

wl =1 — 124 0.69570969027490771475.
2 3Ve6

Sada je tezina
» wg priblizno 1.87476 puta veca od tezine wg.
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Gaussova formula

Trazena Gaussova formula glasi:
! 1 /5 3 2
-1/2 — A I IO
/Ox f(x) dx <1+3 6) f<7 =
3
7

()
+ EZ(f),

pri cemu je EZ(f) pripadna greska.
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Tezinska Newton—Cotesova vs. Gaussova f.

Usporedimo prethodne dvije formule na integralu

1
I = / x~ /2 cos ( )dx =2C(1) ~ 1.55978680075364565895,
0

pri Cemu C oznacava tzv. Fresnelov kosinusni integral.
Aproksimacije po obje formule, za f(x) = cos(mx/2), su

Inc = ; ~ 1.33333333333333333333,
1

lg ~ 1.55758955959339386882,

a pripadne greske su
Enc ~ 0.2264535, Eg ~ 0.0021972,

Sto pokazuje da je Gaussova formula puno bolja (> 100 puta).
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Numericka integracija

Gaussove formule i Hermiteova interpolacija
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Integracija i interpolacija — ponavljanje

Vidjeli smo da se Newton—Cotesove formule mogu dobiti

» integracijom Lagrangeovog interpolacijskog polinoma za
funkciju f na (zadanoj) mrezi ¢vorova xi, . . ., Xp.

Tu Cinjenicu smo onda iskoristili za
» nalaZzenje i ocjenu greske integracijske formule.

Na slican nacin, i Gaussove formule mogu se dobiti

» integracijom Hermiteovog interpolacijskog polinoma za
funkciju f na mrezi ¢vorova x, . .., Xp,

» uz dodatni zahtjev da koeficijenti uz ¢lanove s derivacijama
budu jednaki nula — to ¢e odrediti vorove.

Nakon dokaza, to ¢emo iskoristiti za nalazenje greske
Gaussove integracije.
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje

Hermiteov interpolacijski polinom za funkciju f na mrezi
évorova X, ..., Xp,

» interpolira vrijednosti funkcije i njezine derivacije u
¢vorovima (2n uvjeta),

pa, opcenito, ima stupanj 2n — 1.

To odgovara stupnju egzaktnosti d = 2n — 1 za Gaussove
integracijske formule, pa cijeli pristup ima smisla.

Za pocetak, ponovimo osnovne Cinjenice 0 Hermiteovoj
interpolaciji,
» s promijenjenim oznakama, jer ¢vorove sad brojimo od 1, a
ne od 0.
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje

Neka su xi, ..., X, medusobno razliCite toCke. Ove toCke
interpretiramo kao

» dvostruke ¢vorove interpolacije za zadanu funkciju f.

Uvedimo jo$ skracene oznake za vrijednosti funkcije f i njezine
derivacije f' u évorovima:

fk = f(Xk), f,i:fl(Xk)7 k = 1,...,n.
Raniji rezultat o Hermiteovoj interpolaciji sada ima oblik:

Teorem. Postoji jedinstveni polinom ho,_1 € Pop_1, Stupnja
najvise 2n — 1, koji zadovoljava interpolacijske uvjete

hon_1 (Xk) = fy, h,2n_1(Xk) = ld7 k=1,...,n
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje

Ovaj polinom ho,_1 mozemo prikazati u tzv. Hermiteovoj bazi
na mrezi ¢vorova Xi, . . ., Xp, kao linearnu kombinaciju

n

hon—1(x) = (fehio(x) + fehi (X)),

k=1
gdje su hxoi hgy,zak =1,...,n, polinomi Hermiteove baze,
definirani relacijama
0, Zaj ?é kv /
hko(Xx:) = xi) =0,
ko(¥) {1’ ik o)

0, zaj#Kk,
h Xi 207 ! Xi) =
k71( j) k,1( 1) {17 zaj:k.
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje

Polinome Hermiteove baze mozemo eksplicitno izraziti u obliku

Pro(x) = 11— 2(x = x) 6 (x)] 3 (x)
Pia (x) = (x — x0) (%),

gdje je ¢, odgovarajuéi polinom Lagrangeove baze na mrezi
évorova Xq,...,Xp,zak=1,....n.

Buduci da je ¢, polinom stupnja n — 1, onda
> SU hy o i h 1 polinomi stupnja 2n — 1.

Ako su tocke xq, ..., x, medusobno razlicite, onda su polinomi
» lk,zak=1,...,n,— baza u prostoru P,_1,
> hko, hk1,zak =1,...,n,— baza u prostoru Pp,_1.
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Gre8ka Hermiteove interpolacije — ponavljanje

Za funkciju greske Hermiteove interpolacije
en(x) := f(x) — han_1(x),
u svakom ¢voru X, o€ito, vrijedi
en(xk) =0, €ehx)=0, k=1,....n
Dakle, greska ey ima dvostruke nultoCke u tockama xi, ..., Xs.

Pripadni polinom ¢vorova wy za Hermiteovu interpolaciju je

wh(X) = (X = X1)% - (x = xn)? = Wi(x),

gdje je wy, polinom Evorova za Lagrangeovu interpolaciju na
istoj mreZzi.

U novim oznakama, za gresku vrijedi sljedeci rezultat.
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Gre8ka Hermiteove interpolacije — ponavljanje
Teorem. Neka su xi, ..., x, € [a, b] medusobno razliCite tocke i
neka je e, greska Hermiteovog interpolacijskog polinoma hop,_ 1
za funkciju f na mrezi ¢vorova xi, ..., X,. Onda je

en(x) = f(x) — hop_1(x) = w2 (x) f[X1, X1, X2, Xo, . . ., Xn, Xn, X].

Ako (2" postoji na [a, b], onda za svaku tocku x < [a, b],
postoji tocka ¢ € [a, b, takva da je

en(x) = f(x) — han_1(x) = B(X)

Znamo da za ¢ vrijedi i jaca ocjena £ € (Xmin, Xmax), 9dje je

Xmin := MiN{X, X1, ..., Xn}, Xmax := Max{x, Xq,...,Xn},

ali nam to nece trebati za Gaussovu integraciju.
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Integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma

Integracijom Hermiteovog interpolacijskog polinoma

n

hon—1(x) =Y _ (fuhko(x) + fehi 1 (X)),
pa

dobivamo “novu” integracijsku formulu oblika

n

b
In = / w(X)hzn_1(x) dx = (kak + W;’<f/<)7
a k=1
gdje je
b b
we= [ wOohco(x) de. wi = [ w(xhis () ox
a a

zak =1,...,n. Naime, f i f, su brojeviine ovise 0 x.
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Integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma

TeZinske koeficijente wy i w; moZemo napisati i tako da
» uvrstimo izraze za polinome hy o i hx 1 Hermiteove baze,
» u terminima polinoma /¢, Lagrangeove baze.

Dobivamo sljedec¢e formule za teZine u integracijskoj formuli 7,
b
we= [ W00 [1 = 20~ x)ti(0] x) o
a

b
wy, = /a w(x) (x — xx) £2(x) dx,

zak=1,...,n.
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Integracijske formule s derivacijama u ¢vorovima

Ovakve integracijske formule

n

b
. / W(x)han-1(x) cix = 3 (wice + w1},
a

k=1
“slice” na Gaussove integracijske formule, osim §to imaju

» dodatne Clanove w,f;, u kojima se koriste i derivacije
funkcije f u cvorovima integracije x.

Kad bi, kao u Newton—Cotesovim formulama,
» svi cvorovi x, bili unaprijed zadani,

iz uvjeta egzakine integracije polinoma trebalo bi odrediti
» 2n parametara — tezinske koeficijente wy i wy.
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Integracijske formule s derivacijama u ¢vorovima

Ocekujemo da ovakva formula /}, egzaktno integrira polinome

do stupnja 2n — 1 (dimenzija prostora je 2n).

Zaista, uvjeti egzakine integracije na bazi prostora P»,_1 daju
» regularni linearni sustav, reda 2n, za tezine.

To je ocito, jer formule za teZine ve¢ imamo. Osim toga,

» integracijska formula je dobivena “interpolacijski” — na
Hermiteovoj bazi prostora Po,_1.

Dakle, stupanj egzaktnosti formule /], je sigurno d =2n— 1.

Uz pretpostavku dovoljne glatkoce funkcije f,
» jednostavno se izvodi i greska integracijske formule /7,
» direktno iz greske Hermiteovog interpolacijskog polinoma.
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GresSka formule /I, s derivacijama u ¢vorovima

Sasvim opcenito, za integracijske formule /], vrijedi

b
/ w(x)f(x)dx = IL,(f) + E/(f),
a
gdje je E/(f) greska te formule za zadanu funkciju f.

Integracijsku formulu /;,(f) dobili smo “interpolacijski”, kao

» egzakini integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma
hon_1 za funkciju f na mrezi ¢vorova Xxq, . .., Xn,

n

b
I(f) = /a W(x)han-1(x) cix = 3 (i + wit}).

k=1
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GresSka formule /I, s derivacijama u ¢vorovima

Greska E(f) integracijske formule I,(f) je

b b
EA) = | w00 (00 = han-1()) b = [ wixpen(x) d,

tj. E/(f) je integral greske ey, interpolacijskog polinoma ho,,_1,
en(x) = f(X) — h2p_1(X) = wh(x) 9(x),
gdje je
9(x) = f[x1, X1, X2, X2, . .., Xp, Xn, X].

Funkcija g je korektno definirana na [a, b], ¢im f” postoji u
¢vorovima. Ako je f jos i neprekidna na [a, b], onda je i funkcija
g neprekidna na [a, b).
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GresSka formule /I, s derivacijama u ¢vorovima

Kad to uvrstimo u izraz za gresku Ej,(f), dobivamo

b b
Exf) = | wixjentx) ok = [ w(x)w5(x) g(x) d.
a a
Nadalje, ocito je
w(x)w2(x) >0, zasvaki x € [a,b],

pa mozemo iskoristiti teorem srednje vrijednosti za integrale s
tezinama. Izlazi
b

EA(F) = g(n) / w(x) w2(x) dx,

a
za neki ) iz [a, b]. Ovo vrijedi uz vrlo blage pretpostavke na f!
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GresSka formule /I, s derivacijama u ¢vorovima

Ako (2" postoji na [a, b], onda postoji ¢ € [a, b] za kojeg je

(2n) b
El(f) = f(2n()f)/a w(x) w2(x) dx.

Integral na desnoj strani ovisi samo o ¢vorovima Xq, ..., Xp, i
treba ga eksplicitno izraCunati za zadani raspored cvorova.

Iz oba oblika greske integracijske formule /;,, odmah vidimo da
je stupanj egzaktnosti jednak d = 2n — 1.

Medutim, za prakticnu primjenu formule //,, trebamo znati
» ne samo funkcijske vrijednosti f(xx) u Cvorovima,
» vec i vrijednosti derivacije f'(xx) u tim évorovima.
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Put prema Gaussovim integracijskim formulama

Zato je ideja da probamo izbjeci koristenje derivacija,
» tako da izborom Cvorova xi
» ponistimo sve teZinske koeficijente w; uz derivacije f;.

Ako to “ide”, tj. ako je w, = 0,za k =1,..., n, dobili bismo

b n n
- / Wx)han_1(x) o = 3 (widic + wifl) = 3 wih.
a k=1

k=1
Stupanj egzaktnosti ove “specijalne” integracijske formule /),
mora ostati isti— d = 2n — 1. No, tako dobivena formula

» koristila bi samo funkcijske vrijednosti fx u ¢vorovima,
tj. postala bi Gaussova integracijska formula /5.
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Gaussove formule kao interpolacijske formule

To se moze postici! Sljededi rezultat govori o tome kako treba
izabrati Cvorove x.

Teorem. U integracijskoj formuli /], vrijedi
w,=0, k=1,....n,

tj. I, je Gaussova integracijska formula, ako i samo ako je
polinom ¢vorova

wp = (X —X1)(X —X2) -+ (X — Xn)

ortogonalan na sve polinome nizeg stupnja, tj. vrijedi

b
/ w(X)wn(Xx)p(x)dx =0, zasvaki pe P,_1.
a
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Gaussove formule kao interpolacijske formule

Dokaz. Koristimo eksplicitni izraz za tezine u formuli [},
b
wj, :/ w(x)(x — xx) 2(x)dx, k=1,...,n,
a

gdje su lx,za k =1,..., n, polinomi Lagrangeove baze na
mrezi ¢vorova X, ..., Xn.

Ove polinome mozemo izraziti preko polinoma ¢vorova wy,

)

paje
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Gaussove formule kao interpolacijske formule

Kad tu formulu uvrstimo u izraz za tezine, dobivamo

1 b
= —— / ax, k=1,...
Wy w},(Xk) /a W(X) w”(X) k(X) X, ) , N,
1. smjer (nuZnost): svi w, = 0 = ortogonalnost.
Ako je

w,=0, k=1,...,n,

odmah vidimo da je w, ortogonalan na sve polinome /y, za
k =1,...,n. No, ti polinomi Cine bazu prostora P,_1, pa je

b
/ w(x) wn(X)p(x)dx = 0, zasvaki pe Py 1.
a
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Gaussove formule kao interpolacijske formule

2. smjer (dovoljnost): ortogonalnost = svi w; = 0.

AKo je wp ortogonalan na sve polinome p € P,_1, onda to
vrijedi i za polinome Lagrangeove baze, tj. za p = ¥k, pa je

/bw(x)wn(x)ék(x)dx:o, k=1,....n.

Odavde odmah slijedi i

w, = 1
T wh(xk)

/bw(x)wn(x)ek(x)dx:o, k=1,....n.
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Gaussove formule kao interpolacijske formule

Prema oCekivanju, dobivamo isti zaklju¢ak kao i ranije.
Integracijska formula oblika /, je Gaussova integracijska
formula /,, ako i samo ako su ¢vorovi Xk, upravo,
» sve nultocke odgovarajuceg ortogonalnog polinoma pp,
stupnja n, s tezinskom funkcijom w na [a, b].

Pripadni polinom ¢vorova w, mora biti jednak
» polinomu p, s vode¢im koeficijentom A, = 1.

Time smo jo$ jednom dokazali egzistenciju i jedinstvenost
Gaussovih integracijskih formula, za zadanu tezinsku funkciju
w na [a, b).

Usput, dobivamo i gresSku za Gaussove integracijske formule!
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Greska Gaussovih integracijskih formula

Teorem. Neka je I,(f) Gaussova integracijska formula reda n, s
tezinskom funkcijom w na [a, b]

/b w(x)f(x) dx = Io(f) + En(f Z Wi f(Xk).

Ako (2 postoji na [a, b], onda postoji ¢ € [a, b] za kojeg je

f(2n) C b
En) = g | W) PR o
gdje je pn ortogonalni polinom stupnja n,
» s vodecim koeficijentom A, = 1,

uz tezinsku funkciju w na [a, b].
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Gre8ka Gaussovih integracijskih formula

Dokaz. Znamo da je I(f) = I/,(f) ako i samo ako je
» pripadni polinom ¢vorova wy, jednak
» ortogonalnom polinomu p, s vodec¢im koeficijentom A, = 1.

Tvdnja izlazi direktno iz formule za greSku odgovarajuce
integracijske formule /7,(f), s tim da je w, = pn.

Formulu za gresku Gaussove integracijske formule reda n

(2n) b
En) =" ) | W) PR o

mozemo i drugacije zapisati.
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Greska Gaussovih integracijskih formula

Integral na desnoj strani je kvadrat norme polinoma p, s
vodeéim koeficiientom A, = 1, pa je

fem¢) [® 2 feM(¢) 2
Enlf) = gy || w0 pE(x) = o ol
U principu, za zadane w i [a, b],
> ||pn||? se moze eksplicitno izratunati i ovisi samo o n
(v. malo kasnije, za klasi¢ne Gaussove formule).

Ako koristimo pj, za kojeg je A, # 1, formula za gresku se
trivijalno mijenja
Q) llpnl®

(2n)! Az

En(f) =
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Pozitivhost tezina u Gaussovim formulama

Na kraju, iz op¢ih izraza za tezine u integracijskoj formuli /,
jednostavno se dokazuje i

» pozitivnost teZzina wy u Gaussovim integracijskim
formulama.

Za tezine u formuli [}, vrijedi
b
we= [ WOO[1 - 20x - x)ti(0] () o
a

b
W/’(—/ w(x) (x — xk) &(x)dx, k=1,...,n.
a

U izrazu za wy iskoristimo relaciju za w;.

84/96



Pozitivhost tezina u Gaussovim formulama

Tezine w, onda mozemo napisati u obliku
b
Wy = / w(x)[1 — 2(x — Xk )lh(xk)] £2(x) dx
a

b
:/ w(x)2(x) dx — 20} (xx)w.
a
U Gaussovim formulama je w; = 0, pa izlazi poznata formula
b
wk:/ w(x)2(x)dx >0, k=1,...,n,
a

zbog pozitivnosti podintegralne funkcije na desnoj strani.
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Numericka integracija

Pregled klasicnih Gaussovih integracijskih formula
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Gauss—Legendreove formule

Gaussove integracijske formule oblika

/1 f(x) dx ~ En: Wi f(Xk)
- k=1

zovu se Gauss—Legendreove formule (tezina je w(x) = 1).

Cvorovi integracije su nultocke Legendreovih polinoma P,.
Za njih vrijedi tzv. Rodriguesova formula

1 gn
Po(X) = 2an1 axn

(x2-1)" n>0.

Za P, je
2 2n)! 1 /2
’Yn:2 , An= (2n) Z( n), n>0.

n-+1
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Gauss—Legendreove formule

Tezine u Gaussovoj formuli mozemo napisati na razne nacine

e — 2(1 —XE) B 2(1 —x,f)
TP ()2 [(n+ 1) P ()2
B 2 o 2
 nPu(xk) Pooi(xk) (04 1)Ph(xk) Poy1(Xk)
2

:(1—x,§)[P{,(Xk)]2’ k=1,...,n.

Greska kod numericke integracije dana je formulom
22n+1 (n!)4
(2n+1)[(2n)

En(f) = !]3 f(2n)(§), §€ (_171)'
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Gauss—Laguerreove formule

Gaussove integracijske formule oblika
00 n
/ e X f(x)dx = > wif(x)
0 k=1

zovu se Gauss—Laguerreove formule.

Cvorovi integracije su nultoéke Laguerreovih polinoma Lp.
Za njih vrijedi Rodriguesova formula
- ar
L =eX—(x"e™* > 0.
n(x)= €& S o(x"e), n=0
Zal,ije
o= (N2, Ap=(-1)", n>0.
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Gauss—Laguerreove formule

Tezine u Gaussovoj formuli mozemo napisati na razne nacine

(= DPx ()P
(L1 ()12 (Lot ()2
N (G D) S (1)
Ln(%i) Ln—1(xk)  Lh(xk) Lps (X6)
(n!)?

 xlLh(x)2

k=1,...,n.

Greska kod numericke integracije dana je formulom

2
Eq(f) = E;’L,)), FeM(e), € € (0,00).
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Gauss—Hermiteove formule

Gaussove integracijske formule oblika

/ *Xf dXNZkaXk

> k=1
zovu se Gauss—Hermiteove formule.

Cvorovi integracije su nultotke Hermiteovih polinoma H.

Za njih vrijedi Rodriguesova formula

H(x) = (-1e” &

an(e*Xz), n>0.

Za Hjje
")’n:2nn! \/7?7 An:2n7 nZO
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Gauss—Hermiteove formule

Tezine u Gaussovoj formuli mozemo napisati na razne nacine

L2 n=1)lyE _ 2ninlyr

T NH ()R [Ha (0P
2(n—1)yx  2™inlyx
T O Hu (k) Hoo1 () Ha(Xk) Higer (x)
_2”+1n!ﬁ k=1,

 [HA(a)PP

.., n

Greska kod numericke integracije dana je formulom

EA) = i 120(6), € € (o0, c0).
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Gauss—Cebisevljeve formule

Gaussove integracijske formule oblika

/1 1 f(x)dx ~ zn: Wi f(Xk)

_ y2
-1V =x k=1

zovu se Gauss—Cebisevljeve formule.

Cvorovi integracije su nultocke Cebisevljevih polinoma prve
vrste T,. Za njih vrijedi Rodriguesova formula

T(x) = (—1)"/mV1—x2 d"

1 _ x2)n—1/2 >0.
21T (n+ ) dx”(( x°) ), n=0

ZaT,je

Yo =T, A0:17 ’Ynzza An:2n_1, n21

2
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Gauss—Cebisevljeve formule

Za x = cos ¢, znamo da je Tp(cos ¢) = cos(ny), pa se cvorovi
integracije lako rac¢unaju — vrijedi formula

_ (2k = 1) _
xk—cos< T , k=1,...,n.

Sve teZine u Gaussovoj formuli su jednake i vrijedi
Wi = —, k=1,...,n
Greska kod numeriCke integracije dana je formulom

Enll) = gonrgamy 1070 €€ (-1.1),
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Gauss—Cebisevljeve formule druge vrste
Gaussove integracijske formule oblika

[V 0~ 3 it
1 k=1

zovu se Gauss—Cebisevljeve formule druge vrste.

Cvorovi integracije su nultocke Cebisevljevih polinoma druge
vrste U,. Za njih vrijedi Rodriguesova formula

Un(X) _ (_1)n(n+ 1)ﬁ an ((1 B )(2)!7-5-1/2)7 n>o0.

S 2n+IT(n+ 3) V1 — x2 ax”
Za Uy je

'Yn:ga Ap=2", n>0.
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Gauss—Cebisevljeve formule druge vrste

Za x = cos ¢, znamo da je Up(cos ) = sin((n+ 1)p) /sin(y),
pa se cvorovi integracije lako racunaju — vrijedi formula

km
Xk—COS(n_’_‘I>, k—1,...,n.

TeZine u Gaussovoj formuli se, takoder, lako raCunaju i vrijedi

o o km B
Wk_n+1sm <n+1)’ k=1,...,n.

Greska kod numericke integracije dana je formulom

En(f) = 22”+(2n)| feM(e), €€ (~1,1).
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