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Ortogonalni polinomi
Svojstva ortogonalnih polinoma
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Uvod = dobra svojstva polinoma

Uvod i motivacija. Polinomi imaju niz “dobrih” matematickih
svojstava. Algebarski gledano,

» polinomi stupnja < n tvore vektorski prostor.

Ali, to nije sve. Kad “otpustimo” ograniCenje na stupanj n,
» polinome mozemo mnoziti, €ak i raditi kompoziciju jednog
s drugim, a da opet dobijemo polinom.

Oznacimo s P skup svih polinoma, bilo kojeg stupnja, s
koeficijentima iz nekog polja (R ili C),

P = G Pn.
n=0

Onda je P algebraii jo$ je zatvoren na kompoziciju.
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Dobra svojstva polinoma, baza potencija

|z perspektive analize ili numerike, polinomi imaju dobra
svojstva aproksimacije. Poput ovog:

» Neprekidna funkcija na segmentu moze se po volji dobro
uniformno aproksimirati polinomom.

Na kraju, algoritamski gledano, za raCunanje s polinomima
» postoje brzi algoritmi, poput Hornerove sheme.

Uobicajeno, polinom p € P zapisujemo u standardnoj bazi
potencija {x" | n > 0},

n
p(x)=> " ax'.
i~0

Problem: Veé smo vidjeli da je baza potencija ¢esto vrlo lose
uvjetovana (na pr., najmaniji kvadrati i Hilbertova matrica).
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Posebna baza = familija ortogonalnih polinoma

Ako na prostoru P imamo definiran neki skalarni produkt, onda
je puno bolje uzeti

» bazu koja je ortogonalna obzirom na taj skalarni produki.
Takvih baza ili ortogonalnih sustava polinoma ima puno.

U nastavku gledamo posebne ortogonalne sustave polinoma,
oblika

{p07p17"‘7pn7"' (d0k|de)}7

u kojima je stupanj polinoma p, ba$ jednak n, za svaki n > 0.
Takav ortogonalni sustav zovemo

» familija (ili sustav) ortogonalnih polinoma, obzirom na
zadani skalarni produkt.

“Duljina” familije ovisi o vrsti skalarnog produkta.
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Konstrukcija familije ortogonalnih polinoma

Neka je (, ) zadani skalarni produkt na prostoru polinoma P.
Pripadnu familiju ortogonalnih polinoma dobivamo

» Gram-Schmidtovim postupkom ortogonalizacije,
» na standardnoj bazi potencija {x" | n > 0},
i to u rastu¢em poretku po n (tj. poredak potencija je bitan).

Prvi ortogonalni polinom je py(x) = 1. Opcéenito, u n-tom
koraku ovog postupka dobivamo polinom p,, za kojeg vrijedi

(bn,Pm) =0, zam=0,....,n—1,
a skupovi {1, x,...,x"}i{po,p1,...,pn} razapinju isti prostor,

£(17X,...7Xn):E(po7p17..,’pn):7)n_
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Dokle ide konstrukcija?

Odavde vidimo da je p, € Pn\ Pn_1, paje
» stupanj dobivenog polinoma p, zaista jednak n.
Pitanje: Uz koje uvjete je p, “novi €lan” familije?
Bitno: Dobiveni polinom p, smijemo dodati u raniju familiju
ortogonalnih polinoma {py, ..., pn_1}, ako i samo ako je
Yn = |lPnll5 = (Pn, pn) > 0.

Inace nemamo ortogonalni sustav funkcija! Dakle, prostor P,
mora biti unitaran obzirom na zadani skalarni produki.

Osim toga, postupak ortogonalizacije mozemo nastaviti ako i
samo ako je v, > 0. Naime, v, ide u nazivnik koeficijenata u
sliedecem koraku postupka.
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Diskretni ortogonalni polinomi
Ako dobijemo ||pn||2 = 0, konstrukcija staje na prostoru P,_1.

Primjer. Za diskretni skalarni produkt oblika
n
(U, v) => wiu(x)v(x;), wi,..., W >0,
i=1

pripadna familija diskretnih ortogonalnih polinoma je

{Pos P1; - Pt }-
Sljedeci ortogonalni polinom je polinom ¢vorova p, = w, jer je

stupnjan, w(x;) =0zasvei=1,...,npajei(w,p) =0 za
j=0,...,n—1.No, ||w|/2 = 0, pa ga ne smijemo dodati u
familiju. -

Ovakva “diskretna ortogonalnost” u nultockama “sljedeceg”
ortogonalnog polinoma pojavit ¢e se u nastavku.
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Familija ortogonalnih polinoma s tezinom w

Neka je (, ) integralni skalarni produkt s tezinskom funkcijom
w na intervalu [a, b], takav da je

» ‘P unitarni prostor obzirom na taj skalarni produki.
Onda za svaki polinom p # 0 vrijedi

b
Iol3 = | wi)pP(x) o > 0.
a
U Gram—-Schmidtovom postupku, za svaki n € Ny, dobivamo da
je vn > 0. Dakle, “duljina” familije nije ograni¢ena.

Dobivenu familiju ortogonalnih polinoma {p, | n > 0} zovemo

» familija ortogonalnih polinoma na intervalu [a, b] s
teZzinskom funkcijom w.
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Tezinske funkcije za ortogonalne polinome

Za integralni skalarni produkt uzimamo iste pretpostavke kao
kod najmanjih kvadrata — za tezinsku funkciju w vrijedi

» w(x) > 0na|a,b], stimda w smije imati samo izolirane
nultoCke na [a, b].

Zato $to radimo s polinomima, i ako nemamo pretpostavku
neprekidnosti tezinske funkcije w treba dodati pretpostavku:

» svi polinomi su kvadratno integrabilni obzirom na w.

Dakle, dodatno pretpostavljamo da, za svaki polinom p # 0,
sliededi integral postoji, konacan je i pozitivan, tj. vrijedi

b
Ipl2 = / w(x) p2(x) dx > 0.
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Jedinstvenost familije ortogonalnih polinoma

Iz Gram—Schmidtovog postupka je ocito da skalarni produkt

» jednoznacno odreduje familiju ortogonalnih polinoma
obzirom na taj skalarni produkt,

» do na konstantni faktor u svakom od polinoma pj,.

Naime, u postupku ortogonalizacije,
» dobivene ortogonalne polinome p, ne treba normirati.

Cim dobijemo da je [|pn|l2 > 0, umjesto tog p,, MoZemo uzeti i
bilo koji drugi polinom c,pn, za neku konstantu ¢, # 0.

Dakle, norme ili kvadrate normi ~y,, mozemo birati po volji.

» |zbor tog konstantnog faktora ¢, zove se standardizacija ili
normalizacija pripadne familije ortogonalnih polinoma.
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Osnovna svojstva ortogonalnih polinoma

Familija ortogonalnih polinoma obzirom na zadani skalarni
produkt je (posebni) ortogonalni sustav funkcija, pa je onda i

» linearno nezavisna (v. prije).
Dakle, {po, p1, ..., pm} ortogonalna baza u prostoru Pp,.

U nastavku dokazujemo joS neka bitna svojstva ortogonalnih
polinoma. Zbog veze s integracijskim formulama,

» tvrdnje iskazujemo za integralni skalarni produkt.
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Razvoj polinoma po ortogonalnim polinomima

Teorem. Neka je {pn | n > 0} familija ortogonalnih polinoma na
intervalu [a, b] s tezinskom funkcijom w. Ako je f polinom
stupnja m, tada vrijedi

m
(f, pi)
f= -
,-z_; (pi, Pi) P
Dokaz. Pocetni komad familije {po, p1, ..., Pm} je ortogonalna

baza prostora Pp. Zbog f € Pp, slijedi da je f neka linearna
kombinacija tih funkcija

m
f= Z aip;.
i=0

Formula za koeficijente a; izlazi skalarnim mnozenjem s p;,
zbog ortogonalnosti polinoma pg, p1, - - -, Pm-
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Ortogonalnost na polinome nizeg stupnja

Jednostavna posljedica prethodne tvrdnje je sljedecéi rezultat,
kojeg ¢emo koristiti u nastavku.

Korolar. Neka je p, ortogonalni polinom stupnja n,zan> 0, i
neka je f bilo koji polinom stupnja strogo manjeg od n, {j.
f e Pn_1. Ondaje
<pn, f> =0.
Drugim rijeCima,
» pn je ortogonalan na sve polinome nizeg stupnja od n.
Dokaz. Stavimo m = n — 1, pa tvrdnja ide direktno iz prikaza u

proSlom teoremu i ortogonalnosti (ps, pi) = 0, za

i=0,....,n—1. -

Korist: Za nalazenje p, “na ruke” — izaberemo bazu u P,_1.
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NultoCke ortogonalnih polinoma

Teorem. Neka je {pn | n > 0} familija ortogonalnih polinoma na
intervalu [a, b] s tezinskom funkcijom w. Tada svaki polinom p,
ima to¢no n razlicitih (jednostrukih) realnih nultocaka na
otvorenom intervalu (&, b).

Dokaz. Neka su x1, X, . .., Xm sve medusobno razli¢ite nultocke
polinoma p,, za koje vrijedi:

» a< x;<b,

» pn(x) mijenja predznak u x;.
Buduci da je p, stupnja n,

» po osnovnom teoremu algebre, p, ima to¢no n nultoCaka,

» a onih koje zadovoljavaju prethodna dva svojstva ima
manije ili jednako n, tj. znamo da je m < n.
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NultoCcke ortogonalnih polinoma

Polinom p, onda mozemo prikazati u obliku produkta
pn(x) = h(x) (x = x1)"" -+ (x = Xm)™,
pri Cemu
» svi eksponenti r; moraju biti neparni, a
» polinom h(x) ne smije promijeniti predznak na (a, b).

Pretpostavimo da nultoCaka koje zadovoljavaju trazena dva
svojstva ima strikino manje od n, tj. m < n.

Pokazimo da je to nemoguce. Definiramo polinom

B(x) =(x—Xx1)--- (X — Xm).
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NultoCke ortogonalnih polinoma

Mnozenjem s pp(x), dobivamo

Pn(X)B(X) = pn(X) (X = X1) -+ (X — Xm)
= h(x) (x — x7)" (X = X))

Po definiciji toGaka xy, ..., xm, ovaj polinom ne mijenja znak

prolaskom kroz tocke x1, ..., Xy (eksponenti r; + 1 su parni).

Osim toga, h(x) ne mijenja znak na (a, b), tj.
» Citav polinom p,(x)B(x) ne mijenja znak na (a, b).
Zato vrijedi

/ " W(X) Pu(X)B(x) dx £ 0,

jer je to integral funkcije fiksnog predznaka (plus ili minus).
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NultoCke ortogonalnih polinoma

S druge strane, prethodni integral je skalarni produkt polinoma
Pn (stupnja n) i polinoma B (stupnja m < n).
» Svaki ortogonalni polinom p, je okomit na sve polinome
nizeg stupnja (v. korolar), pa je

b
/a w(x) pa(X)B(X) dx = (pn, B) = 0,

to je kontradikcija.

Zakljucak. Pretpostavka o stupnju polinoma B je bila pogresna,
tj. mora biti m = n.

Dakle, p, ima to¢no n nulto€aka x, . .., X, u kojima mijenja
predznak, pa one moraju biti jednostruke, jer je p,(x;) # 0.
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TroClana rekurzija za ortogonalne polinome

Zadana je familija ortogonalnih polinoma {p, | n > 0} na
intervalu [a, b] i neka su A, i B, vodeca dva koeficijenta
polinoma pp, tj.

Pn(X) = ApX" + Bpx"1 4
stimdaje A, # 0 (uz By = 0). Tada p, mozemo napisati kao
Pn(X) = An(X — Xn1)(X — Xn2) - - - (X — Xn,n).
Definiramo jo$ i

A
an = 2\7?7 Yn = HPHHZ = (pn, pn) > 0.

Uocite: ap je omjer vodecih koeficijenata susjednih polinoma.
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Tro¢lana rekurzija za ortogonalne polinome

Teorem. Neka je {p, | n > 0} familija ortogonalnih polinoma na
intervalu [a, b] s tezinskom funkcijom w.
Za svaki n > 1 vrijedi troclana homogena rekurzija

Pn+1(X) = (@nX + bn)pn(X) — Cnpn-1(X),

pri Cemu su koeficijenti u rekurziji dani formulama

bn = an <Bn+1 - Bn) - _ﬂ <Xpn7pn>a

An+1 An Tn
_ Ani1An1 Yn __ @nn
n — : - .
A,21 Yn—1 an—1Yn-1

Za polinome p,, s vodecim koeficijentom A, = 1, ove formule su
jo$ jednostavnije, jer je a, = 1.
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Tro¢lana rekurzija za ortogonalne polinome

Dokaz. Definiramo polinom G na sljedeci nacin — tako da

ponistimo vodeci koeficijent u p,. 1, tj. dobijemo deg G < n.

G(X) = Pn11(x) — @nxpa(X)
= (An+1XnJr1 + B x" + - )

An+1
An

Ani1B
= <Bn+1 - n;\1 n)Xn““"
n

Dakle, G je zaista stupnja manjeg ili jednakog n.

X(Anx" + Bpx" 1 )
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TroClana rekurzija za ortogonalne polinome

Polinom G onda mozemo napisati kao linearnu kombinaciju
ortogonalnih polinoma stupnja manjeg ili jednakog n,

G(x) = dnpn(x) + -+ - + dopo(X).

Racunanjem koeficijenata d; (v. prvi teorem o prikazu) izlazi

(G,piy 1 :
di=-2FH0 ,Pi) — an(Xpn,pi)), i=0,...,n
" {pi,pi) ’Y,-(<p”+1 Pi) = an{XPn. pi))

Treba jos izraCunati oba skalarna produkta na desnoj strani.

Za prvi produkt, iz ortogonalnosti odmah dobivamo

<pn+1>pi> = 07 i <n,
tj. tog Clana nema u relaciji za koeficijente d;, i = 0,..., n.
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TroClana rekurzija za ortogonalne polinome

Za drugi produkt (xpp, p;) dobivamo

b
(XDn. D1} = / W(x) Pa(X)Xpi(x) X = (P XDI).

Polinom xp;(x) je stupnja i + 1. Nadalje, polinom pj, je
ortogonalan na sve polinome nizeg stupnja.

Dakle, za sve i < n— 2, stupanj polinoma xp;(x) je manji li
jednak n—1, paje

(Xpn, pi) = (pn,Xpi) =0, i< n—2.
Kombiniranjem ta dva rezultata, dobivamo

d=0 za 0<i<n-2.
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TroClana rekurzija za ortogonalne polinome

Zbog toga je
G(X) = dnpn(X) + dp—1Pn-1(X).
Kad uvrstimo G(x) = pp1(X) — anxpn(x) i sredimo, izlazi
Pn+1(X) = (@nX + dn)Pn(X) + dp—1Pp—1(X).
Dakle, vrijedi troClana rekurzija, s by = dpi chp = —dp_1.

Iz prve relacije, usporedivanjem vodecih koeficijenata funkcije
G i funkcije s desne strane, slijedi prva formula za b, = d,.

Iz opée relacije za dj, za koeficijente d,,_+ i d, dobivamo
a a .
di = == (Xpn, pi) = — (P, Xpi), [=n—1,n.
Vi Vi

Odavde izlaze i preostale dvije formule.
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Christoffel-Darbouxov identitet
Mnoge korisne relacije za ortogonalne polinome izvode se
koriStenjem sljedeéeg teorema.

Teorem. (Christoffel-Darbouxov identitet.) Neka je x # y i neka
je {pn | n > 0} familija ortogonalnih polinoma na intervalu |a, b]
s teZinskom funkcijom w. Za njih vrijedi
Z PR _ PoX)Pa-1(y) = Pot(X)Paly) < 4.
iy /i an—1Yn-1(X — y)
Dokaz. Manipulacijom troclane rekurzije (nije za slajdove).

|
Ako su x i y dvije razlicite nultocke polinoma pj, (ili p,_1), desna
strana je nula. 1z lijeve strane dobivamo tzv.

» diskretnu ortogonalnost ortogonalnih polinomal
Prijelazom na limes y — x, dobivamo Christoffel-Darbouxov
identitet u jednoj toCki x

n

i (B))* _ Ph(X)Pa1(X) — Py (X)Pa(X)
=

an—17Yn—1

—.
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Ortogonalni polinomi

Klasi¢ni ortogonalni polinomi
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Klasicni ortogonalni polinomi — uvod

U praksi ¢esto susrecemo pet tipova “klasicnih” ortogonalnih
polinoma. Oni su ortogonalni obzirom na

» integralne skalarne produkte s pripadnom tezinom w, na
odgovaraju¢em intervalu [a, b].

Kao zajedniCka svojstva ortogonalnih polinoma navodimo:

» odgovarajucu relaciju ortogonalnosti i standardnu
normalizaciju (izbor ~,),

» pripadnu troclanu homogenu rekurziju,
» a svojstvo da se nultoCke ortogonalnih polinoma uvijek
nalaze unutar intervala [a, b], ilustrirano je slikama.

Dodatak: “Klasicni” ortogonalni polinomi zadovoljavaju jo$ i

posebnu diferencijalnu jednadzbu drugog reda, koju navodimo.
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Cebisevljevi polinomi prve vrste

Cebigevljevi polinomi prve vrste
» oznacavaju se s Tp,
» ortogonalni su na intervalu [—1,1]
» obzirom na tezinsku funkciju

w(x) = .
W=
Relacija ortogonalnosti:
0, za m# n,

1 Tm(X) Tn(x)
/_1 V1 — x2 o
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Cebisevljevi polinomi prve vrste

Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
Thy1(x) —2xTh(x) + Th—1(x) =0,
uz start
To(x) =1, Ty(x)=x.
Za njih postoji i eksplicitna formula
Th(x) = cos(narccos x), x € [—1,1].

Cebigevljev polinom prve vrste T, zadovoljava diferencijalnu
jednadzbu

(1 —=x3)y" —xy' + nPy =0.
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Cebisevljevi polinomi prve vrste
Graf prvih par polinoma izgleda ovako
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Cebigevljevi polinomi prve vrste na [0, 1]

Katkad se koriste i Cebigevljevi polinomi prve vrste
» transformirani na interval [0, 1],
» uoznaci 7.

Dobivaju se iz T,, linearnom (toCnije, afinom) transformacijom
0,1]>5x—¢:=2x—1€[-1,1].

Relacija ortogonalnosti postaje

. . 0, zam#n,
/1 7T’”(X)T”(X)dx: 7r zam=n=0
0 /)( o )(2 9’ bl

w/2, zam=n#0.
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Cebigevljevi polinomi prve vrste na [0, 1]

Rekurzivna relacija je
np1(X) —2(2x = 1)Tp(x) + Ty 4(x) =0,
uz start
To(x)=1, T{(x)=2x—1.
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Cebisevljevi polinomi druge vrste

Cebisevljevi polinomi druge vrste
» oznacavaju se s Uy,
» ortogonalni su na intervalu [—1,1]
» obzirom na tezinsku funkciju

w(x) =v1—x2

Relacija ortogonalnosti:

/1 MUm(X) Un(X) dx = {0, zam ?é n,
—1

w/2, zam=n.
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Cebisevljevi polinomi druge vrste

Zadovoljavaju istu rekurziju kao i polinomi prve vrste
Uni1(x) — 2xUn(x) + Up—1(x) =0,
uz malo drugadiji start
Uo(x) =1, Us(x) =2x.

Za njih postoji i eksplicitna formula
sin((n+ 1) arccos x
Un) = SN +1) )

sin(arccos x)

, xe[-1,1].

Cebisevljev polinom druge vrste U, zadovoljava diferencijalnu
jednadzbu

(1 —x2)y" —3xy’ + n(n+2)y = 0.
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Cebisevljevi polinomi druge vrste
Graf prvih par polinoma izgleda ovako
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Legendreovi polinomi

Legendreovi polinomi
» oznacavaju se s Py,
» ortogonalni su na intervalu [—1, 1]
» obzirom na tezinsku funkciju
w(x)=1.
Relacija ortogonalnosti:

/ " Po(x) Pa(x) dx — {
1

0, zam# n,
2/(2n+1), zam=n.
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Legendreovi polinomi

Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
(n+1)Pniq1(x) — (2n+ 1)xPn(x) + nPp_1(x) = 0,
uz start
Po(x) =1, Py(x)=x.
Legendreov polinom P, zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

(1= x3)y" —2xy’ + n(n+1)y = 0.
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Legendreovi polinomi

Graf prvih par polinoma izgleda ovako
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Laguerreovi polinomi

Laguerreovi polinomi
» oznacavaju se s Lp,
» ortogonalni su na intervalu [0, co)
» obzirom na tezinsku funkciju

w(x) =e*.
Relacija ortogonalnosti:

/ 67X Lon(x) Ln(x) dx = {
0

0, zam=#n,
1, zam=n.

41/126



Laguerreovi polinomi

Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
(n+1)Lpp1(x) + (x —2n—1)Ly(x) + nLy—1(x) = 0,
uz start
Lo(x)=1, Li(x)=1-x.
Laguerreov polinom L, zadovoljava diferencijalnu jednadZbu

xy" + (1 —x)y'+ny=0.
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Laguerreovi polinomi
Graf prvih par polinoma izgleda ovako
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Laguerreovi polinomi

Cesto se nade jos jedna rekurziju za Laguerreove polinome
Los1(X) + (X =20 = 1)Lp(X) + nPLy_1(x) = 0,
uz jednaki start
Lo(x) =1, L4(x)=1—-x.
Usporedivanjem ove i prethodne rekurzije dobivamo da je
Ln(x) = n! Ln(x),

tj. radi se samo o drugacijoj normalizaciji

/OO e*XZm(X) ZI7(X) dx = {0’ zZzam ?é n,
0

(N2, zam=n.
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Hermiteovi polinomi

Hermiteovi polinomi
» oznacavaju se s Hj,
» ortogonalni su na intervalu (—oo, o)
» obzirom na tezinsku funkciju

w(x) =e .

Relacija ortogonalnosti:

0, za m# n,
2"nl\/7, zam=n.

/ T Hin(X) Ha(x) dx = {

—0o0
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Hermiteovi polinomi

Oni zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
Hp1(x) — 2xHp(x) + 2nHp_1(x) = 0,
uz start
Ho(x) =1, Hi(x)=2x.
Hermiteov polinom H,, zadovoljava diferencijalnu jednadzbu

y" —2xy’ +2ny = 0.

46/126



Hermiteovi polinomi
Graf prvih par polinoma izgleda ovako
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Ortogonalni polinomi

Svojstva ortogonalnih polinoma
Klasi¢ni ortogonalni polinomi

Racunanje vrijednosti funkcija
Hornerova shema

Generalizirana Hornerova shema

Primjeri generalizirane Hornerove sheme
Primjer trigonometrijskih polinoma
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Racunanje vrijednosti funkcija
Hornerova shema
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Hornerova shema i ortogonalni polinomi

Napomena. Pojam “izvrednjavanje” znadi
» racunanije vrijednosti zadane funkcije u zadanoj tocki.

Na kraju Prog1, radi se Hornerova shema za izvrednjavanje
polinoma, zapisanog u bazi potencija.
» Postoji vrlo slicna shema za izvrednjavanje u bazi
ortogonalnih polinoma.

Za pocetak, ponovimo svojstva Hornerove sheme za polinome.
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Vrijednost polinoma u to¢ki — potenciranjem

Zadan je polinom pp, stupnja n,
n
pn(X) = Z a/XI7 an # 07
i=0

kojemu treba izracunati vrijednost u zadanoj tocki xy. To se
moze napraviti na vie nacina.

» Prvo, napravimo to direktno po zapisu, potencirajuci.

Krenemo li od nulte potencije x° = 1, svaka sljede¢a potencija

dobiva se rekurzivno (ili iterativno)
= x . xi—1

Imamo li zapaméen x| lako je izraunati x' — korigtenjem
samo jednog mnozenja.
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Vrijednost polinoma u toCki — potenciranjem

Vrijednost polinoma u to¢ki x_0 s paméenjem potencija

sum = al[0];
pot = 1;
za 1 = 1 do n radi {
pot = pot *x x_0;
sum = sum + a[i] * pot;
b

/* Na kraju je p_n(x_0) = sum. =/

U unutarnjoj petlji javljaju se 2 mnozenja i 1 zbrajanje. Petlja se
izvr§ava n puta, pa ukupno imamo

2nmnozenja + n zbrajanja.
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Vrijednost polinoma u to¢ki — Hornerova shema

Izvrednjavanje polinoma u to¢ki moze se izvesti i s manje
mnozenja — ako polinom zapiSemo u obliku

pn(X) = (---((anX + @an—1)X + apn_2)X + --- + ay)x + a.

Algoritam koji po prethodnoj relaciji izvrednjava polinom zove
se Hornerova shema.

Hornerova shema

sum = al[n];
za 1 = n - 1 do 0 radi {
sum = sum * x_ 0 + a[i]l;

}i

/* Na kraju je p_n(x_0) = sum. =«/
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Vrijednost polinoma u to¢ki — Hornerova shema

Ocito je da smo, ovim algoritmom, prepolovili broj mnozenja, tj.
da je njegova slozenost

nmnozenja + n zbrajanja.

Hornerova shema je optimalan algoritam za izvrednjavanje
zadanog polinoma u zadanoj tocki.

» Ulaz algoritma su: polinom i tockal
Napomena: za izvrednjavanje fiksnog polinoma u puno to¢aka

» postoje i brzi algoritmi — tzv. prethodna obrada
koeficijenata, brza Fourierova transformacija (FFT).
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Vrijednost polinoma u tocki — Hornerova shema

Za opci polinom (ulaz u Horner) automatski pretpostavljamo da
je vecina koeficijenata razlicita od nule.

Ako imamo fiksni polinom s malo koeficijenata razlicitih od nule
— postoje i bolji algoritmi! Na primjer, polinom

Proo(x) = x'% + 1
nema smisla izvrednjavati Hornerovom shemom, jer predugo
traje. Binarno potenciranje je brze. Sastavite takav algoritam.

Dodatna prednost Hornerove sheme:

» Hornerova shema moze biti stabilnija od direktnog
potenciranja, zbog redova veli¢ine ¢lanova u sumi.

llustracija je na sljedece dvije stranice.
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Stabilnost direktnog potenciranja

Y

1.0-10713

—0.5-10718

A
|
|
|
.
|
l
|
0.5-10713+
|
|
|
!
|
|
|
|
|
!
|
|
|
|
.

-1.0-10713

Izvrednjavanje (x — 1)'° razvijenog po potencijama od x:

direkinim potenciranjem (dvostruka to¢nost).
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Stabilnost Hornerove sheme

1.0-10~13

0.5-10713

—0.5-10713

lzvrednjavanje (x — 1)'° razvijenog po potencijama od x:
Hornerovom shemom (dvostruka to¢nost).
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Hornerova shema “na ruke”

Hornerova shema “na ruke” radi se tako da se napravi tablica s
dva reda.

» U gornjem redu popiSu se svi koeficijenti polinoma pp,
redom — od a,, do ap.
» Doniji red se racuna kori§tenjem gornjeg reda i toCke Xxp.

Elemente donjeg reda, slijeva nadesno, oznacimo s
X0, Cp—1, Cp—2,..., Co, I,

tako da se ¢,_1 nalazi ispod an:
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Hornerova shema “na ruke”
Elementi donjeg reda racunaju se ovako:

Cnf1 ::al’h
Ci_1:=CixXxp+a, [Ii=n—1,....1,
Iy := Cp * Xp + Qo-

Dakle,
» vodeci koeficijent a, se prepiSe,
» svi ostali se racunaju tako da se posljednji izraCunati c;

pomnozi s Xy, a zatim mu se doda a; (napise se ispod a;).

Na kraju je pn(Xxg) = ro-
Napomena: Jednostavnim raCunom moZe se pokazati da
koeficijenti koje dobijemo u Hornerovoj shemi su
» koeficijenti kvocijenta (¢;) i ostatka (rp) pri dijeljenju
polinoma p, linearnim faktorom x — xo.
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Algoritam za dijeljenje polinoma s x — Xp

Dijeljenje polinoma s (x — xo)
b[n] = a[n];
za 1 = n - 1 do 0 radi {
bli] = b[1 + 1] * x 0 + a[i]l;
}i
/+ Polinom-kvocijent: =/
/% Qn_1(x) =b[n]-x"'+ .. 4 p[2] - x+Db[1]. */
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Hornerova shema “na ruke”
Primjer. lzracunajmo vrijednost polinoma

ps(x) = 2x° — x3 + 4x2 + 1
u toCki xo = —1.

Formirajmo tablicu:

Dakle, ps(—1) = 4.

Podijelimo li ps(x) sa linearnim polinomom x + 1, Citanjem iz
gornje tablice dobivamo

2x° = x> +4x® +1=(x+1)(2x* —2x* + x* +3x - 3) + 4.
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Racunanje vrijednosti funkcija

Generalizirana Hornerova shema
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Razvoji po ortogonalnim polinomima

U primjenama se Cesto koriste razvoji oblika
f(x) = Z anpPn(X),
n=0

gdje je {pn | n € Npo} neki ortogonalni sustav funkcija na
domeni aproksimacije (ne moraju biti polinomi).
» Razvoj funkcije f u red po ortogonalnim polinomima je
oCita generalizacija reda potencija.

» Takvi redovi koriste se za aproksimaciju funkcije f, ako
znamo da red konvergira prema f na nekoj domeni.
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Razvoji po ortogonalnim polinomima

“Rezanjem” reda dobivamo aproksimaciju funkcije f
N
fn(x) = anpn(x).
n=0

Posebno se &esto koriste razvoji po Cebisevljevim polinomima
prve vrste T, (i to u smislu neprekidnih najmanjih kvadrata)

» za aproksimaciju elementarnih i “manje elementarnih”
specijalnih funkcija,

» zbog skoro jednolikog rasporeda greske na domeni — tj.
dobivamo tzv. “skoro minimaks aproksimacije”.

Primjer ide malo kasnije!
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Razvoji po ortogonalnim polinomima

Da bismo izraCunali fy(x), moramo znati sve koeficijente a, i
sve funkcije pp.

» NajceS¢e nemamo formulu za p,, nego znamo da funkcije
Pn zadovoljavaju jednostavnu troclanu rekurziju po n.

Pristup racunanju vrijednosti fy(x) je isti kao i ranije.
» Ako unaprijed ne znamo N, onda se sumacija vrsi
unaprijed, a ps(x) se racuna redom iz rekurzije.

Iz teorije aproksimacija ili iz vrijednosti koeficijenata a,, Cesto je
moguce unaprijed nadi koliko ¢lanova N treba uzeti za
(uniformnu) zadanu to¢nost.

» Tada se koristi generalizacija Hornerove sheme za brzo
izvrednjavanje fy.
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|zvrednjavanje tro€lanih homogenih rekurzija

Ortogonalni polinomi, ali i mnoge druge specijalne funkcije
(koje ne moraju biti ortogonalne), zadovoljavaju troclanu
homogenu rekurziju oblika

Pn+1(X) + an(X)Pn(X) + Bn(X)Pp-1(x) =0, n=1,2,...,

s tim da su poznate “pocetne” funkcije pg i py, i sve funkcije ap,
Bn,zane N,

» Naglasak je na obliku rekurzije, a ne na ortogonalnosti.

Definiramo silaznu rekurziju za koeficijente By:

Bny2 = Byt =0,
Bn:an—an(X)Bn+1 _Bn+1(X)Bn+27 n= N,...,O.
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Generalizirana Hornerova shema

Uvrstavanjem u formulu za fy(x), dobivamo

N
fu(x) = Z anpn(x) = (uvrstimo aj, iz rekurzije za By)

N
Z Bn + an(X)Bpi1 + Bnt (X)Bn+2) pn(X)
n=0

N—1
= Z Bni1Pn+1(x +Z:Oén(x)BnHPn(X)
n=-—1 n=0

N+1

+ 7 Balx)Bas1Pa1 (%)
n=1

= (rastavimo indekse na 1 do N — 1 i ostale) =
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Generalizirana Hornerova shema

N—1
= " Bt (s (X) + an(x)pn(x) + Ba(X)Ps1(x))

n=1
+ Bopo(X) + B1p1(x) + ao(X)Bipo(x)
= (iskoristimo da je troClana rekurzija homogena)
= Bopo(x) + By (p1(x) + ao(x)po(x))-

U pripadnom silaznom algoritmu, uobi¢ajeno je napraviti jedan
korak rekurzije za koeficijente By, “na ruke”, tako da

» algoritam pocinje indeksima By = 0, By = an.
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Algoritam za generaliziranu Hornerovu shemu

Generalizirana Hornerova shema za fy(x) (silazni algoritam)

B_1 = 0;
B_O a[N7];
za k = N - 1 do 0 radi {

2 B_
1 =28
0 a

1;
_0;
_0 = aflk

4
] —alpha_k (x)*B_1-beta_k+1(x)*B_2;

f_N(x) = B_0 »p_0(x)
+B_1+* (p_1(x)+alpha_0(x)*p_0(x));

Ovaj algoritam se jo$ zove i Clenshaw-ov algoritam.
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Gen. Hornerova shema za funkciju i derivaciju

Ako trebamo izraCunati i derivaciju f,(x), do pripadnog

algoritma dolazimo deriviranjem rekurzije za Bj,.
» Koeficijente B, shvatimo kao funkcije od x.

» Deriviramo B, = an — an(X)Bni1 — Bni1(X)Bpi2, s tim da

By, oznacCava derivaciju Bj, po x, u toCki x.
“Formalnim” deriviranjem dobivamo rekurziju za B},

Bni2 = By =0,
B;V+2 = B;\I+1 =0,

Bn = an — an(X)Bni1 — Bry1(X)Bny2, n=N,...

B, = —ap(X)Bpyt — an(X)B;ﬂH

— Bny1(X)Bny2 = Bny1(X)Bhio, n=N,...
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Gen. Hornerova shema za funkciju i derivaciju

Odavde je vidljivo da je i By, = 0. Uz standardnu oznaku

bn = —ap(X)Bnyt — Briy(X)Bpia, n=N,...,0,
vidimo da je by = 0. Onda rekurziju za B}, piSemo u obliku
Bj, = by — an(X)Bpy 1 — Bat1(X)Bpo, n=N,...,0.

Ovo ima skoro isti oblik kao i rekurzija za B, osim zamjene a, s
bn.

Vrijednost f},(x) dobivamo deriviranjem fy(x) po x,

fn(x) = Bopo(x) + Bi(p1(x) + ao(x)po(X))-
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Gen. Hornerova shema za funkciju i derivaciju

Deriviranjem izlazi

f(x) = Boph(x) + Bbpo(x)
+ By (P (x) + ap(x)po(x) + ao(X)Ph(X)),
+ B (p1(X) + ao(x)po(x)).

Zakljucak. Da bismo izra¢unali fj,(x), dovoljno je znati samo
derivacije “pocCetnih” funkcija py i P}, kao i aj, i ().
» Zaracunanje fy(x) treba i rekurzija za fy(x), pa se te dvije
vrijednosti obi¢no zajedno raCunaju.

» Rekurzije za B, i B;, provodimo u istoj petlji.
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Algoritam za funkciju i derivaciju

Generalizirana Hornerova shema za fy(x) i fy,(x)

B_1 = 0;
B_0 = a[N];
B'"_1 = 0;
B’"_0 = 0;
za k = N - 1 do 0 radi {
B 2 = B_1;
B_1 = B_0;
B_0 = alk]—alpha_k(x)*B_1-beta_k+1(x)*B_2;
B’_2 = B'_1;
B’_1 = B'_0;
b = - alpha’_k(x) *B_l-beta’_k+1(x) «*B_2;
B’_0 = b-alpha_k (x)*B’_1l-beta_k+1(x)*B’_2;

}i
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Algoritam za funkciju i derivaciju

f_N(x) = B_0xp_0 (x)
+B_1% (p_1l(x) talpha_0(x) *p_0(x));
f’ _N(x) = B_0xp’_0(x)+B’_0xp_0(x)
+B_1x% (p’_1(x) talpha’_0(x) »p_0 (x)
+alpha_0(x) xp’_0(x))
+B’_1x (p_1l(x) talpha_0(x) *p_0(x));

Na isti nacin mozemo izvesti i rekurzije za racunanje visih
derivacija f,ﬁ,k)(x), zak > 2.
» Medutim, u praksi to gotovo nikada nije potrebno.

» Sve “korisne” familije funkcija p,, n € N, zadovoljavaju
diferencijalne jednadzbe drugog reda, s parametrom n.

Primjer: Klasi¢ni ortogonalni polinomi!
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Racunanje vrijednosti funkcija

Primjeri generalizirane Hornerove sheme
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Parnost/neparnost Cebisevljevih polinoma

Tvrdnja. Neparni Cebisevljevi polinomi su neparne, a parni su
parne funkcije.

Dokaz se provodi indukcijom. Za nulti i prvi polinom, tvrdnja
oc€ito vrijedi, jer je To(x) =1, T1(x) = x.

Pretpostavimo da su svi parni polinomi (do nekog stupnja n),
parne, a svi neparni, neparne funkcije. 1z rekurzije

7774_1 ()() - 22)(737()() + 777__1 ()() - (),
vidimo da je
» Clan 2xT,(x) suprotne parnosti od Tj(x), tj.

» 2xTph(x) je iste parnosti kao T,_1,
» paje T,.q iste parnosti kao T, 1.
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Rekurzija za parne/neparne Cebisevljeve pol.

Isti dokaz kao za parnost/neparnost Cebievljevih polinoma
vrijedi i za:

» Cebisevljeve polinome druge vrste,

» Legendreove polinome,

» Hermiteove polinome.

Sada je jasno da se parne funkcije razvijaju po parnim, a
neparne po neparnim CebiSevljevim polinomima.

Zakljucak. Za sve polinome koji su parne/neparne funkcije,
korisno je imati rekurziju samo za parne/neparne polinome.
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Rekurzija za parne Cebisevljeve polinome

Napisimo rekurziju za dva susjedna parna polinoma

T2n+2(X) — 2XT2n+1 (X) + Tgn(X) =
Tan(x) — 2xTop_1(x) + Top—2(x) = 0,

kao i rekurziju za srednji, neparni ¢lan

Tont1(X) — 2xTop(X) + Top-1(x) = 0.

Zbrojimo rekurzije za parne ¢lanove. Tada dobivamo

Tonia(X) + 2Tan(X) — 2X(Tant1(X) + T2n—1(x)) + Tan—2(x) = 0.
|z rekurzije za neparni €lan iskoristimo da je

Tont1(X) 4+ Ton—1(Xx) = 2xTap(x).
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Rekurzija za parne Cebisevljeve polinome

Tada dobivamo
Toni2(X) +2(1 — 2x%) Tap(x) + Tan_2(x) = 0.
Pocetak te rekurzije su prva dva parna polinoma
To(x) =1, Ty(x)=2x%-1.

Za neparne polinome, rekurzija se dobiva na slican nacin.
PokaZite da je rekurzija za neparne CebiSevljeve polinome
istog oblika kao za parne

Toni1(X) +2(1 = 2x%) Top_1(X) + T2n-3(x) =0,
uz pocetak te rekurzije
Ti(x) =x, Ts(x)=4x3—3x.
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Rekurzije za ostale ortogonalne polinome

Napomena. Za sve ostale klasicne ortogonalne polinome (osim
Laguerreovih), rekurzija za parne/neparne polinome izvodi se
na isti nacin.

Napomena. Rekurziju za parne/neparne Cebievljeve polinome
mogli smo i lakSe izvesti, koriStenjem

» adicijske formule za trigonometrijske funkcije,
» i eksplicitne formule za Tp(x)

Th(x) = cos(narccos x),

odnosno, T,(x) = cos(ny), uz x = cos .
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Razvoj cos x po Cebisevljevim polinomima

Primjer. Funkcija
f(x) = cos x

ima razvoj po parnim normaliziranim Cebigevljevim polinomima
na intervalu [—m/2, /2]

COS X = Z ay Tok (27:(>, x e[-n/2,7/2].
k=0
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Razvoj cos x po Cebisevljevim polinomima

Koeficijenti razvoja dani su tablicom:

k

ak

k

ak

o~ W N = O

0.47200121576823476745
—0.49940325827040708740
0.02799207961754761751
—0.00059669519654884650
0.00000670439486991684
—0.00000004653229589732

o O 00 N O

0.00000000021934576590
—0.00000000000074816487
0.00000000000000193230
—0.00000000000000000391
0.00000000000000000001




Razvoj cos x po Cebievljevim polinomima

Supstitucijom
2
n 7T

prethodni se razvoj svodi na razvoj funkcije kosinus na intervalu
[—1,1] po parnim CebiSevljevim polinomima.

U algoritmu za generaliziranu Hornerovu shemu treba uvrstiti
da je za parne CebiSevljeve polinome

a(x) = 2(1 —2x?), B(x) =1,

po(x) = To(x), p1(x) = Ta(x).

Koeficijenti a, u razvoju brzo padaju, pa su greske u
aproksimaciji vrlo male i priblizno jednake prvom odbacenom
Clanu.
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Razvoj cos x po Cebievljevim polinomima

» Za aproksimaciju f, funkcije f uzimamo sumu prvih ¢lanova
reda do ukljucivo k = n.

» NapiSite algoritam za racunanje vrijednosti f(x), za
zadane ni x. Testirati za razne ni x.

» Pogledajmo ponasanje aproksimacije f,(x), pogreske
en(x) = f(x) — fa(x) i prvog odbacenog clana razvoja
(jednako prvi ¢lan greske) u nizu tocaka x.
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Razvoj cos x po Cebisevljevim polinomima

Na grafu je prikazana greska ||fy(x) — f(x)||~ na intervalu
[-7/2,7/2],zan=1,2,3,4,5,6,7,8.

1,00)=f(x) 11,
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Razvoj cos x po Cebisevljevim polinomima
Na grafu je
» greSka e;7(x) = f(x) — f7(x) prikazana crvenom bojom,
» prvi odbaceni ¢lan ag T15(2x/7) plavom bojom.

x107"°
‘

2 )
15 agl, ((2x/m)
1
0.5
> 0
-0.5
-1
) |
oLk . .
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
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Razvoj In(x + 1) po Cebigevljevim polinomima

Primjer. Funkcija
f(x) =In(1+x)

ima razvoj po normaliziranim Cebiéevljevim polinomima na
intervalu [0, 1]

In(1+ x) = iakTg‘(x), x € [0,1],
k=0

gdje je T;(x) = Tx(2x —1).

Sami izvedite rekurziju za T (x) i pripadnu generaliziranu
Hornerovu shemu.
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Razvoj In(x + 1) po Cebisevljevim polinomima

Koeficijenti razvoja dani su tablicom:

=

ag

Ak

0N O~ WD = O

©

10
11
12

0.37645281291919543163
0.34314575050761980479
—0.02943725152285941438
0.00336708925556438925
—0.00043327588861004446
0.00005947071198957983
—0.00000850296754120286
0.00000125046736220057
—0.00000018772799565082
0.00000002863025064840
—0.00000000442095698068
0.00000000068956027323
—0.00000000010845068551

13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

0.00000000001717587317
—0.00000000000273642009
0.00000000000043819577
—0.00000000000007048360
0.00000000000001138172
—0.00000000000000184431
0.00000000000000029978
—0.00000000000000004886
0.00000000000000000798
—0.00000000000000000131
0.00000000000000000021
—0.00000000000000000004
0.00000000000000000001
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Razvoj In(x + 1) po Cebigevljevim polinomima

» Za aproksimaciju f, funkcije f uzimamo sumu prvih ¢lanova
reda do ukljucivo k = n.

» Napisite algoritam za racunanije vrijednosti f,(x), za
zadane ni x. Testirati za razne ni x.

» Pogledajmo ponaSanje aproksimacije f,(x), pogreske
en(x) = f(x) — fa(x) i prvog odbacenog c¢lana razvoja
(jednako prvi ¢lan greSke) u nizu toCaka x.

U prethodnom razvoju za In(x + 1) uzmemo samo ¢lanove do
indeksa 7, tj. neka je prvi odbaceni Clan ag Tg (x).

7 00
()= aTi(x), er(x)=asTg(x)+ Y _ axTi(x).
k=0 k=9
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Razvoj In(x + 1) po Cebigevljevim polinomima

Na sljedeéem grafu je

» greska e7(x) = f(x) — fz(x) prikazana crvenom bojom,
» prvi odbaceni Clan ag Tg (x) plavom bojom.

y

1.877-1077 1

)

AWA

=y
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Racunanje koeficijenata ay u razvoju

Konacno, treba rec¢i kako se dobivaju koeficijenti ax u ovakvom
razvoju.

Pretpostavimo, radi jednostavnosti, da radimo na standardnom
intervalu [—1,1].

Relacija ortogonalnosti za Cebisevljeve polinome prve vrste
ima oblik

0, za k # ¢,

]

(Tk, Te>=/ Tk) Tel6) g T, zak=1(=0,
1 V1 =x2

7/2, zak=1{%0.

Vidimo da je || To||? = 2 || T«||?, za bilo koji k > 1.
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Racunanje koeficijenata ay u razvoju

Zato se razvoj zadane funkcije f po T obi¢no piSe u obliku
fx) =20 4 i ar Ti(x).
2 k=1

Pripadne formule za koeficijente u razvoju su onda

2 1 f(x) Te(x)
a=2 | LY gy k>0
g 77/_1 V1 —x2 -

Ove integrale mozZzemo izraCunati analiticki
» tek za poneke funkcije f.
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Racunanje koeficijenata ay u razvoju

Aproksimacija f, funkcije f po neprekidnoj metodi najmanijih
kvadrata je

n
a
f(x) = 5 + D aTul).
k=1

Za numericko ra¢unanje koeficijenata ax, za k < n, postoje dva
pristupa:

» Gauss—Cebisevljeva integracija reda veceg od n,

» diskretna ortogonalnost Cg—zbiéevljevih polinoma u
nultockama ili ektremima CebiSevljevog polinoma Ty 1, za
N> n.

Ova dva pristupa su ekvivalentna, za razvoje po Ty i opCenito.

Prednost razvoja po T = nultoCke Ty 1 se lako raCunaju!
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Diskretna ortogonalnost Cebisevljevih polinoma

Buduéi da su Cebigevljevi polinomi Ty zapravo kosinusi, za njih
vrijede
» vrlo sli¢ne relacije diskretne ortogonalnosti kao kod
trigonometrijskih funkcija (v. malo kasnije).
Neka su x; sve razliCite nultocke Cebigevljevog polinoma Ty, 1,
tj. neka je
Tny1(x;) = cos(N + 1), = 0.
Nije tesko izraCunati da je tada

2j+ 1) .
Xj = COS vJj, 19’:(2(]N+1)’ j=0,...,N.
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Diskretna ortogonalnost Cebisevljevih polinoma

Za Cebisevljeve polinome, na skupu nultoéaka {X0, .-, XN}
polinoma Ty 1, vrijede sljedece relacije ortogonalnosti

N
> T(%) Telx) = Zcos (kv)) - cos(£4))
j=0
0 k#/0,uzk,£ <N,
—{(N+1)/2 k=1tuz0<k<N,
N +1 k=¢=0.

Skica dokaza: Produkt kosinusa pretvorimo u zbroj kosinusa.

» Pripadne sume raCunaju se prijelazom na kompleksne
brojeve u eksponencijalnom (trigonometrijskom) zapisu,
kao geometrijske sume (N + 1-i korijeni iz jedinice).
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Diskretna ortogonalnost Cebisevljevih polinoma

Dakle, {Ty, T4, ..., Ty} je ortogonalna baza u prostoru
polinoma Py obzirom na diskretni skalarni produkt

N
(f,9) =>_f(x)a(x).
j=0

Uocite da ovom sustavu funkcija ne mozemo dodati sljedeci
CebiSevljev polinom Ty 1, jer je
» njegov vektor vrijednosti u zadanim to¢kama nul-vektor.

Napomena: Unitarni prostor “dogadaja” je RN, s tim da
» svakoj funkciji f pridruzujemo
» vektor njezinih vrijednosti u tockama xg, . . ., X.
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Diskretna ortogonalnost Cebisevljevih polinoma

Neka je f, aproksimacija za f po pripadnoj diskretnoj
ortogonalnoj metodi najmanijih kvadrata, oblika

(1 n
:;—F;dka(X), n<N.

Za koeficijente vrijedi standardna formula (f, Tx) /|| Tk|/? u
pripadnom skalarnom produktu, pa je

Mz

f(x;) Te(x;), k=0,...,N.
j=0

Napomena: koeficijenti dix ovise o N, samo to nije posebno
oznaceno!
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Diskretna ortogonalnost Cebisevljevih polinoma

Za zadane f i N, ovi koeficijenti

N
2
dk:,\m;f(xj)Tk(xj), k=0,...,N,

se jednostavno racunajul!
Ako koeficijenti a, relativno brzo padaju, onda za relativno male
vrijednosti N (na pr. N = 31, ili N = 63) dobivamo

» da se ai i dx podudaraju na punu to¢nost raCunala
(double, extended)!

Sli¢ne relacije diskretne ortogonalnosti vrijede i u ekstremima
polinoma Ty 1.
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Racunanje koeficijenata iz diskretne ortog.

Standardno se koristi N + 1 = 2™. Za fiksni N (odnosno, m):
» tablica vrijednosti f(x;) se pripremi jednom, za sve k,

» vrijednosti Ty (x;) mogu se raCunati direkino preko cos, ili iz
pripremljene tablice svih potrebnih kosinusa.

Literatura:

» Luke Y. L., “Mathematical functions and their
approximations”, Academic Press, 1975.
llustracija brzine konvergencije koeficijenata d,EN“) prema
pravim koeficijentima ag, u ovisnosti o broju toCaka N + 1.
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Koeficijenti za cos x na [—7/2, 7/2]

Koeficijent ap (uz Ty) i njegove aproksimacije:

N+1 d(()N+1) greska
1 1.00000 0000000000000 —5.2800E—01
2 0.44401 5840326213234 2.7985E—-02
4 0.4719945113 73366 783 6.7044E—06
8 0.47200 12157 68232 835 1.9320E—15
16 0.472001215768234768 —3.2526E—19

32 0.472001215768234768 —3.5237E—19

ay = 0.4720012157 68234 767

Koeficijent ag (uz Tig) i njegove aproksimacije:

N+1 Mt greska

32 0.000000000000001932 9.5100E—20

ag = 0.000000000000001932
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Koeficijenti za In(x + 1) na [0, 1]

Koeficijent ag (uz 7) i njegove aproksimacije:

N+1 déN“) greska
1 0.4054651081 08164382 —2.9012E—-02
2 0.3768859011 88190076 —4.3309E—04
4 0.3764530006 47120599 —1.8773E—07
8 0.3764528129 19265915 —7.0484E—-14
16 0.376452812919195432 —1.0842E—-19

32  0.376452812919195432 —1.0842E—19

ay = 0.376452812919195432

Koeficijent aig (uz T{y) i njegove aproksimacije:

N+1 d1(2’+1 ) greska

32 0.000000000000070484 2.5896E—21

aig = 0.000000000000070 484
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Racunanje vrijednosti funkcija

Primjer trigonometrijskih polinoma
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Razvoj periodickih funkcija

Za aproksimaciju periodickih funkcija standardno koristimo
Fourierove redove.

» Radi jednostavnosti, pretpostavimo da je f periodicka
funkcija na segmentu [—, 7].

Fourierov red za funkciju f je

f(x) = % + Z(ak coS kx + by sin kx),
k=1
gdje su
1 [T 1 [7 ,
ax = — f(x) coskxdx, bx=— f(x) sin kx dx.
T J_x T J_r

Napomena. Zbog periodi¢nosti, granice integracije mogu biti
bilo koji ¢, ¢ + 27!

103/126



Konvergencija Fourierovog reda

Konvergencija Fourierovog reda rijeSena je Dirichletovim
teoremom.

Teorem (Dirichlet). Pretpostavimo da je
(a) ffunkcija, osim mozda u kona¢no mnogo to¢aka na
(—m,m) (u tim toCkama moze imati i viSe vrijednosti),
(b) fje periodiCna s periodom 27,
(c) fif supo dijelovima neprekidne funkcije na (—m, ).

Tada red Fourierov red konvergira prema
(1) f(x), ako je x toCka u kojoj je funkcija f neprekidna,

+ —
(2) f(X)Zf(X) ako u toCki x funkcija ima prekid (skok).
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Razvoj periodickih funkcija

Pretpostavimo da su koeficijenti a,, i b, poznati i da Zelimo
izraCunati aproksimaciju trigonometrijskim polinomom

N N
fu(x) = ancos(nx) + > bysin(nx),
n=0

= n=1
gdje je N unaprijed zadan (zanemarimo poseban “status” ap).
Trigonometrijski polinom sastoji se iz dva dijela: kosinusnog i
sinusnog (to ¢emo iskoristiti u algoritmu).
Nadalje, Fourierov red
» parne funkcije f(x) = f(—x) ima samo kosinusni dio, a

» neparne funkcije f(x) = —f(—x) ima samo sinusni dio
razvoja.
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Razvoj parnih periodickih funkcija

Neka je f parna funkcija. Njezin trigopnometrijski polinom je

N
fu(x) = ancos(nx).
n=0

» U direktnoj sumaciji trebamo N ra¢unanja funkcije cos, za
cos(nx),uzn>1.

» Mozemo koristiti i generaliziranu Hornerovu shemu, samo
treba nadi troclanu homogenu rekurziju za

pn(x) = cos(nx).
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TroClana rekurzija za cos(nx)

Tro¢lanu rekurziju dobivamo iz formule koja sumu kosinusa
pretvara u produkt

a+b a-b
cosa-+cosb = 2cos 5 cos 5 .

Ako stavimo a= (n+ 1)x i b= (n— 1)x, dobivamo

cos((n+ 1)x) + cos((n— 1)x) = 2cos(nx) cos x,
pa trazena rekurzija ima oblik
Pn+1(X) —2C08 X pn(X) + Pn-1(x) =0, neN.

Dakle, u opcoj tro€lanoj rekurziji treba uzeti

ap(x) =—-2cosx, pBp(x)=1, neN.
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TroClana rekurzija za cos(nx)

Rekurzija za B, ima oblik

Bni2 = Bny1 =0,
By=an+2cosxBy 1 —Bp2, n=N,...,0.

Pocetne funkcije su po(x) = 11 py(x) = cos x, pa je

fn(x) = Bopo(x) + Bi (p1(x) + ao(x)po(x))
=By 1+ By(cosx —2cosx-1)
= By — By cos x.

Sad imamo sve elemente za generaliziranu Hornerovu shemu.
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Trigonometrijski polinom za parne funkcije

Fourierov “red” parne funkcije

B_1 = 0;

B_0 = a[N];

alpha = 2 * cos(x);

za k = N - 1 do 0 radi {
2 B_1;
1 = B_0;
0 alk] + alpha = B_1 - B_2;
f N(x) = B_0 - 0.5 » alpha % B_1;

Algoritam funkciju cos raCuna samo jednom.
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Razvoj parnih periodickih funkcija
Neka je f neparna funkcija. Njezin trigonometrijski polinom je

N
fu(x) = > bysin(nx).
n=1

Zbog sume koja ide od 1 treba biti oprezan. Zgodniji zapis je

N—1

fn(x) = by sin((n+1)x).

n=0

Sad ocito treba definirati

pn(x) = sin((n+ 1)x).
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TroClana rekurzija za sin(nx)

Tro¢lanu rekurziju dobivamo iz formule koja sumu sinusa
pretvara u produkt

sina+ sinb = 25sin <a+b> cos <a—b>7

2 2
Ako stavimo a = (n+ 2)x i b = nx, dobivamo

sin((n+ 2)x) + sin(nx) = 2sin((n+ 1)x) cos x,
pa trazena rekurzija ima oblik
Pn+1(X) —2€08 X Pn(X) + pp-1(X) =0, neN,

§to je potpuno isti oblik kao i za parne funkcije, odnosno za
pn(x) = cos(nx).
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Rekurzija za B, ima isti oblik kao prije, samo starta od N — 1

Bni1 =By =0,
B,=bp 41 +2cosxBpy1 —Bro, n=N-1,...,0.

PocCetne funkcije su pp(x) = sinx i py(x) = sin(2x), pa je

fn(x) = Bopo(x) + By (p1(x) + ao(x)po(x))
= By - sinx + By (2sin x cos x — 2cos X - sin x)
= By sin x.

jer je p1(x) = 2sin x cos x.

Algoritam napiSite sami.
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Razvoj periodickih funkcija

Za op¢i Fourierov red, koji ima i parni i neparni dio, treba spojiti
prethodne algoritme.

Problem. Neparni je za 1 kradi, jer startas N — 1.

Rjesenje. Umjetno definiramo by = 0 i piSemo

N
fu(x) = basin(nx).
n=0

Zatim uzmemo
pn(x) = sin(nx).
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Razvoj periodickih funkcija

Rekurzija za p,, je ista, a za B, vrijedi “produljena” rekurzija

Bni1 =By =0,
B,=b,+2cosxB, 1 —Bni2, n=N,...,0.

Pocetne funkcije su pg(x) = 0i p1(x) = sinx, pa je

fn(x) = Bopo(x) + Bi (p1(x) + ao(x)po(X))
=By -0+ Bj(sinx —2cos x - 0)
= By sinx.

To pokazuje da By uopée ne treba raCunati, ali bas to i
ocekujemo, kad smo rekurziju pomakli za jedan indeks navise!
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Fourierov red za x + | x|

Primjer. Funkcija
f(x)=x+|x|, x¢e[-m,mn]

moze se razviti u Fourierov red

T 4 =cos((2k — = -
E_%'Z (2k—1 kZ

k=1

sm (kx).

» Za aproksimaciju f, funkcije f uzimamo sumu svih ¢lanova
do ukljucivo cos(nx), odnosno, sin(nx).

» Pogledajmo ponasanje aproksimacije f,(x) i pogresku
en(x) = f(x) — fa(x) za razne n.
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Fourierov red za x + |x|

Napomena. Fourierov red konvergira prema prekidnoj funkciji

Oa X e (_ﬂ-) 0)1
f(x)=<{2x, xel0,n),
T, X =Zm.
Ova funkcija je “periodiCko” proSirenje od f, s tim da ima
korektnu vrijednost u tocki prekida.

Koeficijente u Fourierovom razvoju mozemo rac¢unati direktno

™ ™

ax = 1/ (x + |x]) cos(kx) dx = 1/ 2x cos(kx) dx.
0

—T
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Fourierov red za x + | x|

Sad razlikujemo dva sluCaja k = 0i k # 0. Za k = 0 imamo

1 [7 1
aO:/ 2xdx = —x?
™ Jo T

™

= T.
0
Za k # 0 imamo
ax = 1/ 2x cos(kx) dx = { v o=z }
T Jo dv =cos(kx)dx v = sm(kx)/k
1 /2x T
= 7r<k sin(kx) / n(kx) dx> = Ecos(kx) .

2 2
=4 (cos(kw)—1) e (=1)k=1).
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Fourierov red za x + | x|

Odatle odmah slijedi da je
a = —74 ay =0

Za by, buduci da je k # 0, imamo

1 /7 = =
by = / 2x sin(kx) dx = { v du=zox }
™ Jo dv =sin(kx)dx v = —cos(kx)/k

—i—i/ cos(kx) dx)
0 0

)

1 2x
- (_k cos(kx)

1 27 2 .
=— <_k cos(km) + 2 sin(kx)

™
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Fourierov red za x + |x|

Posljednji rezultat moZzemo zapisati i kao

Koeficijente u Fourierovom redu mogli smo racunati zbrajanjem
Fourierovih razvoja funkcija

» x na [—m, 7], (neparna funkcija), pa razvoj ima samo by,
» |x| na [—m, ], (parna funkcija), pa razvoj ima samo ap.
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Fourierov red za x + |x|

Za vjezbu pokazite da je

x| =2 — . X € [-m, 7],
2 s (2k— 1)
x—Z-iﬂsin(kx) X € (—m,m)
- k ? ) N
k=1

Zbog neprekidnosti periodickog proSirenja za | x|,
» koeficijenti ax u razvoju trnu kao k2, tj. ax = O(k2).

Periodicko prosSirenje za x ima prekid, pa
» koeficijenti by u razvoju trnu kao k1, tj. by = O(k™1).
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Trigonometrijska aproksimacija za x + | x|

2w T

Trigonometrijski polinom za x + |x|

do ukljuc€ivo Clanova cos(10x), sin(10x).
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Trigonometrijska aproksimacija za x + | x|

2w T

Trigonometrijski polinom za x + |x|

do uklju€ivo Clanova cos(25x), sin(25x).
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Trigonometrijska aproksimacija za x + | x|

yA
921
/\/\/\A A~~~ -
\VE VV\/V\/ﬂ_x
91

Greska trigonometrijskog polinoma za x + | x|
do uklju€ivo Clanova cos(10x), sin(10x).
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Trigonometrijska aproksimacija za x + | x|

Greska trigonometrijskog polinoma za x + | x|
do uklju€ivo Clanova cos(25x), sin(25x).
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Diskretna ortogonalnost trigonometrijskih f-a

Za trigonometrijske funkcije, takoder, vrijede relacije diskretne

ortogonalnosti, slicno kao i za CebiSevljeve polinome T,.

Na mrezi od N + 1 to¢aka
2

N +1

uz uvjet 0 < k + ¢ < N, vrijede sljedece relacije diskretne
ortogonalnosti trigopnometrijskih funkcija

Xj: 'jv j:O7"'7N7

N . 0, k+0ik=10=0,
Z(:)sm(kxj)-sm(ﬁxj) = {(N+ 12, ket40,
N

> cos(kx;) - sin(¢x;) =0,
j=0
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Diskretna ortogonalnost trigonometrijskih f-a

N 0, Kk #¢4,
> cos(kx;) - cos(tx;) = (N+1)/2, k=L+#0,
/=0 N+1, k=t=0.

Dokaz ovih relacija ide slicno kao i za Cebiéevljeve polinome.
» Produkt trigonometrijskih funkcija treba pretvoriti u zbroj ili
razliku kosinusa ili sinusa.
» Pripadne sume ra¢unaju se prijelazom na kompleksne

brojeve u eksponencijalnom (trigonometrijskom) zapisu,
kao geometrijske sume (N + 1-i korijeni iz jedinice).

Ako Zelimo prvih N + 1 kosinusa i prvih N sinusa u bazi
prostora (dimenzije 2N + 1), onda u definiciji toCaka x; treba
uzeti 2N, umjesto N.
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