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Sadrzaj predavanja

Po dijelovima polinomna interpolacija
Po dijelovima kubi¢na interpolacija
Po dijelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija
KubiCna splajn interpolacija
Po dijelovima paraboli¢ka interpolacija
Usporedba raznih vrsta interpolacije
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Po dijelovima polinomna interpolacija
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Po dijelovima polinomna interpolacija
Po dijelovima kubi¢na interpolacija
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Po dijelovima kubi¢na interpolacija

Kod po dijelovima kubicne interpolacije na [a, b, restrikcija
aproksimacijske funkcije ¢ na svaki podinterval [xx_1, Xk] je
kubicni polinom

:p/ﬁ k:17"'7n7

[Xk—1,Xk]
gdje je px € Ps.

Ove polinome py obiCno zapisujemo relativno obzirom na
pocetnu toCku intervala xix_1, u obliku

Pk(X) = Cok + C1 k(X — Xk—1)
3

+ Co k(X — X—1)2 + Ca (X — X—1)°,

za x € [xk_1,Xx], iza k =1,...,n. Razlog za ovaj zapis je
znacenje koeficijenata (Taylor u xx_1) i stabilno racunanje.
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Broj nepoznatih parametara i broj uvjeta

Ukupno imamo n kubi¢nih polinoma.
» Za svakog od njih treba odrediti po 4 koeficijenta,
» dakle, ukupno moramo odrediti 4n koeficijenata.

Uvjeta interpolacije je 2n, jer svaki kubicni polinom py
» mora interpolirati funkciju f u rubovima svog podintervala
[Xk—1, Xk],
tj. mora vrijediti
Pk (Xk—1) = fx—1,

k=1,...,n
Pr(Xk) = fx,

Ovi uvjeti automatski osiguravaju neprekidnost funkcije ¢ u
svim unutrasnjim ¢vorovima mreze xy, ..., Xp_1.
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Dodatni uvjeti interpolacije na derivaciju

Obicno zelimo da interpolacijska funkcija ¢ bude glada:

» barem klase C'[a, b], odakle slijedi zahtjev da

» derivacija funkcije ¢ mora biti neprekidna i u ¢vorovima.
Najlaksi nacin da to dobijemo = dodamo to¢no jo$ 2n uvjeta
“interpolacije”, kao da interpoliramo i derivaciju, ij.

» za svaki kubicni polinom p, dodajemo jo$ po dva uvjeta

Pk (Xk—1) = Sk—1,
Pk (Xk) = Sk,

pri Cemu su s, neki brojevi. Njihovo stvarno znacenje moze biti
razlicito, pa éemo ga detaljno opisati kasnije.

k=1,...,n,

» |Ideja = brojeve sx mozemo birati/zadati na razne nacine.
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Neprekidnost derivacije interpolacijske funkcije

Zasad, mozemo zamisljati da su brojevi sy
» neke aproksimacije derivacije funkcije f u ¢vorovima.
Oznaka sy dolazi od engleske rijeCi “slope” = nagib.

Primijetite da je takvim izborom dodatnih uvjeta

» osigurana neprekidnost prve derivacije funkcije ¢ u svim
unutrasnjim ¢évorovima,

jerje
Pi(Xk) = Pry1(Xk) =Sk, k=1,...,n—1.

Ako pretpostavimo da su s, nekako zadani brojevi, dobivamo
problem Hermiteove interpolacije za svaki polinom py.

Nadimo koeficijente interpolacijskog polinoma py.
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Zapis po dijelovima kubicne interpolacije
Za ovaj problem Hermiteove interpolacije
» najzgodnije je koristiti Newtonov oblik interpolacijskog
polinoma py,
» s tzv. dvostrukim ¢vorovima xx_1 i x.

Razlog. U oba évora x,_4 i X, zadajemo po dva podatka:
» vrijednost funkcije i derivacije.
Ve¢ od prije znamo da je
flxi, Xid] = £'(X).

U nasem slucaju, ako u tocki xj
» derivaciju f'(xx) zadajemo ili aproksimiramo sa sk,
onda je zadano
f[Xk, Xk] = Sk

Razmak susjednih razli¢itih ¢vorova oznacavamo kao i prije

hk::Xk*kah k:1,...,n.
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Tablica podijeljenih razlika za polinom pg

Tablica podijeljenih razlika za Hermiteov interpolacijski polinom
Pk, koji ima dva dvostruka ¢vora xx_1 i Xk, je

G| il G, til Gy b1, el flts 1, v, bas]
Xg—1 | Tk—1
Sk—1 fl |
Xk—1, Xk] — Sk—
Xe_1 | fe_1 %
Sk + Sk—1 — 2f[Xk_1, Xk
f[ka‘lek] h2 [ ]
k
Sk — FlXk—1, Xk]
Xk fx S —
Sk

Xk fx
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Newtonov oblik polinoma px

Newtonov oblik Hermiteovog interpolacijskog polinoma py, koji
ima dva dvostruka ¢vora xx_1 i Xk, je

Pr(x) = fxk_1] + fXk—1, Xk—1] - (X — Xk_1)
+ X1, Xie— 1, Xk - (X — Xie—1)?

o+ Xty Xie— 15 X, Xi] - (X — Xi—1)2 (X — X),
stimdaje

fXk—1, Xk—1] = Sk—1,
f[Xk—1, Xk] — Sk—1
hy ’
Sk + Sk—1 — 2f[Xk_1, Xk]
h2 ’

FIXk—1, Xk—1, Xx| =

FIXk—1, Xk—1, Xk, Xk] =
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Newtonov oblik polinoma px

Uvrstavanjem ¢vorova xx_+ i xx u prethodnu formulu za py,
odmah mozemo provijeriti da je
Pr(Xk—1) = fx—1, Pk(Xk—1) = Sk—1,
Pk (Xk) = fx, Pk (Xk) = Sk-

Drugim rijeCima, nasli smo trazeni polinom px na svakom
podintervalu [xx_1,Xk],zak =1,...,n.

Za nalazenje koeficijenata c; x u standardnom zapisu, treba jos

» Newtonov oblik polinoma py “preurediti” tako da bude
napisan po potencijama od (X — Xx_1).
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Standardni oblik polinoma pg

Posljednji ¢lan Newtonovog oblika polinoma px mozemo
napisati kao

(X = Xk—1)2(X = X)) = (X = Xk—1)?(X — Xk—1 + Xk—1 — Xk)
= (X — Xk—1)2(X — Xk—1 — hy)

= (X — Xk_1)® — hr(x — xx_1)?.

Zapis polinoma p, onda glasi

Pr(Xx) = F[Xk—1] + F[Xk—1, Xk—1] - (X — Xk—1)
+ (FIXk—1, X—1, X] — Pic F[Xi—1, Xk—1, Xk, Xk]])
(X = Xk-1)

+ X1y Xie— 13 X, Xi] - (X — Xe—1)°.

2
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Standardni oblik polinoma pg

Usporedivanjem koeficijenata uz odgovarajuce potencije od
(X — Xx_1), dobivamo

Cok = Pk(Xk—1) = Fk—1,
Ct k = Pk(Xk—1) = Sk—1,

Pie(Xk—1)

Cok = kT = f[Xk—1, Xk—1, Xk] — P F[Xk—1, Xk—1, Xk, Xk],
0! (Xie—1)

Cak =% 5 = f[Xk—1, Xk—1, Xk, Xk].

Promotrimo li posljednje dvije relacije, vidimo da se isplati
» prvo izraCunati koeficijent cs «,
» a zatim ga upotrijebiti za raCunanje c; k.
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Standardni oblik polinoma pg

Na kraju, dobivamo sljedece relacije

» za koeficijente ¢; x u standardnom zapisu polinoma py,

napisane redom kako se racunaju iz zadanih podataka:

zak=1,...

Cok = fk—1,
C1 k = Sk—1,

Sk + Sk — 2f[Xk—1, X]
C37k — h2 Y

p
FIXk—1, Xk] — Sk—1
Cok = : 5 — hxes k.
K
..
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Po dijelovima kubi¢na interpolacija — komentar

Drugim rije¢ima, ako znamo sk, onda
» nije problem naci koeficijente po dijelovima kubicne
interpolacije.
Ostaje nam samo pokazati kako bismo mogli birati brojeve s.

Tu postoje dva bitno razlicita nacina.

» S, su prave vrijednosti derivacije funkcije f u ¢vorovima,
ako ih znamo, tj. s = f'(xx).

» Sy su neke aproksimacije za f'(xx). Takve aproksimacije
mozemo lako naci iz nekih dodatnih zahtjeva koje treba
zadovoljiti aproksimacijska funkcija ¢.

Zato nema smisla proizvoljno zadati sy, ili traziti samo
neprekidnost ¢’ u ¢vorovima, jer daju losu aproksimaciju za f.
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Po dijelovima polinomna interpolacija

Po dijelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija
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Po dijelovima kubi¢na Hermiteova interpolacija

Vrijednosti sy, mozZzemo izabrati tako da su one ba$ jednake
derivaciji zadane funkcije u odgovarajuc¢oj tocki, tj. da vrijedi

Sk = f/(Xk).

U tom slu€aju, svaki kubicni polinom py je

» odreden lokalno — iz podataka na svom podintervalu, ij.
ne ovisi o drugim kubi¢nim polinomima.

» Razlog = na rubovima su zadane 2 funkcijske vrijednosti i
2 vrijednosti derivacija.

Takva se interpolacija zove po dijelovima kubi¢na Hermiteova
interpolacija.

Naziv “Hermiteova” znaci: sx = f; su zadani ulazni podaci.
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Greska po dijelovima kubicne Hermiteove interp.

Neka je funkcija f € C*[a, b]. Za svaki podinterval [xx_1, Xk],
ocjena lokalne greske za Hermiteovu kubicnu interpolaciju py je

(k)
£00) = O] < (0] 5
pri ¢emu je

wi(x) = (X = x-1)2(x = x0)2, M9 = omax (O]
k—1,%k

Uodite da je ovdje wy jednak kvadratu polinoma &vorova w!i® za
e . . . e . . v k
po dijelovima linearnu interpolaciju na istoj mreZzi.

Za svaki x vrijedi wk(x) > 0, pa je |wk| = wk. Ostaje samo jos
pronaci maksimum funkcije wy na intervalu [xx_1, Xg].
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Greska po dijelovima kubicne Hermiteove interp.

Dovoljno je naci sve lokalne ekstreme funkcije wy u otvorenom
intervalu, jer je na rubovima vrijednost jednaka 0.

Deriviranjem izlazi da se ekstrem (i to lokalni maksimum) opet
dostize u polovistu xe = (Xk_1 + Xx)/2.

Vrijednost wy u tocki X je kvadrat vrijednosti wh”(xe) za po
dijelovima linearnu interpolaciju na istoj mrezi ¢vorova

Xe — X_1)*  h}
wk(Xe) = (Xe — Xk—1)2(xe - Xk)2 = (k16k1) = %

1z |wk| = wg slijedi da je xe tocka lokalnog maksimuma za |wg]| i
h4
|wk(X)] < |lwk(xe)| = %, VX € [Xk—1, Xk]-
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Greska po dijelovima kubicne Hermiteove interp.

Kao i prije, neka je h maksimalni razmak susjednih ¢vorova
h_kmax {hk = Xk — Xk— 1}
Onda, na Citavom intervalu [a, b], moZzemo pisati
pri cemu je
M= max_ (MY = max 114)(x)|.

Drugim rijeCima, ako ravnhomjerno povecavamo broj ¢vorova,
tako da h — 0, onda i maksimalna greska tezZi u 0, tj. dobivamo
uniformnu konvergenciju. To vrijedi i za derivacije!
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Greska po dijelovima kubicne Hermiteove interp.

Neka je f € C'[a, b] i pretpostavimo da

» fima ograni¢enu i integrabilnu Cetvrtu derivaciju na

svakom podintervalu [xx_1, Xk].

Tada je
1700~ (0l < gz 1 179,
1700~ (0l < 2 B9,
I706) ~ (0l < 75 PP 179

]
[#7(x) = " (O)lloe < 5 AIFD e
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Primjer — po dij. kubi¢na Hermiteova interp.

Primjer. Nadite po dijelovima kubi¢nu Hermiteovu interpolaciju
za sljedeée podatke

X | 0] 1]2
fx 11210
fr o1 |1

Ocito, treba naci dva kubi¢na polinoma

» p; naintervalu [0, 1],

» pp naintervalu [1,2].
Oba polinoma piSemo u standardnom obliku — oko pocetne
tocke odgovarajuéeg intervala.
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Primjer — po dij. kubi¢na Hermiteova interp.

Za polinom py imamo sljedec¢u tablicu podijeljenih razlika

tj f[t]] f[tja tj+1] f[th tj+17 tj+2] f[tja ) tj+3]
0 1
0
0 1 1
1 1
1 2 0
1
1 2

|z nje dobivamo

p1(x) =1+0(x = 0) + (x = 0)* — (x — 0)*(x — 1)
=14+(1+1)(x-02—-1(x-0)3
=1+2x% - X3
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Primjer — po dij. kubi¢na Hermiteova interp.

Na sliCan nacin, za p, dobivamo tablicu podijeljenih razlika

f

flt] G, 4] It G, 2] G, figs]

1
1
2

2
paje

2

1
2 -3
-2 6
0 3
1
0

Po(x) =2+ (x —1) = 3(x —1)2 +6(x — 1)%(x — 2)

=24+ (x—1)+(-83-6)(x—1)2+6(x—1)°
=24+ (x—1)—9(x—1)2+6(x —1)>
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Demo — po dij. kubi¢na Hermiteova interp.

Pokazat ¢emo kako izgleda po dijelovima kubi¢na Hermiteova
interpolacija na primjeru funkcije Runge:

1

- 1_}—7)(2, X € [_5,5],

f(x)
na ekvidistantnim mrezama s parnim brojem podintervala.

Slike interpolacija i gre$aka su na sljede¢im stranicama.
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Po dij. kubicnha Hermiteova interp. — Runge

Po dijelovima kubicna Hermiteova interpolacija s 2 podintervala

T T —1
funkcija

1.5 T T
interpolacija

f(x)

-0.5
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Po dij. kubicnha Hermiteova interp. — Runge

greska

-0.05

-0.1

-0.15

-0.2

-0.25

-0.3

-0.35

-0.4

-0.45

-05

Greska s 2 podintervala

T
reska
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Po dij. kubicnha Hermiteova interp. — Runge

Po dijelovima kubicna Hermiteova interpolacija s 4 podintervala

T T —1
funkcija

1.5 T T
interpolacija

f(x)

-0.5
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Po dij. kubicnha Hermiteova interp. — Runge

Greska s 4 podintervala
0.05 T T T

greska

-0.05 | 5

-01 B

greska

0.2 5

-0.25
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Po dij. kubicnha Hermiteova interp. — Runge

f(x)

Po dijelovima kubicna Hermiteova interpolacija sa 6 podintervala

15

funkcija -

interpolacija

-0.5
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Po dij. kubicnha Hermiteova interp. — Runge

greska

0.01

-0.01
-0.02
-0.03
-0.04
-0.05
-0.06
-0.07
-0.08
-0.09

-0.1

Greska sa 6 podintervala

greska
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Po dij. kubicnha Hermiteova interp. — Runge

Po dijelovima kubicna Hermiteova interpolacija s 8 podintervala

T T —1
funkcija

1.5 T T
interpolacija

f(x)

-0.5

33/111



Po dij. kubicnha Hermiteova interp. — Runge

Greska s 8 podintervala
0.005 T T T

greska

-0.005 | B

-0.01 | 5

-0.015 | B

greska

-0.02 5

-0.025 | B

-0.03 | B

-0.035 | B

-0.04 ! ! ! ! !

34/111



Po dij. kubicnha Hermiteova interp. — Runge

f(x)

Po dijelovima kubicna Hermiteova interpolacija s 10 podintervala

15

funkcija -

interpolacija

-0.5
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Po dij. kubicnha Hermiteova interp. — Runge

greska

0.002

-0.002

-0.004

-0.006

-0.008

-0.012

-0.014

Greska s 10 podintervala

greska
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Po dijelovima polinomna interpolacija

KubiCna splajn interpolacija

37/111



Kubi¢na splajn interpolacija

Brojeve sy, ..., S, mozemo odrediti i iz zahtjeva da funkcija ¢

» ima neprekidnu drugu derivaciju u unutarnjim ¢vorovima
mreze Xy, ... Xn_1, tj. da je ¢ klase C?|a, b].
Takva se interpolacija zove kubicna splajn interpolacija.

Iz tih uvjeta ne mozZemo jednoznacno izraCunati splajn ¢, jer
» treba odrediti 4n koeficijenata kubi¢nih polinoma,

» aimamo 2n uvjeta interpolacije (svaki polinom mora
interpolirati funkciju u rubnim to¢kama svog intervala),

» uvjeta ljepljenja prve derivacije u unutarnjim ¢vorovima ima
n — 1 (toliko je unutarnjih ¢vorova),

» ijoS imamo n — 1 uvjeta ljepljienja druge derivacije.
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Broj nepoznatih parametara i broj uvjeta

Zakljucak. Ukupno imamo
» 4n — 2 uvjeta interpolacije i neprekidnosti derivacija,
» a moramo odrediti 4n koeficijenata kubnih polinoma,

» pa vidimo da nedostaju 2 uvjeta, da bismo te koeficijente
mogli jednoznacno odrediti.

Nastavak. Pogledajmo §to mozemo izvesti bez ta 2 uvjeta, a
onda ¢emo diskutirati kako njih mozemo zadati.

Za pocetak, prva derivacija se lijepi u unutarnjim ¢vorovima,
¢im postavimo zahtjev interpolacije nagiba — da je

QOI(Xk):Sk, k:1,...,n—1,

bez obzira na to Sto su brojevi s.
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Ljepljenje druge derivacije

Ostaje jos postaviti uvjete ljepljenja druge derivacije od ¢ u
unutarnjim ¢vorovima. Zahtjev na pripadne polinome py je

Pi(Xk) = Pksr(X), k=1,....n—1.

Ako polinome py piSemo u formi relativno obzirom na pocetnu
to¢ku podintervala, tj. ako je

Pk(X) = Cok + C1 k(X — Xk_1)
+ Cok(X = Xk—1)? + Ca k(X — Xk1)?,

onda je

Pk(X) = 2Cok + 6C3 k(X — Xk—1),
Piy1(X) = 2o k41 + 6C3 k41(X — Xk).
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Ljepljenje druge derivacije

UvrStavanjem x i dijeljenjem s 2 izlazi uvjet ljepljenja

Cok + 3C3 k(Xk — Xk—1) = Co k+1-

Ostaje samo napisati koeficijente ¢; x u terminima f i si.
Ponovimo, za kubi¢ni polinom s 2 dvostruka ¢vora, imali smo

Sk + Sk—1 — 2f[Xk_1, Xk]

C3k =
9 2 ?
hi
FIXk—1, Xk] — Sk—1
Cok = : h — hkCs k
K
 3f[Xk_1, Xk] — 281 — Sk
hy '

Ove dvije relacije uvrstimo u uvjet ljepljenja druge derivacije.
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Linearni sustav za kubi¢nu splajn interpolaciju

Sredivanjem lijeve strane izlazi

—3F[Xk—1, Xk] + Sk—1 + 25k _ 3F[Xk, Xk+1] — 28k — Sk
hy P41

Pomnozimo prethodnu relaciju s hxhy. 1 i
» prebacimo sve s, na lijevu stranu (oni su nepoznati),

» a Clanove koji nemaju s, na desnu stranu (to je poznato).

Dobivamo da mora vrijediti

hrr1Sk—1 + 2(hk + hki1)Sk + Pk Skaq
= 3(hky1 F[Xk—1, Xk] + Pif[Xk, Xi41]),

zak=1,....n—1.
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Linearni sustav za kubi¢nu splajn interpolaciju

Ovo je linearni sustav
» s (n+ 1) nepoznanicai (n — 1) jednadzbi.

Ako zadamo nagibe sy i s, ostaje tono n — 1 nepoznanica.

Matrica tako dobivenog linearnog sustava je trodijagonalna

2(hy + ho) hy
hs 2(ha+h3)  he

hn_1 2(hn72 + hn71) hn_2
hn 2(hn71 + hn)

i strogo dijagonalno dominantna po recima, jer je

2(hk + hi1) > hic + hiys,

pa je i regularna.
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RjeSenje linearnog sustava za splajn interpolaciju

Ovaj linearni sustav sigurno ima jedinstveno rje$enje za
“nagibe” s1,...,Sp_1.

Za rjeSavanje sustava mozemo koristiti Gaussove eliminacije ili
LU faktorizaciju bez pivotiranja — stabilno i vrlo brzo.

Algoritam. Za “op¢u” trodijagonalnu matricu A, reda n,

dy ey
C2 O &
A= S
Cn—1 dn—1 €n—1
Cn dn

pretpostavimo da postoji LU faktorizacija bez pivotiranja.
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RjeSenje linearnog sustava za splajn interpolaciju

Tada nije teSko pokazati da su matrice L i U oblika

1
lo 1
L= - ,
bo_q 1
L En 1 .
S e -
ux €
U= :
Up—1 €n—1q
L un .

Matrice Ai U imaju jednake dijagonale iznad glavne (e-ovi).
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RjeSenje linearnog sustava za splajn interpolaciju

Ostale elemente matrica L i U raunamo sljedeéim algoritmom

up = di,

zali=2,...,n:
i = Ci/Uj,
ui=d;—lje_y.

Slozenost LU faktorizacije je samo O(n). Isto vrijedi i za
supstitucije unaprijed/unatrag, kod rjeSavanja sustava Ax = b.
Primijetite da, kod splajn interpolacije,

» nagibi s, nisu nezavisni, nego ovise jedan o drugom.

» To znaci da aproksimacija vie nije lokalna, jer se
promjenom jedne tocke (x, fx) mijenjaju svi polinomi.
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Dva dodatna uvjeta — rubni uvjeti

Posljednje otvoreno pitanje je:
» Kako mozemo izabrati (ili zadati) sq i 5,7

Naime, nedostaju jo$§ 2 uvjeta za jedinstvenost splajnal
» Oni se, naj¢esée, ne zadaju direktno.

Uobicajeno se zadaju tzv. rubni uvjeti na funkciju ¢,
» iz kojih se onda odreduju sy i Sp,

» ili dobivamo dvije dodatne jednadzbe, koje se dodaju
ranijem linearnom sustavu za nagibe (tamo sy i sp
ostavimo na lijevoj strani, jer ih ne znamo).

Postoji nekoliko tradicionalnih nacina zadavanja rubnih uvjeta,
odnosno, jednadzbi koje nedostaju.

47/111



Potpuni (kompletni) splajn

(a) Potpuni (kompletni) splajn
Poznato:
» derivacija funkcije f u rubovima (recimo, kod rieSavanja
rubnih problema za obi¢nu diferencijalnu jednadzbu).
Zadaje se:
so = f'(Xp), sp = f'(xpn).
Gregka aproksimacije u funkcijskoj vrijednosti je O(h*).

» Rubni uvjeti su egzakini — iz funkcije f, odnosno, iz f/, pa
nemaju nikakvu gresku aproksimacije.

» Greska dolazi samo od po dijelovima kubi¢ne interpolacije
i taje O(h*).
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Zadana druga derivacija u rubovima

(b) Zadana druga derivacija u rubovima

Poznato:
» druga derivacija funkcije f u rubovima.

Zadaje se:
"(x0) = ¢"(x0) = P (x0),  1"(Xn) = " (Xn) = Ph(Xn)-

Treba joS izraziti
> pyi(Xo) preko o, s,
> ph(Xn) preko s, 1 i sp.
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Zadana druga derivacija u rubovima — pocetak

Znamo da je

. Pllo) _ (x)
2,1 2 2 .

|z izraza za ¢, 4 izlazi

3f[Xo,X1] — 250 -5 f”(Xo)
hy -T2

Kad to sredimo, dobivamo
2y + 51 = 3f[Xo,X1] — %f“(Xo).

Ovu jednadzbu treba dodati kao prvu u linearni sustav. Uocite
da je pripadni redak strogo dijagonalno dominantan!
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Zadana druga derivacija u rubovima — kraj

Sli¢éno, iz
,OZ(Xn) =20+ 603,nhm
uvrStavanjem izraza za ¢, i C3 p, izlazi
hn 1!
3n_1 + 2Sn = Sf[xn_‘]?Xn] + ?f (Xn)

Tu jednadzbu dodajemo kao zadnju u linearni sustav i pripadni
redak je opet strogo dijagonalno dominantan.

Dobiveni linearni sustav
» ima n+ 1-u jednadzbu i isto toliko nepoznanica,
» a matrica je regularna, pa ima jedinstveno rje$enije.

Gregka aproksimacije u funkcijskoj vrijednosti je O(h*).
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Prirodni splajn

(c) Prirodni splajn

Poznato: tzv. slobodni krajevi (dolazi iz jednadZbe Stapa),
©"(x0) = ¢"(xn) = 0.

Dodatne jednadzbe: isto kao u (b), samo se uvrsti

f"(xo) = f"(xn) = 0, pa dobijemo

250 + 51 = 3f[xo, X1], Sn_1+ 2sp = 3f[Xn_1, Xn)-

Greska aproksimacije:

» Ako f nema druge derivacije na rubu jednake 0, onda je
greska u funkcijskoj vrijednosti samo O(h?).

» Ako ih ima, onda je greska O(h*) — kao u (b) slu¢aju.
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Numericka aproksimacija derivacija u rubovima

(d) NumeriCka aproksimacija derivacija

Nepoznato: ponasanje derivacije funkcije f u rubovima.

Preostala dva parametra mogu se odrediti tako da
» numericki aproksimiramo ¢/, ili ¢”, ili ¢"”, u rubovima.
» Kao aproksimaciju koristimo odgovarajucu derivaciju

kubic¢nog interpolacijskog polinoma za f, koji prolazi
tockama xp, ..., X3, odnosno, X,_3, ..., Xp.

Gregka aproksimacije je reda O(h*) u funkcijskoj vrijednosti, za
bilo koju od ovih varijanti.

LoSija aproksimacija derivacija povecava greSku pri rubovimal
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Not-a-knot (nije ¢vor) splajn

(e) Not-a-knot (nije ¢vor) splajn

Nepoznato: dvije “rubne” jednadzbe za splajn ¢.

Umijesto neke aproksimacije (neke) derivacije od f u rubovima,
koristimo tzv. “not-a-knot” (nije ¢vor) uvjet za splajn.
» Parametre sy i s, biramo tako da su prva dva i posljednja
dva kubi¢na polinoma jednaka, tj. tako da je

P1 = p2, Pn—1 = Pn.

To daje dodatne uvijete ljepljenja u ¢vorovima xq i Xp_1:
» U xq se zalijepi i treca derivacija polinoma py i po,
> U Xx,_1 se zalijepi i treca derivacija polinoma p,_1 i pn.
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Not-a-knot (nije ¢vor) splajn — pocetak

Te zahtjeve mozemo pisati kao

/1! /1!

py'(x1) = p3'(x1), Pn—1(Xn—1) = P (Xn—1)

Iz prve jednadzbe slijedi da su vodeci koeficijenti polinoma p; i
P2 jednaki,
C31 = C32.
Uvjet ljepljenja druge derivacije u x; ima oblik (v. ranije)
Coq +3C31hy = Co2.
U formuli za ¢, » iskoristimo da je c3 2 = 3 ¢

_ x1, %] — s " hyoyp = flxy, Xo] — 1

C
2 72 h2 Pl h2

— th371 .
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Not-a-knot (nije ¢vor) splajn — pocetak

U uvjet ljepljenja uvrstimo ovo i izraze za ¢, 1, ¢3 1. Dobivamo

flx0. x1] — so L pSitSo— 2f[xg, X4]
h h
flx1, Xo] — 1 S1 + So — 2f[xo, X1]
_Muelms .
h, 2

Sredivanjem, izlazi prva jednadzba

hosg + (h1 + h2)$1
(ht +2(hy + ho))ha fx0, 1] + % flx1, X
hi + ho '
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Not-a-knot (nije ¢vor) splajn — kraj
Na sli¢an nacin dobivamo i zadnju jednadzbu

(hp—1 + hn)sp—1 + hp_18p
(hn + 2(hp—1 + hn))hn—1 f[Xp_1, Xn] + h,27 f[Xn—2, Xn—1]
hnf1 + hn .

Gregka aproksimacije za funkcijske vrijednosti je O(h*).

Porijeklo naziva “not-a-knot”:
» kubicni splajn uobi¢ajeno ima neprekidne druge derivacije
u unutarnjim ¢évorovima xq, ..., Xp_1.
» Treca derivacija funkcije ¢, opéenito, “puca”.
» Kod “not-a-knot” splajna, u xi i x,_1 ne puca tre¢a
derivacija, pa to nisu “pravi” ¢vorovi splajna.
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Ostali rubni uvjeti

(f) Ostali rubni uvjeti

Svi dosad opisani nacini zadavanja rubnih uvjeta “Cuvaju”

» trodijagonalnu strukturu linearnog sustava za nepoznate
parametre s.

Za aproksimaciju periodickih funkcija (na intervalu koji
odgovara periodu) zahtijeva se periodi¢nost prve i druge
derivacije u rubovima

@' (%) =¢'(xn),  ¢"(%) = ¢"(xn),
8to vodi na jednadzbe

Pi(%) = Pa(xn), P (X0) = P(Xn)-
Dobiveni linearni sustav viSe nije trodijagonalan.
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Greska kubicne splajn interpolacije

Neka je f € C?[a, b] i pretpostavimo da

» fima ograniCenu i integrabilnu Cetvrtu derivaciju na
svakom podintervalu [xx_1, Xk].

Tada je
1) — () e < o 4]
= 384 oo
1
170 = ¢(0)le < g H 17

3
1#00 = " ()l < 5 (19,

1/1
17760 " (0l < 5 (5 +5) IO

gdje je 5 := (maxy hg)/(mingk hx) mjera neuniformnosti mreze.
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Greska kubi¢nog splajna i rubni uvjeti

Ove ocjene greske, naravno, vrijede samo uz pretpostavku
» da su i rubni uvjeti dovoljno to¢ni,
» 1j. i oni zadovoljavaju odgovarajucu ocjenu greske.

U protivhom, gubimo to¢nost pri rubovima.

Napomena.

» Dozvoljeno je kombinirati razne oblike rubnih uvjeta u
jednom i drugom rubu.
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Demo — Not-a-knot kubiCna splajn interp.

Pokazati kako izgleda Not-a-knot kubic¢na splajn interpolacija
na primjeru funkcije Runge:

1

- 1_‘_7)(2, X € [_5,5],

f(x)

na ekvidistantnim mrezama s parnim brojem podintervala.
Slike interpolacija i greSaka su na sljede¢im stranicama.
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Kubicna splajn interp. (Not-a-knot) — Runge

f(x)

15

-0.5

Kubicna splajn interpolacija (Not-a-knot) s 2 podintervala

' : funkcija

interpolacija
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Kubicna splajn

greska

-0.1

-0.2

-0.3

-0.4

-0.5

-0.6

-0.7

interp. (Not-a-knot) — Runge

Greska s 2 podintervala

reska
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Kubicna splajn interp. (Not-a-knot) — Runge

Kubicna splajn interpolacija (Not-a-knot) s 4 podintervala
15 T T T T
funkcija
interpolacija

05 |

f(x)

-0.5
-2

64/111



Kubicna splajn interp. (Not-a-knot) — Runge

Greska s 4 podintervala
0.4 T T T T

03 —

02 B

0.1 H 5

greska
o

-0.1 —

-0.2 + -

03 | B

0.4 1 1 1 1 1
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Kubicna splajn interp. (Not-a-knot) — Runge

f(x)

15

-0.5

Kubicna splajn interpolacija (Not-a-knot) sa 6 podintervala

' : funkcija

interpolacija
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Kubicna splajn interp. (Not-a-knot) — Runge

Greska sa 6 podintervala

0.1 T T T T
0.05 | .
0
]
X
[
IS
[=2)
-0.05 | .
-0.1 —
-0.15 1 1 1 1 1
-4 -2 0 2 4
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Kubicna splajn interp. (Not-a-knot) — Runge

f(x)

15

-0.5

Kubicna splajn interpolacija (Not-a-knot) s 8 podintervala

' : funkcija

interpolacija
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Kubicna splajn interp. (Not-a-knot) — Runge

greska

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

-0.05

-0.06

Greska s 8 podintervala

WA

greska

\/\/\/\/

X
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Kubicna splajn interp. (Not-a-knot) — Runge

f(x)

15

-0.5

Kubicna splajn interpolacija (Not-a-knot) s 10 podintervala

' : funkcija

interpolacija
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Kubicna splajn interp. (Not-a-knot) — Runge

greska

0.015

0.01

0.005

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

-0.025

Greska s 10 podintervala

[ greska —— | reska

N

S
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Primjer — prirodni splajn

Primjer. Neka je
f(x) = sin(mx).

Nadite prirodni splajn koji aproksimira funkciju f na [0, 1] s
¢vorovima interpolacije x, = 0.2-k,zak =0,...,5.

IzraCunajte vrijednost tog splajna u tocki 0.55.

Cvorovi su ekvidistantni s razmakom h = 0.2, pa “srednje”
jednadzbe linearnog sustava za splajn glase

hsi_1 + 4hs, + hsk+1 = 3(hf[Xk_1 , Xk] + hf[Xk, Xk+1]),
zak=1,...,4.

Za racun “na ruke” mozemo skratiti h. Medutim, u programu
koji raCuna rjesSenje ostaju polazne jednadzbe. Zato ne kratim.
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Primjer — prirodni splajn

Dodatne jednadzbe (prva i zadnja) za prirodni splajn su

259 + s1 = 3f[xo, X1],

Za desnu stranu sustava trebamo prve podijeljene razlike

Xk

f[xk]

S4 + 285 = 3f[X4,X5].

X, Xic11]

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.0000000000
0.5877852523
0.9510565163
0.9510565163
0.5877852523
0.0000000000

2.9389262615
1.8163563200
0.0000000000
—1.8163563200
—2.9389262615
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Primjer — prirodni splajn

Iz svih ovih podataka dobivamo linearni sustav za “nagibe” sy

(2.0 1.0 1 Tso] [ 8.8167787844 1
0.2 0.8 0.2 S 2.8531695489
0.2 0.8 0.2 s | | 1.0898137920

0.2 0.8 0.2 | s3| | —1.0898137920

0.2 0.8 0.2 S4 —2.8531695489

i 1.0 20| |ss| | —8.8167787844

RjesSenje tog linearnog sustava (GE bez pivotiranja) je

So = —S5 = 3.1387417029,
S = —84 = 2.53929537886,
Sp = —S3 = 0.9699245271.
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Primjer — prirodni splajn

Zadana to¢ka x = 0.55 nalazi se u intervalu [xz, x3] = [0.4,0.6].
Restrikcija splajna ¢ na taj interval je kubicni polinom ps, kojeg
nalazimo iz tablice podijeljenih razlika

t ‘ flt] fltk, k1] s tierts B2l flts -5 tira)

0.4 0.9510565163
0.9699245271

0.4 | 0.9510565163 —4.8496226357

0609510565163 _0'0000osoos) —4.8496226357 0000000000

0.6 | 0.9510565163 -

Odavde odmabh slijedi da je ps, zapravo, kvadratni polinom

p3(x) = 0.9510565163 + 0.9699245271(x — 0.4)
— 4.8496226357(x — 0.4)2.
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Primjer — prirodni splajn
Pogledajmo jo$ aproksimacije za funkciju, prvu i drugu
derivaciju u tocki 0.55.

funkcija prva derivacija  druga derivacija

j=0 j=1 j=2

©U)(0.55) | 0.9874286861 —0.4849622636 —9.6992452715
fU)(0.55) | 0.9876883406 —0.4914533661 —9.7480931932
greska |0.0002596545 —0.0064911026 —0.0488479218

Aproksimacije su vrlo tocne, iako je h relativno velik, jer funkcija
sin(mx) zadovoljava prirodne rubne uvjete u 0 i 1.

Gregka aproksimacije funkcije je reda velitéine O(h*), prve
derivacije O(h%), a druge derivacije O(h?).
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Po dijelovima polinomna interpolacija

Po dijelovima paraboli¢ka interpolacija
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Po dijelovima paraboliCka interpolacija

Ako stavimo m = 2, tj. na svakom podintervalu uzmemo
kvadratni polinom, onda

» moramo naci 3n koeficijenata,
» aimamo 2n uvjeta interpolacije za funkcijske vrijednosti.

Zahtijevamo da aproksimacijska funkcija ¢ u unutarnjim
cvorovima interpolacije xi, ..., x,_1 ima

» neprekidnu prvu derivaciju, pa smo dodali jo§ n — 1 uvjet.
» dakle, treba nam jo$ jedan uvjet!
Taj uvjet ne moze se postaviti simetricno, ali se aproksimacija
moze naci.
Ovaj pristup se uobicajeno ne Koristi, jer kontrolu derivacije
mozemo napraviti samo na jednom rubu.
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Parabolicki splajn — natuknice

Simetricnost, nalik na kubi¢ni splajn, dobivamo tako da
» Cvorovi interpolacije xx nisu rubne tocke podintervala
za parabolicki splajn, tj. imamo dvije mreze i razlikujemo
» Cvorove splajna (tc) od Cvorova interpolacije (x).
Cvorove za splajn stavljamo izmedu to¢aka podataka
Xo<fh< Xy <l <Xo<-++< Xp_q<lh_1<Xn,
a na rubovima mozemo staviti t_1 < xg i xp < f.
Tako dobivamo n + 1 kvadratnih polinoma py, na intervalima
[tk_1, ], za k = 0,..., n. Uvjeti interpolacije i liepljenja funkcije

i derivacije u unutarnjim ¢vorovima splajn mreze, ostavljaju
tocno dva rubna uvjeta u t_q i t,.
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Dodatna literatura o splajnovima

Standardni izbor ¢vorova za splajn mrezu je u polovistima

intervala izmedu podataka,
Xk + X,
tk:%, k=0,....n—1.

Na rubovima se uzima t_1 = xp i t, = xp, pa se zadaju rubni
uvjeti na prvu derivaciju u xg i Xp.

Postoji cijela teorija splajn funkcija — ne samo polinomnih.
» Vektorski prostor, “lokalna” baza — B—splajnovi, itd.
Dodatna literatura:

» Carl de Boor,
A Practical Guide to Splines (Revised Edition),
Springer, New York, 2001.

80/111



Po dijelovima polinomna interpolacija

Usporedba raznih vrsta interpolacije
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Demo — Interpolacija izmjerenih podataka

Pokazati kako izgleda usporedba raznih vrsta interpolacije:

» interpolacija polinomima,
» Akimina po dijelovima kubi¢na kvazihermiteova
interpolacija:

» koristi se aproksimacije derivacija,
» usrednjava podijeljene razlike preko 5 susjednih évorova,
» s ciliem da se sprijeCe oscilacije interpolacijske funkcije ¢:

» interpolacija Not-a-knot kubi¢nim splajnom,

na skupu izmjerenih podataka u praksi,
» s raznim izborima ¢vorova interpolacije.

Ovo je poznato “tezak” primjer za interpolaciju!
Razlog: podaci naliCe na arctg = integral funkcije Runge. Cijeli
demo je na sljedec¢im stranicama.
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Eksperimentalno izmjereni podaci — tablica

Originalni eksperimentalno izmjereni podaci su 24 tocCke:

K| x Yk K| Xk Yk K| Xk Yk

1] 10.00 | 0.42 9] 11.60 | 0.65 17 | 12.16 | 3.40
21 10.20 | 0.48 10 | 11.80 | 0.74 18 | 12.20 | 3.83
3| 10.40 | 0.51 11| 11.89 | 0.91 19 | 12.28 | 4.27
4 1 10.60 | 0.52 12 | 11.96 | 1.29 20 | 12.36 | 4.53
51 10.80 | 0.53 13 | 12.00 | 1.52 21 | 1244 | 4.62
6 | 11.00 | 0.55 14 | 12.04 | 1.87 22 | 1250 | 4.64
7 | 11.20 | 0.58 15| 12.08 | 2.35 23 | 13.00 | 4.64
8 | 11.40 | 0.61 16 | 12.12 | 2.89 24 | 14.00 | 4.64
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Eksperimentalno izmjereni podaci

Originalni eksperimentalni podaci - 24 tocke
7 T T T T T T T

xX X
><><

X
X
3t % .
X
X

X

X
X X X X X X x x X

ERS ]
10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
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Polinom — 6 ¢vorova

Interpolacijski polinom kroz 6 tocaka
7 T T T T T T T

a kb \/ podaci X ||

Cvorovi [
olinom

10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
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Akima — 6 Cvorova

Po dij. kubicna kvazi-Hermiteova interpolacija (Akima) kroz 6 tocaka

T T T T T T T
% ]

N podaci X

cvorovi @
kvazi-Hermite
1 1 1 1 1 T I

10 10.5 11 115 12 125 13 135 14
X

86/111



Kubicni splajn — 6 ¢vorova

Kubicna splajn interpolacija (Not-a-knot) kroz 6 tocaka
7 T T T T T T T

X
K
v
=

a kb podaci X
cvorovi @
spline
T

10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
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Sve tri interpolacije zajedno — 6 ¢vorova

Sve tri interpolacije kroz 6 tocaka

peeact
cvorovi @
polinom
kvazi-Hermite
splineI

10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
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Polinom — 9 ¢vorova (loSije!)

Interpolacijski polinom kroz 9 tocaka (Max = 257)
7 T T T T T T T

podaci X
cvorovi @
olinom

10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
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Akima — 9 Cvorova

Po dij. kubicna kvazi-Hermiteova interpolacija (Akima) kroz 9 tocaka

N podaci X
cvorovi @
kvazi-Hermite
1 1 1 1 1 T I
10 10.5 11 115 12 125 13 135
X

14
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Kubicni splajn — 9 ¢vorova

Kubicna splajn interpolacija (Not-a-knot) kroz 9 tocaka
7 T T T T T T T

'
X
/3
3

a kb podaci X
cvorovi @
spline
T

10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
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Sve tri interpolacije zajedno — 9 ¢vorova

Sve tri interpolacije kroz 9 tocaka

> X
2 X 7
A . s e =N
0 r ¥ podact
\ cvorovi @

bk polinom i

vazi-Hermite

spline

-2 1 1 1 1 1 | W - T
10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14

X
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Polinom — 13 ¢vorova

(jos losije!)

Interpolacijski polinom kroz 13 tocaka (Max = 125146)

T T T T T T
T | ]
B % 4
g X K X K X X x
N podaci X
cvorovi @
olinom
1 1 1 1 1
10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
X
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Akima — 13 ¢évorova

Po dij. kubicna kvazi-Hermiteova interpolacija (Akima) kroz 13 tocaka

T T T T T T T
% ]

N podaci X

cvorovi @
kvazi-Hermite
1 1 1 1 1 T I

10 10.5 11 115 12 125 13 135 14
X
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Kubicni splajn — 13 Cvorova

Kubicna splajn interpolacija (Not-a-knot) kroz 13 tocaka

T T T T T T T
x;)’\: = x
L of 4
X
L v 4
X
L d 4
e

T ="

N podaci X ||
cvorovi @
spline

1 1 1 1 1 1 I
10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
X
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Sve tri interpolacije zajedno — 13 ¢vorova

Sve tri interpolacije kroz 13 tocaka

7 T T T T T T
6 - -4
5 = -
4 x X
el
ar v 7
X
3r W 7
> %
2 F 1(,‘ =
r -u__y—f 7]
F——ir—¢ I((
0 podact
cvorovi @
bk polinom i
kv@zi-Hermite
spline
-2 1 1 1 1 1 T
10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14

X
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Korekcija — dopuna izmjerenih podataka

Gdje je problem?
» Pred kraj podataka, na “ravnom” dijelu, imamo premalo
izmjerenih tocaka.
» PonaSanje y-vrijednosti je toliko ocito, da se ne isplati raditi
“gusca” mjerenjal!
Medutim, za dobru aproksimaciju — tamo ipak fale podaci, koje
bismo mogli uzeti kao tocke za interpolaciju.

Kad je vec¢ tako “ocito”, nitko nam ne brani da tamo dodamo to
8to fali u originalnim mjerenjima.
» Zato, u okolini x = 13 — izmedu 12.5i 14, dodajemo joS 6
toCaka, sve s istom vrijedno$éu 4.64.

Tako dobivamo puno veci izbor ¢vorova za interpolaciju!
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Korigirani izmjereni podaci — tablica

Korigirani eksperimentalno izmjereni podaci imaju 30 toCaka:

K| Xk Yk K| X Yk K| X Yk
1] 10.00 | 0.42 11| 11.89 | 0.91 21 | 12.44 | 4.62
2| 10.20 | 0.48 12 | 11.96 | 1.29 22 | 1250 | 4.64
3| 10.40 | 0.51 13 | 12.00 | 1.52 23 | 12.60 | 4.64
4 | 10.60 | 0.52 14 | 12.04 | 1.87 24 | 12.80 | 4.64
51 10.80 | 0.53 15| 12.08 | 2.35 25 | 13.00 | 4.64
6 | 11.00 | 0.55 16 | 12.12 | 2.89 26 | 13.20 | 4.64
7 | 11.20 | 0.58 17 | 12.16 | 3.40 27 | 13.40 | 4.64
8 | 11.40 | 0.61 18 | 12.20 | 3.83 28 | 13.60 | 4.64
9| 11.60 | 0.65 19 | 12.28 | 4.27 29 | 13.80 | 4.64
10 | 11.80 | 0.74 20 | 12.36 | 4.538 30 | 14.00 | 4.64
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Korigirani (dopunjeni) izmjereni podaci

Korigirani eksperimentalni podaci - 30 tocaka
7 T T T T T T T

XXX X X X X X X
X
X
X
3t % .
X
X

X

X
X X X X X X x x X

10 10.5 11 115 12 125 13 135 14
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Polinom — 6 ¢vorova

Interpolacijski polinom kroz 6 tocaka (Max = 7.4)

XXX X X

® X X X X x x x X

podaci X
cvorovi @
olinom

10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
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Akima — 6 Cvorova

Po dij. kubicna kvazi-Hermiteova interpolacija (Akima) kroz 6 tocaka

N podaci X
cvorovi @
kvazi-Hermite
1 1 1 1 1 T I
10 10.5 11 115 12 125 13 135

14
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Kubicni splajn — 6 ¢vorova

Kubicna splajn interpolacija (Not-a-knot) kroz 6 tocaka

T T T T T T T
XXX X X W X X | ]
X
L o 4
/]
B X N
X
L . 4
W
L « 4
W x x x x w x x x X
N podaci X ||
cvorovi @
spline
1 1 1 1 1 1 I
10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
X
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Sve tri interpolacije zajedno — 6 ¢vorova

Sve tri interpolacije kroz 6 tocaka

peeact
cvorovi @
polinom
kvazi-Hermite
splineI

10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
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Polinom — 9 ¢vorova

Interpolacijski polinom kroz 9 tocaka (Max = 23)

(logije!)

T T T T T T T
X X X %
N podaci X ||
cvorovi @
olinom
1 1 1 1 1
10 10.5 11 115 12 125 13 135 14
X
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Akima — 9 Cvorova

Po dij. kubicna kvazi-Hermiteova interpolacija (Akima) kroz 9 tocaka

T T T T T T T
= ]

N podaci X

cvorovi @
kvazi-Hermite
1 1 1 1 1 T I

10 10.5 11 115 12 125 13 135 14
X
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Kubicni splajn — 9 ¢vorova

Kubicna splajn interpolacija (Not-a-knot) kroz 9 tocaka

7 T T T T T T T
6 - —
5 - -
KIKB X X YRR
/1
4+ of E
X
3 ] N
> X
2 F X 7
1 KK
L i 4
X X mX X X ®m._X X
0
a kb podaci X ||
cvorovi @
spline
-2 1 1 1 1 1 1 T
10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
X
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Sve tri interpolacije zajedno — 9 ¢vorova

Sve tri interpolacije kroz 9 tocaka
7 T T T T T T T

! w l
0 | W

odacH
\Avorovi  ®

bk polinom i
kvazi-Hermite
spline
-2 1 1 1 1 1 T
10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
X
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Polinom — 13 ¢vorova

Interpolacijski polinom kroz 13 tocaka (Max = 889)

(jos losije!)

T T T T U T
X X + X X T X
® X L X X X x
| podaci | X ||
cvorovi | ®
olinom 14
1 | 1 1 1 I
10 10.5 11 115 12 12.5 13 13.5 14
X
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Akima — 13 ¢évorova

Po dij. kubicna kvazi-Hermiteova interpolacija (Akima) kroz 13 tocaka

T T T T T T T
% % ]

N podaci X

cvorovi @
kvazi-Hermite
1 1 1 1 1 T I

10 10.5 11 115 12 125 13 135 14
X

109/111



Kubicni splajn — 13 Cvorova

Kubicna splajn interpolacija (Not-a-knot) kroz 13 tocaka

7 T T T T T T T
6 - -
5 - . -
x:x;'.,\ K H—HX——X—
4r 7 7
X
3 ] N
> X
2r i 7
X
1+ L E
BN X R TR
0
a kb podaci X ||
cvorovi @
spline
2 1 1 1 1 1 1 T
10 10.5 11 11.5 12 12.5 13 13.5 14
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Sve tri interpolacije zajedno — 13 ¢vorova

Sve tri interpolacije kroz 13 tocaka

7 T T T T U T
6 - -4
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