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Sadrzaj predavanja

Interpolacija polinomima
Koliko je “dobar” interpolacijski polinom?
Interpolacija u Cebigevljevim to¢kama
Hermiteova polinomna interpolacija
Primjena interpolacije: numeriCko deriviranje

Po dijelovima polinomna interpolacija
Po dijelovima linearna interpolacija
Primjer za linearnu splajn interpolaciju
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Interpolacija polinomima
Koliko je “dobar” interpolacijski polinom?
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Koliko je dobar interpolacijski polinom?

U praksi se obi¢no koriste

» interpolacijski polinomi niskih stupnjeva — do 5.
Zasto?
Za neke funkcije i za neke izbore toCaka interpolacije,
povecavanje stupnja interpolacijskog polinoma

» moze dovesti do povecanja greSaka.

Promotrimo nekoliko karakteristi¢nih primjera. Legenda:
» crna boja — funkcija f,
» crvena boja — interpolacijski polinom py,.

Ekvidistantna mreza s n+ 1 ¢vorova u intervalu [a, b] ima
évorove x,gn) =a+k-hp,zak=0,...,n,uz hy=(b—a)/n.
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Primjer — logaritamska funkcija
Promotrimo grafove interpolacijskih polinoma stupnjeva 16 koji
interpoliraju funkciju
f(x) = logyo(x)
na ekvidistantnoj mrezi za x € [0.1,10].

Primijetit ete da je greska interpolacije
» najveca na prvom intervalu.

Razlog: funkcija logq(x) ima singularitet u 0, a poCetna tocka
interpolacije 0.1 je vrlo blizu tog singulariteta.

Nadalje, promotrite kako se interpolacijski polinom ponasa
izvan intervala interpolacije (tzv. “ekstrapolacija”).
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Logaritam — ekvidistantna mreza

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 1.
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Logaritam — ekvidistantna mreza

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 2.
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Logaritam — ekvidistantna mreza

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 3.
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Logaritam — ekvidistantna mreza

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 4.
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Logaritam — ekvidistantna mreza

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 5.
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Logaritam — ekvidistantna mreza

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 6.
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Logaritam — ekvidistantna mreza, greska

Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 1.

Pratite skalu na y-osi.
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Logaritam — ekvidistantna mreza, greska

1 2 3 4 5 G —F—=8—9 10 <

Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 2.

Pratite skalu na y-osi.
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Logaritam — ekvidistantna mreza, greska
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Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 3.

Pratite skalu na y-osi.
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Logaritam — ekvidistantna mreza, greska
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Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 4.

Pratite skalu na y-osi.
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Logaritam — ekvidistantna mreza, greska
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Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 5.

Pratite skalu na y-osi.
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Logaritam — ekvidistantna mreza, greska

0.25

—0.25

Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 6.

Pratite skalu na y-osi.
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Primjer Runge

Njemacki matemati¢ar Runge (1901. g.) prvi je uoCio
» probleme koji nastupaju kod interpolacije polinomima na
ekvidistantnim mrezama ¢vorova.

» Konstruirao je funkciju — poznatu kao funkcija Runge

f(x) na [-5,9],

s

takvu da niz interpolacijskih polinoma na ekvidistantnim
mrezama ne konvergira prema toj funkciji.

Promotrimo interpolaciju polinomima stupnjeva
» 1-6, 8,10, 12, 14 i 16 (parnost funkcije!),
na ekvidistantnim mrezama ¢vorova u [-5, 5].
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 T

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 1.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

75 —4 -3 -2 -1

12345“;90

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 2.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

6 5 -4 -3 —2 1 1 2 3 4 5 6 =

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 3.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

~6 \7 —2 -1

12\\475690

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 4.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

6 5—4 -3 —2 1 1 2 3 1—5 6 =

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 5.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

6 75 4 NS0

12\_/54\690

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 6.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 8.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

6 ds XT3 2 1 1 2 3\ 6 =

-1

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 10.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

6 ds XT3 2 1 1 2 3\ 6 =

-1

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 12.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza

Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 14.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza
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Ekvidistantna mreza,
interpolacijski polinom stupnja 16.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza, greska

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 T

Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 1.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza, greska
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Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 2.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza, greska

6 —p =43 =% _1 1 >3 4+ 5 6 =

Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 3.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza, greska

0.5

ANERVA

—6 5 —4 -3 -2 -1 1 2 3 4 6

—0.5

Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 4.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza, greska
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Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 5.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza, greska
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Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 6.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza, greska

-6 45 A\ =% -2 > 2 \3_/4 6 =

Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 8.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza, greska

Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 10.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza, greska

Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 12.
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Primjer Runge — ekvidistantna mreza, greska

Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 14.

40/161



Primjer Runge — ekvidistantna mreza, greska

Ekvidistantna mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 16.
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Analiza

Za primjer Runge moze se provesti pazljiva analiza (vidi
skriptu) i pokazati da

» Cim je |x| > 3.63.. ., a interpolira se u ekvidistantnim
¢vorovima, niz interpolacijskih polinoma divergira.

Sljedeci primjer pokazuje da postoji jo$§ gora situacija — niz
interpolacijskih polinoma konvergira samo u 3 tocke.

Primjer. (Bernstein, 1912. g.) Neka je
f(x) = Ix|
i neka je p, interpolacijski polinom u n + 1 ekvidistantnih

¢vorova na [—1,1]. Tada |f(x) — pa(x)| — 0, kad n — oo, samo
u tri toGke: x = —1,0, 1.
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Primjer Runge — nastavak

Moze li se funkciji Runge “pomoci”? Moze!
Ako umijesto ekvidistantnih ¢vorova interpolacije uzmemo
neekvidistantne, to€nije,
» tzv. Cebisevljeve tocke,
onda ¢e, porastom stupnja n, niz interpolacijskih polinoma p,,
» konvergirati (i to uniformno) prema funkciji f.

Na intervalu [a, b], uzlazno poredane Cebisevljeve toke su

_atb b-a 2n—k)+ 1)

= k=0,...,n.
Xk 5 + 5 cos 5012 , 0,....n

O njima vise — malo kasnije. Prvo primjer za funkciju Runge.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 T

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 1.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza

6/4 -3 —2 1

1234§6$

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 2.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza

6 5 -4 -3 —2 1 1 2 3 4 5§ =

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 3.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza

-6 —5\c4/-3 -2 -1 1 2 3\4/5 6 =

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 4.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 T

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 5.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza

—6 75 —4>=% —2 -1

12Y4\6I

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 6.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 T

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 8.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza

6 ]15 4 -3 2 1

1234X6w

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 10.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 T

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 12.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza

6 T5 4 3 2 1

12341\690

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 14.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 T

Cebisevljeva mreza,
interpolacijski polinom stupnja 16.

54/161



Primjer Runge — Cebisevljeva mreza, greska

5 —=F -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 0B =

Cebisevljeva mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 1.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza, greska

-6 -5 4 -3 -2 -1 1 2 3 5 6 T

Cebisevljeva mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 2.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza, greska

6 -5 —I—=3—22 -1 1 2~—=-—71 5 6 =

Cebisevljeva mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 3.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza, greska

—0.5

Cebisevljeva mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 4.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza, greska

—6 /5 —4 >3 _—2/-1 1\2_3 4 6 =

—0.25

Cebisevljeva mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 5.

59/161



Primjer Runge — Cebisevljeva mreza, greska
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Cebisevljeva mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 6.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza, greska
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Cebisevljeva mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 8.
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Primjer Runge — Cebisevljeva mreza, greska
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Cebisevljeva mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 10.
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Primjer Runge — Cebi8evljeva mreza, greska
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Cebisevljeva mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 12.
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Primjer Runge — Cebi8evljeva mreza, greska
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Cebisevljeva mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 14.
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Primjer Runge — Cebi8evljeva mreza, greska

i T i

—0.095

Cebisevljeva mreza,
greska interpolacijskog polinoma stupnja 16.
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Jesmo li spaseni?

Sljedeéi teorem ukazuje na to da je

» nemoguce naci takav izbor tocaka interpolacije
polinomima, Kkoji bi bio dobar za svaku funkciju.

Teorem. (Faber, 1914. g.) Za svaki moguci izbor tocaka
interpolacije, tj. za svaki niz skupova ¢vorova

X(”):{xé”),..., (M neN,

postoji neprekidna funkcija f, za €iji niz interpolacijskih
polinoma p,, stupnja n, s &vorovima iz skupa X", vrijedi

1(x) = Pn(X)lloc 7 O.

Dakle, nema (uniformne) konvergencije, tj. “nema spasa”!
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Interpolacija polinomima

Interpolacija u Cebigevljevim tockama
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Greska interpolacije — $to se moze uciniti?
Neka je p, interpolacijski polinom za funkciju f s medusobno
razliCitim Cvorovima interpolacije xx € [a,b],za k =0,...,n.

U bilo kojoj tocki x € [a, b] za gresku interpolacijskog polinoma
Pn vrijedi

w(X) n
D).

e(x) == f(x) — pn(x) = (n+ 1)1

za neku to¢ku & € (Xmin, Xmax) < (@, b), uz
Xmin := MiN{Xo, ..., Xn, X}, Xmax := Max{Xxo, ..., Xn, X}

Ako je funkcija f unaprijed zadana, onda faktor s derivacijom
funkcije f teSko mozemo “kontrolirati”.
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Sto moZzemo napraviti?

ldealno bi bilo minimizirati po apsolutnoj vrijednosti maksimalnu
gres$ku aproksimacije, tj. ||f — pnl/cc — min, na Zeljenom
intervalu [a, b].

» Polinom pj, za koji je maksimalna greSka minimalna se
moze konstruirati.

» Kad promatramo gre$ku e*(x) polinoma p;;, moze se
pokazati da za dvije susjedne tocke xj* [ xj*+1 u kojima
|e*(x)| poprima lokalne maksimume, vrijedi
e (x7) = —€°(x'y,).

» Jedina je nevolja da je postupak trazenja takve
aproksimacije iterativan (Remesov algoritam), tj. takvu
aproksimaciju nije jednostavno naci.

» Takva aproksimacija zove se minimaks aproksimacija
funkcije f na intervalu [a, b].
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Polinom ¢vorova — razne mreze ¢vorova

Umjesto egzakine minimaks aproksimacije pj, funkcije f na
intervalu [a, b], zadovoljimo se “skromnijim” ciljem:
» ako mozemo birati cvorove interpolacije xo, . . ., Xn,

» minimizirajmo maksimalnu apsolutnu vrijednost (gresku)
polinoma ¢vorova

n

w(x) = [T (x = x0).

k=0
Pogledajmo kako izgleda polinom ¢vorova. Ako su ¢vorovi

» ekvidistantni — najmanja greska je pri sredini intervala, a
raste prema rubu,

» Cebigevljevi— maksimalna greska je jednaka na svakom
podintervalu izmedu ¢&vorova, ukljucivo i rubove a, b.
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Polinom ¢vorova za n = 6, ekvidistantna mreza

180

140

140

1-80

w(x) na [-3,3], za n = 6, ekvidistantna mreza
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Polinom &vorova za n = 6, Cebigevljeva mreza

180

- \if///—d 1 2 \\/3 x

1-80

w(x) na [-3,3], za n = 6, Cebisevljeva mreza
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Cebisevljeve tocke

Prethodne slike navode na Cinjenicu da,
» kad se uzmu Cebigevljevi &vorovi,
» greSka mijenja znak, a
» susjedni maksimumi greSaka su po apsolutnoj vrijednosti
priblizno jednaki (v. primjer Runge).
Takvu aproksimaciju zovemo skoro minimaks aproksimacija.
Sve dokaze provodit éemo na “standardnom” intervalu [—1, 1].

Ako je funkcija f zadana na nekom drugom intervalu, onda ju
linearnom (afinom) transformacijom

y=cx+d

svodimo na interval [—1,1].
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Cebisevljeve tocke

Pokazimo da Cebigevljevi vorovi minimiziraju maksimalnu
apsolutnu vrijednost polinoma ¢vorova, tj. da minimiziraju

max (X —Xp) - (X — Xn)|-
max [(x = x) - (x = o)

Na intervalu [a, b], uzlazno poredane Cebisevljeve totke su

_a+b b—a.C 2n—k)+1)r

— k=0,...,n.
Xk 5 + 5 0S 5n1 o , 0,....,n

Ako je a= —1, b= 1, onda su Cebisevljeve tocke xx, za

k=0,...,n,
» sve nulto&ke Cebisevljevog polinoma prve vrste Thit.

74/161



Cebisevljevi polinomi — definicija i rekurzija
Cebisevljevi polinomi prve vrste, oznaka je Ty, za n > 0,
definirani su relacijom

Th(x) = cos(narccos x), x € [—1,1].
Polinomi T, zadovoljavaju troclanu rekurzivnu relaciju
Thi1(X) —2xTh(x) + Th—1(x) =0, neN,
(dokaz = zbroj cosinusa preko produkta, za x = cos ¢), uz start

To(x) =1, Ti(x)=x.

Iz ove rekurzivne relacije odmah slijedi da je T, polinom stupnja
n. Usput, za |x| > 1 vrijedi Tp(x) = ch(nArchx).

75/161



Cebisevljevi polinomi — nultocke i ekstremi

Nultocke i ekstreme polinoma T,. ¢ nije teSko izracunati.

Njegove nultocke su (silazno indeksirane — kracéa formula)

B 2k +1)m B
Xy = COS (1)’ k=0,...,n,
dok su ekstremi na segmentu [—1, 1] (opet, silazno indeksirani)
k
x,’(:cos—ﬂ, k=0,....,n+1.
n+1

Vrijednost Cebigevljevog polinoma u ekstremu je
To1(Xp) = (=15, k=0,....,n+1.

Primijetite da tih ekstrema ima toc¢no n+ 2 (rubovi —1i1 su
uklju€eni) i da pripadne vrijednosti alterniraju po znaku.
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Cebisevljevi polinomi — graf

Graf prvih nekoliko Cebigevljevih polinoma T, na [—1, 1].

Y

.75

.5
Tz(!)?)
—1/-0.% —0.5—0.25, 0.25\0.5 P75/ 1 T T3(x)
.25 Ty(z)

—0.5

—0.75
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Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije

Cebisevljevi polinomi T, imaju vazno svojstvo minimizacije
“uniformnog otklona polinoma od nule” na segmentu [—1, 1].

Teorem. Za zadani prirodni broj n, promatrajmo minimizacijski
problem

Tni= inf { max |x" + P(x)]},
deg(P)<n-1 —1<x<1
gdje je P polinom. Minimum 7, se dostize samo za polinom
1

x" 4 P(x) = on—1

Th(x).

Pripadna pogreska ili “otklon od nule” je 7, =

on-1"°
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Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije
Dokaz. Iz tro¢lane rekurzije, nije teSko induktivno dokazati da je
vodeci koeficiient u T, jednak 271, 1j. da je

Ta(x) = 2" 'x" 4+ &lanovi nizeg stupnja, n> 1.

Zbog toga vrijedi da je

onT Tn(x) = x" + Clanovi nizeg stupnja.

TocCke
km
x,’(:cosﬁ, k=0,...,n,

su lokalni ekstremi od T, na [—1,1].
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Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije

Ocito je
=X, <Xp_q<--<Xg<xp=T1.

U tim tockama je

Ta(xp) = cos(kr) = (=1)%, k=0,...,n.

Polinom 21 T, ima vodeci koeficijent jednak 1 i vrijedi

max 1—T = L
_1<x<i|2n=1 7| T on-1"

Zbog toga je
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Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije
Pokazimo da je 7, ba$ jednak desnoj strani. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je

T < F

Pokazat ¢emo da to vodi na kontradikciju.

Iz definicije 7, preko infimuma i prethodne pretpostavke,
zaklju€ujemo da postoji polinom M takav da je

M(x) = x" + P(x), deg(P)<n-1,
za kojeg vrijedi

1
< max |M(x )
Tn > _1§a)'(§1 ’ ( )‘ < 2n_‘|
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Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije

Definiramo
1
R(x) = ot Th(x) — M(x).
No, vodeci koeficijenti polinoma s desne strane se skrate, pa je
deg(R) <n—1.

Ispitajmo vrijednosti funkcije R u lokalnim ekstremima polinoma
Th. 1z gornje ograde za 7, redom, izlazi

RO4) = R(1) = gy — M(1) >0,

1
F?(}(4 ) — _‘ié;;:ﬁ’ - Ibq()(4) < (),

82/161



Cebisevljevi polinomi — svojstvo minimizacije
tj. za polinom R vrijedi
sign(R(x;)) = (—-1)X, k=0,...,n

Buduci da ima bar n + 1 razliciti predznak, to mora postojati bar
n nultoCaka, $to je moguce samo ako je R = 0. Odatle odmah
izlazi da je

M(x) = Th(x).

on—1

No, onda je quaﬁ1 IM(x)| = 1/2"", §to je kontradikcija s < .
_1<x<

Sad bi jo$ trebalo pokazati da je to jedini polinom s takvim

svojstvom. Taj dio dokaza vrlo je slican ovom §to je vec
dokazano. Istim argumentom izlazi opet M(x) = 51+ Tj(x).
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Interpolacija u Cebisevljevim todkama

Vratimo se sad polaznom problemu optimalnog izbora ¢vorova
interpolacije.

Zelimo izabrati évorove interpolacije xx € [—1, 1] tako da
minimiziraju

max X—Xp):-(X—X
max [(x—x) - (x o)

Polinom &vorova w u prethodnoj relaciji je stupnja n+ 1 iima
vodeci koeficijent 1. Po Teoremu o minimalnom otklonu,
minimum ¢emo dobiti ako stavimo

W(3) = (X 30) (X = X0) = o Toir ()

a minimalna ¢e vrijednost biti max |w(x)| = 1/2".
—1<x<1
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Interpolacija u Cebisevljevim todkama

Odatle odmah ¢itamo da su €vorovi X, . . . , X, nultocke
polinoma T,. 1. U silaznom poretku, te nultocke su
Ck+1)n
Xk =c0s————, k=0,...,n.
k 2n+ D) ’ ) )

Uzlazni poredak dobivamo zamjenom indeksa k — n — k.

Afinom transformacijom intervala [—1, 1] u interval [a, b],
a+b+b—a
2 2

izlazi i opéa formula za Cebisevljeve totke (uzlazno) u [a, b]

x € [—1,1] - X € [a,b],

_a+b b-a 2(n—k)+ 1)r
X =gt ST

, k=0,...,n
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Jesmo li bar malo spaseni?

Problem u Bernsteinovom primjeru f(x) = |x| i Faberovom
teoremu je presiroka klasa funkcija, odnosno,

» premala glatkoéa — samo neprekidnost za f.
Uz samo malo jacu glatkocu, ipak jesmo “spaseni”!

Teorem. Neka je f € C'[—1,1]. Za svaki n € Ny, neka je p,
interpolacijski polinom za funkciju f na CebiSevljevoj mrezZi s
n+ 1 ¢vorova u intervalu [—1,1].

Niz polinoma p, uniformno konvergira prema f na [—1, 1], 1j.
vrijedi

lf(x) — pn(X)||[cc = 0, N — oc.

Dakle, imamo uniformnu konvergenciju interpolacije za
neprekidno derivabilne funkcije na Cebisevljevim mrezama.
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Interpolacija polinomima

Hermiteova polinomna interpolacija
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Hermiteova polinomna interpolacija

Osim interpolacije funkcijskih vrijednosti funkcije f u ¢vorovima
Xk, mozemo traziti i interpolaciju derivacije 7/,

» tako da derivacija / interpolacijskog polinoma h interpolira
derivaciju ' u ¢vorovima x.

Dakle, zahtijevamo da je
h(x) = f(xc),  H(x)=F(xc), k=0,....n.

Takva vrsta interpolacije zove se Hermiteova interpolacija.

Prvo, treba odgovoriti na nekoliko vaznih pitanja:
» postoji li takav interpolacijski polinom;
» ako postoji, je li jedinstven;
» ako postoji i jedinstven je, kojeg je stupnja.
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Hermiteova polinomna interpolacija

Uvedimo skra¢ene oznake za vrijednosti f i f' u ¢vorovima
fk = f(Xk), L:f/(Xk), k:O,...,n.

Problem egzistencije i jedinstvenosti Hermiteove interpolacije
konstruktivno rjeSava sljedeci teorem.

Teorem. Postoji jedinstveni polinom hy,. 1, Stupnja najvise
2n + 1, koji zadovoljava interpolacijske uvjete

h2n+1(Xk):fkv hl2n+1(Xk):f,7 k:o""an,

gdje su xx medusobno razlicite tocke i fx, f;, zadani realni
brojevi.

Dokaz. ldeja = konstrukcija baze nalik na Lagrangeovu.
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Hermiteova polinomna interpolacija

Trazimo “bazicne polinome” hx o i hx 1, za k = 0,
vrijede tzv. “kardinalni” uvjeti interpolacije

0, zai#Kk,

1, zai=k ko(xi) =0,

hio(xi) = {
, 0,
hg.1(xi) = 0, K (Xi) = ]

Ako nademo takve polinome hy o i hy 1, onda je

n

..., n, za koje

za i # Kk,
za i =K.

honi1(X) = (fehio(X) + fihg1(x)).

k=0
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Hermiteova polinomna interpolacija

Provjera (prije dokaza): Deriviranjem polinoma h.,. 1(x) izlazi

n

ons1(X) = Z (fkhﬁ(,o(x) + fihi 4 (X)),
k=0

pa lako vidimo da su ispunjeni svi uvjeti interpolacije

n

h2n+1 (X,') = Z (fkhk,O(Xi) + fl/(hlﬂ1 (Xi)) =fi
k=0
n

Mo (%) =D (fehh o(X)) + fehie 4 (%)) = £/.
k=0

Ostaje jos konstruirati polinome hx g i hy 1.
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Hermiteova polinomna interpolacija

Tvrdimo da se hy o i hg 1 mogu napisati kao

hico(x) = [1 = 2(x — xk) i (xi)] £ (x)
hict (x) = (x = xi) £ (%),

gdje je ¢, odgovarajuéi polinom Lagrangeove baze.

Provjera da vrijednosti hk7o(X,'), h;(,O(Xi)’ hk71(X,') i h;(,1 (X,')

zadovoljavaju trazene uvjete vrsi se direktno — uvrstavanjem.

Buduci da je ¢, polinom stupnja n,
» onda su hy o i hg 1 stupnja 2n+1,
» paje hopyq Stupnja najvise 2n+ 1.
Time smo dokazali egzistenciju. Preostaje jos jedinstvenost.
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Hermiteova polinomna interpolacija

Primijetite da funkcija pogreske polinoma h

en(x) = f(x) — hapy1(X)

ima dvostruke nultoCke u ¢vorovima X, . . ., Xp, jer i funkcija ep, i
njezina derivacija e}, imaju nultocke u x;, tj.

en(x;) =0, €}(x)=0.
Neka je gon11 bilo koji drugi polinom koji zadovoljava uvjete
interpolacije. Za razliku p tih polinoma onda vrijedi

p(x) = h2ni1(X) — Qent1(X)
= (f(X) = Qent1(x)) — (f(X) = h2nt1(X))
= 6q(X) — en(x).
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Hermiteova polinomna interpolacija

Polinom p je stupnja najvise 2n+ 1i
» ima dvostruke nultocke u ¢vorovima x;, zai =0,...,n,
odnosno, ukupno ima barem 2n + 2 nultocke.

Zakljucak. Polinom p je nul-polinom, pa je hopy 1 jedinstven.

Zato $to greska Hermiteovog interpolacijskog polinoma ima
dvostruke nultoCke u xq, . . ., Xp, polinom ¢vorova wy, jednak je

wh(X) = (X = %0)(X = x1)% -+ (X — Xn)® = w?(x),
pri ¢emu je w polinom &vorova Lagrangeove interpolacije.

Gresku Hermiteove interpolacije dobivamo na sliGan nacin kao i
kod Lagrangeove interpolacije.
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Gre8ka Hermiteove interpolacije

Jedine razlike: ovdje je hon. 1 stupnja 2n+ 1, a polinom ¢vorova
je wh(x) = w?(x).

Teorem. Neka je f funkcija definirana na segmentu [a, b]. Neka
jene NU{0}i
» neka su xx € [a,b], za k =0, ..., n, medusobno razliciti
Cvorovi interpolacije, tj. x; # X; za i # J,
» neka prva derivacija f’ postoji u évorovima xg, . . ., Xp,

» neka je e, greska Hermiteovog interpolacijskog polinoma
hopy1 za funkciju f na mrezi ¢vorova xq, . . . , Xn.

Za bilo koju to¢ku x € [a, b], takvu da je x # Xo, . .., Xp, 1j. Cim x
nije ¢vor interpolacije, za gresku interpolacije vrijedi

en(x) = f(x) — hopy1(x) = wW?(x) f[X0, X0, X1, X1, - - - Xn, Xn, X].
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GreS8ka Hermiteove interpolacije — nastavak

Ako f(2™+2) postoji na [a, b], onda za svaku totku x < [a, b],
postoji tocka & € (Xmin, Xmax), gdje je

Xmin := MiN{X, Xg, ..., Xn}, Xmax := Max{x, Xo, ..., Xn},

takva da je

(2n+2)
en(X) = F(X) — hansr (X) = 2(x) m

Napomena. Ako zelimo da prva formula (s podijeljienom
razlikom) vrijedi i u Evorovima interpolacije, onda

» treba pretpostaviti da druga derivacija f” postoji u svim
évorovima,

» jer dobivamo trostruke ¢vorove na desnoj strani (v. iza).
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Hermiteova interpolacija — Newtonova forma

Hermiteov interpolacijski polinom moze se zapisati i u
Newtonovoj bazi — §to je zgodnije za racunanije.

» Tocke interpolacije su xg, Xo, X1, X1, - - - , Xn, Xn, tj. Svaka od
njih je dvostruki ¢vor. U tablici podijeljenih razlika ovu
mrezu oznatavamo s ty, ty, b, f3,. .., b, bopi1.

Pokazali smo da za podijeljene razlike s dvostrukim ¢vorom
vrijedi
f[Xie, Xie] = lim f[Xi, Xic + h]
h—0

— lim f(Xk + h) — f(Xk)
h—0 h

= f'(X).

Dakle, f[xx, xk] = f, su ba$ zadani podaci! Uz tu modifikaciju,
podijeljene razlike se racunaju na uobicajeni nacin (rekurzija).
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Podijeljene razlike

Tablica svih potrebnih podijeljenih razlika ima ovaj oblik:

G | flg] G taa] G G, 2] oo fllo, ..o foned]

Xo f[Xb]
f/(Xo)

Xo | f[xo] f[Xo, Xo, X1]

f[Xb7)ﬁ]

X1 f[X1] f[Xo,X1,X1]
f'(x1)

X1 f[X1] f[X1,X1,X2]

Xn f[Xn] f[Xn—1 y Xn, Xn]
f'(xn)

Xn | fXn]
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Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Konacni izgled Hermiteovog interpolacijskog polinoma u
Newtonovoj bazi je

hani1(x) = fIx0] + ' (x0) (X — X0) + f[X0, X0, X1] (X — X0)?

+ f[X0, X0, X1, X1] (X — X0)2 (X — X1) + - - -
+ f[X07X07 cee 7XH7XH] (X - X0)2 e (X - an‘])z(x - Xﬂ)'

Naziv “Hermiteova interpolacija” koristi se i za opcenitiju, tzv.
prosirenu Hermiteovu (ili Hermite—Birkhoff) interpolaciju.
» Ovdje se mogu interpolirati i viSe derivacije od prvih.
» Bitno: u svakom ¢€voru x;, “redom” se interpoliraju
funkcijska vrijednost i prvih nekoliko uzastopnih derivacija,
a broj podataka po ¢voru moze varirati.
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ProSirena Hermiteova interpolacija

| za prosirenu Hermiteovu interpolaciju postoji jedinstveni
interpolacijski polinom stupnja najvise n = broj podataka — 1.

Primjer. Nadite interpolacijski polinom koji interpolira redom
zadane vrijednosti f, f', ..., f(" u &voru xg.
U ovom primjeru, xg je (n+ 1)-struki ¢vor interpolacije. Za

podijeljene razlike viseg reda s istim ¢vorovima vrijedi

) (xo)

flxo0, ..., %] = P k=0,...,n,

(k+1) puta

gim f(9)(xy) postoji, pa je interpolacijski polinom p,, jednak
Taylorovom polinomu stupnja n, za funkciju f oko toCke xg.
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Preskakanje derivacija u interpolaciji

Ako dozvolimo “preskakanje” nekih derivacija u nekim tockama,
problem interpolacije

» ne mora uvijek imati jedinstveno rjesenje.

Primjer. Nadite nuzne i dovoljne uvjete za egzistenciju i
jedinstvenost interpolacijskog polinoma p € P», za kojeg vrijedi

p(xo) =f, pP(x1)=1f, p)="h,

gdje su (xo, fo), (x4, f{) i (x2, ) zadane toCke, uz pretpostavku
da je xg # x» (dozvoljeno je x; = xp ili Xy = X»).

Rjesenje. Mora biti x; # (X0 + X2)/2 <= regularnost matrice
sustava za interpolaciju.
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Interpolacija polinomima

Primjena interpolacije: numeriCko deriviranje
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Numericko deriviranje — problem i nestabilnost

U praksi, derivacije funkcije ¢esto nisu dostupne, vec¢ treba

» aproksimirati derivaciju f' diferencijabilne funkcije f, na
nekom skupu to¢aka,

» koriStenjem samo poznatih vrijednosti funkcije f u zadanim
tockama.

Sasvim opcenito, na temelju tih istih podataka — funkcijskih
vrijednosti, moZzemo traziti i

» aproksimacije vrijednosti visih derivacija f”, ', itd.

Oprez! Numericko deriviranje je nestabilan problem.

» Ako podaci o funkcijskim vrijednostima imaju neku gresku,
ta greSka se, u principu, povecava u svakoj sliedecoj
derivaciji. llustracija — malo kasnije.
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Numericko deriviranje — primjena i ideja

Formule za numericko deriviranje imaju dvostruku primjenu.

» U praksi, kad podaci dolaze iz mjerenja, koriste se samo
za derivacije niskog reda — vrlo rijetko preko 4..

» U teoriji, sluze za izvod numeriCkih metoda za rjeSavanje
obicnih i parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.

Osnovna ideja za nalazenje takvih formula je ista kao i kod
drugih problema u numerickoj matematici. U ovom slucaju,

aproksimacija derivacije = derivacija aproksimacije
(interpolacije).

Naime, jedina aproksimacija koju (zasad) znamo je
» interpolacijski polinom za funkciju f u zadanim tockama.
Usput, ba$ te formule se najcesce koriste.
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Derivacija funkcije ~ derivacija interp. polinoma

Poznate su vrijednosti funkcije f u tockama xg, . . ., Xs.

Neka je p, interpolacijski polinom, stupnja najvise n, za f u tim
tockama (znamo da p, postoji i jedinstven je).

Za aproksimaciju derivacije f'(x) u nekoj toCki x uzimamo
» derivaciju interpolacijskog polinoma p,, u toj tocki x, tj.

F(x) ~ pp(x).
Opéenito, za aproksimaciju k-te derivacije f¥)(x) uzimamo
» Kk-tu derivaciju interpolacijskog polinoma p, u tocki x, tj.
0 (x) ~ ph (x).
Ovo ima smisla samo za k < n. U protivnhom je p,(f‘) =0.
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Numeri¢ko deriviranje — praksa

Primjena numeriCkog deriviranja u praksi:
» red derivacije k je malen — rijetko preko 4,

» pripadne formule se izvode za male stupnjeve n (opet,
rijetko preko 4), zbog sigurnog kracenja u formulama.

Dodatno, vrlo rijetko se koristi u proizvoljnoj tocki x.
» NajCeSce je x upravo neki od ¢vorova interpolacije x;,

» ili neka posebna to¢ka u kojoj dobivamo bolju ocjenu
greSke, uz malo jace pretpostavke na glatkocu funkcije f.

Te posebne toCke su vrlo vazne za praksu, a “ne vide” se iz
Teorema o gresci interpolacijskog polinoma.
Razlog: “preblage” pretpostavke na f,

» jer trazimo samo da f("*") postoji na [a, b].
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Greska numerickog deriviranja iz interpolacije

Dakle, moramo analizirati greSku ovakve aproksimacije
el(x) = ) - p(x), za k<n

Ako je f dovoljno glatka funkcija, ovu greSku dobivamo
deriviranjem greske e, interpolacijskog polinoma pj,.

Kako se dobivaju posebne tocke s boljom greSkom?

Prvo, krecemo od jacih pretpostavki na glatkocu funkcije f.
U formulama za k-tu derivaciju, standardna pretpostavka je:
» fima jo$ k derivacija vige, tj. f("t1K) postoji na [a, b],

» za “ljepsSi” oblik greske, Cesto se uzima da je zadnja
derivacija neprekidna, tj. f je klase C"*1*[a, b].
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Numericko deriviranje — tehnike izvoda

Tehnike za nalazenje formula, posebnih toCaka i greske:

» eksplicitno deriviramo interpolacijski polinom i izraz za
gresku interpolacijskog polinoma, ili

» greSku poznate formule dobivamo iz Taylorovog reda za f
u odgovarajuéim tockama.

Formule, takoder, mozemo dobiti direktno iz Taylorovog reda za
f, tzv. metodom neodredenih koeficijenata.

Nastavak: Formule za numericko deriviranje i pripadnu gresku
» izvest éemo samo za prvu derivaciju, tj. za k = 1,

» a navest cemo rezultate za drugu derivaciju (k = 2), bez
dokaza (to su zadaci).
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Greska polinomne interpolacije — ponavljanje
Najprije se vratimo na ono §to znamo, a to je: greske
interpolacije.

Teorem. Pretpostavimo da f("*") postoji na segmentu [a, b).
Neka je p, interpolacijski polinom za funkciju f s medusobno
razli¢itim C¢vorovima interpolacije xx € [a,b],za k =0,...,n.

Za svaku tocku x € [a, b], postoji tocka & u intervalu

Xmin = MiN{Xp, ..., Xn, X} < & < Max{Xo, ..., Xn, X} = Xmax,

takva da za gresku interpolacijskog polinoma vrijedi

enl0) i= ) = Polo) = g A7)

Pitanje. Uz koje uvjete na f, smijemo derivirati (po x) ovaj izraz
za greSku, tj. njegovu desnu stranu?
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Derivacija greske interpolacije — pogresan izvod

Probajmo! Derivacijom po x (derivacija produkta) dobivamo

(;/JE)?)! f(¢) + _wx) if(”‘“)(f)_

on(x) = (n+ 1) dx

Jedini problemati¢ni ¢lan je zadnji. Naime, tocka £ ovisi 0 x.
Sasvim opcenito, {(x) uopée ne mora biti funkcija, a kamo li
neprekidna, ili jo$ i derivabilna funkcija! Dakle, ne tako.
Nazalost, Cesto se nade ovakav pogreSan/nepotpun “izvod”:
Ako sliede¢a derivacija f("*2) postoji i neprekidna je na [a, b],

» onda drugi &lan f("1)(£(x)) smijemo derivirati po x,
tako da dobijemo ispravan rezultat za greSku e/,(x).
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Gre8ka polinomne interpolacije — ponavljanje

Treba krenuti iz Newtonovog oblika greske, bez £-ova.

Teorem. Pretpostavimo da f’ postoji na segmentu [a, b]. Neka
je pn interpolacijski polinom za funkciju f s medusobno
razliCitim Cvorovima interpolacije xx € [a,b],za k =0,...,n.

Za svaku toCku x € [a, b], za gresku interpolacije vrijedi

e(x) := f(x) = pn(x) = w(x) f[X0, ..., Xn, X].
Ovo vrijedi i u ¢vorovima interpolacije, zato $to f’ postoji na
cijelom [a, b], pa i u cvorovima. -
Pitanje. Uz koje uvjete na f, smijemo derivirati (po x) ovaj izraz
za gresku, tj. njegovu desnu stranu?

Treba nam derivacija podijeljene razlike.

111/161



Derivacija podijeljene razlike po argumentu

Teorem. Neka su X, ..., X, € [a, b] fiksni Evorovi podijeljene
razlike i neka je x € [a, b] “varijabilni” cvor — po toj varijabli

deriviramo. Za prvu derivaciju podijeljene razlike vrijedi

d
af[xo, ooy Xny X] = f[Xo, .- -y Xn, X, X].
Ako je x viSestruki ¢vor, multipliciteta k, onda vrijedi
d
af[xo,...,x,,,x,...,x| =K f[Xo, .., Xn, X, ..., X, X].

k puta (k+1) puta
Funkcija f mora biti dovoljno glatka na [a, b], tako da
» lijeva podijeljena razlika postoji oko tocke x,
» desna podijeljena razlika postoji u tocki x.
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Derivacija greske interpolacije — korektan izvod

Dokaz ovog teorema ide iz rekurzije za podijeljenje razlike.
Slicno se moZe napraviti i za viSe derivacije (ponovljena prva).

Gresku interpolacije e(x) = w(x) f[xo, - . ., Xn, X] deriviramo po
varijabilnom ¢voru x. Derivacijom produkta dobivamo

en(x) = W' (x) flXo, - - -, Xn, X] + w(X) - Ci(f[xo, ey Xny X]

=w'(x) flx0, - -, Xn, X] + w(X) f[x0, - - -, Xn, X, X].

Ovdije je dovoljno da f" postoji na cijelom [a, b], a f” postoji u
¢vorovima (tu koristimo da su ¢vorovi medusobno razliciti).

Na kraju, iskoristimo teorem srednje vrijednosti za podijeljene
razlike. Zadnja razlika ima n + 3 &vora = trebamo f("*2).
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Derivacija greske interpolacijskog polinoma

Zakljucak. Ako je f € C("2)[a, b], onda za svaku tocku
X € |a, b], postoje tocke ¢ i & u intervalu (Xmin, Xmax), gdje je

Xmin = Min{Xo, ..., Xn, X}, Xmax = Max{xo,...,Xn, X},

takve da za derivaciju greske interpolacijskog polinoma vrijedi

ep(x) = f'(x) — pn(x)

_ (n-£1)) f(n+1) () + (n—f—x2)) f(n+2)(§1).

Polinom ¢&vorova w ima stupanj n + 1, a njegova derivacija w’
ima stupanj n. Osim toga, nultocke derivacije w’ leze izmedu
¢vorova X;_1 i X; — i ba$ one su trazene posebne tocke.
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Gre8ka derivacije interpolacijskog polinoma

Evo zasto. Neka je, H maksimalna udaljenost od toCke x do
nekog ¢vora

My

Uz malo truda oko ocjene w’(x), dobivamo da za red veliCine
greSke aproksimacije prve derivacije vrijedi

O(H"), ako je w'(x) #
eh(x) = { S -
O(H""), akojeuw'(x) =

0,
0,

za “male” H, odnosno, za H — 0.

Dakle, u nultockama derivacije w’ dobivamo manju gresku, tj.
bolju aproksimaciju derivacije f'(x) — za jedan red vise!
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Greska derivacije — posebni sluCajevi

U opcem izrazu za greSku aproksimacije prve derivacije
sy W(X) w(X)  (n12)
en(x)— (n_|_1)| (n+2)|f (51)5

posebno su interesantna dva slu¢aja — kad ostaje samo jedan
od ¢lanova u ovoj formuli.

f(n+1)(€) +

Ako je tocka x ba$ jedan od Cvorova interpolacije, tj. x = x;, za
neki i, onda je w(x;) = 0. Za gre$ku u cvoru x; onda vrijedi

Napomena. lako tada nema &lana koji sadrzi f("+2) | jo§ uvijek
f("+2) mora postojati, da ne dobijemo neodredeni oblik 0 - cc.

en(xi) =
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Numericko deriviranje u ¢voru interpolacije

Neka je p, interpolacijski polinom za funkciju f, s ¢vorovima
Xo, - - -, Xp, NApisan u Newtonovom obliku

Pn(x) = fIxo] + f[x0, 1] (X = Xo)
+ -+ flxo, X1, Xn] (X — X0) -+ (X — Xn—1).

Ako f("1) postoji na cijelom intervalu [a, b] koji sadrZi sve
¢vorove i toCku x, onda greSku mozemo napisati u obliku

enl0) = FX) ~ Prl) = oot 5y F7H0(6)
gdje je & € (Xmin, Xmax)-

Polinom pj, ne ovisi o numeraciji ¢vorova, pa je najlakse gledati
njegovu derivaciju bas u “prvom” ¢voru xo — on se javlja u svim
faktorima i u polinomu ¢vorova!
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Numericko deriviranje u ¢voru interpolacije

Za derivaciju produkta linearnih faktora u tocki xq vrijedi

[(x —x0)(x —x1) - (x — xx) ] = (0= xa) - (X0 — X)-
—A0
Deriviranjem pp, a zatim uvr$tavanjem x = xg, dobivamo
Pn(X0) = f[Xo0, x1] + f[x0, X1, X2] (xo — x1)
+ 4 fXo, X1, oo Xn] (Xo — X1) -+ - (X0 — Xn—1)-

Ako f ima jo$ jednu derivaciju, tj. ako f("t+2) postoji na [a, b],
onda je greSka ove aproksimacije za prvu derivaciju f'(xp)

f(n+1)(£)
(n+1)!

eh(x0) = 7'(%0) ~ Ph(x0) = (X0 — X1) -+ (X0 — Xa).
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Numericko deriviranje — linearni polinom

Krenimo od najnizeg dozvoljenog stupnja, ato je n = 1.
Newtonov oblik interpolacijskog polinoma p; za funkciju f, s
¢vorovima xp i X4, je
p1(x) = f[xo] + f[X0, X1] (X — Xo).
UoCimo da je p konstantni polinom. Prema tome,
» aproksimacija prve derivacije ' u bilo kojoj to¢ki x
je podijeljena razlika

fi—fo  f—h
X1—X0_ h ’

f'(x) = py(X) = flxo, x1] =

gdje je h:= xq — xo razmak ¢vorova.
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Podijeljene razlike “unaprijed” i “unatrag”

Ako je tocka x jedan od cvorova interpolacije, ove razlike imaju
standardna imena, iako je to isti broj.

» Imena odgovaraju uzlaznom poretku ¢vorova xo < Xq.
Za x = Xy, aproksimaciju prve derivacije
fi — 1y

f'(xo) =
(Xo) XX

zovemo podijeljena razlika unaprijed.

Za x = x4, aproksimaciju prve derivacije
fi — 1y

flix)  —
(x1) X X0

zovemo podijeljena razlika unatrag.
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“Centralna” ili “simetricna” podijeljena razlika

Ako se toc¢ka x nalazi izmedu Cvorova interpolacije xq i x1, ova
razlika (opet isti broj) se obi¢no zove

» centralna ili simetricna podijeljena razlika.

Tada se ¢vorovi interpolacije obi¢no oznacavaju s x_1 i x4
(indeks sugerira relativni polozaj ¢vorova, obzirom na x).

Dakle, za x_1 < x < x4, aproksimaciju prve derivacije

fi —f 4
/ ~
f'(x) X x

zovemo centralna ili simetricna podijeljena razlika.

Potpuno opravdanje naziva i stvarnu “korist” dobivamo u
» specijalnom slu€aju, kad je x poloviste intervala [x_1, xq].
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Polinom prvog stupnja — posebna toCka

Neka je p; interpolacijski polinom za f, s ¢vorovima xp i x1. Ako
" postoji na [xg, X1], u toCki x € [xg, x1], za gresku
aproksimacije f'(x) podijelienom razlikom onda vrijedi

w'(X) w(X)

e1(x) = f'(x) — f[x0, x1] = o f(€) + 3 (1)
Derivacija polinoma ¢vorova w(x) = (x — xo)(x — x1) je
X + X
W(X)=2x — (X0 + x1) = 2<x— %)

Ako je toCka x poloviste intervala [xg, X1], onda je w'(x) = 0'i
tada nema prvog ¢lana
(<)
/
w'(x) o
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Gre8ka podijeljene razlike

Neka je h = xq — xo dijametar mreze. U “opcoj” tocki
X € [X0,x1], iz |/ (x)] < hi|w(x)| < h?/4, dobivamo ocjenu
| F'(x) = flxo, x1] | < n (&) + " |£"(&1)]
' -2 24 ’
Ako je x = X ili x = x1 (Cvor), onda nema drugog Clana.

Za x = xp greska je

&1(x0) = o (Xo —x1) = ——5>~

Greska je reda velicine O(h) za h — 0.

F"(€) F(€)
> h.
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GresSka simetri¢ne podijeljene razlike

U polovistu xe = (xo + X1)/2, ostaje samo drugi ¢lan, pa je
h2
/ - < | _
[ 7(xe) = flxo, 1] | < 57 1" (61)]
Dakle, gredka u polovistu je reda velicine O(h?), a u svim
ostalim tockama je O(h). Tu se vidi prava “korist”

» simetricne ili centralne razlike — kad je zaista simetricnal
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NumeriCko deriviranje — kvadratni polinom

Stupanj n = 2. Ovdje gledamo samo ekvidistantne mreze, za
ilustraciju ponasanja greske (opéi slucaj je Besselova
aproksimacija).

Tocke xq, Xo mozemo uzeti na viSe raznih nacina, obzirom na
¢vor xg — simetri¢no oko Xxg ili s iste strane xg.

1. Simetri¢ni izbor toCaka
Izaberemo x4 i x> simetri¢no oko xp (desno i lijevo), tako da je

X1 = Xg + h, Xo = Xg — h.

Sugestivnija oznaka je
X1 1= Xo,

jer se toCke piSu u prirodnom redosljedu: x_1, Xg, X;. Onda je

P2(Xo0) = flxo, x1] + f[Xo, X1, X_1] (X0 — X1)-
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Numericko deriviranje — simetricne tocke

Izracunajmo potrebne podijeljene razlike.

f

flg]  flt, tiga] G, i, 2]

X_1

X0

X4

)

0 h £, — 2f + f 4
ot 2H2

fi h

Aproksimacija derivacije u srednjem ¢voru xq je

P2(X0) =

Uociti: U ovoj formuli se ne pojavljuje fy (koef. uz f je nula).

f1—f0_hf1—2f0+f_1 _f1—f_1

h 2h2 -~ 2h
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NumeriCko deriviranje — simetric¢na razlika

Rezultat je simetricna ili centralna podijeljena razlika, tj.

» ista aproksimacija kao iz linearne interpolacije p1, s
¢vorovima x_+ i x; (udaljenost je ovdje 2h, a ne h).

Ovdje deriviramo kvadratni polinom p> u ¢voru xg, pa u izrazu
za gresku simetricne razlike ostaje samo prvi ¢lan

ex(X0) = fm6(£) (X0 — x1) (Xo — Xx_1) = —h? fmég)

Dobivamo isti izraz za gre$ku kao iz p; (ovaj h je pola ranijeg)!

Simetricna razlika u polovistu xq i manja greska, obzirom na
“obicne” podijeljene razlike, moze se gledati na dva nacina:

> Xp je posebna toCka za py ili Cvor kvadratnog polinoma po.
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Numericko deriviranje — toCke s iste strane

2. ToCke x4 i Xo s iste strane xg
Stavimo x; i xo (na primjer) desno od Xy, tako da je

Xy = Xg + h, Xo = Xg + 2h.

| ovdje su tocke ekvidistantne, ali deriviramo u najljevijoj, a ne u
srednjoj toCki. Tablica potrebnih podijeljenih razlika je

io| gl G, Gl G G Gl
X0 fo f, — fo
X p h fo —2f + Iy
1 1 P~ B
- 212
Xo f2 h
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Numericko deriviranje — toCke s iste strane

Aproksimacija derivacije u lijevom ¢voru xj je

Pa(xo0) = X0, X1] + f[X0, X1, X2] (Xo — X1)

B fi —fy 7hf2—2f1—|—fo
~  h 2h2
_ —h+4f - 3f
N 2h '
Pripadna greska je
f/l/ f///
e(X0) = éf) (X0 — X1) (X0 — X2) = WP éf)-

Greska je istog reda velicine O(h?), kao u simetri¢nom slucaju.
Medutim, konstanta je ovdje dvostruko ve¢a (—1/6 — 1/3).
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Numeric¢ko deriviranje — druga derivacija

Kvadratni interpolacijski polinom p, mozemo iskoristiti i za
aproksimaciju druge derivacije. Druga derivacija p je
konstanta, pa u bilo kojoj tocki x moZemo uzeti f(x) ~ pj(x).

Neka su ¢vorovi interpolacije simetricno rasporedeni oko X, tj.
X_1 = Xg — h, Xy = xp + h. Uz te oznake je (v. raniju tablicu)
fi —2fy + f_4
h? '
Zadatak. DokaZite da za gre$ku e5(x) := f"(x) — p5(x) vrijedi
1

&%) = — 15 I, €€ (x1,x),

a za sve ostale tocke x € [x_1, x1] vrijedi €5(x) = O(h). Nadite

to¢an izraz za gresku. = Poloviste xg je opet posebna tocka!
(w"(x0) = 0)

pa(x) = 2 f[xo, X1, X_1] =
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Numericko deriviranje — zakljucci

Formula za derivaciju postaje sve tocnija,
» §to su blize tocke iz kojih se derivacija aproksimira, tj. §to
je h maniji.
Medutim, to vrijedi samo u teoriji.
U praksi, mnogi podaci su mjereni, pa nose neku pogresku, u
najmanju ruku — zbog greSaka zaokruzivanja.
Osnovu numerickog deriviranja Cine podijeljene razlike.

» Ako su toCke bliske, dolazi do kracenja. Do kracenja mora
dodéi, zbog neprekidnosti funkcije f.

Problem je to izrazitiji, $to su toCke blize, tj. &to je h maniji.

Dakle, imamo dva oprecna zahtjeva na veliinu h. Maniji h daje
bolju ocjenu greske, ali veéu gresku zaokruzivanja.
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Numericko deriviranje — ilustracija problema

llustrirajmo to analizom simetricne (ili centralne) razlike,

f_f f(¢
f(x0) = - 5h L+ eh(x0), e5(Xo) = —h° é)

Pretpostavimo da smo, umjesto vrijednosti f_1 i f;, uzeli malo
perturbirane vrijednosti (u apsolutnom smislu, da bude lakse)

~ o~

fi=fh+e, fa=Ffi+eq, J|alleq[<e
Ako odatle izrazimo f; i f_4, a zatim ih uvrstimo u formulu za
derivaciju, dobivamo
?1 *?71 81 e
2h 2h

f/(XO) = + e’2(xo).
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Koliko malen smije biti h?

Prvi ¢lan s desne strane je ono §to smo zaista izracunali kao
aproksimaciju derivacije, a ostalo je greska.
Radi jednostavnosti analize, pretpostavimo da je

» h prikaziv u racunalu,

» a greska pri racunanju kvocijenta u podijeljenoj razlici je

zanemariva.
U tom je slu¢aju napravljena ukupna greska
?1 —?71 €1 — €4
g o - _ /
erro = f'(xo) oh 5h + e5(Xp)-

Ogradimo err, po apsolutnoj vrijednosti. GreSka u prvom ¢lanu
je najveca, ako su ¢4 i e_q suprotnih predznaka i maksimalne
apsolutne vrijednosti ¢ — dobijemo +(2¢)/(2h).
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Koliko malen smije biti h?

Za drugi €lan koristimo ocjenu za €,(xp), uz pretpostavku da je
"’ neprekidna na [a, b]. Zbrajanjem ovih ocjena dobivamo

Ms

R, Mg= max |[f"(x)|.

9
errs| < = +
| 2| - h 6 XE[X,1,X1]

Lako se vidi da je ocjena na desnoj strani najbolja moguca, tj.
da se moze dosti¢i. Oznacimo tu ocjenu s e(h)

M3

SR
6

Ponasanje ove ocjene i njezina dva c¢lana, u ovisnosti o h,
mozemo prikazati sliede¢im grafom.
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Koliko malen smije biti h?

Legenda:

» plava boja — prvi €lan ¢/h, oblika hiperbole, koji dolazi od
greske u podacima,

» crvena boja — drugi ¢lan (Ms/6)h?, oblika parabole, koji
predstavlja maksimalnu gresku aproksimacije derivacije
simetricnom podijeljenom razlikom,

» zelena boja — oznacCava zbroj greSaka e(h).
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Optimalni hg
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Optimalni hg i minimum ukupne greske

Odmah vidimo da e(h) ima minimum po h. Taj minimum se lako

raCuna deriviranjem. Iz
M
'(h) = —= 4+ Bh=
e'(h) 12 + 3 0

izlazi da se lokalni minimum postize za

1/3
e (5)"
M

Zbog €”’(h) > 0 za h > 0, to je, ujedno, i globalni minimum.
Najmanja vrijednost funkcije ukupne greske je

3 /M 1/3
e(ho):2<33> 23,
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Ukupna greska koju ne oCekujemo

Vidimo da, i u najboljem slucaju,
» kad je ukupna greska najmanja (za h = hyp), ta je greSka
reda velicine O(2/3), a ne O(¢), kao $to bismo Zeljeli.
To predstavlja znacajni gubitak tocnosti. Posebno,
» daljnje smanjivanje koraka h samo povecava greskul!

Isti problem se javlja, u jo$ ozbiljnijem obliku, kod formula za
aproksimaciju derivacija viseg reda.

Zadatak. Napravite sli¢nu analizu za “obi¢nu” podijeljenu
razliku unaprijed, kad je gresSka aproksimacije derivacije

(€
o h

Pokazite da je najmanja ukupna greska reda veligéine O(c'/2).

&1(x0) = -
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Interpolacija polinomima
Koliko je “dobar” interpolacijski polinom?
Interpolacija u Cebigevljevim to¢kama
Hermiteova polinomna interpolacija
Primjena interpolacije: numericko deriviranje

Po dijelovima polinomna interpolacija
Po dijelovima linearna interpolacija
Primjer za linearnu splajn interpolaciju

«0O)>» «F»r «

it

v

a
it
v

nae
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Interpolacija polinomima — zakljucci

Polinomna interpolacija visokog stupnja
» moze imati vrlo loSa svojstva — izmedu Cvorova,
» i u praksi se ne smije koristiti.

Umijesto toga, koristi se

» po dijelovima polinomna interpolacija, tj. na svakom
podintervalu koristi se polinom fiksnog, niskog stupnja.

Pretpostavka: &vorovi interpolacije su uzlazno numerirani,
a=X<Xxg<---<Xxp=b.

i ba$ u njima su rubovi podintervala za pojedine polinome.
Moze i drugacije (Cvorovi su razli€iti od rubova). Medutim, ovo
je zgodno za neparne stupnjeve polinoma.
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Po dijelovima polinomna interpolacija

Na svakom podintervalu [xx_+, xx] koristimo polinom fiksnog
stupnja m, tj. trazimo da je
= Pk k:1>"'7n>
[Xk—1,Xk]
gdje je px € Pm.
Svaki polinom pi (stupnja najvise m)
» odreden je s m+ 1 koeficijenata, i

» moramo odrediti koeficijente n takvih polinoma — na
svakom intervalu po jedan.

Dakle, ukupan broj koeficijenata koje treba odrediti je

(m+1)-n.
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Po dijelovima polinomna interpolacija

Interpolacijski uvjeti su
(p(Xk):fk, k:O,...,n.
Gledano na [xx_1, Xk|, za svaki polinom py imamo po 2 uvjeta

Pr(Xk—1) = fx_1,

za k=1,...,n.
Pk (Xk) = fx,
Dakle, ukupno imamo 2n uvjeta interpolacije (ne samo n+ 1).

Digresija. Ovi uvjeti interpolacije osiguravaju neprekidnost
funkcije ¢ u svim “unutarnjim” ¢vorovima mreze xy,...,Xn_1, jer
je

Pk(Xk) = Pry1(Xk) =, k=1,...,n—1.
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Po dijelovima polinomna interpolacija

Zakljucak.
» Uvjeta interpolacije je 2n, a
» treba naci (m+ 1) - n koeficijenata.

Bez dodatnih uvjeta, to je moguce jedinstveno napraviti
» samozam=1,
» tj. za po dijelovima linearnu interpolaciju.

Zam>1,

» dodaju se uvjeti na glatkoCu interpolacijske funkcije ¢ u
(unutarnjim) ¢vorovima mreze za podintervale.

Uz na$ dogovor, to su upravo i ¢vorovi interpolacije.
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Po dijelovima polinomna interpolacija
Po dijelovima linearna interpolacija
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Po dijelovima linearna interpolacija

Osnovna ideja po dijelovima linearne interpolacije je:
» umjesto jednog polinoma visokog stupnja,
» koristi se vise polinoma, ali stupnja 1.

Na svakom podintervalu [xx_1, Xk], polinom py je stupnja 1
» i jedinstveno je odreden iz uvjeta interpolacije.

Zapisujemo ga relativno obzirom na pocetnu to€ku intervala
(stabilnost) u obliku

Pk(X) = Cok + C1 k(X — Xk_1),

gdie je x € [Xk_1,Xk|,zak=1,...,n.
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Po dijelovima linearna interpolacija

Interpolacijski polinom py zapisujemo u Newtonovoj formi
Pr(x) = Ff[xk—1] + FXk—1, Xk] - (X — Xk—1),
pa je oCito
Cok = f[Xk—1] = 1,
f —fq  k=1,...,n
Cix = f[Xk—1,X] = ———,
1k = F[Xk—1, Xk] e — X
Za aproksimaciju vrijednosti funkcije f u jednoj tocki x € [a, b],
treba
» prvo pronaci indeks k takav da vrijedi x € [xx_1, Xk],

» aonda izraCunati vrijednost px(x) pripadnog linearnog
polinoma px na tom podintervalu.
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Po dijelovima linearna interpolacija

Za traZenje tog intervala koristimo binarno pretraZivanje.
Binarno pretrazivanje

low = 0;
high = n;
dok Jje (high - low) > 1 radi {
/* U sljedec¢oj liniji cjelobrojno / =*/
mid = (low + high) / 2;
ako je x < x[mid] onda
high = mid;
inace
low = mid;

}i

Trajanje ovog algoritma je proporcionalno s log,(n).
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Gre8ka po dijelovima linearne interpolacije

Ako je funkcija f klase C?[a, b], onda je pogreska takve
interpolacije, zapravo,
» maksimalna pogreska od n linearnih interpolacija.

Na svakom podintervalu [xx_1, Xx], pogreska je
» greska linearne interpolacije polinomom py.

Ocjena lokalne pogreske, ovisna o tocki x, je
Mk
[F(X) — px(X)| < |wk(x) %,

pri cemu je

wi(x) = (x = X)) (x —xi), MED = max[F(x)]
-1
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Gre8ka po dijelovima linearne interpolacije

Nadimo maksimum po apsolutnoj vrijednosti za wg(x), na
zatvorenom intervalu [Xxx_1, Xk]-

Funkcija |wk| moZe imati maksimum samo na otvorenom
intervalu (xx_1, Xx) — u rubovima je vrijednost 0 (minimum).

Deriviranjem dobivamo da se lokalni ekstrem funkcije
wi(X) = (X = Xk—1)(X — Xg),

postize u polovistu Xe = (Xx_1 + Xx)/2 (tieme parabole).

Vrijednost funkcije wi u lokalnom ekstremu je

(% = X-1)?

wk(Xe) = (Xe — Xk—1 )(Xe - Xk) = 4
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Gre8ka po dijelovima linearne interpolacije

Za bilo koji x € (Xx_1, Xk) je wk(x) < 0, paje Xe

» toCka lokalnog minimuma za wg, odnosno,

» toCka lokalnog maksimuma za |wg], {j. vrijedi
(Xk — Xk—1)?
1
Neka je h maksimalni razmak ¢vorova po svim podintervalima

wi(X)] < |wk(Xe)| = VX € [Xk—1, Xk]-

h: —kmax {hk = Xk — Xk— 1}

-----

i neka je M, maksimum apsolutne vrijednosti f/ na cijelom
intervalu [a, b]

M, = MKy = ' (x
2 kmgf{ b= Xrg[ggg]l ().
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Gre8ka po dijelovima linearne interpolacije

Na cijelom intervalu [a, b], onda moZemo pisati

() = (0 < G- 5 = g IPMe.
Zakljucak. Ako ravnomjerno povecavamo broj ¢vorova n, tako
da maksimalni razmak ¢vorova h — 0 (kad n — o0),
» onda i maksimalna gre$ka tezi u 0, tj.

» dobivamo uniformnu konvergenciju!

Na primjer, za ekvidistantne mreze, za koje je

X¢ = a+ kh, h:b;a,

pogreska je reda veli¢ine h?, odnosno, n—2.
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Komentar na po dijelovima linearnu interpolaciju

Mane po dijelovima linearne interpolacije:

» Potrebno je dosta podintervala da se dobije umjerena
tocnost aproksimacije.

» Na primjer, za h = 0.01, tj. za n = 100, gresSka
aproksimacije je reda velitine 104, do na faktor M, /8.
» Funkcija ¢ nije dovoljno glatka — samo je neprekidna.
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Po dijelovima polinomna interpolacija

Primjer za linearnu splajn interpolaciju
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

Primjer. Funkciju
f(x) =Inx

na intervalu [1, 100] aproksimiramo po dijelovima linearnom
interpolacijom, s to&nodéu e = 10~*, koju traZimo na cijelom
intervalu.

Nadite broj cvorova interpolacije n + 1 potrebnih da se postigne
ta toCnost ¢, uz
(a) ekvidistantnu mrezu na cijelom intervalu,

(b) interval [1, 100] podijelimo na tri podintervala [1, 2], [2, 7],
[7,100] i na svakom od njih koristimo posebnu
ekvidistantnu mrezu.

Po obje metode nadite aproksimaciju za In 2.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

RjeSenje. Za po dijelovima linearnu interpolaciju ¢ vrijedi
sliedec¢a ocjena pogreske

1
1(x) — ¢(x)| < g FPMe.
Ako je mreza ekvidistantna na [a, b], onda je

h:b—a,
n

pri Cemu je n broj podintervala interpolacije.

Trazimo li tocnost ¢, onda mora biti

f(X) —e(x)| <e.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

Da bi se to postiglo, dovoljno je zatraziti da je

1 1/b—a\?
8h2M2:8<bna> My, < e

Odatle odmah slijedi da mora biti

Sada jo§ samo treba izraCunati M,. Deriviranjem dobivamo

1
f”(X) == —?
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

Buduci da je " negativna, strogo rastuca funkcija, onda je
maksimum njezine apsolutne vrijednosti na lijevom rubu, tj.

1

M, = ma o

X
x€la,b]

X2

Rjesenje za (a). Na intervalu [1,100] je M> = 1. Dobivamo

1 9900
8-10% 8

pa je n = 3501, dok je broj ¢vorova n+ 1 = 3502.

n> (100 — 1) ~ 3500.1785667,

Da bismo odredili aproksimaciju za In2, moramo naci u kojem
podintervalu se nalazi tocka x, = 2.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

Ako je x. u podintervalu [xx_1, Xk], mora biti

a+(k—1)-b;naéx*§a+k.

U naSem slucaju je x. = 2. Onda dobivamo

) 2 a2

3501 3501
99 99
(k=1)- 3501 = =k 3501
(k_ng%q

(k—1) < 35.36 < k.

b—a
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

Prema tome, k = 36, x35 ~ 1.9897172240,
X36 ~ 2.0179948590, pa imamo tablicu podijeljenih razlika

X \ fixl 1, Xj1]

1.9897172240 | 0.6879925301
0.4990461264
2.0179948590 | 0.7021043744

Interpolacijski polinom na tom podintervalu onda glasi:
p3s(x) = 0.6879925301 + 0.4990461264(x — 1.9897172240),
paje

pss(2) = 0.6931241097, | In(2) — pss(2)| = 0.0000230709.
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

Rjesenje za (b). Na intervalu [1,2] je M> = 1, odakle dobivamo

1
n > (2- 1),/8.110_4 = \?g ~ 35.3535,

paje ny = 36.

1
45

1
ne > (7-2)\| g—is= = 5’?/% ~ 88.388834765,

paje n, = 89.

Na intervalu [2,7] je Mo = —, odakle dobivamo
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Primjer — po dijelovima linearna interpolacija

1
Na intervalu [7,100] je M, = 19° odakle dobivamo

;
i 9300
ny = (100 = 7)\/ g577 = 78

~ 469.7209334,
paje n3 = 470.

Ukupan broj podintervala je n = ny + no + n3 = 595, §to je
skoro 6 puta manje nego u (a). Broj ¢vorova je 596.

Buduci da je 2 ¢vor interpolacije, onda nemamo $to raCunati, i
vrijednost u ¢voru je upravo In2 ~ 0.6931471806.
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