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Gre8ke — ponavljanje

Pri numeri¢kom rjeSavanju nekog problema javljaju se razliciti
tipovi gresaka:
» greske modela — svodenje realnog problema na neki
“matematicki” problem,
» gresSke u ulaznim podacima (mjerenja i sl.),
» greSke numerickih metoda za rjeSavanje “matematickog”
problema,
» greSke “pribliznog” racunanja — obi¢no su to
» greSke zaokruzivanja u aritmetici racunala.

GreSke modela su “izvan” dosega numericke matematike.

» Spadaju u fiziku, kemiju, biologiju, tehniku, ekonomiju, . ..
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Greske (nastavak)

Sljedece tri kategorije (podaci, metoda, racunanje) su vezane
za “matematicki” problem, i

» spadaju u domenu numeriCke matematike!
O njima nesto “moramo reéi”.

Skica numerickog rieSavanja nekog problema sli¢i algoritmu:

ULAZ 1ZLAZ
ALGORITAM

Zamislite da pojam “algoritam” ukljucuje
» metodu i
» stvarno racunanje rezultata na racunalu!
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GreSke (nastavak)

Sve tri vrste greSaka — podaci, metoda, racunanje,
» rezultiraju nekom greSkom u konac¢nom rezultatu!
Ta greSka nas “zanima”.

Uocite da greske u ulaznim podacima mozemo gledati
» neovisno o metodi ili algoritmu za rjeSenje problema,
» i tako dolazimo do pojma uvjetovanosti problema.

Za razliku od toga, greSke metode i racunanja, naravno,
» ovise 0 metodi, odnosno, algoritmu za rjeSenje problema.
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Uvodna pri¢a o greSkama (nastavak)
Analiza pojedinih vrsta greSaka
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Greska metode

Gruba podjela numeric¢kih metoda — prema greSkama:

Egzakine metode

» daju egzaktno rjeSenje u konacnom broju “koraka”,
odnosno, racunskih operacija.

Primjer:
» Gaussove eliminacije ili LR faktorizacija za linearne
sustave.
Greska takvih metoda je nula, uz egzaktno racunanje.

Priblizne ili neegzakine metode

» daju priblizno rjeSenje problema, u konacnom broju
“koraka” (racunskih operacija).
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Gre8ka metode — priblizne metode

Mogu biti egzakine — na nekom limesu!

Primjeri:
» zamijena kompliciranog modela jednostavnijim,
» gresSke diskretizacije (numericka integracija),
» greSke odbacivanja/rezanja, konacne iteracije (rjieSavanje
nelinearnih jednadzbi)

Analiza ovih greSaka spada u TEORIJU APROKSIMACIJA.

Posteno, to je standardni predmet prouavanja numericke
matematike, u Sirem smislu,

» numericka analiza, funkcionalna analiza, itd.
Time se bavimo veci dio kolegija!
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Gre8ke u podacima

Kljuno svojstvo problema je

» ovisnost rieSenja o greskama ili pertubacijama ulaznih
podataka.

To spada u TEORIJU PERTURBACIJE.

Da bi problem uopée imao smisla, o¢ekujemo

» neku vrstu neprekidnosti rieSenja,

» ili barem ograni¢enu osjetljivost rjeSenja na perturbacije.
Inace imamo “lose” postavljen (engl. “ill-posed”) problem!

Osijetljivost se obiCno mjeri tzv. brojem uvjetovanosti problema
(engl. “condition number”). Moze ih biti i vise.
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Uvodna pri¢a o greSkama (nastavak)

Mjerenje greSaka — norme
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Kako mijeriti gresku?

Prije definicije broja uvjetovanosti, potrebno je odrediti kako
¢emo mijeriti greske.
Kad x i y = f(x) nisu brojevi, nego vektori ili matrice, greSku
mozemo mijeriti na vise nacina.

» Po svakoj od komponenata vektora/matrica,

» Sto je “vrlo precizno”,
» medutim, to je malo previSe brojeva.

» Kao neku “ukupnu ili najvecu” gresku,
» Sto je samo jedan broj— pa se lakSe nalazi,
» iako moze biti “neprecizno” (sazeta informacija).

Ovo se radi koristenjem vektorskih i/ili matri¢nih normi.

Prisjetite se: vektorski prostor na kojem je definirana norma
zove se normirani prostor.
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Vektorske norme

“Vektorska” norma na vektorskom prostoru V (nad poljem F,
gdjeje F=Rili F=C)je

» svaka funkcija || - || : V = R

koja zadovoljava sljedeca svojstva:

1. |x]] >0, V¥xeV,
a jednakost vrijedi ako i samo ako je x = 0,

2. lax| = |a|[|x|, Va€eF, vxeV,

S Ix+yl <lxl+lyll, vx,yeV
(nejednakost poznata pod imenom nejednakost trokuta).
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Najpoznatije vektorske norme

Kad je vektorski prostor kona¢nodimenzionalan, V = R" ili
V = C", najceSce se koriste sljedece tri norme:

n

» 1-normaili /; norma | x|y = Z\X/I,
i=1

» 2-normaili /> norma ili euklidska norma

Ixll2 = (x*x)'/2 = | Z!X

» oo-normaili /o, norma || x||e = _max |Xi|.
1

=1,...,

Samo je 2-norma izvedena iz skalarnog produkta.
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Norme na prostoru funkcija

Vektorski prostor V ne mora biti konacnodimenzionalan.

Na primjer, norme definirane na vektorskom prostoru CJa, b]
neprekidnih funkcija f na segmentu [a, b], definiraju se slicno
normama na R” (suma — integral):

b
» Ly norma || :/ I7(8)) dt,
a

b 1/2
» Ly, norma ||f|l» = (/ |f(t)]2dt> ,
a

» L, norma ||f|lec = max{|f(x)| | x € [a,b] }.
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Ekvivalentnost normi
Moze se pokazati da vrijedi sljedeci teorem.

Teorem. Na svakom konacnodimenzionalnom vektorskom
prostoru V sve su norme ekvivalentne, tj. za svake dvije norme
Il'llai]l ||», poStoje konstante c i C, takve da za sve v € V vrijedi

cllvila < l[vilo < Cl|vl|a-

Na primjer,

IXloo < [IX[l2 < VAIX[lsc,

zasve x € R".
Razlika izmedu teorije i prakse — kad je n ogroman.
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Matricne norme

Zamijenimo li u definiciji vektorske norme, Cisto formalno,
vektor x matricom A, dobivamo matri¢nu normu.

Matricna norma je svaka funkcija || - || : C™*" — R koja
zadovoljava sljedeca svojstva:

1. J|A|| >0, VAeC™",
a jednakost vrijedi ako i samo ako je A= 0,

2. oAl = |a|||Al, VaeC, YAe Cmxn,
3. |A+B|| < ||A| +|B|, VA BeC™",

Tome se Cesto dodaje i zahtjev konzistentnosti
4. ||ABJ| < ||A|l||B|l, kad god je produkt AB definiran.
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MatriCne norme (nastavak)

Matriéne norme nastaju na dva nacina.
» Matricu A promatramo kao vekior s m x n elemenata i za
taj vektor koristimo odgovarajuéu vektorsku normu.

Najpoznatija takva norma odgovara vektorskoj 2-normi i
zove se euklidska, Frobeniusova, Hilbert—Schmidtova, ili
Schurova norma

1Al = (tr(A*A))!/2 = ZZIaljlz
i=1 j=1

» Operatorske norme:

1Al = max XL 4y = max [|Ax]
x#0 || x|| B
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Najpoznatije operatorske matriCne norme

Uvrstavanjem odgovarajucih vektorskih normi, dobivamo
» matricna 1-norma, “maksimalna stup¢ana norma”

ceey

m
1Al = max > |ayl,
Jj=1,...,n %
i=1
» matriéna 2-norma, spektralna norma

1All2 = (p(A*A))'/Z = gmax(A),
p je spektralni radijus, a o singularna vrijednost matrice,
» matri¢na co-norma, “maksimalna ret¢ana norma”
n

Al = max > |ayl

yeeym £
j=1
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MatriCne norme (nastavak)

Svojstva:
» Za matriCne norme, takoder, vrijedi ekvivalentnost.

» Matri¢na 2-norma se tesko racuna u praksi — uobiCajeno
se procjenjuje koriStenjem ostalih normi.

» Za svaku operatorsku normu vrijedi

1Ay (I < A 1],

za svaki vektor y. To se Cesto koristi kod ocjena. Ova
formula direktno izlazi iz definicije operatorske norme.

» Unitarna invarijantnost spekiralne i Frobeniusove norme:
za bilo koje unitarne matrice U (reda m) i V (reda n) vrijedi
[UAV |2 = [|All2, [[UAV|F = [|A] F-
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Uvodna pri¢a o greSkama (nastavak)

Uvjetovanost problema
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Uvjetovanost problema

Neformalno reeno, uvjetovanost problema mijeri
» osjetljivost problema na greske u podacima.

Osnovno svojstvo uvjetovanosti:

» Ne ovisi 0 konkretnoj numerickoj metodi za rjeSenje
problema, ve¢ samo o problemu.

Svrha uvjetovanosti = daje odgovor na pitanje:

» Koju toCnost rezultata mozemo ocekivati

» pri tocnom racunanju, bez greSaka zaokruzivanja,

» s (malo) pomaknutim — neto¢nim podacima?
To je upravo ono §to nam treba nakon obavljene “obratne”
analize greSke u natrag nekog algoritma.

Velika uvjetovanost «— nestabilan problem.
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Model problema

Matematicki model problema, zovimo ga P:
» za zadani ulaz — podatak x € X,
» dobivamo izlaz —rezultat y € ).
Slikica modela je

Problem P interpretiramo kao racunanje vrijednosti funkcije

f: X—=Y,

gdje su X' i Y odgovaraju¢i matematicki objekti. Na primjer,
vektorski prostori, a vrlo ¢esto su i normirani prostori (treba
nam mjera za greSku). Najcesce, X = R, Y = R".
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Uvjetovanost problema (nastavak)

Ideja uvjetovanosti:

greska u rezultatu < uvjetovanost - greSka u podacima

Ovisi 0 obje vrijednosti: toénoj x i pribliznoj X.
Zam>1ilin> 1, ovisiiotome kako mjerimo greske.
Napomene:

» Obi¢no nas uvjetovanost posebno zanima za male
perturbacije (greske, smetnje) podataka.

» Ako je f dovoljno glatka funkcija, mozemo koristiti Taylorov
razvoj u okolini to¢nog ulaznog podatka x

» i dobiti procjenu uvjetovanosti preko derivacija!
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Uvjetovanost — prigusSivac i pojacalo greSaka
Mala uvjetovanost <— funkcija f je “prigusivac” greSaka:
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Uvodna pri¢a o greSkama (nastavak)

Vrste uvjetovanosti
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Vrste uvjetovanosti — kratki pregled

Prema vrsti (tipu) greSke koju gledamo:

» Apsolutna, relativna — po x, odnosno, po y = f(x).
Prema nacinu mjerenja greske (u vise dimenzija):

» Po pojedinim komponentama ili po normi cijelog vektora.
Po dozvoljenoj “varijaciji” argumenata x i X:

» U “fiksnim” toCkama — tj. x i X su zadani. Nema puno
smisla kao informacija o funkciji f, jer su tocke fiksne.

» Lokalno oko x — X varira u nekoj zadanoj okolini oko x.

» Lokalno u toc€ki x, za male perturbacije — na limesu kad
X — x, tj. Ax — 0, ako limes postoji. Ovisi samo o x.

» Globalno po x — (obi¢no) kao najgori slu¢aj po svim x iz
nekog skupa ili cijelog prostora. Ovisi samo o f.
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Apsolutna gre$ka i apsolutna uvjetovanost

Apsolutna, odnosno, relativna uvjetovanost problema mjeri
koliko je problem osjetljiv na odgovarajuce promjene polaznih
podataka.
» Apsolutna greska: ||Ax||, ||Ay||, (svaka norma u svom
prostoru), gdje je

AXx =X — X, Ay=y—y.
» Apsolutna uvjetovanost:

abs ' ||AY||
X):=lim su )
R = limy SR Ax]
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Relativna greska i relativha uvjetovanost

U praksi se ¢escée koristi relativna mjera za gresku (na primjer,
zbog aritmetike racunala).

» Relativna greska (po normi):

_ lax| _ 1Ayl

Ox 1= , = .
i Tl

» Relativna uvjetovanost (po normi):
rel ; 5}’
ke (X) = ke(x) :=lim sup .
e=0 || ax||<ellx]| Ox

Problem je dobro uvjetovan u relativnom smislu ako je
» r¢(x) Sto je moguée maniji.
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Landauov simbol — red veliCine

Za zapis “reda velicine” vrijednosti neke funkcije u okolini neke
toCke koristimo tzv. Landauov simbol O (“veliko O”).

Definicija. Neka su g, h: R™ — R" funkcije, || - ||zm i || - |rn
norme i neka je xo € R

Ako postoje konstante § > 0i C > 0, takve da za sve x vrijedi
X =Xollrm <6 = [lg(x)[[rn < ClA(X)|[rn,

onda kazemo da je
“funkcija g reda velicine O od h, kad x tezi prema xp”

i to piSemo ovako

g(x) = O(h(x))  (x = Xo)-

30/107



Landauov simbol (nastavak)

Napomena. Umjesto znaka “=", korektno bi bilo pisati €, tj.

g(x) € O(h(x)) (x = xo)-
Takoder, Cesto se pise “veliko” O, umjesto “pisanog” O.

Primjer. Za m = n =1 vrijedi:

sinx = O(x), sinx=x+0(x% (x—0),
X2 +3x=0(x) (x—0),
X2 —-x-6=0(x-3), (x—3).

Zadnje dvije relacije opisuju ponasanje polinoma u okolini
jednostruke nultoCke, a izlaze iz zapisa

X2 +3x=x(x+3), x*—x—6=(x—-3)(x+2).
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Uvodna pri¢a o greSkama (nastavak)

Uvjetovanost jednodimenzionalnog problema
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Uvjetovanost i Taylorov teorem

Istrazimo uvjetovanost problema racunanja vrijednosti funkcije
f: R — R u nekoj tocki x.

Promatramo ponasanije funkcije f za male perturbacije Ax u
okolini toCke x. Neka je Ay pripadna perturbacija funkcijske
vrijednosti y = f(x), tj.

f(x+Ax)=y+ Ay.

Neka je f jo$ dva puta neprekidno derivabilna oko x.
Koristenjem Taylorovog polinoma stupnja 1 dobivamo da je

Ay = f(x + Ax) — f(x)
f’(x + 9AX)

5 (Ax)%, 9 €(0,1).

= f'(x) Ax +

33/107



Apsolutna uvjetovanost i Taylorov teorem
Druga derivacija f” je neprekidna oko x = f” je ograni¢ena
oko x, tj. vrijedi

f'(x +9Ax) = O(1),
za sve dovoljno male Ax isve ¢ € [0,1].
Za male perturbacije Ax, apsolutni oblik relacije za greSku je
Ay = f'(x) Ax + O((Ax)?),
odnosno

1Ayl _ g
Ax] < |f'(x)] + O(|Ax]).

Odavde slijedi da je apsolutna uvjetovanost funkcije f

K22 (x) = [ (X)),
i za male perturbacije Ax tada vrijedi
[Ay| ~ |f'(x)]|Ax].
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Relativna uvjetovanost i Taylorov teorem
Ako je x # 0y # 0, dijeljenjem s y izlazi relativna forma
! 2
y  f(x)  x y

Ovdje koristimo da su x, 1/x i 1/y ograniCene, pa za sve
dovoljno male relativne pertubacije Ax/x vrijedi

(Ax)2 X2 (Ax\2 Ax\2
= (5 =o((5) )
Zbog toga je
1ay] ,
v _ | X)) o 18X
= | 700 Xl )

Onda relativnu uvjetovanost funkcije f mozemo definirati

P (x) = i) = | )

f(x)
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Uvjetovanost — posebni slucajevi oko nule

Ako je x = 01i y # 0, onda relativha greSka u x nema smisla
(nije ograniCena). Zato gledamo apsolutnu gresSku u x i
relativnu u y. Pripadni tzv. “mijeSani” broj uvjetovanosti je

f'(x)
f(x)

ke(X) =

Analogno, za x # 0i y = 0, pripadni broj uvjetovanosti je
re(x) = [xF'(x)].
Ako je x = y = 0, onda gledamo samo apsolutne greske, pa je

ke(x) = (x)].
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Uvjetovanost — primjer

Primjer. Relativna uvjetovanost funkcije

f(x)=Inx

jednaka je
xf'(x)
f(x)

e
In x

Kke(X) =

)

§to je veliko za x ~ 1, kada je Inx ~ 0.

Pitanje: Apsolutna uvjetovanost?
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Uvodna pri¢a o greSkama (nastavak)

Uvjetovanost viSedimenzionalnog problema
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Sto u vige dimenzija?

Kad je f: R™ — R", problem postaje slozeniji. Uz oznake
X=(X{,X0,.... Xm)T €R™  y=(y1,Y0,...,¥n)" €R",
preslikavanje f moZzemo komponentno zapisati kao
Yk = fik(X1, X2, ..., Xm), k=1,2,...,n.

Ponovno, pretpostavljamo da svaka funkcija fx ima

» neprekidne parcijalne derivacije po svim komponentnim
varijablama x, u tocki x, do barem drugog reda.

Najdetaljniju analizu dobivamo gledajuci promjene
» svake komponentne funkcije fx po svakoj varijabli x;.
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Finija analiza — svaki izlaz po svakom ulazu
Promjena koju uzrokuje mala relativna perturbacija varijable x,
u funkciji fy ista je kao za funkciju jedne varijable.
Relativna uvjetovanost tog problema je

fk(X) an

Ako to napravimo za sve varijable x; i za svaku funkciju fx,
dobivamo matricu brojeva uvjetovanosti

Ye(X) = kg x,(X) =

F(x) = [e(x)] € RE™.

Da bismo iz matrice I'(x) dobili jedan broj, koristimo neku
normu i definiramo

(condf)(x) = [[T'(x)].
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Primjer — uvjetovanost aritmetickih operacija
Zadatak. Osnovne aritmeticke operacije o = +, —, *, /, na
realnim brojevima gledamo kao raCunanije vrijednosti funkcije
f, - R? = R, gdje je

fo(X1 R Xg) = X1 © Xo.
IzraCunajte pripadne matrice (X1, Xo) za svaku operaciju o i
nadite pripadnu relativnu uvjetovanost u co—normi.

Rjesenje.

X1 | + [ x|
ML(Xxq, X =
|| :I:( 1 2)”00 ’X1 XQ‘ 5

1T (x5 X2) oo = [T/ (X415 X2) [0 = 2.

To odgovara ranijim rezultatima za (vrlo) male relativne greSke

u polaznim podacima, tj. na limesu kad ¢ — 0!
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Grublja analiza — po normi

Grublju analizu — s manje parametara, dobivamo po ugledu na
jednodimenzionalnu, promatranjem
» apsolutnih i relativnih perturbacija vektora u smislu norme,
pri cemu je || - || bilo koja vektorska norma.

Relativnu perturbaciju vektora x € R™ “po normi” definiramo
kao

[Ax]
I

AX = (AXy, Axp, ..., Axm)T,

Pretpostavljamo da su komponente Ax; vektora perturbacije
Ax male u odnosu na pripadne komponente x, vektora x. Tada
je i||Ax]/||x|| malo (obrat ne vrijedi).

Isto napravimo i za vektor y € R”, tj. gledamo ||Ay||/|ly |-
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Taylorov razvoj komponentnih funkcija

Sada mozemo pokusati povezati relativnu perturbaciju od y s
relativnom perturbacijom od x.

Za male perturbacije Ax, iz poCetka Taylorovog razvoja funkcije
fx dobivamo

ofy
Ayk—fk(X+AX—fk ZTXZAE

Ovu relaciju mozemo zapisati u vektorsko-matri¢nom obliku

Ayzg;-Ax,

f
gdje je S—X = Js(x) Jacobijeva matrica funkcije f u tocki x.
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Jacobijeva matrica preslikavanja

Jacobijeva matrica Jy(x) sadrzi parcijalne derivacije svih
komponentnih funkcija po svim varijablama:

Of,
[Ljf()() ]kf — 25322, l( — 1 PRI ,17, E — 1 PRI 7177,

[of of o of
0Xq 0Xo O0Xm
A S
Jf(x):a—xz 0xy  Oxo OXm | € R™™M.
o oh  of
L OXq OXo OXm |
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Apsolutne perturbacije po normi

|z priblizne jednakosti za male perturbacije

of
Ay~ —-A
)/ é?)( )()
uzimanjem bilo koje operatorske ili konzistentne norme izlazi
of of
A ~ || — . < ||=—1l . .
oy~ 5 - ax| < 55| 1ai

Za operatorske norme, prethodna nejednakost ostra, tj. postoji
perturbacija Ax za koju se ona dostize.

Odavde vidimo da normu Jacobijeve matrice mozemo uzeti kao
apsolutnu uvjetovanost “po normi”.

UocCite: Za m = n = 1 dobivamo isto kao i ranije!
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Relativne perturbacije po normi

Kao i ranije, ako je x # 0i y # 0, dijelienjem s || y|| dobivamo da
za relativne perturbacije po normi vrijedi

1Ayl IixIl ]| of
Iyl = GOl 1 ox

To opravdava definiciju relativhe uvjetovanosti “po normi” u
obliku

|ax|
]

R
S0 = ool || ax

Ova uvjetovanost je mnogo grublja nego ||I'(x)||, jer norma
pokusava “unistiti” detalje o komponentama vektora.

Ako su komponente bitno razlicitih redova veli¢ina, samo
najvece po apsolutnoj vrijednosti igraju neku ulogu.
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Uvodna pri¢a o greSkama (nastavak)

Primjer uvjetovanosti problema
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Problem — racunanje integrala (Gautschi)

Ispitajmo uvjetovanost problema racunanja integrala

1 tn
|, =
" /0 t+5dt’

za zadani nenegativni cijeli broj n € NU {0} = Np.

U ovom obliku, problem je napisan kao preslikavanje iz Ng u R i
ne “pase” ranijem pojmu problema.

» Domena ovdje nije R, nego Ny (diskretan skup), pa nema
smisla govoriti 0 neprekidnosti, derivabilnosti i sl.

Zato prvo transformiramo problem.
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Rekurzija za integral

Nadimo vezu izmedu Ik i Ix_1, s tim da ly znamo izraCunati

1

| —/11dt—ln(t+5) —in
" Jo t+5° —

Za pocetak, ocito vrijedi da je
t 5
t+5 t+5
MnoZenjem obje strane s t*~1 dobivamo
th

U g
t+5 f 5t+5
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Rekurzija za integral (nastavak)

Na kraju, integracijom na segmentu [0, 1] izlazi
1
1
Iy :/ tdt —5l_q = oSkt k=12....n
0

Dakle, Ik je riesenje (linearne, nehomogene) diferencijske
jednadzbe prvog reda

’
Yk = —BYk—1 + k=1,2,..

R?

*

uz pocetni uvjet yo = .

Ovo gore je dvoclana rekurzivna relacija za yx (pogledajte pricu
o rekurzivnim relacijama u Diskretnoj matematici).
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Rekurzija unaprijed — zapis funkcijama

Varijacija poCetnog uvjeta definira niz funkcija fx, yx = fx(¥o)-
Zanima nas relativna uvjetovanost funkcije f, u tocki yo = Iy, u
ovisnosti 0 n € Ny. Razlog:

» Iy nije egzaktno prikaziv u raCunalu,

» umjesto fy, spremi se aproksimacija 70,

» konaéni rezultat — neka aproksimacija I, = f,(l).

Indukcijom ili supstitucijom unatrag lako se dokaze da vrijedi

n
-5 n—k
Yn= (%) = (=5)"Yo + Pn. Pn= Z ( Ig ;
k=1

gdje je pn ovisi samo o nehomogenim ¢lanovima rekurzije, ali
ne i o pocetnom uvjetu yp.
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Rekurzija unaprijed — relativna uvjetovanost

Relativna uvjetovanost funkcije f, u tocki yg je

Yofn(¥o) | _ |¥o(=5)"|
Yn Yn
|z definicije integrala slijedi: /, monotono padaju po n, ¢ak

k1, (Yo) =

lim I, =0.
n—o0

Zbrajanjima dobivamo sve manje i manje brojeve! U yp = Iy je

lp-5" Iy-5"
0 Sl _

fﬂfn( A)) = / Esn'
n

lo
Zakljuc€ak: f, je vrlo loSe uvjetovana u yp = Iy, i to tim gore kad
nraste.
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Rekurzija unaprijed — rezultati

Pitanje: Kako se lo$a uvjetovanost vidi, kad stvarno racunamo
fa(lp) u aritmetici racunala?

Algoritam unaprijed, za zadani n (pseudokéd):

k = 0;
y = 1ln( 6.0 / 5.0 ); /x y_0 x/
ispisi k, y;
za k =1 do n radi {
y =-5.0 x y + 1.0 / k; /* y_k x/

ispisi k, y;
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ToCne vrijednosti integrala /,

I,

0.20
0.15
0.10

0.05

5 10 15 20 25 30 35 40 "

egzaktne/to¢ne vrijednosti integrala I,
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Rekurzija unaprijed — numericki rezultati

IzraGunate vrijednosti u tipu extended (u ~ 5.42 - 10-29),
Crvene znamenke su pogresne!

n

In

In

rel. greska

N = o

22
23
24
25

39
40

1.82321556793954626E—1
8.83922160302268688E—2
5.80389198488656562E—2

7.38035060732479776E—3
6.57650783294122857E—3
8.78412750196052383E—3
—3.92063750980261915E—3

—6.32992112791892692E+7
3.16496056420946346E+8

1.82321556793954626E—1
8.83922160302268689E—2
5.80389198488656553E—2

7.29738306511145509E—3
6.99134554400794192E—-3
6.70993894662695705E—3
6.45030526686521474E—3

4.18374034921478077E—3
4.08129825392609613E—3

2.2E-19
—2.0E-18
1.5E—17

1.1E-02
—5.9E-02
3.1E-01
—1.6E+00

—1.5E+10
7.8E+10
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Rekurzija unaprijed za I, — relativne greske

log(rel_err)

10

-10
—15
-20

(logyp) relativne greske izracunate vrijednosti
integrala I,, rekurzijom unaprijed

40
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Rekurzija unaprijed — komentar rezultata

Izracunata vrijednost Iy ima
» vrlo malu relativnu greSku — samo nekoliko u.

Medutim, ta mala greSka “eksplodira” vrlo brzo,
» jer se pojacava s faktorom 5 u svakoj iteraciji.

Isto vrijedi i za sve gre$ke zaokruzivanja iza toga, samo je
ukupni faktor poja¢anja malo maniji (kasnije su nastale).

Stvarni problem i bitna razlika od primjera “sin 247"
» Ovdje nema velikih omjera brojeva u algoritmu.

Brojevi I, relativno sporo padaju — omjer ly/ 49 je ispod 50. Po
tome, oCekivali bismo gubitak to¢nosti od oko 2 decimale,

» a stvarno imamo uzasno i jo§ “nevidljivo” kracenje.
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Rekurzija unatrag — zapis funkcijama

Moze li se loSa uvjetovanost izbjeci?
» Moze — okretanjem rekurzije, unaprijed — unatrag!

Treba uzeti neki v > ni “silazno” raunati
1 /1
yk_1:§ ——Ykl|l, k=v,v—1,...,n+1.

Ovo, u principu, smijemo koristiti i za n = 0, tj. raCunati y.
Problem: Kako izraCunati pocetnu vrijednost y,?

Nova rekurzija definira niz funkcija gn,., koje vezu y, i y,, uz
v > n,tj.

Yn = 9nu (V)
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Rekurzija unatrag — relativna uvjetovanost

Relativna uvjetovanost za gn , je

Yo (=1/5)"""

y , v> N
n

,€£7n,u ()G/) =

Za y, = I, dobivamo da je y, = I, a iz monotonosti I, slijedi

L/ 1 v—n 1 v—n
K/gn’y(/l,) = Tn . <5> < (5> y v > n,

8to je ispod 1, tj. relativne greSke se prigusuju.
» Prigusenje greSaka ide s faktorom 1/5 po svakoj iteraciji!

» To vrijedi i za greSke zaokruzivanja napravljene u ranijim
iteracijama (u aritmetici racunala).
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Rekurzija unatrag — pocetna vrijednost
Ako je 7l, neka aproksimacija za /,, onda za relativne

perturbacije vrijedi
1 v—n
“(s)

Zbog linearnosti funkcije g, ova relacija vrijedi za bilo kakve
perturbacije, a ne samo za male.

1, -1,
L

71/_/1/

Ly

T — Iy

In

= f{gnﬂz(hl)

» Pocetna vrijednost 1, uopce ne mora biti blizu prave /,.

» Mozemo uzeti 7V = 0, ¢ime smo napravili relativnu gresku
od 100% (tj. 1) u pocetnoj vrijednosti ...
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Rekurzija unatrag — toc¢nost i start v

» ... ajo$ uvijek dobivamo I, s relativnom greSkom

1 v—n
< <5> s v > n.
» Povoljnim izborom v, ocjenu na desnoj strani mozemo

napraviti po volji malom — ispod trazene tocnosti .
» Dovoljno je uzeti 1,=0i

=1,

In

log(1/¢)

>
vent log 5

i

a zatim raCunamo vrijednosti

/I\k_1:;(l1(—7k>, k=v,v—1,....n+1.
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Rekurzija unatrag — rezultati

Pitanje: Kako se dobra uvjetovanost vidi, kad stvarno
racunamo g, (1) u aritmetici racunala?

Promatramo rezultate za ¢ = 10~ '°!
» Pocetna vrijednost je 1, = 0.
» Za ovaj ¢ dobijemo
log(1/¢)
V=T Tog5 log 5
Dakle, “silazno” raCunamo 28 vrijednosti.

~ n+ 28.

Usput, to su vrijednosti za I, iz ranije tablice i sve prikazane
znamenke su tocne (ima ih 18). Dakle, “niSta se ne vidi”.
Greska je samo nekoliko u, jer je ¢ ~ 2u i imamo 3 operacije.
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Rekurzija unatrag za /40 — ovisno o startu v

log(rel_err)

-10

—15

—20

(logy) relativne greske izracunate vrijednosti
integrala I4o obratnom rekurzijom za I4o4, =0
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Rekurzivno racunanje — zavrSne napomene

Rekurzije prvog i (posebno) drugog reda se vrlo Cesto koriste u
praksi

» ne samo za racunanije vrijednosti integrala,

» vec za racunanje raznih specijalnih funkcija (poput
Besselovih) i ortogonalnih polinoma (v. kasnije).

Zato oprez ...
» treba znati nesto o stabilnosti rekurzije, prije racunanjal

“Trik” okretanja rekurzije poznat je kao Millerov algoritam. Prvi
puta je iskoristen bas za raCunanje Besselovih funkcija.
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Uvodna pri¢a o greSkama (nastavak)

Primjeri izbjegavanja kracenja
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Kvadratna jednadzba

Uzmimo da treba rijeSiti (realnu) kvadratnu jednadzbu
ax®>+bx+c=0,

gdje su a, bi ¢ zadani, i vrijedi a # 0.

Matematicki gledano, problem je lagan: imamo 2 rjeSenja

—b+vb? —4ac
X172 = 22 .

NumeriCki gledano, problem je mnogo izazovniji:
» ni uspjeSno racunanje po ovoj formuli,
» ni tocnost izraCunatih korijena,

ne mozemo uzeti “zdravo za gotovo”.
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Kvadratna jednadzba — standardni oblik

Za pocetak, jer znamo da je a # 0, onda jednadzbu mozemo
podijeliti s a, tako da dobijemo tzv. “normalizirani” oblik

X*+px+q=0 _b g€
p q - Y p - a> q - a'
Po standardnim formulama, rjeSenja ove jednadzbe su

pt VP 4g
P -4q

Medutim, u praksi, stvarno racunanje se radi po formuli

me=—5=\/(3) -a

s tim da na pocCetku izraCunamo i zapamtimo p/2 ili —p/2.
Ovim postupkom Stedimo jedno mnoZzenje (ono s 4).

X12 =
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Kvadratna jednadzba — problem

Primjer. RjeSavamo kvadratnu jednadzbu x® — 56x + 1 = 0.

U dekadskoj aritmetici s p = 5 znacajnih znamenki dobijemo

X; = 28 — /783 = 28 — 27.982 = 0.018000,
X = 28 + /783 = 28 + 27.982 = 55.982.

ToCna rjeSenja su
x; =0.0178628... i xo =55.982137....

Apsolutno maniji od ova dva korijena — x4, ima samo dvije
toéne znamenke (kracenje), relativna greska je 7.7 - 103!

Apsolutno veéi korijen x» je “savr§eno” tocan.
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Kvadratna jednadzba — popravak

Prvo izraCunamo veceg po apsolutnoj vrijednosti, po formuli

_ —(b+ Sign(ﬁiM) _ _g ~ sign(p) (%)2_ 7.

X2

a manjeg po apsolutnoj vrijednosti, izratunamo iz

X xp = S = q
1 Xe ==
(Vieteova formula), tj. formula za x4 je
c
- & 9
Xo a X2

Opasnog kracenja za x; vise nema!
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Kvadratna jednadzba (nastavak)

Ovo je bila samo jedna, od (barem) tri “opasne” tocke za
racunanje. Preostale dvije su:

» “kvadriranje” pod korijenom — mogucnost za overflow.
Rjesenje — “skaliranjem”.

» oduzimanje u diskriminanti s velikim kracenjem — nema
jednostavnog rieSenja. Naime, “krivac” nije aritmetika.

» To je samo odraz tzv. nestabilnosti problema. Tad imamo
dva bliska korijena, koji su vrlo osjetljivi na male promjene
(perturbacije) koeficijenata jednadzbe.

» Na primjer, pomak ¢ = pomak grafa “gore—dolje”.
Mali pomak rezultira velikom promjenom korijenal
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Neki primjeri izbjegavanja kra¢enja

Primjer. Treba izraCunati

y=Vx+45-Vx,
gdje su x i § zadani ulazni podaci, s tim da je x > 0,
» a |6 vrlo mali broj.

U ovoj formuli, ocito, dolazi do velike greske zbog kra¢enja —
zaokruzivanje korijena prije oduzimanja.

Ako formulu “deracionaliziramo” u oblik

o
SRR/

problema vise nemal
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Neki primjeri izbjegavanja kra¢enja

Primjer. Treba izraCunati

y = cos(x + J) — cos x,

gdje su x i 6 zadani ulazni podaci, s tim da je |cos x| razumno
velik,

» a |4 vrlo mali broj.
Opet, dolazi do velike greske zbog kracenja.

Ako formulu napiSmo u “produkinom” obliku

——23iné sin x+é
y_ 2 2 9

problema vise nemal
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Uvodna pri¢a o greSkama (nastavak)

Primjer osjetljivosti problema na greSke u podacima
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Svojstvene vrijednosti i nultoCke polinoma

U linearnoj algebri, svojstvene vrijednosti zadane matrice A se
racunaju “na ruke” kao

» nultocke karakteristicnog polinoma te matrice

ka()\) = det(\ — A) = 0.

Prvo, racunanjem determinante, nademo “standardni” oblik
karakteristicnog polinoma, preko koeficijenata

Ka(A) = A"+ Cpq A" - oA+ o,
a onda trazimo nultocke A4, ..., A, tog polinoma.

Oprez: Nultocke polinoma mogu biti vrlo osjetljive na male
perturbacije u koeficijentima polinoma.

74/107



Primjer — Wilkinsonov polinom

Primjer. Uzmimo tzv. Wilkinsonov polinom stupnja n = 20,
Poo(A)=(A—=1)-(A—=2)---(A=19) - (A — 20).

Iz ovog “multiplikativnog” oblika odmah €itamo da su nultocke
tog polinoma, redom, prirodni brojevi

Ovaj oblik polinoma — kao produkt linearnih faktora, je
» idealno stabilan na male perturbacije “polaznih” podataka,
» jer su ti podaci upravo nultocke polinomal
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Wilkinsonov polinom — razvijen po potencijama

Kad polinom Py “razvijemo” po potencijama od ), tj. zapiSemo
preko koeficijenata ¢;, dobivamo

Pgo(/\) = )\20 + C1g)\19 4+ -4+ Cc1A+ ¢y,
s koeficijentima:

Cro=—(1+2+---+19 4 20) = —210,

co _ (1) (=2)---(~19) - (—20) = 20!

Bas$ to je oblik kojeg bismo, na primjer, izracunali iz pripadne
matrice. Poanta:
» Ovdje se nultoCke bas i “ne vide” odmah ...

Treba ih izracunati!
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Egzaktni koeficijenti Wilkinsonovog polinoma

Tocne vrijednosti koeficijenata ¢; su

Co= 2432902008176640000 cyo = 1307535010540395
¢ = —8752948036761600000 cy1 = —135585182899530
¢ = 13803759753640704000 cyo= 11310276995381

c3 = —1287093124 5150988800 c43 = —756111184500
cs = 8037811822645051776 cC4 = 40171771630
cs = —3599979517947607200 ci5 = —16722 80820
Ce = 1206647803780373360 ci5 = 53327946
c; = —311333643161390640 cy7 = —1256850
Cg = 63030812099294896 c1g = 20615
Cy = —10142299865511450 cq9 = -210

Koeficijenti su “jedva” prikazivi u tipu extended, a sigurno nisu
egzaktno prikazivi u manjim tipovima, poput double.
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Mala perturbacija koeficijenta cg

U polinomu P,y napravimo
» jednu jedinu perturbaciju veligine 222 u koeficijentu ¢,
tako da dobijemo polinom

Pao(\) = Pag(A) — 272210,

Pripadna relativna perturbacija koeficijenta ¢g je
» reda veli¢ine 2-3°, odnosno, ispod 10~°.
Reklo bi se — zaista mala perturbacija!

Kako izgledaju nultoCke tog perturbiranog polinoma 1520, tj.
» jesu li se i nultocke “malo” promijenile?
Nazalost, ne!
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Nestabilnost nultocaka Wilkinsonovog polinoma

Egzakine nultoCke polinoma P»o, na 9 decimala, su

1.00000 0000 6.000006944 10.095266145 + 0.64350 0904 /
2.000000000 6.999697234 11.793633881 + 1.652329728 i
3.000000000 8.00726 7603 13.992358137 +2.51883 0070/
4.000000000 8.917250249 16.73073 7466 +2.812624894 |
4.999999928 20.846908101 19.50243 9400 + 1.940330347 i

Od 20 realnih nultoCaka polinoma P»g, dobili smo
» samo 10 realnih — prvih 9 i zadnja,

» i 5 parova konjugirano kompleksnih, s vrlo
“nezanemarivim” imaginarnim dijelovima.

Ni govora o “maloj” perturbaciji!
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Svojstvene vrijednosti matrica — pouka

Zato se, u praksi, svojstvene vrijednosti matrice A
» nikad (ili gotovo nikad) ne racunaju kao
» nultoCke karakteristicnog polinoma kg.

Za taj problem postoji gomila raznih numerickih metoda, ovisno
o vrsti matrice i raznim drugim stvarima.

80/107



Uvodna pri¢a o greSkama (nastavak)

Primjer raCunanja u aritmetici raCunala

81/107



Primjer: racunanje sume u aritmetici racunala

Primjer. Ra¢unamo sumu (zbroj) s, = x1 + X2 + - - - + Xp,
uz pretpostavku da su svi brojevi x; prikazivi u raCunalu, tj.
vrijedi x; = fé(x;),zai=1,...,n.

Algoritam. Zbrajamo unaprijed — redom po indeksima:

s = x_1;
za 1 = 2 do n radi
s = s + x_1i;

Oznake. Razlikujemo egzaktne i izracunate parcijalne sume:
» Egzaktne parcijalne sume su s;=s; 1+ X; = Xy + - + Xj,

» |zraCunate parcijalne sume su §; = f((5i_1 + X;),
zai=2,...,n. Zapocetnu sumu vrijedi sy = S = xj.
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GresSke zaokruzivanja u aritmetici racunala
Prema |IEEE standardu, za svaki izracunati rezultat vrijedi
Si=flSi—1+x)=+¢ci1)(Ei-1+X), I=2,....n,

s tim daje |¢;_1| < u, uz pretpostavku da su svi §; unutar
prikazivog raspona (nadalje smatramo da je tako).

Jedino razumno je izraziti zavrsni rezultat 5, u terminima
» polaznih vrijednosti x4, ..., Xn.
Kad to napravimo i sredimo po x;, dobivamo

Sn=(1+e1) - (T+ept)xi+(1+e1) (1 +ep1)x

+(1+e2) (1 4+epq1)Xz+---
+(1 +5n72)(1 +5n71)xn71 + (1 +5n71)xn~

83/107



Zapis izraCunate sume
lzracunatu sumu 5, mozemo napisati u obliku
Sn=(+m)xi+ (1 +m2)x2+ -+ (1+nn)Xn,
gdje je
m=n=1+e1) (1 +ep1)-1
n3 = (1 —|—€2)(1 +€n_1)—1

Nn—1 = (1 +5n—2) (1 +€n—1) —1
nn=(14+¢ep—1) =1 =¢p_1.

Iz |¢;| < u dobivamo ocjene (v. “velika” skripta, str. 135—136)

_i +1—iu
| < n1=i < A . (n
Inil < (1+u) = Ynd1—i 1—(n+1—i)u’

zai=2,...,ni|n| = |n2| <~vn_1 (uz uvijet (n—1)u < 1).
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Sto éemo s tim — interpretacija unatrag

Pogled unatrag u domenu — obratna greska, stabilnost unatrag
(engl. backward error, backward stability), iz relacije

én:“ +T]1)X1 +(1 +T]2)X2+"'+(1 +T]n)Xn.

lzracunati rezultat 5, je egzakina suma

» malo “perturbiranih” polaznih podataka xi, .. ., Xp,

» s obratnim ili polaznim relativnim greSkama 7, ..., 7.
To kaze da je algoritam zbrajanja stabilan “unatrag”.

Pogled unaprijed = teorija perturbacije za greske 74, ..., nn.
Prava greska izracunate sume je

A

Sp— Sp = MX1 +1n2X2 + - -+ + NpXn.
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Ocjena relativne gre$ke unaprijed

Odavde slijedi

|§n - Sn’ < (’X” + e |Xn’) -+ max ‘77/|

< (Pl -4 xal) - 9o
Za relativnu gresku izracunate sume dobivamo ocjenu

50— sl _ X1+ -+ [Xn|
Isnl 7 X1+ 4 Xl

Yn—1 = Ksy = Yn-1,
gdje je uvjetovanost

_ bal e Il
X x|
Zbrajanje brojeva istog predznaka = xs, = 1.

Sn
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Poredak zbrajanja za iste predznake

Zbog prijelaza |n;| < max;—1_..n|ni|, prethodna ocjena vrijedi

» za bilo koji algoritam — neovisno o poretku sumanada!

77777

Prave obratne greske 7;, naravno, ne znamo. Medutim, znamo
da za ocjene tih greSaka vrijedi:

ml = n2l <vne1s Inil < g1 I=2,....n,

tj. najveca je ocjena za prva dva sumanda xq, X», i ocjena pada
kako indeksi rastu (sumandi kasnije ulaze u zbrajanja).

Kad zbrajamo brojeve istog predznaka (tj. nema krac¢enja),
najmanju ocjenu greSke dobivamo tako da
» sumande x; poredamo uzlazno po apsolutnoj vrijednosti!

Razlog: vece (ocjene) greSke mnoze se sa manjim
sumandima.
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Uvodna pri¢a o greSkama (nastavak)
Analiza pojedinih vrsta greSaka
Mjerenje greSaka — norme
Uvjetovanost problema
Vrste uvjetovanosti
Uvjetovanost jednodimenzionalnog problema
Uvjetovanost viSedimenzionalnog problema
Primjer uvjetovanosti problema
Primjeri izbjegavanja kracenja
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Opcenito o linearnim sustavima — teorija

Neka je F = R polje realnih brojeva (moze i F = C).

Zadani su:
» (pravokutna) matrica A € 7™ jvektor b € FM.

Trazimo rjeSenje linearnog sustava

Ax = b.

Teorem Kronecker—Capelli kaze da linearni sustav Ax = b
» ima rjeSenje x € 7" — ako i samo ako je rang matrice A, u
oznaci r, jednak rangu prosirene matrice A= [A | b],

» rjeSenje sustava je jedinstveno ako je r = n.

Znamo ¢ak i malo vise!
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Linearni sustavi — teorija (nastavak)

Opce rjeSenje sustava Ax = b (ako postoji) ima oblik

X =Xp+N(A),
gdje je
» X, jedno partikularno rjeSenje polaznog sustava Ax = b,

» N(A) je nul-potprostor od A, ili opce rjeSenje pripadnog
homogenog sustava Ax = 0.

Iz teorema o rangu i defektu za matricu A
r+dimN(A) = n,

slijedi tvrdnja o jedinstvenosti rieSenja:
» dmMN(A)=0 < r=n.
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Linearni sustavi — od teorije prema praksi

U praksi se najcesce rjeSavaju linearni sustavi Ax = b kod kojih
je matrica A kvadratna i regularna.

» Akvadratna — znaci da je m = n (A je reda n).

» Aregularna — znaci, na primjer, det A # 0.

Iz teorema Kronecker—Capelli onda izlazi da

» rjieSenje x takvog sustava postoji i jedinstveno je.
— ima smisla promatrati algoritme za racunanije rjesenja.
Nema smisla racunati nesto §to (mozda) ne postoji, ili nije
jedinstveno (koje od beskona¢no mnogo rjeSenja raCunamo).

Oprez: To §to unaprijed znamo da je A regularna
» ne znaci da to vrijedi i numericki!
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Kako nadi rjieSenje? — Inverz matrice

Teorija (1). MoZemo nadi inverz matrice A, tj. matricu A~"

» i slijeva pomnoziti sustav Ax = b matricom A~".
Dobivamo

x=A"b.

Samo je pitanje: Kako ¢emo izradunati inverz A=1?
ZakljuCak: Laksi problem sveli smo na tezi — u prijevodu, pali
smo s konja na magarca.
Zasto? Jednostavno, zato $to je

» j-ti stupac inverza, upravo, riesenje sustava Ax = e;.

Dakle, za n stupaca od A" treba rijesiti n linearnih sustava. A
krenuli smo od jednog (sustava)!  Ne tako!
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Kako naci rieSenje? — Cramerovo pravilo

Teorija (2). Iz linearne algebre znate za Cramerovo pravilo:
» j-ta komponenta rjeSenja sustava je

X — detA/-
77 detA’

fj=1,...,n,

» pri Cemu je matrica A; jednaka matrici A,

» osim $to je j-ti stupac u A; zamijenjen desnom stranom b.

&«

Treba jo$ “samo” izraCunati determinante — i to n+ 1 njih.
A kako ¢emo to?

“Klasi¢ni” odgovor: pa ... recimo, Laplaceovim razvojem.

Jao, jao ... Bilo kako, samo ne tako!
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Kako naci rjeSenje? — Zaboravite Cramera

Zasto? Laplaceovim razvojem dobijemo (kao u definiciji det)
» “samo” n! pribrojnika u svakoj determinanti,
» a svaki pribrojnik je produkt od n faktora.

Prava “sitnica”. | tako to, jo§ n+ 1 puta ...

Zakljucak: Ako determinante racunamo na ovaj nacin,

» slozenost Cramerovog pravila za rjeSavanje linearnog
sustava je eksponencijalna u n (dokazite to!)

» inikad se ne koristi kao metoda numerickog rieSavanja.

94/107



Zaboravite determinante i Cramera — finale

Komentar: Determinante mozemo racunati i puuuno brze,
» tako da matricu svedemo na trokutasti oblik,
» postupkom slicnim Gaussovim eliminacijama.

Naime, determinanta trokutaste matrice (gornje ili donje) je
» produkt dijagonalnih elemenata,

pa se lako racuna!

No, isti postupak eliminacija koristimo i za
» rjeSavanje “cijelog” linearnog sustava Ax = b,
» ito samo jednom, a ne n+ 1 puta.

Dakle, Cramerovo pravilo se ne isplati ni kad ovako raunamo
determinante.
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Kako nadi rieSenje? — Gaussove eliminacije!

Najjednostavnija metoda za rjeSavanje linearnih sustava su
» Gaussove eliminacije, odnosno,
» slicne metode svodenja na trokutastu formu.

Ideja: Sustav Ax = b se ekvivalentnim transformacijama svodi
na sustav oblika
Ux=y,
gdje je
» U trokutasta matrica (recimo, gornja),

iz kojeg se lako, tzv. povratnom supstitucijom, nalazi rjeSenje.

Oznaka U — “upper” (gornja) = gornja trokutasta matrica.
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Ekvivalentne transformacije sustava

Ekvivalentne transformacije sustava su
» one koje ne mijenjaju rieSenje sustava.

Standardne ekvivalentne transformacije su (v. LA):
» zamjena poretka jednadzbi (nuzno!),

» mnozenje jednadzbe brojem razli¢itim od nule,
» ova transformacija “skaliranja” se obi¢no ne koristi, ili se
vrlo pazljivo koristi — za povecanje stabilnosti,

» mnozenje jedne jednadzbe nekim brojem i dodavanje
drugoj jednadzbi (kljucnol),

= dodavanje linearne kombinacije preostalih jednadzbi, s
tim da uzmemo samo jednu preostalu jednadzbu.
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RjeSavanje linearnih sustava
Gaussove eliminacije
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Gaussove eliminacije — algoritam

Oznagimo A" := A, b(") := b na po&etku prvog koraka.

U skraé¢enoj notaciji, bez pisanja nepoznanica x;, linearni
sustav Ax = b mozemo zapisati proSirenom matricom, kao

oA 1 1y 1 (1) ]
A e
1 1 N o,Ad
) ay o ay) by
. s . | .
: : Do
Ay &Y A b

Svodenje na trokutastu formu radimo u n — 1 koraka.
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Gaussove eliminacije — algoritam (nastavak)

1. korak.

» U prvom stupcu matrice A(") ponigtimo sve elemente, osim
prvog, tj. sve elemente strogo ispod dijagonale.

Kako se to radi?

Ako je element aﬂ) # 0, onda redom, mozemo
» od /-te jednadzbe oduzeti
» prvu jednadzbu pomnozenu s

mjy =

Pritom se prva (tzv. “kljucna”) jednadzba ne mijenja.
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Gaussove eliminacije — algoritam (nastavak)

Prva jednadzba — kao redak prosirene matrice [A() | b(V)], je

1 1 1)
HEE VI
Polazna i-ta jednadzba — pisana na isti nacin,za i = 2,...,n,
O
11 i2 in i

Nova i-ta jednadzba — pisana na isti nacin,zai=2,...,n,
2 2 2) ! 2
49 A
Relacije za nove elemente su
af.jz) = af.j” m,1a$j), bfZ) = b,m — My b$1),
zaj=1,...,n,i=2,...,n. Prviredak (i = 1) ostaje isti.
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Gaussove eliminacije — algoritam (nastavak)

Iz ovih relacija za nove elemente (prepisane jo$ jednom)

) = aV —mpad?, b® = b myb},

vidimo da su multiplikatori

A

1 .
m;1:ﬁ, i=2,....n
ay4

odabrani upravo tako da je a,(.f) =0,zai=2,...,n.
Dakle, nakon prvog koraka dobivamo proSirenu matricu
[A®) | b(®)] u kojoj

» prvi stupac ima nule (strogo) ispod dijagonale, tj. gornju
trokutastu formu.

102/107



Gaussove eliminacije — algoritam (nastavak)

Time smo dobili ekvivalentni linearni sustav A@ x = b(@) g
proSirenom matricom

I T R U
0 ) &l
: : : :
|
|0 af,zz) af,%) : b,,2) |

Postupak ponistavanja mozemo nastaviti s drugim stupcem
matrice A®® — na isti nagin.

Ako je aézz) # 0, biramo faktore mj, tako da ponistimo sve
elemente drugog stupca ispod dijagonale. | tako redom.
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Gaussove eliminacije — algoritam (nastavak)

Opcenito, k—ti korak izgleda ovako,za k =1,...,n—1:
» iz prosirene matrice [ A%) | b(K) ] dobivamo novu progirenu
matricu [ A1) | ptk+1) ],
» tako da ponistimo sve elemente strogo ispod dijagonale u
k—tom stupcu matrice A, koristeéi “kljuéni” k-ti redak.

Relacije za nove elemente koje treba izradunati u matrici A(k+1)
i vektoru b(k+1) sy

40— )~ myall) B 9 bl

zai,j=k+1,...,n. Iz a(k+1) = 0, multiplikatori my su
(k)
a
m,-k:%, i=k+1,...,n
a

kk
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Gaussove eliminacije — algoritam (nastavak)

Prvih k redaka u [ A1) | p(k+1) ] ostaju isti kao u [A) | b(K)].

Konacno, ako su svi aE,') #+0,zai=1,...,n—1 (netreba n),
zavréni linearni sustav [ A(") | b(" ], ekvivalentan polaznom, je

1 1 1 (1) ]
) ) ) e
2 2) I (2
42 A2

_ Ao |

Dobili smo gornju trokutastu matricu U = A" (nule u strogo
donjem trokutu matrice U ne piSemo).
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Gaussove eliminacije — algoritam (nastavak)

Uz pretpostavku da je aﬁ,’,? # 0, ovaj se linearni sustav lako
rieSava tzv. povratnom supstitucijom (supstitucijom unatrag)

b
n ag;’y
1 () ==
x,:(/)(bf')—Zal(j')xj>, i=n—1,...,1.
ajj j=i+1

Pitanje: Ako je A kvadratna i regularna matrica,
» moraju li svi elementi a,(.,.i) biti razliCiti od nule?

To je nuzno (i dovoljno) da algoritam “prode” u ovom obliku.
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Gaussove eliminacije — primjedba na algoritam

Odgovor: Ne!
Primjer. Linearni sustav Ax = b, s proSirenom matricom
0 11
[A|b]= P
1 011

je regularan (det A = —1), sustav ima jedinstveno rjeSenje
Xy =X =1,
» aipak ga ne mozemo rijesiti Gaussovim eliminacijama,
» ako ne mijenjamo poredak jednadzbi.

Zakljucak: Moramo dozvoliti promjenu poretka jednadzbi.
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