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Numericka integracija
Primjer za teZinske formule

4/123



Tezinska Newton—Cotesova vs. Gaussova f.

Primjer. Napravimo usporedbu
» zatvorene Newton—Cotesove formule i
» Gaussove formule
s 2 &vora, za tezinsku funkciju w(x) = x~'/2 na intervalu [0, 1].

TeZinska funkcija w ima singularitet u lijevom rubu a = 0, ali je
integrabilna na [0, 1] — njezin integral je po = 2.

TraZzene integracijske formule glase:

1 wiNCf(0) + wNCf(1) (Newton—Cotes),
/X1/2f(X)dX%

0 wCf(xi) + wif(x) (Gauss).
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Tezinska Newton—Cotesova formula

Za Newton—Cotesovu formulu, tezine w]'C i w)'C mozemo
izraCunati iz eksplicitne formule

b
Wi :/ w(x)l(x)dx, k=1,2.
a

Lagrangeova baza /4 i />, za zadane ¢vorove x; = 0i x> = 1,
jednaka je
X — Xo x—1
E = = = 1 —
1(X) X1 — Xo 0-1 X,
X=X _x—-0
N Xo — X4 S 1-0

)
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Tezinska Newton—Cotesova formula

pa imamo

1 1
W1NC:/0 x‘1/2€1(x)dx:/0 (x~1/2 — x/2) dx

1
_ (ox1/2 _ 2,32
3 0

1 1 2 1 2
WéVCZ/ X‘1/2€2(X)dx:/ x1/2dx:§x3/2 =3
0 0 0

Wl

)

Ovaj pristup ima smisla samo kad se polinomi /4 i /5 lako
racunaju, tj. samo kad su ¢vorovi “lednostavni”, poput 0 i 1.
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Tezinska Newton—Cotesova formula

Obicno je puno lakse iskoristiti da Newton—Cotesova formula
egzaktno integrira “jednostavnu” bazu prostora polinoma P;.

UvrStavanjem f(x) = 1, dobivamo jednadzbu

1
wiNC .1 4 wC . 1 :/ xV2dx =2,
0

a uvrstavanjem f(x) = x, dobivamo jednadzbu
1
wiNC .0 + w)C . 1 :/ x‘1/2xdx:§.
0
Odmah izlazi

NC

_ NC
Wyl =, W
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Tezinska Newton—Cotesova formula

Trazena zatvorena Newton—Cotesova formula glasi:

/1 —1/2 4 2 NC
xV21(x) de = $1(0) + SA(1) + ENO(),
0

pri Cemu je EéVC(f) pripadna greska.

Uocite da korijenski singularitet teZzine w u nuli uzrokuje da
» vrijednost f(0) dobiva dvostruko vecu tezinu od vrijednosti

f(1).
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Gaussova formula

Gaussovu formulu najlak$e je odrediti preko ortogonalnih
polinoma. Treba nam monicni (vodeci koeficijent Ao = 1)
ortogonalni polinom ps, stupnja 2, s tezinom x—'/2 na [0, 1]

p2(X) = X% + a1 x + ap.

Taj polinom mora biti ortogonalan na polinome nizeg stupnja.
» Za polinom qo(x) = 1, iz (p2, qp) = 0, dobivamo:

1 1
O:/ x1/2p2(x)dx:/ (x3/2 4+ ayx'/? + agx~1/?) dx
0 0

1

2 2
= -+ —-ay + 24y,

2 52,2, 32 1/2
(= <
<5x + —ayx°/ + 2apx . "5%3

3
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Gaussova formula

» Za polinom q¢(x) = x, iz (p2, q1) = 0, dobivamo:

1
0= / /2 X pa(x dX/ (x%2 4+ a;x3/2 4+ agx'/?) dx
0

1
= <§X7/2 + §a1x5/2 + gaox?’/?) - ; + 231 + gao.

Sustav jednadzbi za koeficijente monic¢nog polinoma p- je:

2a +ga _.2

0T 3™ 75
2 2 2
—dyg+=-a =—=.

3 5 7
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Gaussova formula

RjeSenje tog sustava je
5§ -3
7’ 0 — ;

= 35

pa je ortogonalni polinom p»

6 3
—y2_ - hall
p2(x) = x 7x+ 35"

Cvorovi za Gaussovu integracijsku formulu su nultocke
polinoma po:

X1 = (3 — 2@) ~ 0.11558710999704793517,

<3 +2 g) ~ 0.74155574714580920769.

Nl = N =

Xo =
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Gaussova formula

Za ragunanije tezinskih koeficiienata w i w$, mogli bismo
iskoristiti formulu za wy, kao kod Newton—Cotesove formule.

Medutim, kad imamo ¢vorove Xxq i Xo, puno je lakse iskoristiti da
Gaussova formula egzakino integrira bazu polinoma iz P;.

» Za stupanj 0, stavimo f(x) = 1, i dobivamo jednadzbu

1
W1G+WQG:/ x 12dx =2,
0

» Za stupanj 1, stavimo f(x) = x, i dobivamo jednadzbu

2
5

1
wlxy 4+ wlxp = / x V2 xdx =
0
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Gaussova formula

Kad uvrstimo poznate ¢vorove xq, Xo, rieSenje dobivenog
linearnog sustava od dvije jednadzbe za tezine wZ, wf je

W1G =1+ ;\/E ~ 1.30429030972509228525,

wl =1 — 124 0.69570969027490771475.
2 3Ve6

Sada je tezina
» wg priblizno 1.87476 puta veca od tezine wg.
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Gaussova formula

Trazena Gaussova formula glasi:
! 1 /5 3 2
-1/2 — A I IO
/Ox f(x) dx <1+3 6) f<7 =
3
7

()
+ EZ(f),

pri cemu je EZ(f) pripadna greska.
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Tezinska Newton—Cotesova vs. Gaussova f.

Usporedimo prethodne dvije formule na integralu

1
I = / x~ /2 cos ( )dx =2C(1) ~ 1.55978680075364565895,
0

pri Cemu C oznacava tzv. Fresnelov kosinusni integral.
Aproksimacije po obje formule, za f(x) = cos(mx/2), su

Inc = ; ~ 1.33333333333333333333,
1

lg ~ 1.55758955959339386882,

a pripadne greske su
Enc ~ 0.2264535, Eg ~ 0.0021972,

Sto pokazuje da je Gaussova formula puno bolja (> 100 puta).
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Numericka integracija

Gaussove formule i Hermiteova interpolacija
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Integracija i interpolacija — ponavljanje

Vidjeli smo da se Newton—Cotesove formule mogu dobiti

» integracijom Lagrangeovog interpolacijskog polinoma za
funkciju f na (zadanoj) mrezi ¢vorova xi, . . ., Xp.

Tu Cinjenicu smo onda iskoristili za
» nalaZzenje i ocjenu greske integracijske formule.

Na slican nacin, i Gaussove formule mogu se dobiti

» integracijom Hermiteovog interpolacijskog polinoma za
funkciju f na mrezi ¢vorova x, . .., Xp,

» uz dodatni zahtjev da koeficijenti uz ¢lanove s derivacijama
budu jednaki nula — to ¢e odrediti vorove.

Nakon dokaza, to ¢emo iskoristiti za nalazenje greske
Gaussove integracije.
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje

Hermiteov interpolacijski polinom za funkciju f na mrezi
évorova X, ..., Xp,

» interpolira vrijednosti funkcije i njezine derivacije u
¢vorovima (2n uvjeta),

pa, opcenito, ima stupanj 2n — 1.

To odgovara stupnju egzaktnosti d = 2n — 1 za Gaussove
integracijske formule, pa cijeli pristup ima smisla.

Za pocetak, ponovimo osnovne Cinjenice 0 Hermiteovoj
interpolaciji,
» s promijenjenim oznakama, jer ¢vorove sad brojimo od 1, a
ne od 0.
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje

Neka su xi, ..., X, medusobno razliCite toCke. Ove toCke
interpretiramo kao

» dvostruke ¢vorove interpolacije za zadanu funkciju f.

Uvedimo jo$ skracene oznake za vrijednosti funkcije f i njezine
derivacije f' u évorovima:

fk = f(Xk), f,i:fl(Xk)7 k = 1,...,n.
Raniji rezultat o Hermiteovoj interpolaciji sada ima oblik:

Teorem. Postoji jedinstveni polinom ho,_1 € Pop_1, Stupnja
najvise 2n — 1, koji zadovoljava interpolacijske uvjete

hon_1 (Xk) = fy, h,2n_1(Xk) = ld7 k=1,...,n
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje

Ovaj polinom ho,_1 mozemo prikazati u tzv. Hermiteovoj bazi
na mrezi ¢vorova Xi, . . ., Xp, kao linearnu kombinaciju

n

hon—1(x) = (fehio(x) + fehi (X)),

k=1
gdje su hxoi hgy,zak =1,...,n, polinomi Hermiteove baze,
definirani relacijama
0, zaj#Kk, ,
hko(Xx:) = xi) =0,
ko(¥) {1’ ik o)
0, zaj#k
hk1(x;) = 0, (X)) =24 '
k1(%) k1 (%) {17 ik
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Hermiteova interpolacija — ponavljanje

Polinome Hermiteove baze mozemo eksplicitno izraziti u obliku

Pro(x) = 11— 2(x = x) 6 (x)] 3 (x)
Pia (x) = (x — x0) (%),

gdje je ¢, odgovarajuéi polinom Lagrangeove baze na mrezi
évorova Xq,...,Xp,zak=1,....n.

Buduci da je ¢, polinom stupnja n — 1, onda
> SU hy o i h 1 polinomi stupnja 2n — 1.

Ako su tocke xq, ..., x, medusobno razlicite, onda su polinomi
» lk,zak=1,...,n,— baza u prostoru P,_1,
> hko, hk1,zak =1,...,n,— baza u prostoru Pp,_1.
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Gre8ka Hermiteove interpolacije — ponavljanje

Za funkciju greske Hermiteove interpolacije
en(x) := f(x) — han_1(x),
u svakom ¢voru X, o€ito, vrijedi
en(xk) =0, €ehx)=0, k=1,....n
Dakle, greska ey ima dvostruke nultoCke u tockama xi, ..., Xs.

Pripadni polinom ¢vorova wy za Hermiteovu interpolaciju je

wh(X) = (X = X1)% - (x = xn)? = Wi(x),

gdje je wy, polinom Evorova za Lagrangeovu interpolaciju na
istoj mreZzi.

U novim oznakama, za gresku vrijedi sljedeci rezultat.
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Gre8ka Hermiteove interpolacije — ponavljanje
Teorem. Neka su xi, ..., x, € [a, b] medusobno razliCite tocke i
neka je e, greska Hermiteovog interpolacijskog polinoma hop,_ 1
za funkciju f na mrezi ¢vorova xi, ..., X,. Onda je

en(x) = f(x) — hop_1(x) = w2 (x) f[X1, X1, X2, Xo, . . ., Xn, Xn, X].

Ako (2" postoji na [a, b], onda za svaku tocku x < [a, b],
postoji tocka ¢ € [a, b, takva da je

en(x) = f(x) — han_1(x) = B(X)

Znamo da za ¢ vrijedi i jaca ocjena £ € (Xmin, Xmax), 9dje je

Xmin := MiN{X, X1, ..., Xn}, Xmax := Max{x, Xq,...,Xn},

ali nam to nece trebati za Gaussovu integraciju.
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Integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma

Integracijom Hermiteovog interpolacijskog polinoma

n

hon—1(x) =Y _ (fuhko(x) + fehi 1 (X)),
pa

dobivamo “novu” integracijsku formulu oblika

n

b
In = / w(X)hzn_1(x) dx = (kak + W;’<f/<)7
a k=1
gdje je
b b
we= [ wOohco(x) de. wi = [ w(xhis () ox
a a

zak =1,...,n. Naime, f i f, su brojeviine ovise 0 x.
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Integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma

TeZinske koeficijente wy i w; moZemo napisati i tako da
» uvrstimo izraze za polinome hy o i hx 1 Hermiteove baze,
» u terminima polinoma /¢, Lagrangeove baze.

Dobivamo sljedec¢e formule za teZine u integracijskoj formuli 7,
b
we= [ W00 [1 = 20~ x)ti(0] x) o
a

b
wy, = /a w(x) (x — xx) £2(x) dx,

zak=1,...,n.
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Integracijske formule s derivacijama u ¢vorovima

Ovakve integracijske formule

n

b
. / W(x)han-1(x) cix = 3 (wice + w1},
a

k=1
“slice” na Gaussove integracijske formule, osim §to imaju

» dodatne Clanove w,f;, u kojima se koriste i derivacije
funkcije f u cvorovima integracije x.

Kad bi, kao u Newton—Cotesovim formulama,
» svi cvorovi x, bili unaprijed zadani,

iz uvjeta egzakine integracije polinoma trebalo bi odrediti
» 2n parametara — tezinske koeficijente wy i wy.
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Integracijske formule s derivacijama u ¢vorovima

Ocekujemo da ovakva formula /}, egzaktno integrira polinome

do stupnja 2n — 1 (dimenzija prostora je 2n).

Zaista, uvjeti egzakine integracije na bazi prostora P»,_1 daju
» regularni linearni sustav, reda 2n, za tezine.

To je ocito, jer formule za teZine ve¢ imamo. Osim toga,

» integracijska formula je dobivena “interpolacijski” — na
Hermiteovoj bazi prostora Po,_1.

Dakle, stupanj egzaktnosti formule /], je sigurno d =2n— 1.

Uz pretpostavku dovoljne glatkoce funkcije f,
» jednostavno se izvodi i greska integracijske formule /7,
» direktno iz greske Hermiteovog interpolacijskog polinoma.
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GresSka formule /I, s derivacijama u ¢vorovima

Sasvim opcenito, za integracijske formule /], vrijedi

b
/ w(x)f(x)dx = IL,(f) + E/(f),
a
gdje je E/(f) greska te formule za zadanu funkciju f.

Integracijsku formulu /;,(f) dobili smo “interpolacijski”, kao

» egzakini integral Hermiteovog interpolacijskog polinoma
hon_1 za funkciju f na mrezi ¢vorova Xxq, . .., Xn,

n

b
I(f) = /a W(x)han-1(x) cix = 3 (i + wit}).

k=1
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GresSka formule /I, s derivacijama u ¢vorovima

Greska E(f) integracijske formule I,(f) je

b b
EA) = | w00 (00 = han-1()) b = [ wixpen(x) d,

tj. E/(f) je integral greske ey, interpolacijskog polinoma ho,,_1,
en(x) = f(X) — h2p_1(X) = wh(x) 9(x),
gdje je
9(x) = f[x1, X1, X2, X2, . .., Xp, Xn, X].

Funkcija g je korektno definirana na [a, b], ¢im f” postoji u
¢vorovima. Ako je f jos i neprekidna na [a, b], onda je i funkcija
g neprekidna na [a, b).

30/123



GresSka formule /I, s derivacijama u ¢vorovima

Kad to uvrstimo u izraz za gresku Ej,(f), dobivamo

b b
Exf) = | wixjentx) ok = [ w(x)w5(x) g(x) d.
a a
Nadalje, ocito je
w(x)w2(x) >0, zasvaki x € [a,b],

pa mozemo iskoristiti teorem srednje vrijednosti za integrale s
tezinama. Izlazi
b

EA(F) = g(n) / w(x) w2(x) dx,

a
za neki ) iz [a, b]. Ovo vrijedi uz vrlo blage pretpostavke na f!
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GresSka formule /I, s derivacijama u ¢vorovima

Ako (2" postoji na [a, b], onda postoji ¢ € [a, b] za kojeg je

(2n) b
El(f) = f(2n()f)/a w(x) w2(x) dx.

Integral na desnoj strani ovisi samo o ¢vorovima Xq, ..., Xp, i
treba ga eksplicitno izraCunati za zadani raspored cvorova.

Iz oba oblika greske integracijske formule /;,, odmah vidimo da
je stupanj egzaktnosti jednak d = 2n — 1.

Medutim, za prakticnu primjenu formule //,, trebamo znati
» ne samo funkcijske vrijednosti f(xx) u Cvorovima,
» vec i vrijednosti derivacije f'(xx) u tim évorovima.
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Put prema Gaussovim integracijskim formulama

Zato je ideja da probamo izbjeci koristenje derivacija,
» tako da izborom Cvorova xi
» ponistimo sve teZinske koeficijente w; uz derivacije f;.

Ako to “ide”, tj. ako je w, = 0,za k =1,..., n, dobili bismo

b n n
- / Wx)han_1(x) o = 3 (widic + wifl) = 3 wih.
a k=1

k=1
Stupanj egzaktnosti ove “specijalne” integracijske formule /),
mora ostati isti— d = 2n — 1. No, tako dobivena formula

» koristila bi samo funkcijske vrijednosti fx u ¢vorovima,
tj. postala bi Gaussova integracijska formula /5.
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Gaussove formule kao interpolacijske formule

To se moze postici! Sljededi rezultat govori o tome kako treba
izabrati Cvorove x.

Teorem. U integracijskoj formuli /], vrijedi
w,=0, k=1,....n,

tj. I, je Gaussova integracijska formula, ako i samo ako je
polinom ¢vorova

wp = (X —X1)(X —X2) -+ (X — Xn)

ortogonalan na sve polinome nizeg stupnja, tj. vrijedi

b
/ w(X)wn(Xx)p(x)dx =0, zasvaki pe P,_1.
a
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Gaussove formule kao interpolacijske formule

Dokaz. Koristimo eksplicitni izraz za tezine u formuli [},
b
wj, :/ w(x)(x — xx) 2(x)dx, k=1,...,n,
a

gdje su lx,za k =1,..., n, polinomi Lagrangeove baze na
mrezi ¢vorova X, ..., Xn.

Ove polinome mozemo izraziti preko polinoma ¢vorova wy,

)

paje
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Gaussove formule kao interpolacijske formule

Kad tu formulu uvrstimo u izraz za tezine, dobivamo

1 b
= —— / ax, k=1,...
Wy w},(Xk) /a W(X) w”(X) k(X) X, ) , N,
1. smjer (nuZnost): svi w, = 0 = ortogonalnost.
Ako je

w,=0, k=1,...,n,

odmah vidimo da je w, ortogonalan na sve polinome /y, za
k =1,...,n. No, ti polinomi Cine bazu prostora P,_1, pa je

b
/ w(x) wn(X)p(x)dx = 0, zasvaki pe Py 1.
a
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Gaussove formule kao interpolacijske formule

2. smjer (dovoljnost): ortogonalnost = svi w; = 0.

AKo je wp ortogonalan na sve polinome p € P,_1, onda to
vrijedi i za polinome Lagrangeove baze, tj. za p = ¥k, pa je

/bw(x)wn(x)ék(x)dx:o, k=1,....n.

Odavde odmah slijedi i

w, = 1
T wh(xk)

/bw(x)wn(x)ek(x)dx:o, k=1,....n.
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Gaussove formule kao interpolacijske formule

Prema oCekivanju, dobivamo isti zaklju¢ak kao i ranije.
Integracijska formula oblika /, je Gaussova integracijska
formula /,, ako i samo ako su ¢vorovi Xk, upravo,
» sve nultocke odgovarajuceg ortogonalnog polinoma pp,
stupnja n, s tezinskom funkcijom w na [a, b].

Pripadni polinom ¢vorova w, mora biti jednak
» polinomu p, s vode¢im koeficijentom A, = 1.

Time smo jo$ jednom dokazali egzistenciju i jedinstvenost
Gaussovih integracijskih formula, za zadanu tezinsku funkciju
w na [a, b).

Usput, dobivamo i gresSku za Gaussove integracijske formule!
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Greska Gaussovih integracijskih formula

Teorem. Neka je I,(f) Gaussova integracijska formula reda n, s
tezinskom funkcijom w na [a, b]

/b w(x)f(x) dx = Io(f) + En(f Z Wi f(Xk).

Ako (2 postoji na [a, b], onda postoji ¢ € [a, b] za kojeg je

f(2n) C b
En) = g | W) PR o
gdje je pn ortogonalni polinom stupnja n,
» s vodecim koeficijentom A, = 1,

uz tezinsku funkciju w na [a, b].
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Gre8ka Gaussovih integracijskih formula

Dokaz. Znamo da je I(f) = I/,(f) ako i samo ako je
» pripadni polinom ¢vorova wy, jednak
» ortogonalnom polinomu p, s vodec¢im koeficijentom A, = 1.

Tvdnja izlazi direktno iz formule za greSku odgovarajuce
integracijske formule /7,(f), s tim da je w, = pn.

Formulu za gresku Gaussove integracijske formule reda n

(2n) b
En) =" ) | W) PR o

mozemo i drugacije zapisati.
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Greska Gaussovih integracijskih formula

Integral na desnoj strani je kvadrat norme polinoma p, s
vodeéim koeficiientom A, = 1, pa je

fem¢) [® 2 feM(¢) 2
Enlf) = gy || w0 pE(x) = o ol
U principu, za zadane w i [a, b],
> ||pn||? se moze eksplicitno izratunati i ovisi samo o n
(v. malo kasnije, za klasi¢ne Gaussove formule).

Ako koristimo pj, za kojeg je A, # 1, formula za gresku se
trivijalno mijenja
Q) llpnl®

(2n)! Az

En(f) =
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Pozitivhost tezina u Gaussovim formulama

Na kraju, iz op¢ih izraza za tezine u integracijskoj formuli /,
jednostavno se dokazuje i

» pozitivnost teZzina wy u Gaussovim integracijskim
formulama.

Za tezine u formuli [}, vrijedi
b
we= [ WOO[1 - 20x - x)ti(0] () o
a

b
W/’(—/ w(x) (x — xk) &(x)dx, k=1,...,n.
a

U izrazu za wy iskoristimo relaciju za w;.
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Pozitivhost tezina u Gaussovim formulama

Tezine w, onda mozemo napisati u obliku
b
Wy = / w(x)[1 — 2(x — Xk )lh(xk)] £2(x) dx
a

b
:/ w(x)2(x) dx — 20} (xx)w.
a
U Gaussovim formulama je w; = 0, pa izlazi poznata formula
b
wk:/ w(x)2(x)dx >0, k=1,...,n,
a

zbog pozitivnosti podintegralne funkcije na desnoj strani.
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Numericka integracija

Diskretna ortogonalnost i Gaussove integracijske formule
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Matrica kod Gaussove formule reda n

Neka su xi Cvorovi, a wy tezine, u Gaussovoj integracijskoj
formuli reda n, s tezinskom funkcijom w na intervalu [a, b].

Toj formuli pridruzimo matricu Z,, reda n, zadanu stupcima
ZZh = [ E?1 e EEn ],

gdje je zx = vektor vrijednosti pripadnih ortonormiranih
polinoma u ¢voru xi

~ - Po(Xk) pooi(x) 1T,
Zk = Z(xg) = S e € R".
e R A

Matricu Z, smo ve¢ spominjali
» kod Christoffel-Darbouxovog identiteta.
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Elementi matrice Z,

Elementi matrice Z, su (redove brojimo od 0 do n — 1)

2ol =P 0 n1, k=1

Il
ili
po(x1)  Po(x)  po(xn) ]
[Poll [Poll [Poll
pi(xi)  pilx)  pi(Xn)
Zn= =1l 11l P4
Pn-1(x1) Pn_1(X2) ~ Pn- (Xn)
L {[Pn—1l o1l o1l 4
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Svojstva matrice Z,

Znamo da su stupci zx medusobno ortogonalni, tj. vrijedi

<Ek,'2¢>n:0, Za k#g,

gdje (, ), oznacCava “obi¢ni” skalarni produkt u R".
Nadalje, za Euklidske norme stupaca zx vrijedi

~ 1 ~
|Z[5 = —, odnosno, |Z|2 =
Wik

Definiramo dijagonalnu matricu D, na sljede¢i nacin

D, := diag(v/wq, VW, ...,/ Wp).

Njezini elementi su inverzi normi stupaca matrice Z,,.

47/123



Ortogonalna matrica V,

Zatim definiramo produkt
Vn = ZnDn:Zn'diag(\/W ,\/W 7...,\/Wn).
Stupci matrice V,, su vektori v, oblika
Vi = WkZx, k=1,...,n,
odakle odmah slijedi da su ti stupci ortonormirani, tj. vrijedi
(Viu Ve)n =0, za Kk #/, [Vkll2 = 1.
Drugim rijeCima, V, je ortogonalna matrica (V;; V, = I»).

No, onda V,, mora imati i ortonormirane retke (V,V;; = I,).

» To su relacije tzv. diskretne ortogonalnosti ortogonalnih
polinoma py, . . ., pp—1, U NnultoCkama polinoma py,.
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Ortogonalnost redaka = diskretna ortogonalnost

Elementi matrice V,, su (redove brojimo od 0 do n— 1)

[Vn]jk:kapﬁ;Xﬁ), j=0,....,.n—1, k=1,....n
i

Za skalarni produkt /-tog i j-tog retka dobivamo

i[vn]ik'[vn]k erl Xk) Fp](xk) (5,1
2 j Il I

Kad sredimo ovaj izraz i uvazimo 0; = 0 za i # j, izlazi

n
> wiepi(x) B (k) = [Ipill - 1oyl - 35 = lIylI? - i
k=1

Diskretna ortogonalnost vrijedi za sve parove indeksa i, j < n.
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Diskretna ort. = egzaktnost Gaussove formule

Polinomi p; i p, pripadaju sustavu ortogonalnih polinoma, tj.
<P/,P/> = ||pj||? - 6, pa za desnu stranu vrijedi

b
S Wiy 066) 30%6) = (1 3) = | w0pix) pi0 o

k=1
gdje su x, nultocke polinoma pn, uz n > i,j.

UoCite da produkt polinoma p; - p; ima stupanj i +j < 2n — 2.

Prethodna formula diskretne ortogonalnosti je, zapravo,
» zapis egzakine integracije produkta p; - p;

» Gaussovom integracijskom formulom reda n (uz n > i, j).

Isto vrijediiza i < j = n, zbog pn(xx) = 0.
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Diskretni skal. produkti iz Gaussove formule

Gaussova integracijska formula reda n, s ¢vorovima x i
teZinama wy, generira diskretni skalarni produkt funkcija f i g

(f,9)6, = Y Wi f(Xk) 9(Xk).
k=1

Skalarni produkt je aproksimacija integrala produkta f - g tom
Gaussovom formulom.

Na n-dimenzionalnom prostoru R”, pripadni skalarni produkt
vektora yizje

n
(v, 2)w, = 2z" -diag(wy, ..., Wn) -y =) Wi Yk Z.-
k=1

Oba skalarna produkta su korektna, jer su tezine wy pozitivne.
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Veza izmedu funkcija i vektora

Veza izmedu funkcija i vektora — funkciji f pridruzujemo vektor
vrijednosti u ¢vorovima
fis [f(x1),....f(xa)]" € R".

Sli¢no vrijedi i za kompleksne funkcije, odnosno, C".

Diskretna ortogonalnost: Za integralni skalarni produkt, zadan
teZinskom funkcijom w na intervalu [a, b], i za svaki n € N,

» pripadni ortogonalni polinomi py, ..., Ppr_1

» su ortogonalni i u diskretnom skalarnom produktu,
generiranom pripadnom Gaussovom integracijskom
formulom reda n.

Prostori Py s produktom ( , ), su unitarni prostori, za k < n.
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Numericka integracija

Pregled klasicnih Gaussovih integracijskih formula

53/123



Gauss—Legendreove formule

Gaussove integracijske formule oblika

/1 f(x) dx ~ En: Wi f(Xk)
- k=1

zovu se Gauss—Legendreove formule (tezina je w(x) = 1).

Cvorovi integracije su nultocke Legendreovih polinoma P,.
Za njih vrijedi tzv. Rodriguesova formula

1 gn
Po(X) = 2an1 axn

(x2-1)" n>0.

Za P, je
2 2n)! 1 /2
’Yn:2 , An= (2n) Z( n), n>0.

n-+1
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Gauss—Legendreove formule

Tezine u Gaussovoj formuli mozemo napisati na razne nacine

e — 2(1 —XE) B 2(1 —x,f)
TP ()2 [(n+ 1) P ()2
B 2 o 2
 nPu(xk) Pooi(xk) (04 1)Ph(xk) Poy1(Xk)
2

:(1—x,§)[P{,(Xk)]2’ k=1,...,n.

Greska kod numericke integracije dana je formulom
22n+1 (n!)4
(2n+1)[(2n)

En(f) = !]3 f(2n)(§), §€ (_171)'
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Gauss—Laguerreove formule

Gaussove integracijske formule oblika
00 n
/ e X f(x)dx = > wif(x)
0 k=1

zovu se Gauss—Laguerreove formule.

Cvorovi integracije su nultoéke Laguerreovih polinoma Lp.
Za njih vrijedi Rodriguesova formula
- ar
L =eX—(x"e™* > 0.
n(x)= €& S o(x"e), n=0
Zal,ije
o= (N2, Ap=(-1)", n>0.
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Gauss—Laguerreove formule

Tezine u Gaussovoj formuli mozemo napisati na razne nacine

(= DPx ()P
(L1 ()12 (Lot ()2
N (G D) S (1)
Ln(%i) Ln—1(xk)  Lh(xk) Lps (X6)
(n!)?

 xlLh(x)2

k=1,...,n.

Greska kod numericke integracije dana je formulom

2
Eq(f) = E;’L,)), FeM(e), € € (0,00).
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Gauss—Hermiteove formule

Gaussove integracijske formule oblika
o0
/ *Xf dXNZkaXk
e k=1
zovu se Gauss—Hermiteove formule.
Cvorovi integracije su nultotke Hermiteovih polinoma H.
Za njih vrijedi Rodriguesova formula

Hn(x) = (—1)7e”

an(e*Xz), n>0.

Za Hjje
")’n:2nn! \/7?7 An:2n7 nZO

58/123



Gauss—Hermiteove formule

Tezine u Gaussovoj formuli mozemo napisati na razne nacine

L2 n=1)lyE _ 2ninlyr

T NH ()R [Ha (0P
2(n—1)yx  2™inlyx
T O Hu (k) Hoo1 () Ha(Xk) Higer (x)
_2”+1n!ﬁ k=1,

 [HA(a)PP

.., n

Greska kod numericke integracije dana je formulom

EA) = i 120(6), € € (o0, c0).

59/123



Gauss—Cebisevljeve formule

Gaussove integracijske formule oblika

/1 1 f(x)dx ~ zn: Wi f(Xk)

_ y2
-1V =x k=1

zovu se Gauss—Cebisevljeve formule.

Cvorovi integracije su nultocke Cebisevljevih polinoma prve
vrste T,. Za njih vrijedi Rodriguesova formula

T(x) = (—1)"/mV1—x2 d"

1 _ x2)n—1/2 >0.
21T (n+ ) dx”(( x°) ), n=0

ZaT,je

Yo =T, A0:17 ’Ynzza An:2n_1, n21

2
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Gauss—Cebisevljeve formule

Za x = cos ¢, znamo da je Tp(cos ¢) = cos(ny), pa se cvorovi
integracije lako rac¢unaju — vrijedi formula

_ (2k = 1) _
xk—cos< T , k=1,...,n.

Sve teZine u Gaussovoj formuli su jednake i vrijedi

Wi = —, k=1,...,n

Greska kod numeriCke integracije dana je formulom

Enll) = gonrgamy 1070 €€ (-1.1),
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Gauss—Cebisevljeve formule druge vrste
Gaussove integracijske formule oblika

[V 0~ 3 it
1 k=1

zovu se Gauss—Cebisevljeve formule druge vrste.

Cvorovi integracije su nultocke Cebisevljevih polinoma druge
vrste U,. Za njih vrijedi Rodriguesova formula

Un(X) _ (_1)n(n+ 1)ﬁ an ((1 B )(2)!7-5-1/2)7 n>o0.

S 2n+IT(n+ 3) V1 — x2 ax”
Za Uy je

'Yn:ga Ap=2", n>0.
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Gauss—Cebisevljeve formule druge vrste

Za x = cos ¢, znamo da je Up(cos ) = sin((n+ 1)p) /sin(y),
pa se cvorovi integracije lako racunaju — vrijedi formula

km
Xk—COS(n_’_‘I>, k—1,...,n.

TeZine u Gaussovoj formuli se, takoder, lako raCunaju i vrijedi

o o km B
Wk_n+1sm <n+1)’ k=1,...,n.

Greska kod numericke integracije dana je formulom

En(f) = 22”+(2n)| feM(e), €€ (~1,1).
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Numericka integracija

Racunanje ¢vorova i tezina u Gaussovim formulama
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Problem nalazenja Gaussovih formula

Neka je zadana tezinska funkcija w > 0 na intervalu [a, b].

Problem: Za zadani n € N, treba naéi sve “parametre”
odgovaraju¢e Gaussove integracijske formule reda n

/ T W) dx~ () = 3 wf(xe).
a k=1

To znadi da treba izracunati

» sve cvorove xg i tezine wx,zak =1,...,n.
Usput, ove parametre treba izraCunati maksimalno tocno, da
osiguramo §to tocniju numericku integraciju raznih funkcija f.

Idealno: lzraGunati Gvorove i tezine na punu relativnu toénost
aritmetike raCunala u kojoj radimo — recimo, u tipu double.
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Sustav jednadZbi iz uvjeta egzaktne integracije

Znamo da Gaussove integracijske formule egzaktno integriraju
sve polinome iz Poj_1.

» Mozemo izabrati bilo koju bazu u tom prostoru Po,,_1
» i napisati sustav od 2n jednadzbi s 2n nepoznanica,
iz uvjeta egzaktne integracije na toj bazi.

Na primjer, u standardnoj bazi {1, x, x2, ..., x?"~1} dobivamo
sustav oblika

b , n ,
MjZ/ wi)x dx => " wxi, j=0,1,....2n—1.
a k=1

Medutim, to je lo$ pristup!
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Sustav jednadZbi iz uvjeta egzaktne integracije

Sto ne valja? Klju¢ni problem je nelinearnost ovog sustava.

» Ovisnost 0 nepoznanicama xi je nelinearna.
Vec i dokaz da ovaj nelinearni sustav ima jedinstveno rjeSenje
nije jednostavan.
Drugi problem je moguca

» loSa uvjetovanost izabrane baze prostora polinoma.
Potencijalni popravak:

» uzeti bazu pripadnih ortogonalnih polinoma py.
NaZalost, to pomaze tek kad jednom izracunamo ¢vorove X,
pa ostaje linearni sustav (reda n) za tezine w.

Dakle, nema puno smisla!

67/123



Parametri Gaussovih formula

Napomena. Za neke “klasicne” izbore tezinskih funkcija w i
intervala [a, b], postoje

» tablice ¢vorova i tezina pripadnih Gaussovih formula,
» za neke (male) vrijednosti n — tipi¢no je n < 20,
» na vrlo visoku to€nost — 20, pa i viSe decimala.

Medutim, ¢ak i tad imamo “problem”:
» treba korekino “prekucati” tabelirane vrijednosti u nas
program!
Probajte jednom — i provijerite jesu li sve vrijednosti korekine!
(Test je egzaktna integracija polinoma.)

Dakle, korisno je znati kako izgleda algoritam za racunanje
parametara Gaussovih formula.
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Ortogonalni polinomi i troClana rekurzija

Algoritam se bazira na pripadnim ortogonalnim polinomima i
» troClanoj rekurziji za te polinome.

Neka je {px | kK > 0} familija ortogonalnih polinoma na intervalu
[a, b] s tezinskom funkcijom w.

Ve¢ smo pokazali da ovi polinomi zadovoljavaju troclanu
homogenu rekurziju oblika

Pr+1(X) = (akX + bi)Pk(X) — Ckpk—1(X), Kk =1.

Izveli smo i formule za koeficijente ag, bk i ¢k u ovoj rekurziji.

Prosirenje. Uz dogovor p_1(x) = 0, rekurzija vrijedi i za k = 0,
s proizvoljnim ¢y, a koeficijente ag i by izraCunamo iz py i py.
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Monicni ortogonalni polinomi

Izvod algoritma za nalazenje parametara Gaussovih formula
obi¢no kre¢e od ortogonalnih polinoma py

» s vodecim koeficijentom A, = 1.
Ovi polinomi zovu se monicni ortogonalni polinomi.

Monicni ortogonalni polinomi zadovoljavaju
» jo$ jednostavniju troClanu rekurziju (jer je ax = 1),
koja se standardno piSe u sljedecem obliku:

Pri1(X) = (X — ak)pk(X) — Brpr—1(x), k=0,1,....

Uocite “pomak” u rekurziji — rekurzija starta od nule!
Veza ovih koeficijenata s ranijim: ax = 1, ay = —bg, Bk = Ck.
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Rekurzija za moni¢ne ortogonalne polinome

Rekurzija je

Pr+1(X) = (X — ak)pk(X) — Bkpk—1(x), k=0,1,....

Po definiciji, prva dva polinoma su

p-1(x):=0, po(x)=1.

Uz skraéeni zapis integralnog skalarnog produkta ( , ),
koeficijenti u ovoj rekurziji dani su formulama (v. ranije)

ak:M, k=0,1,2,...,
(P, Pk)
By = (XPk, Pk—1) _ (Pk» Pk) >0, k=1,2,....

(Pk—1:Pk=1)  {Pk—1,PKk—1)
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Rekurzija za moni¢ne ortogonalne polinome

Standardno se jo$ definira da je

b
Bo == ko Z/ w(x) dx.

Zbog p_1(x) = 0, ovaj koeficijent 3y nije bitan u rekurziji, ve¢
ima drugu svrhu. | za njega vrijedi 5y > 0.

Pretpostavimo sad da su
» svi potrebni koeficijenti i B¢ poznati.
Ako nisu, postoje numericki postupci za njihovo racunanije.

Za zadani n, ¢vorovi xq, ..., X su nultocke polinoma pp.
Zato u rekurziji trebamo koeficijente za k < n— 1.
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Matricni zapis rekurzije za ortogonalne polinome

Za pocetak, rekurziju za monicne ortogonalne polinome
Pr1(X) = (X — ak)pk(X) — Bkpk—1(X), k=0,1,...,
napiSemo tako da ¢lan xpx(x) ostane sam na desnoj strani
Pr11(X) + akpr(X) + BkPr—1(x) = xpk(x), k=0,1,....

Prvih nrelacija iz rekurzije, za k = 0,...,n— 1, mozemo
zapisati u matricnom zapisu,

» tako da lijevu stranu svake relacije gledamo kao linearnu
kombinaciju vrijednosti

pO(X)’ P1 (X)’ cee pnf1(X)'
U zadnjoj relaciji, pn(x) piSemo posebno.
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Matricni zapis rekurzije za ortogonalne polinome

Dobivamo
ap 1 Po(x) 0 Po(x)
Broar 1 p1(x) 0 pi(x)
Lo =]
B2 ap—2 1 Pr—2(x) 0 Pn—2(X)
Ba—1 atn—1 Pn—1(x) pn(X) Pn—1(x)
Uvedimo oznake
ao 1 Po(x)
Br a1 ,01(X)
To=| o C 2=
ﬁn—Z an—p 1 pn_g(X)
Bn-1 Qn—1 Pn-1(x)
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Matricni zapis rekurzije za ortogonalne polinome

Onda dobivamo “skraceni” matrini zapis
Thz(X) + pn(X)en = x 2(x),

gdje je en = (0,...,0,1)T zadnji vektor standardne baze u R".
Dodatno jo§, zbog po(x) = 1, uvijek vrijedi z(x) # 0.
Sad ide klju¢na primjedba:

» ako je x nultocka polinoma pj, onda je xi svojstvena
vrijednost matrice T,, a z(xx) je pripadni svojstveni vektor.

Vrijedi i obrat:

» ako je x svojstvena vrijednost matrice T,, onda je x
nultocka polinoma p,.
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Cvorovi kao svojstvene vrijednosti

Dakle, sve svojstvene vrijednosti matrice T, su, upravo, sve
nultocke polinoma pp, tj. svi Cvorovi integracije xi, ..., Xn.

Zakljucak: za racunanje ¢vorova mozemo koristiti algoritme
» za raCunanje svojstvenih vrijednosti tridijagonalne
(opcenito, nesimetricne) matrice Tp.
Medutim, to se u praksi nikad ne radi tako,
» preko nesimetricne matrice T,.

Razlog: Postoji i puno bolji pristup!

» Matrica T, se uvijek moze simetrizirati u tzv. Jacobijevu
matricu Jj.
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Simetrizacija matrice — Jacobijeva matrica J,

Tvrdnja. Matrica T, je dijagonalno slicna simetricnoj matrici

[ ag VP ]
VB o VB2

\/5n—2 dp_2 \/6n—1
L \//Bn—1 Qn—q |

koju zovemo Jacobijeva matrica. Ovdje je bitno da je 8¢ > 0.

‘ln -

Preciznije, vrijedi D; ' T,D, = J,, pri éemu je

Dy = doDj, = dy - diag(1, v/B1, v/B1B2, ../ B1 - Bnt ).

a dy # 0 je proizvoljan skalar (dy se skrati u izrazu za Jp).
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Cvorovi kao svojstvene vrijednosti matrice J,

Slicne matrice T, i J, imaju iste svojstvene vrijednosti.

Zakljutak: Cvorove integracije mozemo izradunati kao
» svojstvene vrijednosti simetricne tridijagonalne matrice Jp.

Prednosti ovog pristupa:
» Simetricna matrica J, ima realne svojstvene vrijednosti,
» pripadni svojstveni vektori su ortogonalni,
» iz njih se lako raCunaju tezine (Golub—Welsch algoritam).

Dodatno, za simetri¢ne tridijagonalne matrice postoje
» vrlo efikasni i toCni algoritmi za svojstveni problem.
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Simetrizacija matrice i rekurzija
Simetrizaciji matrice T, u Jacobijevu matricu J, odgovara

» simetrizacija rekurzije za pripadne ortogonalne polinome.
Iz monicnih polinoma py, supstitucijom
1

P) = =5 P

prelazimo na ortogonalne polinome py koji nisu monicni, nego
normirani, jer je iz teorema o troclanoj rekurziji za ortogonalne
polinome

Yi [l ok ||
P = v =7 =— =1,
B - = VB Bk=vrk = ekl = VD

i zadovoljavaju simetriziranu rekurziju

V Bkt Pr1(X) = (X — ai)Pr(X) — v/ Br Pr—1(X),

zak=0,1,.... Startje, ovdje, p_1(x) =0 i po(x) = 1//Bo.

«(x), k=0,1,2,...,
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Svojstveni vektori Jacobijeve matrice J,

Prethodnoj rekurziji odgovara Jacobijeva matrica J,.

Ortogonalni polinomi p,, i pp, Naravno, imaju iste nultocke, a to
su, ujedno, i svojstvene vrijednosti matrice Jy.

Za bilo koju nultocku xi polinoma pp, iz matricnog zapisa
rekurzije slijedi

JInZk = Xk Zk,
gdje je
EO(Xk)
I P1(Xk)
zg = Z(xk) = :
5n—1 (Xk)

svojstveni vektor matrice J,, koji pripada svojstvenoj vrijednosti
Xk, za k =1,...,n. Vektore Zx smo ve¢ spominjali!
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Ortogonalnost svojstvenih vektora (jo$ jednom)

Znamo da su sve svojstvene vrijednosti x, medusobno razlicite
(to su nultoc¢ke ortogonalnog polinoma p,). Onda su

» pripadni svojstveni potprostori jednodimenzionalni,
» i jo§ moraju biti ortogonalni, jer je J, simetricna matrica!

To znadi da su svojstveni vektori zx medusobno ortogonalni. Uz
oznaku ( , ), za “obi¢ni” skalarni produkt u R", vrijedi

<fzvj7fzvk>n:0a Zza j#k

Napomena. Ovu ortogonalnost vektora z, dokazali smo ranije,
» kod Christoffel-Darbouxovog identiteta.

Tamo su vektori z bili stupci (neke) matrice Z,, a sad vidimo
da je Z, = matrica svojstvenih vektora Jacobijeve matrice Jy.
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Ortonormirana baza svojstvenih vektora

Svojstveni vektori zx matrice J,, opéenito,
» nisu normirani, tj. vrijedi || zx|| # 1,
vec su skalirani tako da im je prva komponenta jednaka
Zk1 = Po(Xk) = L L,
’ Vo VBo
Ako Zelimo ortonormiranu bazu svojstvenih vektora, mozemo ih
normirati,

k=1,...,n

2
ViK'= —— k=1,...,n
k sz”7 ) ) )

i onda vrijedi
(Vs Vi)n = dj k-

Dakle, vy, ..., v, je ortonormirana baza svojstvenih vektora
matrice J, u prostoru R” (v. matricu V,, kod diskretne ortog.).
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Ortonormirana baza svojstvenih vektora

Za prve komponente vektora v, ortonormirane baze onda
vrijedi
y Zk 1 1
k1= 1= = =
1Zcll - VBollzkll’

Ako znamo vy, odavde dobivamo norme

k=1,...,n.

2|l = k=1,...,n

1
VBo Vi1 ’
Ova veza je korisna u praksi. Naime,
» ako numeriCki racunamo svojstvene vektore matrice Jy,
» kao rezultat, dobivamo ortonormiranu bazu v, ..., v.

Razlog: Dijagonalizacija simetricne matrice J, uvijek se radi
ortogonalnim transformacijama (slicnosti = kongruencije)!
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Racunanje tezina Gaussovih formula

Iz ranijeg teorema o teZzinama, znamo da je

Wk:|1 k=1,...,n

|2k |2’

Kad uvrstimo izraz za ||zx|| u izraCunatoj ortonormiranoj bazi,
lzk|| = 1/(v/Bo Vk.1), dobivamo da za tezine vrijedi

2
Wk = Bo Vi1, k=1,....n

TeZine su kvadrati prvih komponenti normiranih svojstvenih
vektora matrice J,, pomnozeni s Sy.

Ovo je tzv. Golub—Welsch algoritam za raunanje parametara
Gaussovih integracijskih formula, a objavljen je 1969. g.
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SlozZenost cijelog postupka

Slozenost:

» O(n®) — ako za matricu J, racunamo svojstvene
vrijednosti x1, ..., x, i (ortonormirane) svojstvene vektore
Vi,..., Vn,

» O(n?) — ako racunamo samo svojstvene vrijednosti xx, a
elemente p;(xx) svojstvenih vektora zy, .. ., z, raunamo
na kraju, po rekurziji.

Za jednu klasu posebnih Gaussovih formula, postoji jo$ brzi
algoritam. SloZenost je linearna, tj. O(n), $to je optimalno.

» Polinomi p, zadovoljavaju posebni oblik diferencijalne
jednadzbe drugog reda. Vrijedi za sve klasicne formule.

» Autori su Glaser, Liu i Rokhlin, a ¢lanak je iz 2007. g.
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Numericka integracija
Primjer za tezinske formule
Gaussove formule i Hermiteova interpolacija
Diskretna ortogonalnost i Gaussove integracijske formule
Pregled klasi¢nih Gaussovih integracijskih formula
Racunanje Cvorova i tezina u Gaussovim formulama

RjeSavanje nelinearnih jednadzbi
Metoda bisekcije (raspolavljanja)
Regula falsi (metoda pogre$nog polozaja)

«0O)>» «F»r «

it

v

a

it
v
it
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Opcenito o iterativnim metodama

Neka je zadana nelinearna funkcija
f:l—R,
gdje je I neki interval. Trazimo sve one tocke x € / za koje je
f(x) =0.
Takve toCke x zovu se
» rjesenja ili korijeni pripadne jednadzbe,
» ili nultocke funkcije f.
U pravilu, pretpostavljamo da je

» f neprekidnana /i
» da su joj nultocke izolirane.
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Neprekidnost funkcije f

Neprekidnost funkcije f obi¢no se koristi pri odredivanju
intervala gdje se nalazi nultoCka. Naime, ako je

f(a)-f(b) <0

na nekom intervalu [a, b], to znaci da funkcija je promijenila
znak na [a, b]. To se moze dogoditi na dva nacina:

» ili fima nulto¢ku na [a, b],
» ili fima prekid na [a, b].

Ako je f neprekidna funkcija na [a, b]
» i u rubovima vrijedi f(a) - f(b) < 0,
onda f sigurno ima nultocku na [a, b] — €ak unutar (a, b).
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|zoliranost nultocaka

Definicija (lzolirana nultocka). Za nulto¢ku « rec¢i éemo da je
izolirana, ako postoji krug nekog pozitivnog radijusa oko «,

» takav da je « jedina nultoCka od f unutar tog kruga.

U protivnom, kazemo da je nultocka neizolirana.

Kod neizoliranih nulto€aka postoji problem konvergencije
metoda za nalazenje nulto¢aka (lokalna nejedinstvenost).

Odsad nadalje, pretpostavljamo da f ima samo izolirane
nultocCke.

Na sljedecoj stranici su primjeri funkcije s
» izoliranim nulto¢kama (lijevo),
» neizoliranim nulto¢kama (desno).
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|zoliranost nultocaka
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Racunanje nultocke na zadanu to¢nost

Trazenje nultoCki na zadanu to¢nost sastoji se od dvije faze:

1. lzolacija jedne ili viSe nultocki, tj. nalazenje intervala /
unutar kojeg se nalazi barem jedna nulto¢ka. Ovo je tezZi
dio posla i obavlja se na temelju analize toka funkcije.

2. lterativno nalazenje nultoCke na trazenu toc¢nost.
Postoji mnogo metoda za nalazenje nulto¢aka nelinearnih
funkcija na zadanu to€nost. One se bitno razlikuju po tome

» imamo li sigurnu konvergenciju ili ne,

» i po brzini konvergencije (ako/kad konvergiraju).
Uobicajeno:

» brze metode nemaju sigurnu konvergenciju,

» dok je sporije metode imaju.
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Brzina ili red konvergencije

Definirajmo sada brzinu konvergencije nekog niza “iteracija”. Te
iteracije mogu, ali ne moraju biti iteracije za racunanje nultoCke
funkcije.

Definicija. Niz iteracija (x», n € Np) konvergira prema tocki «
» s redom konvergencije p, gdieje p > 1,

ako je p najveci realni broj, za kojeg postoji konstanta ¢ > 0,
tako da vrijedi

o — x| < c|la— xp—1|P, VneN.

Ako je p = 1, kaZzemo da niz konvergira linearno prema «.

U tom slu¢aju, mora biti ¢ < 1 (za konvergenciju niza), i obi¢no

se c¢ naziva faktor linearne konvergencije.
[ |
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Linearna konvergencija

U nekim slu€ajevima, prethodna definicija nije zgodna za
linearne iterativne algoritme.

Ako u prethodnoj formuli upotrijebimo indukciju za p = 1, uz
¢ < 1, onda dobivamo da je

o — Xp| < ") — X9, neN.

Katkad ¢e biti mnogo lakSe pokazati ovu relaciju, nego onu iz

definicije. | u ovom slu€aju, kazemo da niz iteracija konvergira

linearno s faktorom c. Zbog ¢” — 0, niz zaista konvergira.

Iz ocitih razloga, ovakvu linearnu konvergenciju jo§ zovemo i
» geometrijska konvergencija s faktorom c.
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RjeSavanje nelinearnih jednadzbi
Metoda bisekcije (raspolavljanja)
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Uvodno o metodi raspolavljanja

Najjednostavnija metoda nalazenja nulto¢aka funkcije je
metoda bisekcije ili raspolavljanja.

» Osnovna ili startna pretpostavka za pocetak algoritma
raspolavljanja je neprekidnost funkcije f na intervalu [a, b],
s tim da u rubovima intervala vrijedi

f(a) - f(b) < 0.

To znadi da f ima barem jednu nulto€ku u intervalu [a, b].
Medutim, f moZze imati i viSe nultoCaka u intervalu [a, b]. Na
sliedecoj stranici su primjeri kad funkcija f ima
» tocno jednu nultoCku unutar [a, b] (lijevo),
» viSe nultocaka unutar [a, b] — to€nije, neparan broj njih,
brojeéi kratnost (desno).
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Uvodno o metodi raspolavljanja
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Uvodno o metodi raspolavljanja

Naravno, ako je f(a) - f(b) = 0, onda f sigurno ima nultocku u
(barem) jednom rubu intervala — a ili b. Provjerom f(a) = 0,
odnosno, f(b) = 0, otkrivamo nulto¢ke u rubovima.

Na kraju, ako je
f(a) - f(b) > 0,

to ne mora znaciti da f nema nultoCku unutar [a, b].

Na primjer, moglo se dogoditi da smo loSe separirali (locirali)
nultocke i da f, unutar intervala [a, b], ima

» paran broj nulto¢aka (slika lijevo),
» ili nulto¢ku parnog reda (slika desno).
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Uvodno o metodi raspolavljanja
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Uvodno o metodi raspolavljanja

Zakljucak.
» Boljom separacijom nulto¢aka na lijevoj slici, lako c¢emo
posti¢i da je f(a) - f(b) < 0.
» NultoCke parnog reda nemoguce je direktno na¢i metodom
bisekcije (nema promjene predznaka).

Kad ¢emo govoriti 0 nultoCkama viseg reda, onda ¢emo
pokazati kako treba modificirati funkciju, tako da i metodom
bisekcije mozemo naci visestruku nultocku.

» Umijesto f, treba raditi s funkcijom f/f'.
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Algoritam

Oznacimo s « pravu nultoCku funkcije (nju trazimo), a zatim s

> qo = 4,
> bo =bi
» Xp := poloviste intervala [ag, by, 1j.
ap + by
Xp=—7+.
0 2

Ideja metode: U n-tom koraku algoritma, pocev od intervala
[an_1, bn_1] koji sigurno sadrzi neku nultocku «,

» konstruiramo interval [ap, by] kojemu je
» duljina = polovina duljine prethodnog intervala,
» ali tako da je nultocka « ostala unutar intervala [an, by].
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Algoritam

Konstrukcija intervala [an, by] sastoji se u raspolavljanju
intervala [a,_1, by_1] toCkom x,_1, na sljedeci nacin:

ako je f(ap—1) - f(xp—1) <0, onda a, = an_1, bn = Xp_1,
ako je f(ap_1) - f(xp_1) >0, onda a,= X,_1, bh = bp_1.

Uocimo da je dovoljno ispitivati koji predznak imamo za
f(an—1) - f(Xp—1). Imamo tri mogucnosti:
» f(ap_1) - f(xp—1) = 0 znaci da je nultocka upravo x,_1,

» f(ap—1) - f(xp—1) < 0 znadi da je barem jedna nultocka
unutar [an_1, X,_1] — lijeva polovina,

» f(ap—1) - f(xp—1) > 0 znaci da je barem jedna nultocka
unutar [x,_1, b,_1] — desna polovina.
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Algoritam

Objasnimo posljednju €injenicu. Mnozenjem lijevih strana

nejednakosti
f(an—1) ’ f(bn—1) <0
f(an—1) - f(xn—1) >0
dobivamo
(f(@n1))® - f(Xn_1) - (bn_1) <0,
pa mora biti

f(Xn—1) - f(bn-1) < 0.
Dakle, nultoCka se onda mora nalaziti u intervalu [x,_1, by_1].
Za svaki korak metode raspolavljanja, oc€ito, vrijedi zakljuCak

a € |ap_1,bp_1] = a € [an, bn).
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Metoda raspolavljanja — graficki

GrafiCki, metoda raspolavljanja izgleda ovako

[
Y

|

Zo
I

/m
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Algoritam

Metoda raspolavljanja — za zadanu (apsolutnu) tocnost ¢

X (a + b) / 2;
dok je b - x > epsilon radi { // ili x - a >
ako je f(a) » f(x) <= 0.0 onda {
b X;
}
inace {
a = x;
}
X

(a + b) / 2;
}

/+ Na kraju Jje x

~

~ alpha. */

Pedantni algoritam “Cuva” i stare vrijednosti funkcije.
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Konvergencija i zaustavljanje algoritma

Tvrdnja. Ako vrijede startne pretpostavke na funkciju f za
metodu raspolavljanja, dobiveni niz x, konvergira prema nekoj
nultoCki « iz intervala [a, b].

Dokaz. Nulto¢ku o smo nasli sa zadanom tocnoscu e ako je
la — Xp| < e.

Kako ¢emo znati da je to ispunjeno, ako ne znamo «?

» Bududi da je x, poloviste intervala [ap, by] i « € [an, bnl,
onda je

1

’a—Xn|Sbn—Xn:Xn_an:§

(bn - an)7
» pa je dovoljno zahtijevati

bh—xp<e ili xp,—ap<e.
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Ocjena greske

Iz konstrukcije metode raspolavljanja, lako se izvodi ocjena
pogreske n-te aproksimacije x, nultocke «. Vrijedi:

1 1
D) 55 (bn—1 —an-1)
(b -

(bn—an) = 2

a).

Nadalje, vrijedi (b — a)/2 = b — xo = Xp — a, pa slijedi da je

’(X — )Qq‘ f; t)n — Xp =

]
~ ont1

Ova relacija podsjec¢a na linearnu konvergenciju s ¢ = 1/2, ali
se zdesna ne pojavljuje | — xg|. Ipak, desna strana sugerira da
¢e konvergencija biti dosta spora (jedan bit po iteraciji).
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Ocjena greske i broj koraka

Relacija

y
ont+1 (b-a)

la — Xxp| <
omogucava da se unaprijed odredi koliko je koraka (iteracija)

raspolavljanja potrebno za postizanje zadane tocnosti e.

Da osiguramo |a — x| < &, dovoljno je zahtijevati da je

1

on+1 (b a) S e

MnoZenjem prethodne jednadzbe s 2"+ i dijeljenjem s «,

dobivamo

b=a _nr
P~
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Ocjena greske i broj koraka

Zatim, logaritmiranje (u bilo kojoj bazi) daje

log(b—a) —loge < (n+1)log2,
odnosno,
- log(b—a) —loge

n= log 2

1, neNp.

Ako je funkcija f jog i klase C'[a, b], tj. ako f ima neprekidnu

prvu derivaciju, moze se dobiti i tzv. dinamicka ocjena greske.

Po Teoremu srednje vrijednosti za funkciju f oko a, imamo
f(xn) = f(a) + F/(&)(Xn — ),

pri Cemu je & izmedu x, i a.
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Dinamicka ocjena greske

Prvo iskoristimo da je « nultocCka, tj. da je f(«) = 0, a zatim
uzmemo apsolutne vrijednosti obje strane. Dobivamo

[F(xn)| = [F'(E)] o — Xal.
Znamo da su « i x;, iz [a, b], odakle slijedi i ¢ € [a, b]. Onda

|f'(£)| ocijenimo odozdo, preko cijelog intervala [a, b],

7€) = mi, m = min_ |f(x).
x€[a,b]

Ako je my > 0, odnosno, ako f" ima fiksni predznak na [a, b],

onda izlazi ocjena

fOm)|
my

| — xp| <
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Dinamicka ocjena greske

Drugim rije¢ima, ako Zelimo da je | — x,| < &, dovoljno je
zahtijevati da je

UCDI
my
odnosno, da vrijedi
[f(xn)| < mye.

Ovaj uvjet mozemo provjeriti u svakoj iteraciji.
» lteracije smijemo “prekinuti” ¢im je ovaj uvjet ispunjen,
» neovisno o unaprijed izracunatom potrebnom broju
iteracija.

Napomena. Pretpostavka m; > 0 znaci da f' nema nultoCku na
[a, b], tj. da je f monotona na [a, b] (= « je jedinstvena).
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RjeSavanje nelinearnih jednadzbi

Regula falsi (metoda pogre$nog polozaja)
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Uvodno o metodi pogresnog polozaja

Znamo da metoda raspolavljanja ima
» sigurnu konvergenciju, ali je vrlo spora.
Regula falsi ili metoda pogresnog polozaja je prirodan pokusaj
ubrzavanja metode raspolavljanja. | ova metoda ima
» sigurnu konvergenciju,
uz iste pretpostavke kao u metodi raspolavljanja.

Pretpostavimo da je funkcija f : [a, b] — R
» neprekidna na intervalu [a, b]
» i da u rubovima intervala vrijedi “promjena znaka”

f(a) - f(b) < 0.
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|deja i skica algoritma

Ideja metode: Aproksimirajmo funkciju f pravcem koji prolazi
tockama (a, f(a)) i (b, f(b)).

Trazenu nultocku « tada mozemo aproksimirati
» nultockom tog pravca — oznacimo ju s Xp.
UoCite da pravac sigurno sijece os x, zbog f(a) - f(b) < 0.

Nakon toga,
» pomaknemo ili toCku a, ili totku b — u tocku Xxg,

» ali tako da je nultoCka ostala unutar novodobivenog
intervala (test predznaka, kao kod raspolavljanja).

Postupak ponavljamo sve dok nismo postigli zeljenu to€nost.
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Metoda pogresnog polozaja — graficki
Graficki, regula falsi ili metoda pogresnog polozaja izgleda

ovako

!
Y

|
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Regula falsi — osnovne ideje

ToCka xp dobiva se jednostavno iz jednadzbe pravca, pa je
b—a
Xo = b — f(b) by = f(a)
Dakle, osnovne ideje metode su:
» aproksimacija pravcem
» i “zatvaranje” nultocke u odredeni — sve manji interval.
|z slike zakljuCujemo da je to sasvim dobra ideja,

» za monotone i konveksne (ili konkavne) funkcije.

Nazalost, postoje ozbiljni problemi i s ovom metodom.
» Konvergencija je i dalje linearna, kao kod raspolavljanja.
» Moze biti vrlo spora — sporija nego kod raspolavljanja.
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Regula falsi — red konvergencije

lzvedimo red konvergencije metode pogresnog polozaja.

Uz oznaku za prvu podijeljenu razliku
f(b) — f(a)
f ="
(2, b] b—a ’
formula za prvu aproksimaciju xp glasi
_ o)
fla, b]

Treba naci izraz za greSku o — Xp.

onb

Prethodnu relaciju pomnozimo s —1 i dodamo « na obje strane,
tako da lijeva strana postane upravo o — xp.
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Regula falsi — red konvergencije

Dobivamo redom

a—Xp = a—b—i—ff(b)b] (izlu¢imo a — b)
_ f(b) _ - _
= (a— b)<1 + (—b)f[b]> = (uvalimo f(a) = 0)
(1 + _f’E:L]> (sredimo u f[b, a])
f[b ol fla, b] — f[b, o]
(1 fla b]> B Py
fla, b, ]

:—(Oé—b)( ) f[a b]

117/123



Regula falsi — red konvergencije

Ako je funkcija f dovoljno glatka, onda

» podijeljene razlike f[a, b, o] i f[a, b] moZemo napisati preko
derivacija funkcije f.

Ako je f klase C'[a, b], onda po Teoremu srednje vrijednosti
imamo

fla,b] = f'(¢), ¢ €<a b
Na slian nacin, ako je f klase C?|a, b], onda vrijedi
fla,b,a] = %f”((),

gdje se ¢ nalazi izmedu minimuma i maksimuma vrijednosti a,
bia. Zbog a € [a, b], to opet daje ¢ € [a, b].

Sad ove dvije relacije uvrstimo u izraz za greSku.
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Regula falsi — red konvergencije

Za funkciju f € C?|a, b], dobivamo sljedeéi izraz za gresku

(<)
2'(§)

a—Xg=—(a—b)(a—a)

UocCimo joS da, zbog « € [a, b], vrijedi
—(a=b)(a—a)=(b—a)(a—a)>0.

Da bismo pojednostavnili analizu, pretpostavimo da

» prva derivacija f" i druga derivacija f” imaju konstantan
predznak na [a, b] (pozitivne ili negativne).

Onda je « jedina nultocka funkcije f u intervalu [a, b], jer je f
monotona.
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Regula falsi — red konvergencije

U nastavku gledamo samo jedan od Cetiri moguca slucaja za
predznake f'i f”.

Pretpostavimo da je f > 0i f” > 0 na[a, b], tj. da je
» f monotono rastuca i konveksna na [a, b).
U tom slucaju,
» spojnica to¢aka (a, f(a)) i (b, f(b)) uvijek se nalazi iznad
grafa funkcije f, kao na prethodnoj slici.
Uvrstavanjem podataka o predznaku prve i druge derivacije u

(<)
2f'(€)’

dobivamo da je desna strana veca od 0, paje i a > Xp.

a—Xp=(b—a)(a—a)
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Regula falsi — red konvergencije

Sto sve slijedi iz a > xp?
Po pretpostavci, funkcija f monotono raste na [a, b, pa je
f(a) < f(xo) < f(a) = 0 < f(b).
To znaci da treba “pomaknuti” a za sljedeci korak metode, jer
f(a) i f(xo) imaju isti predznak, tj. « € [xg, b]. Dakle, imamo
> a; := Xp, a b ostaje fiksan, by := b.
Potpuno isto ¢e se dogoditi i u svim narednim koracima.
Drugim rijeCima,
» aproksimacije x, neprestano ostaju lijevo od nultocke «,
» tj. pomice se lijevi rub intervala, a, := x,_1,
» adesnirub b ostaje fiksan, b, := b,_1 =--- = b.

121/123



Regula falsi — red konvergencije

U proizvoljnoj iteraciji — kad raunamo x,, uz « € [an, bn),
relacija za gresku ima oblik

" (¢n)
2f'(&n)
Kad uvrstimo prethodne zaklju¢ke a, = x,_1 i b, = b, izlazi
o — Xp = ((b —a) 7(Cn) ) (a — Xp—1).
2f'(&n)
Uzimanjem apsolutnih vrijednosti slijeva i zdesna, slijedi da
» u ovom slucaju, regula falsi konvergira linearno.

a—Xp=(bp—a)(a—an)

Zadatak. Dokazite da je apsolutna vrijednost faktora u prvoj
(velikoj) zagradi strogo manja od 1 (= konvergencija metode).
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Regula falsi — red konvergencije

Za metodu bisekcije dobili smo slicnu relaciju za greSku, samo
je faktor bio 1/2. Usporedbom izraza za greske, vidimo da

» nije teSko konstruirati primjere kad je metoda bisekcije
brza no regula falsi.

Probajte naci takav primjer!

Napomena. Sasvim analogno se analiziraju i ostala tri slucaja
za predznake f'i f na [a, b]. Na primjer, ako je f konveksna, ali
monotono pada, tj. f” > 0i f <0,

» aproksimacija x, je uvijek desno od «,
» a uvijek se pomice desni rub b.

U svim slucajevima izlazi da regula falsi konvergira linearno.
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