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Numericka integracija
Osnovna Simpsonova formula
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Osnovna Simpsonova formula

lzvedimo sljedecu (zatvorenu) Newton—Cotesovu formulu za
m = 2 (s 3 ¢vora), poznatu pod imenom Simpsonova formula.
Ona ima oblik

b(f) = WP f(x0) + WP f(x0 + hp) + WP f(xo + 2hy),
pri Cemu je
b—a
5

Ponovno, da bismo olaksali pisanje, izostavimo gornje indekse.
Kad h uvrstimo u formulu, dobivamo

/g(f) = Wof(a) + Wy f(

h:=h, =

a+b

) + wof(b).
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Osnovna Simpsonova formula

Imamo tri nepoznata parametra, pa moramo postaviti najmanje
tri uvjeta za egzaktnost ove formule na vektorskom prostoru
polinoma P, §to viSeg stupnja n. Krecemo s n = 2.

» Za f(x) = 1 dobivamo
b
b—a:/ XCdx=wp-1+w-14+ws-1.
a
» Za f(x) = x izlazi

bZ_aZ b a+b
5 :/xdx:wo-a+w1
a

+ ws - b.
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Osnovna Simpsonova formula

» Konaéno, za f(x) = x? dobivamo

3_ .3 b 2
bSa :/xzdxzwo.a2+w1(a—;b) + Ws - b2
a

Sada imamo linearni sustav s tri jednadzbe i tri nepoznanice

Wo+ Wi +wo=b—a
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Osnovna Simpsonova formula

RjeSavanjem ovog sustava (izracunajte sami!), dobivamo
Wozwzzﬁzb_a W1:ih:4(b—a)
3 6 3 6

Integracijska formula () dobivena je iz egzaktnosti na svim
polinomima iz P», stupnja manjeg ili jednakog 2, i glasi

/ab F(x) dx ~ g (f(a) +4f<ag b) 4 f(b)).

Zadatak. Ponovite izvod na “simetricnoj” bazi potencija
a+b a+b\2
2 (X T2 ) ‘

1, x-—
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Egzaktna integracija x°

Simpsonova formula, iako je dobivena iz uvjeta egzaktnosti na
vektorskom prostoru polinoma stupnja manjeg ili jednakog 2,

» egzaktno integrira i sve polinome stupnja 3.

Pokazimo da je polinomi stupanj egzaktnosti Simpsonove
formule jednak 3 — za jedan viSe nego $to bismo ocekivali!

» Dovoljno je pokazati da formula egzaktno integrira
f(x) = x3.

Egzaktni integral jednak je

b b4—a4
3 _
/axdx_ R
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Egzaktna integracija x3

Po Simpsonovoj formuli, za f(x) = x® dobivamo

3
=252 (0 04(552) )

ba3
6 2

b* — gt
4

(& + &b+ ab® + b®) =

Nije teSko pokazati da je i Simpsonova formula interpolacijska.

Ako povucemo kvadratni interpolacijski polinom kroz 3 toCke
a+b ,ra+b
@f@). (520(550)). @.fe),

a zatim ga egzakino integriramo od a do b, dobivamo upravo
Simpsonovu formulu. Provjerite sami!
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ToCnost Simpsonove formule
llustrirajmo kako Simpsonova formula funkcionira na integralu
kojeg smo aproksimirali trapeznom formulom.

, f(b)

I
I
I
I
I
I
I
I
|

a

Ovdje je aproksimacija integrala vrlo dobra.
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ToCnost Simpsonove formule
Ovisno o “obliku” funkcije f, slika moze izgledati i ovako:

A
Y

|
|
|
|
|
|
| |

| |

| |

| |

| |

| |

|

a b T

Dakle, aproksimacija ne mora biti tako dobra.
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Gre8ka Simpsonove formule

Oznacimo, za kraci zapis,
a+b
2
Gresku Simpsonove formule raCunamo sli¢no kao kod
trapezne, integracijom greSke kvadratnog interpolacijskog
polinoma po.

Zapis je u Newtonovom obliku — preko podijeljene razlike

e2(x) = f(x) — pa(x) = (x — a)(x — ¢)(x — b) f[a, b, ¢, x].

Za gresku Simpsonove formule vrijedi

b
Eg(f):/ ex(x) dx.
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Gre8ka Simpsonove formule

Nazalost, pripadni polinom ¢vorova
w(x) =(x—a)(x —c)(x —b)

nije fiksnog znaka na [a, b], pa ne mozemo direktno primijeniti
generalizirani teorem srednje vrijednosti za integrale.

Zato definiramo w(x) kao integral polinoma ¢vorova od a do x

w(x) = /Xw(t) dt = /X(t— a)(t—c)(t— b)dt.
Skiciramo li graf polinoma ¢vorova w(t) = (t — a)(t — ¢)(t — b),

odmah vidimo da je taj graf centralno simetrican oko srednje
tocke c, pa zakljuCujemo ...
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Gre8ka Simpsonove formule

w(t)

da ¢e integral rasti od 0 do svog maksimuma (plava povrsina),
a zatim padati (kad dode u crveno podrucje), upravo do O.
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Gre8ka Simpsonove formule

Dakle, za polinom w vrijedi w' = w i jo§ je
w(a) =w(b)=0, w(x)>0, xc¢c(ab).
Onda gresku Simpsonove formule mozemo napisati kao
b
Eo(f) = / w'(x) fla, b, ¢, x] dx.
e
w(X

Parcijalnom integracijom ovog integrala dobivamo

b
Ex(f) = w(x) fla, b, ¢, X]

a

Prvi €lan je ocito jednak 0, jer je w(a) = w(b) = 0.

b d
— /a w(x) af[a, b, c, x] dx.
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Gre8ka Simpsonove formule

Ostaje jo$ “srediti” drugi €lan. Ve¢ znamo da je podijeljena
razlika s dvostrukim ¢vorom jednaka derivaciji funkcije.

» Analogno, derivacija trece podijeljene razlike f[a, b, c, x| po
X, jeisto Sto i
» Cetvrta podijeljena razlika s dvostrukim ¢vorom x.

Prema tome, dobivamo formulu za greSku u obliku
b
Ex(f) = — / w(x) fla, b, ¢, x, x] dx.
a
Funkcija g(x) = f[a, b, ¢, x, ] je neprekidna na [a, b], ¢im je f’

neprekidna na [a, b] i postoje druge derivacije f” u &vorovima a,
bic.
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Gre8ka Simpsonove formule

Sad je funkcija w nenegativna i mozemo primijeniti
generalizirani teorem srednje vrijednosti za integrale. I1zlazi

b
Ex(f) = —fla.b.c.. 1] / w(x) d,

za nekin € [a, b].

Ako f*) postoji na cijelom [a, b], napi§emo f[a, b, ¢, 7, 7] kao
Cetvrtu derivaciju od f u nekoj tocki ¢ € [a, b], pa dobivamo

(4) b
Ez(f):—f 450/ w(x) dx.

Ostaje joS samo integrirati funkciju w.
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Gre8ka Simpsonove formule

Za samu funkciju w vrijedi da je integral polinoma ¢vorova w

w(x) = /ax(t—a)(t—c)(t—b)dt
= (zamjena varijable y = t — c)
= / H(y —h)y(y +h)dy = / H(ys ~hy)dy
—h —h
X—¢ _ (x —c)* (x—c)? n

4 2
y 34 2
_ (VY _h m
(4 h2> y 4 2 2
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Gre8ka Simpsonove formule

Za integral funkcije w onda dobivamo

/bw(x)dx:/b<(xj40)4_h2(x_20)2+24> dx

= (zamjena varijable y = x — ¢)
h /o4
_ y 2}’ h
_ /_ h ( - >dy
LS - h2y h4y
20 6 4
4

4 .5
15h

20 6

5 5
o(E-T
—h

h5

4

)
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Gre8ka Simpsonove formule

Kad to uklju¢imo u formulu za gresku, dobivamo
4 () h° £(4)

= —— 5 . [ —
Eol) = =351 54 g0’ )
Dakle, greska Simpsonove formule je
h° , (b— a)®
— _ W)= - (4)

Dobivena gresSka je za red velicine bolja, no §to bi trebala biti,
prema upotrijebljenom interpolacijskom polinomu.

Razlog tome je centralna simetrija polinoma ¢vorova w oko
srednje toCke c, pa je w(a) = w(b) = 0. To vrijedi za sve
integracijske formule s neparnim brojem ¢vorova m+ 1, uz
uvjet da su Cvorovi simetricni oko polovista intervala.
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Povecana to¢nost Simpsonove formule

Zadatak. Pokazite da se Simpsonova formula moze dobiti
integracijom (proSirenog) Hermiteovog interpolacijskog
polinoma ps € Ps, koji interpolira

» funkciju f u ¢vorovima a, (a+ b)/2, b,
» i prvu derivaciju f' u srednjem ¢voru (a + b)/2.

U dobivenoj integracijskoj formuli, koeficijent uz vrijednost
derivacije

,ra+b

"(%5)
jednak je nuli, zbog simetrije &vorova i tezinske funkcije
w(x) = 1 oko polovista intervala.

lzvedite gresku Simpsonove formule — integracijom greske
polinoma p3. Polinom ¢vorova za ps ima fiksni znak na [a, b]!
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Numericka integracija

Osnovna formula srednje tocke
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Osnovna formula srednje tocke

lzvedimo prvu otvorenu Newton—Cotesovu formulu, za m =0
(samo 1 &vor), poznatu pod imenom formula srednje tocke, ili
pod engleskim nazivom “midpoint” formula.

Formula srednje toCke je otvorena formula, pa definiramo
_a+b , b—a

X_1:=a, Xg:= 5 x1:=b i h:=hy= 5

Da bismo odredili formulu srednje toCke, moramo naci tezinski
koeficijent wy := wéo), takav da je formula

b(f) = W0f<a_gb>

egzaktna na vektorskom prostoru polinoma $to viSeg stupnja.
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Osnovna formula srednje toCke

» Za f(x) =1, imamo

b
b—a:/ 1dx = w,
a

odakle odmah slijedi da je

/ £(x) dx ~2hf<a;b>(b—a)f(a;rb>.

| ova formula je interpolacijska, tj. mozemo ju dobiti i tako da

» funkciju f interpoliramo polinomom stupnja 0, tj.
konstantom, u srednjoj tocki (a + b)/2,

» aonda egzakino integriramo tu konstantu na [a, b].
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Pravokutna formula u srednjoj tocki

Aproksimacija integrala funkcije f povr§inom pravokutnika.

A
Y
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Pravokutna formula u srednjoj tocki

Ovisno o “obliku” funkcije f, slika moze izgledati i ovako:

A

Yy
f(a) /\

(b)

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|

a
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Egzaktna integracija polinoma stupnja 1

Sliéno kao i Simpsonova formula,
» formula srednje tocke egzakino integrira i polinome stupnja
za jedan veceg — sljedeceg neparnog stupnja.
Pokazimo da formula srednje toCke egzaktno integrira i sve
polinome stupnja 1.

» Za f(x) = x, egzaktni integral je

b >
/xdx:b &
a

2 )
a aproksimacija integrala po formuli srednje tocke je

2 ;2
lo(f):(b—a)f<agb> :(b—a)agb: b =
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GreSka osnovne formule srednje tocke

Greska formule srednje tocke je integral greSke konstantnog
interpolacijskog polinoma py, koji funkciju 7 interpolira u
srednjoj tocki ¢ := (a+ b)/2.

Ako definiramo w(x) kao integral polinoma ¢vorova w(t)

w(x) = /:w(t) dt = /:(t _ o),

koriStenjem iste tehnike kao kod izvoda greSke za Simpsonovu
formulu, izlazi da je greska formule srednje tocke
b h3 _ 1\3
Eolf) = [ el = o) = L2,
2 3 24

uz ¢ € [a, b].
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Formula srednje toCke i trapezna formula

Napomena. Za istu duljinu intervala b — a,
» formula srednje tocke, iako ima samo jednu tocCku,
» priblizno je dva puta to¢nija
» od trapezne formule, koja ima dvije toCke.
Greska prve formule ima 24 u nazivniku, a greSka druge 12.

Trapeznu formulu mozemo dobiti iz formule srednje toCke

» linearnom interpolacijom funkcije u srednjoj tocki, preko
funkcijskih vrijednosti u rubovima intervala

(23 b) ~ %(f(a) +1(b)).

To unosi dodatnu pogresku — istog reda veliCine kao i u
originalnoj formuli (zato dodatni faktor 2). Dokazite to!
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Povecana to¢nost “midpoint” formule

Zadatak. Pokazite da se formula srednje tocke moze dobiti
integracijom Hermiteovog interpolacijskog polinoma py € Py,
koji interpolira

» funkciju f i prvu derivaciju ' u srednjoj to¢ki (a + b)/2.

U dobivenoj integracijskoj formuli, koeficijent uz vrijednost
derivacije f'((a+ b)/2) jednak je nuli, zbog simetrije tezinske
funkcije w(x) = 1 oko polovista intervala.

Izvedite greSku formule srednje tocke — integracijom greske
polinoma p;. Polinom &vorova za p; ima fiksni znak na |[a, b]!

Napomena. Uocite da je formula srednje tocke, ujedno, i
Gaussova integracijska formula — red je m = 0, a egzaktna je
na polinomima stupnja 2m + 1 = 1 (v. kasnije).
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Numericka integracija

Teorija integracijskih formula
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Interpolacijske integracijske formule — uvod

Nije teSko pokazati da su sve obi¢ne Newton—Cotesove formule
integrali interpolacijskih polinoma na ekvidistantnoj mrezi.

Ovaj rezultat vrijedi i opcenitije — za bilo kakvu tezinsku
integracijsku formulu, koja koristi samo vrijednosti funkcije

/ " WX)F() X = () - EnF).

m
In(f) = > WM (x{™),
k=0

na bilo kojoj (zadanoj) mrezi razligitin &vorova x{™, ..., x{™.

Napomene. Radi jednostavnosti pisanja, ponovno ispustamo
gornje indekse m. Ovdje je red m = broj ¢vorova — 1.
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Tezinska funkcija u integracijskoj formuli

Pretpostavljamo da je tezinska funkcija w

» pozitivna (ili barem nenegativna) i integrabilna na [a, b].
Ako je interval [a, b] beskonacan, moramo osigurati da
prethodni integral postoji, bar u slu€aju kad je

» funkcija f polinom, neovisno o stupnju.
To postizemo zahtjevom da svi momenti tezinske funkcije w

b
Lk ::/ xKw(x)dx, ke N,
a

postoje (kao integrali) i da su konacni.

Takve tezinske funkcije w zovemo polinomno dopustivima.
Nadalje pretpostavljamo da je w takval!
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Polinomni stupanj egzaktnosti formule

Definicija. Za integracijsku formulu /n,, reda m, kazemo da ima
polinomni stupanj egzaktnosti (barem) d, ako je

In(f) = I(f) ili En(f)=0, zasve fe Py,

pri Cemu je Py vektorski prostor polinoma stupnja manjeg ili
jednakog d. Uociti da d nije jednoznacno definiran kao najveci
stupanj egzaktnosti — na primjer, zbog Simpsonove formule!

Integracijska formula /,; je interpolacijska, ako je d = m.
Preciznije, trebalo bi re¢i d > m, tj. stupanj egzaktnosti je
barem m, a moze biti i veci. Bitno je samo da je

En(f)=0, zasve fePp.
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Interpolacijske formule

Teorem (Ekvivalencija tvrdnji A, B, C). Integracijska formula

/b WO)F(x) dX = hn(F) + En(F Z Wi F(Xe),

ima stupanj egzaktnosti (barem) m (A), ako i samo ako je

» Im(f) = integral interpolacijskog polinoma pn, za funkciju f u
¢vorovima X, . . ., Xm (B),

odnosno, ako i samo ako za teZinske koeficijente wy vrijedi

b
Wi :/ w(x)lk(x)dx, k=0,....,m,
a

gdje je ¢k k-ti polinom Lagrangeove baze, za k =0,...,m (C).
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Interpolacijske formule

Dokaz. Ide u 3 koraka: (C) = (B), (B) = (A), (A)= (C).

1. korak: Pretpostavimo da vrijedi formula za wy (C). Onda je

=3 () = fok / (x)£(x) dx
k=0
b m b
= w(x) f(xk)lk(x) ) dx = w(x)pm(x) dx,
[ woa (oo ar= |

pa je integracijska formula I, (f) = integral interpolacijskog
polinoma pp, za funkciju f u &vorovima X, . . ., Xm. Dakle, vrijedi

(B).

37/112



Interpolacijske formule
2. korak: Pretpostavimo da vrijedi In(f) = I(pm) (B).

Neka je f = p € Py ineka je pm € Py pripadni interpolacijski
polinom za p. |z jedinstvenosti interpolacije slijedi p = pm, pa je
Im(p) = I(p), za svaki p € P, 1j. vrijedi (A).

3. korak: Pretpostavimo da je I, interpolacijska formula (A).

Za p uzmemo, redom, polinome Lagrangeove baze ¢, € Pn, za
r=0,...,m. |z egzakine integracije ¢, slijedi formula (C)

b m
/ w(x)l(x) dx = Z Wilr(Xx) = Wr, r=0,....,m.
a k=0
|

Korolar. Standardne Newton—Cotesove formule su integrali
interpolacijskih polinoma na ekvidistantnoj mrezi na |a, b].
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Dizanje stupnja interpolacijskog polinoma

Prethodni korolar kaze jo$ i ovo:

» ako interpolacijski polinomi loSe aproksimiraju funkciju, ni
integracijske formule nece biti nista bolje!

Primjer. Uzmimo f = funkcija Runge i pogledajmo kako se
pona$aju aproksimacije integrala /(f), kad dizemo stupanj m
interpolacijskog polinoma. Prava vrijednost integrala je

5
I(f) = / ax 5 = 2arctgb ~ 2.74680153389003172.
5 1+x

Tablice na sljedece dvije stranice su aproksimacije integrala,
izracunate obicnim Newton—Cotesovim formulama Ip(f), i
pripadne greske Ep(f) = I(f) — In(f), za rastuce redove m.
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Dizanje stupnja interpolacijskog polinoma

m Aproksimacija Im(f) Greska I(f) — Im(f)

1 0.38461538461538462 2.36218614927464711
2 6.79487179487179487 —4.04807026098176315
3 2.08144796380090498 0.66535357008912674
4 2.37400530503978780 0.37279622885024392
5 2.30769230769230769 0.43910922619772403
6 3.87044867347079978  —1.12364713958076805
7 2.89899440974837875 —0.15219287585834703
8 1.50048890712791179 1.24631262676211993
9 2.39861789784183472 0.34818363604819700
10 4.67330055565349876  —1.92649902176346704

Zelene znamenke u aproksimaciji su tocne, a sve ostale nisul
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Dizanje stupnja interpolacijskog polinoma

m Aproksimacija Im(f) Greska I(f) — In(f)

11 3.24477294027858525  —0.49797140638855353
12 —0.31293651575343889 3.05973804964347061
13 1.91979721683238891 0.82700431705764282
14 7.89954464085193082 —5.15274310696189909
15 4.15555899270655713  —1.40875745881652541
16 —6.24143731477308329 8.98823884866311501
17 0.26050944143760372 2.48629209245242800
18  18.87662129010920670 —16.12981975621917490
19 7.24602608588196936  —4.49922455199193763
20 —26.84955208882447960  29.59635362271451140

Ocito je da aproksimacije /() ne konvergiraju prema pravoj
vrijednosti integrala, kad m raste.
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Koeficijenti zatvorenih Newton—Cotesovih f.

Pogledajmo kako izgledaju tezinski koeficijenti wy zatvorenih
obi¢nih Newton—Cotesovih formula, za redove m > 1.
Zbog simetrije tezina, u tablici je naveden samo dio w.

» Dovoljno je napisati prvu polovinu wy, za 0 < kK < |[m/2].

» Za preostale wy vrijedi wy = wy,_k, za |[m/2] < k < m.
Radi preglednosti, koeficijenti wy prikazani su faktorizirano, kao
zajednicki faktor A i cjelobrojni faktor W, tj. u obliku

wx = AWy h, h:(b—a)/m.

U tablici su popisane i konstante Cp, p, za greSku formule

m+ 1, za mneparan,

Em(f) = Cn P 11P)(C), p=
m(7) " ©. P m+2, za mparan.
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Koeficijenti zatvorenih Newton—Cotesovih f.

-
~
A& NN
[es]
(=]

m A W W W W Woe Cmn p
1 % 1 -5 2
2 3 1 4 1 —5 4
3 3 3 3 1 —a 4
4 A 32 12 32 7 -5 6
5 s, 19 75 50 50 75 —1552 6
6 g 41 216 27 272 27 —ia 8
7 751 3577 1323 2989 2989 - 0%, 8
8

—_
o

989 5888 —928 10496 —4540 —43??5

|
N
ay
J
(6)]

Imena: m = 3 — Simpsonova 3/8, m = 4 — Booleova formula.
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Koeficijenti otvorenih Newton—Cotesovih f.

Pogledajmo kako izgledaju tezinski koeficijenti wy otvorenih
obi¢nih Newton—Cotesovih formula, za redove m > 0.

Sli¢no kao kod zatvorenih formula, zbog simetrije, u tablici je
naveden samo dio koeficijenata wy.

Koeficijenti wy prikazani su u istom obliku wy, = A Wy h, s tim da
je za otvorene formule
b—a
h= :
m-+2
U tablici su popisane i konstante Cp, p, za greSku formule

m+ 2, za mparan,

En(f) = Cn T 1P)(Q), p= {
m+1, za mneparan.
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Koeficijenti otvorenih Newton—Cotesovih f.

m A W W, W- Cm pP
]

0 2 1 T2
3 3

1 3 1 1 3 2

2 3 2 -1 2 1% 4

3 2 1 1 1 2 4

4 32 11 14 26 2 4

-
o

140

Zakljucak. Koeficijenti u integracijskim formulama, za vece m,
» poprimaju i pozitivne i negativne predznake,
» rastu po apsolutnoj vrijednosti.

Zbog kracenja, moze doci do velike greske u rezultatu, a sa
porastom m-a zbog toga moze doc¢i do divergencije od polazne
funkcije f (v. kasnije).
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Simetrija koeficijenata Newton—Cotesovih f.

Zadatak. Pokazite da koeficijenti wy obi¢nih (ekvidistantnih)
Newton—Cotesovih formula moraju biti simetricni, tj. ako je

/ f(x m(f) + Em(f), In(f) = i Wicf(Xk),
k=0

integracijska formula reda m, onda za koeficijente wy vrijedi
Wk = Wn_k, 0<k<|m/2] (moZeido m).

Uputa. Uzeti “simetricnu” (par—nepar) bazu potencija oko

polovista
K
(x a42rb> , k=0,...,m,

i napisati jednadzbe egzaktne integracije na toj bazi.
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Simetrija koeficijenata Newton—Cotesovih f.

Alternativa: Zbog ekvidistantnosti, Evorovi xx, pa onda i
Lagrangeova baza ¢k, za k = 0, ..., m, moraju biti simetricni
(parni) oko polovista intervala. Zakljucak slijedi iz formule

b
Wk:/ l(x)dx, k=0,...,m
a

Isti zakljuCak vrijedi i za tezinske Newton—Cotesove formule

/b w(X)f(x) dx = Im(f) + Em(f Z wic (),

uz pretpostavke da su ¢vorovi xx simetricni oko polovista
intervala i da je tezinska funkcija w parna oko polovista.
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Numericka integracija

Produljene Newton—Cotesove formule
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Produljene formule

Umijesto dizanja reda m osnovne formule, puno bolje je
» interval [a, b] podijeliti na n podintervala,
» na svakom podintervalu primijeniti osnovnu formulu,
» i dobivene rezultate zbrojiti.

Tako dobivene formule zovemo produljene formule.

Kod dijeljenja na podintervale treba biti oprezan, jer se osnovna
formula izvodi za odgovarajuci broj podintervala.

» Na primjer, osnovna Simpsonova formula zahtijeva 2
podintervala, pa n mora biti paran.

Produljenu formulu mozZemo interpretirati i kao integral
» odgovarajuceg interpolacijskog splajna za funkciju f.
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Produljene formule

—4

Na primjer, produljene trapezne formule, s n=21in

podintervala, izgledaju ovako:

T, T
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Produljena trapezna formula

Produljenu trapeznu formulu dobivamo tako da cijeli interval
[a, b] podijelimo na n podintervala [xx_1,Xx|,zak=1,...,n,s
tim da je

a=Xg< Xy <--<Xp_1<Xp=>b.

Tada je

/: f(x)dx = kz; /X:: f(x) dx.

Na svakom podintervalu [xx_1, xx], za k =1,...,n,
» iskoristimo “obicnu” trapeznu formulu
» i dobivene aproksimacije zbrojimo u produljenu trapeznu
aproksimaciju.
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Produljena trapezna formula

Najjednostavniji je slu€aj kad su toCke xi ekvidistantne, tj. kad
je svaki podinterval [xx_1, Xx] iste duljine h. To znaci da je

h:b;na, X —a+kh, k=0,...n
Za skracenje zapisa formula, uvedimo jo$ oznaku
fk:f(Xk), k=0,...,n

Obicna trapezna formula na podintervalu [xx_1, Xx] ima oblik

Xk I7
| 1000 = 5 (fr+ ) + Evlh),
X

k—1

gdje je Eq k(f) pripadna greska.
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Produljena trapezna formula

Znamo da za greske vrijedi (ako f” postoji na cijelom [a, b])

h3 .
Eq x(f) = _ﬁf”«k)a zaneki (k€ [Xk—1, Xk

Zbrajanjem dobivamo

b n
/ fx)ax =% <’2’(fk_1 L)+ E1,k(f)>
a k=1

= g((fo+f1)+(f1 +h) 4+ (oot + o))

n
+> Eqk(f).
pa
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Produljena trapezna formula

Sredivanjem izlazi
/ f(x fo+2f1 o 26 g + ) + ET(F).

U ovoj formuli,

» prvi €lan je aproksimacija integrala produljenom trapeznom
formulom,

» adrugi &lan E/] (f) je greska produljene formule.

Greska E/] (f) je zbroj gre$aka osnovnih trapeznih formula

n n 3
=Y EMN =Y 1),
k=1

k=1
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Gre8ka produljene trapezne formule

Greska, ovako napisana, nije narocito korisna, pa ju treba
napisati u drugacijem obliku — “proSirimo” faktorom n/n'i
stavimo zagrade na pravo mjesto:

3 n
ENN =151 (52 (6.
k=1

» lzraz u zagradi je aritmeticka sredina vrijednosti drugih
derivacija funkcije f u toCkama (.

» Taj se broj sigurno nalazi izmedu najmanje i najvece
vrijednosti druge derivacije funkcije f na intervalu [a, b].

» Ako je f” jo§ i neprekidna na [a, b], onda je broj u zagradi
= vrijednost druge derivacije u nekoj tocki ¢ € [a, b].
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Gre8ka produljene trapezne formule

Dakle, ako je f € C?[a, b], onda postoji totka ¢ € [a, b], takva da

je
1 n
7€) = = 3" (G0,
k=1

Stoga, formulu za greSku mozemo napisati kao

_ h3n 1" _ (b* a)h2 "
Ey () =—351"() =5 (6.

Tu smo iskoristili da je nh = b — a.

Ocijenimo po apsolutnoj vrijednosti £/ (f). Dobivamo

- (b—a)h?

_ 1\3
< (b=3) My = max |7(x).

ET(f M, =
‘ n ( )’ 2 1 22,72 xe;[a,tﬂ
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Broj podintervala za zadanu to¢nost

Iz ocjene greSke produljene trapezne formule

b — a)®
ET(f)] < ( My, My = i
|E, (F)] < o2 M2, M X'Q[i)é]' (),

mozemo naci i broj podintervala n, koji je potreban da se
postigne neka zadana tocnost aproksimacije integrala.

Zelimo lida je |E] (f)| < ¢, gdje je ¢ trazena to&nost, dovoljno je

traziti da je
(b-a)®
o2 M=
pa treba uzeti
_2)3
n> (bé)MZ, n cijeli broj.
g
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Produljena Simpsonova formula

Na slican se nacin izvodi i produljena Simpsonova formula, koja
mora imati paran broj podintervala n. Ograni¢imo se samo na
ekvidistantni slu¢aj. Imamo
b—a
h:T’ Xxk=a+kh, k=0,....n
Aproksimaciju integrala produljenom Simpsonovom formulom
dobivamo iz
n/2

/f dx—Z/XZk 2f(x

tako da na svakom podintervalu [xox_2, Xok], duljine 2h, za
k=1,...,n/2, primijenimo “obicnu” Simpsonovu formulu.
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Produljena Simpsonova formula

Obicna Simpsonova formula na podintervalu [xox_2, Xok] ima
oblik

Xok h
/ f(x)dx = g(f2k72 + 4fox—1 + fox) + Exk(f),
Xok—2

gdje je Ep «(f) pripadna greska
h° .
Eo k() = —%f(“)@k% zaneki  Cx € [Xok—2, Xk,
uz pretpostavku da () postoji na cijelom [a, b].
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Produljena Simpsonova formula

Zbrajanjem dobivamo

n/2

b h
/ fx)ax=>" <3(f2k2 + 4bk_1 + fak) + E2,k(f)>
a k=1

h
:g((fo+4f1 +f2)+(f2—|—4f3+f4)+

+ (fro +4f 1+ fn))
n/2

+ ) Ea(f).
k=1
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Produljena Simpsonova formula

Sredivanjem izlazi

j/ f(x k +4fi +2f, + 4f3 + 2f4 + - -
+2fy o+ 41 + o) + ES(F),

pri éemu je ES(f) gredka produljene formule. Ova gredka je
zbroj greSaka osnovnih Simpsonovih formula na [xo_2, Xok]
n/2 n/2

5
=Y Bkl =Y (G,
k=1

k=1
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Gre8ka produljene Simpsonove formule

Sliéno kao kod trapezne formule, gresku je korisno napisati
malo drugacije
n/2

S 4
En(f)__% 2( Zf( ( Ck)
Ako je f*) jo§ i neprekidna, tj. ako je f € C*[a, b], onda izraz u
zagradi moZemo zamijeniti s f()(¢), za neki ¢ € [a, b], pa je

h5 o h4
S = —Tn e = - LMo e)

Ponovno, ocijenimo po apsolutnoj vrijednosti E5(f)

(b— a)h4M _(b-a)

ES(f)| < — M,
En(f)] < 180 4 180m* ¥ xelab]

M, = max |f4)(x)].
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Broj podintervala za zadanu to¢nost

Zelimo li da je |ES(f)| < e, dovoljno je traziti da bude
(b—a)°
180n*

M4§57

pa treba uzeti

4 (b — 3)5/\/’4 - .
> 4 =" .
n> 180 n paran cijeli broj
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Produljena formula srednje tocke

Da bismo izveli produljenu formulu srednje tocke, podijelimo
interval [a, b] na n podintervala, gdje je n paran broj.
U ekvidistantnom slucéaju je

h:b;na, Xx=a+kh k=0,...n

Aproksimaciju integrala produljenom formulom srednje tocke
dobivamo iz

2k—2

b n/2 Xok
/ fx)ax =>" / f(x) dx,
a 1 /x

tako da na svakom podintervalu [xox_2, X2k], duljine 2h, za
k=1,...,n/2, primijenimo “obi¢nu” formulu srednje tocke.
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Produljena formula srednje tocke

Obicna formula srednje toCke na [xox_2, Xok] ima oblik

X2k
/ f(X) ax = 2hfo,_4 +E07k(f),
X

2k—2
gdje je Eq k(f) pripadna greska
he .
Eok(f) = gf”(gk), zaneki (x € [Xok_2, Xok].
uz pretpostavku da f” postoji na cijelom [a, b].
Zbrajanjem po k = 1,...,n/2, dobivamo

In(f) = 2h(fy + f3 + -+ + fo_1) + EN ().
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Greska produljene formule srednje tocke

Za f € C?[a, b], ukupna greska EM(f) produljene formule je

n/2

n/2 , g H3

BV =Y 50— 5 (52 7@0)
k=1 k=1
_#n (b— a)h?

5 —1"(¢) = Tf”(f),

za neki ¢ € [a, b]. Ocjena greske EM(f) ima oblik

_ 2 _ )3
bl =3 My~ max |7(x).

M (
Ex (1] = 6 6n2 xe[ab]

Broj podintervala, za zadanu apsolutnu to¢nost ¢, dobivamo na
isti nacin kao prije, s tim da n mora biti paran.
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Produljena formula srednje tocke — drugi oblik

Katkad se produljena formula srednje tocke piSe s polovicnim
(a ne cjelobrojnim) indeksimal

Ovaj oblik formule dobiva se primjenom obicne formule srednje
toCke

» na podintervalima oblika [xx_1,Xx],za k=1,...,n,
» s tim da nviSe ne mora biti paran,
tj., isto kao kod produljene trapezne formule.
U ekvidistantnom sluéaju je
b—a
h:T’ Xx=a+kh, k=0,...,n

Ovaj h odgovara ranijem 2h.
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Produljena formula srednje tocke — drugi oblik

Srednja tocka podintervala [xx_1, Xk] je
1
Xg—12=a+ <k—2>h, k=1,....n

Uz oznaku fx_1 /5 = f(Xk_1,2), za k =1,...,n, obicna formula
srednje toCke na podintervalu [xx_1, Xx| ima oblik

Xk
/ f(x) adx = hfi_1 /2 + Eo «(f),
X

k—1

a pripadna greska Eg (f) je sada

h3 )
Eok(f) = ﬂf”(@)a zaneki (k€ [Xk—1,Xk].
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Produljena formula srednje tocke — drugi oblik

Produljena formula srednje tocke onda ima oblik
In(f) = h(fyjo + fyjo + -+ fo_12) + EY(F).

Uz pretpostavku f € C?|a, b], gredka EM(f) ove produljene
formule jednaka je

=3Py = " 0 (13 e
" £ 24 K~ 24 n & K

_ h3n 11 _ (b_ a)h2 11
- ﬁf (5) - Tf (f)a

zaneki ¢ € [a, b].
Opet, gredka je upola manja od E/ (f) i suprotnog znaka.
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Produljena formula srednje tocke — drugi oblik

Produljena formula srednje tocke s n = 4 podintervala izgleda
ovako:

7
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1

/
/

X

[S][e8)
o
NN

1
2
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Numericka integracija

Integracijske formule visokog stupnja egzaktnosti
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TeZinske integracijske formule — sazetak

Do sada smo radili integracijske formule oblika

/b w(x)f(x) dx = In(f) + En(f Z wi f(Xk),

(ispustamo gornje indekse m) u kojima su
» Cvorovi integracije X, . . ., Xm bili unaprijed zadani/fiksni,
» a tezinske koeficijente wy, ..., wy, odredivali smo iz uvjeta

egzaktnosti na vektorskom prostoru polinoma Py, $to
veceg stupnja d (tzv. Newton—Cotesove formule).

|z teorema o “interpolacijskim” formulama znamo da za
polinomni stupanj egzaktnosti d takvih formula vrijedi d = m.

Indeks ili red m formule = “oCekivani” stupanj egzaktnosti.
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TeZinske integracijske formule — sazetak

Kod nekih formula (Simpson, srednja to¢ka) dobili smo da je

» za parne m, stvarni stupanj egzaktnosti za jedan veci, tj.
vrijedid = m+1,

iako se tezine odreduju iz uvjeta egzakinosti na prostoru Pp,.

U nastavku trazimo integracijske formule jo$ viSeg stupnja
egzaktnosti — za koje vrijedi d > m. To znaci da

» neki ili svi Cvorovi integracije moraju biti “slobodni”,
» tako da i njih odredujemo iz uvjeta egzakine integracije.

Iz tradicionalnih razloga, zbog veze s
» ortogonalnim polinomima i njihovim nultockama,
takve formule se malo drugacije oznaCavaju!
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Promjena oznaka za integracijske formule

Promjene u oznakama su:
» Cvorovi se broje od 1, a ne od 0,
» broj vorova oznacava se s n, umjesto m+ 1.

TeZinska integracijska ili kvadraturna formula onda ima sljedeéi
oblik:

/b w(x)f(x) dx = In(f) + En(f Z Wi f(Xk).

» Broj n € N zove se red formule = broj ¢vorova.

Opet ispustamo gornje indekse n, tj. ne pigemo w'™, x,ﬁ”).
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Interpolacijske tezinske kvadraturne formule

Uz ove pretpostavke i oznake,
» za bilo kojih n razlicitih Evorova xq, . .., Xn,
tezinska integracijska ili kvadraturna formula

/ T W) O~ h(f) = 3 wef(x)
a k=1

ima polinomni stupanj egzaktnosti (barem) d = n—1,
» ako i samo ako je interpolacijska,
tj. dobivena je kao

» egzaktni integral interpolacijskog polinoma za funkciju f u
¢vorovima xi, ..., Xp.
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Tezine u interpolacijskim formulama

Ekvivalentno, polinomni stupanj egzaktnosti integracijske
formule I, je (barem) d = n— 1, ako i samo ako za tezinske
koeficijente wy vrijedi

b
Wk:/ w(x)l(x)dx, k=1,...,n,
a

gdje su Vx, za k =1,...,n, polinomi Lagrangeove baze na
mrezi ¢vorova Xy, ..., X, (stupanj tih polinoma je sada n — 1)
n
X — X;
l(x) = Lo k=1,...,n
K()() ]jl: Xy — )q ) ) )
Jj=1
j#k

Napomena: Ovo smo veé dokazali, samo su oznake nove!
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Integracijske formule viSeg stupnja egzaktnosti

Namece se prirodno pitanje: moze li se postiéi i bolje, {j.

» mozemo li dobiti veci stupanj egzaktnosti, d > n—1?
Uocite: Jedina Sansa za to je

» “pazljiviji” izbor Cvorova integracije x.
Naime, ¢imje d > n—1,

» teZine wy su nuzno odredene prethodnom formulom,
pa njih viSe ne mozemo “birati”.
Odgovor je potvrdan i relativno jednostavan!
Za formulaciju rezultata definiramo tzv. polinom ¢vorova

n

wa(X) = T (x = x0).

k=1
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Integracijske formule viseg stupnja egzaktnosti

Teorem. Neka je ¢ zadani cijeli broj, takavdaje 0 </ < n.
Tezinska integracijska formula

/b W(x)F(x) dx = In(F) + En(f Zwkf(xk

ima polinomni stupanj egzaktnosti d = n— 1 + ¢, ako i samo
ako je formula interpolacijska i, dodatno, vrijedi

» polinom ¢vorova wy, je ortogonalan na sve polinome
p € Py_1 s tezinskom funkcijom w,

b
/ w(X)wn(x)p(x)dx =0, zasvaki pe Pp_1.
a

78/112



Integracijske formule viSeg stupnja egzaktnosti

Dokaz. 1z pro$log teorema znamo da za stupanj egzaktnosti
vrijedi d > n— 1, ako i samo ako je formula interpolacijska.

» Preostaje pokazati da je d = n— 1 4 ¢ ekvivalentno relaciji
ortogonalnosti za polinom wy,.
1. smjer (nuznost): d = n—1+ ¢ = ortogonalnost.
Neka je p € P,_1 bilo koji polinom stupnja najvise ¢ — 1.
Za produkt f = wpp onda vrijedi wpp € Ppip_1.

Zbog pretpostavke d = n — 1 + ¢, integracijska formula
egzaktno integrira polinom f = wpp, pa je

b n
/ w(x) wn(X)P(X) dX =D Wi wn(xk)P(Xk)-
a k=1
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Integracijske formule viSeg stupnja egzaktnosti

No, svi Evorovi xi su nultocke polinoma ¢évorova wp, tj. vrijedi
wn(xk) =0, k=1,...,n
Onda je

b n
[ W) wn(x)p(x) i = S wen(x)plx) = 0.
a k=1
za svaki p € P,_1, $to dokazuje prvi smijer.

2. smjer (dovoljnost): ortogonalnost = d=n—-1+/.

Neka je p € Pp.,_1 bilo koji polinom. Treba pokazati da
integracijska formula /, egzaktno integrira polinom p.
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Integracijske formule viseg stupnja egzaktnosti

Prvo podijelimo p s polinomom &vorova w, — po Euklidovom
teoremu o dijeljenju s ostatkom. Onda je

Pp=qwn+r,
gdje je g € P,_4 kvocijent, a r € P,_¢ ostatak.

Egzaktnom integracijom dobivamo

b

b b
/ézw(x)p(x)dx:/ W(x)q(x)w,,(x)dx+/ w(x)r(x) dx.

a a

Zbog g € P,_1 i pretpostavke ortogonalnosti
» prvi integral na desnoj strani je nula.
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Integracijske formule viseg stupnja egzaktnosti

Dobivamo da je
b

b
/W(x)p(x)dx:/ w(x)r(x) dx.

a
No, zbog r € P,_1 i pretpostavke da je formula interpolacijska,
» formula /, egzaktno integrira polinom r.
Zato je

/b w(x)r(x) dx = Zn: Wi r(Xg)-

k=1
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Integracijske formule viseg stupnja egzaktnosti

Sad uvrstimo r = p — qw,. Dobivamo redom

> wkr(x) Z Wi (p q(xk) wn(Xx))
k=1
={znam0wn(xk) =0,zak=1,...,n}
= Z Wi p(Xk)-
k=1

Kad “spojimo” zadnje tri relacije, izlazi
b n
[ wO0p( ax = >~ wip(x) = (),
a

k=1
pa formula /, egzakino integrira sve polinome p € Pn. 1.
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O granicama za stupanj egzaktnosti

Nekoliko komentara na prethodni rezultat.
Relacija ortogonalnosti polinoma ¢vorova wp,
b
/ w(x)wn(X)p(X) dx = 0, zasvaki pe Py 1,
a

omogucava povecanje stupnja egzaktnosti formule za ¢,

»sd=n-1,

»nad=n—1-+/¢.

Ogranicenje 0 < ¢ < nu teoremu je prirodno i nuzno!

Naime, ova relacija ortogonalnosti postavlja
» toc¢no ¢ dodatnih uvjeta na ¢vorove xi, ..., Xn.
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O granicama za stupanj egzaktnosti

Za ¢ = 0 — nema dodatnih ograni¢enja, jer za bilo koji izbor
¢vorova mozemo dobiti d = n— 1 (interpolacijska formula).

S druge strane, zbog nenegativnosti tezinske funkcije w, mora
biti ¢ < n. Opravdanije:

» Polinom ¢vorova w, mora biti ortogonalan na sve polinome
iz Py_1, tj. na polinome stupnja najvise ¢ — 1.
» Za ¢ > n, polinom wy bi trebao biti ortogonalan (barem) na

sve polinome iz Py, a to znaci i na samog sebe, §to je
nemoguce!

Dakle, ¢ = n je maksimalno poveéanje stupnja egzaktnosti koje
se moze postii, a

» maksimalni stupanj egzaktnosti je dmax = 2n — 1.
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Gaussove integracijske formule — d = 2n — 1

Integracijske ili kvadraturne formule maksimalnog stupnja
egzaktnosti d = 2n — 1 zovu se

» Gaussove ili Gauss—Christoffelove formule.

Relacija ortogonalnosti iz prethodnog teorema, za ¢ = n, glasi
b
/ w(X)wn(X)p(x)dx =0, zasvaki pe€ P, q.
a

Drugim rijeCima, polinom ¢vorova w,, (stupnja n)
» mora biti ortogonalan na sve polinome nizeg stupnja — do
najvise n — 1.
No, to isto svojstvo zadovoljava i odgovarajuéi ortogonalni
polinom p,, stupnja n, s tezinskom funkcijom w na [a, b].
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Cvorovi u Gaussovim formulama

Znamo da je p, jednoznacno odreden, do na multiplikativnu
konstantu.

Ako za p, uzmemo da ima vodeci koeficijent A, = 1, onda je
wn = Pn, NENp.

Zato se formule najviSeg stupnja egzaktnosti obi¢no zovu
» Gaussove formule s tezinskom funkcijom w na [a, b].

U Gaussovim formulama, cvorovi xx su potpuno odredeni kao
sve nultocke polinoma pp,

l)[]()ﬂ() — (), l( — 1 gy n

Sjetite se, te nultoCke su realne, jednostruke i leze u otvorenom
intervalu (a, b).
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Tezine u Gaussovim formulama

Za tezine wy znamo da vrijedi

b
Wk:/ w(x)l(x)dx, k=1,....n,
a

gdje su lx,za k =1,...,n, polinomi Lagrangeove baze na
mrezi ¢vorova Xi, ..., X, (Stupanj od ¢, je n — 1).

Kod Lagrangeove interpolacije, pokazali smo da polinome /
mozemo izraziti preko polinoma ¢vorova wy, = pp, (ranije w), u
obliku

Pn(X)
(X)) = ——~—+——~, k=1,....n
K0 (X — Xk) Pn(Xk)
Uocite da multiplikativna konstanta u p, nije bitha — skrati se,
pa mozemo uzeti bilo koju normalizaciju za polinome p,.
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Tezine u Gaussovim formulama

Dobivamo izraz za tezine wy preko ortogonalnih polinoma pj,
b
X
Wk:/ W(X)L)/dx, k=1,...,n
a (X — Xk) Ph(Xk)
Prema autoru ove formule, tezine wy u Gaussovim formulama
ponekad se zovu i Christoffelovi brojevi.

Navedeni integral se moze eksplicitno izracunati! O tome, kao i
o ostalim svojstvima Gaussovih formula — malo kasnije.

Prvo, spomenimo jo$ dva tipa integracijskih formula koje se
koriste u praksi, a imaju

» visoki, ali ne i maksimalni stupanj egzaktnosti, tj. ¢ < n.
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Integracijske formule s fiksnim rubovima

Prethodni teorem ima praktiCne primjene i za ¢ < n.
U teZinskoj integracijskoj ili kvadraturnoj formuli

/b w(x)f(x) dx = Io(f) + En(f Zka Xk).

unaprijed zadamo n — ¢ ¢vorova integracije u [a, b], a

» preostalih ¢ ¢vorova odredujemo tako da dobijemo
maksimalni moguci stupanj egzaktnostid = n—1 + /.
Ovaj pristup se najcesce koristizan—¢=1in—-¢=2,a
zadani ¢vorovi su
» jedan ili oba ruba intervala integracije [a, b],
s tim da zadani rubni ¢vor mora biti konacan.
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Gauss—Radau formule — jedan rub, d = 2n — 2

Neka je lijevi rub intervala — toc¢ka a, konacna

» i zadana kao Cvor integracije x; = a.
Preostalih ¢ = n — 1 ¢vorova odredujemo tako da

» dobijemo maksimalni stupanj egzaktnosti d = 2n — 2.
Ove integracijske formule zovu se Gauss—Radau formule.

Prema prethodnom teoremu, pripadni polinom ¢vorova
w(X) = (X — @)(X — X2) -+~ (X — Xn) =t (X — &) Pp_1(X)

mora zadovoljavati relaciju ortogonalnostiza ¢/ = n— 1

b
/ w(X)wn(x)p(x)dx =0, zasvaki pe Pp_o.
a
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Gauss—Radau formule — jedan rub, d = 2n — 2

To mozemo zapisati i ovako

b
/ W(x) (X — a) po_1(X) p(x) dx = 0, zasvaki p e Py o.
a

Faktor (x — a), koji odgovara fiksnom ¢voru x; = a, ima fiksni
predznak na [a, b] — nenegativan je. Zato ga smijemo

» “izvaditi” iz polinoma ¢vorova wp
» i “dodati” teZinskoj funkciji w.
Tako dobivamo “novu” tezinsku funkciju
Wa(x) := (x — a) w(x),

koja je, takoder, nenegativna na |a, b].
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Gauss—Radau formule — jedan rub, d =2n— 2

Relacija ortogonalnosti sada ima oblik

b
/ Wa(X) pn—1(X)P(x) dx =0, zasvaki pe€Pp o,
a

gdje je pn_1 polinom stupnja n — 1.
Sli¢no ranijem, odavde dobivamo sljedeéi zakljucak:

» preostalih n — 1 ¢vorova x», . . ., X, moraju biti nultocke
ortogonalnog polinoma p,_1 s tezinskom funkcijom ws.

Potpuno isti princip radi i za desni rub b, s faktorom b — x.

Ako fiksiramo x, = b, preostali ¢vorovi X, ..., X,_1 moraju biti
nultocke ortogonalnog polinoma p,_4 s tezinskom funkcijom
wp(x) == (b — x) w(x).
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Gauss—Lobatto formule — oba ruba, d =2n - 3

Neka su oba ruba intervala — toCke ai b, konacne

» i zadane kao Cvorovi integracije x; = a, x, = b.
Preostala ¢/ = n — 2 ¢vora odredujemo tako da

» dobijemo maksimalni stupanj egzaktnosti d = 2n — 3.
Ove integracijske formule zovu se Gauss—Lobatto formule.

Na potpuno isti nacin se dokazuje da

» preostala n— 2 ¢vora x», ..., X,_1 moraju biti nultoCke
ortogonalnog polinoma p,_» s tezinskom funkcijom w; p,

Wap(X) := (x — a)(b — x) w(x).

Napomena: ovo “transformiranje” tezinske funkcije radi samo
za ¢vorove u rubovima intervala (nenegativnost).
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Numericka integracija

Gaussove integracijske formule
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Gaussove integracijske formule — ponavljanje

Gaussova integracijska ili kvadraturna formula s tezinskom
funkcijom w na intervalu [a, b] ima oblik

/b w(x)f(x) dx = In(F) + Ex(f) Zwkf (X6,

i dostize maksimalni stupanj egzaktnosti dmax = 2n — 1.

» Cvorovi x, su sve nultocke ortogonalnog polinoma p, s

tezinskom funkcijom w na [a, b],
» Tezine wy su dane formulom (¢ preko pn i Xk)

b
Wk:/a W(x)()(_l))(';()););'()(l()dx, k=1,....n
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Cvorovi Gaussovih integracijskih formula

U nastavku, detaljnije analiziramo neka bitna svojstava
Gaussovih formula. Samo radi jednostavnosti, dodatno
pretpostavljamo da je tezinska funkcija w

» pozitivna na cijelom intervalu [a, b], osim eventualno u
konacno mnogo to€aka (singulariteti dozvoljeni).

Teorem (Svojstva ¢vorova). Svi ¢vorovi x su realni, razliciti i
leze unutar otvorenog intervala (a, b).

Dokaz. Znamo da su ¢vorovi xx sve nultocke odgovarajuc¢eg
ortogonalnog polinoma p,, s tezinskom funkcijom w na |a, b|,

pn(xx) =0, k=1,...,n

Sve tvrdnje o ¢vorovima direkina su posljedica tvrdniji o
nultockama odgovarajucih ortogonalnih polinoma.
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Tezine Gaussovih integracijskih formula

Integral u formuli za teZine wx moze se eksplicitno izracunati.

Teorem (Izrazi za tezine). U Gaussovoj integracijskoj formuli
reda n, za tezine wy vrijede sljedece dvije relacije

an—1Yn—1 —ann K —1

Wi = = )
T o1 (%) PhO%) Pt (k) P()

..,

pri éemu je A, vodeci koeficijent polinoma pp,

A
:\H ) Yn = ||PnH2 = {(Pn, pn) > 0.
n

éan -

Dokaz. Treba izraCunati integrale za tezine

_ b Pn(X) _
Wk—/a W(x)mdx. k=1,...,n.
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Tezine Gaussovih integracijskih formula

Zbog Clana pp(x)/(x — xx), koristimo Christoffel-Darbouxov
identitet u x i y = xx, za n (il za n+ 1), a zatim integriramo.
Fiksiramo indeks k (tj. ¢vor x) i izlu€¢imo broj p,,(xx), pa je

b
= g J, W02

Integral raunamo iz Christoffel-Darbouxovog identiteta za n, ij.
suma na lijevoj strani ide do n — 1,

E PIBY) _ Pr(X)P_1(¥) — Pa—t(X)Paly)
=0 Yj an-17n-1(X —y) '

Uvrstimo y = xi i iskoristimo da je p,(xx) = 0, pa dobijemo

B an—1Yn—-1 (X - Xk)'

n—1
p;(X)pj(Xk) Pn(X)Pn—1(Xk)
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Tezine Gaussovih integracijskih formula

Pomnozimo obje strane s w(x) po(x) i integriramo na [a, b].
Izlazi

n—1

. b
P " () o) o

i
Pn—1(Xk) /b Pn(x)
= w(x X ax.
an—17n-1 Ja ( )pO( ) X — Xk

Zbog ortogonalnosti polinoma p; i po, na lijevoj strani ostaje
samo ¢&lan za j = 0, a pripadni integral je ||0o/|% = 70, tj.

po(x)  _ Pn1(xk) [° Pn(X)
O’Yok o an—117nf1/ Wix) polx )X Xk x

(]

j=0
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Tezine Gaussovih integracijskih formula

Na kraju, znamo da je po(x) = ¢ # 0, pa skratimo i tu
konstantu, tako da na lijevoj strani ostaje 1. Onda je

b
/ W(X) pn(X) dx = an—1’Yn—1'
a X — Xk Pn—1(Xk)
Kad ovo uvrstimo u izraz za wy s poCetka dokaza, dobijemo
prvu formulu iz tvrdnje
b

_ /1 / w(x) Pn(X) dx — an—1')’n71 '

Pr(Xk) Ja X — Xk Pn—1(Xk) Pr(Xk)
Druga izlazi iz Christoffel-Darbouxovog identiteta za n + 1,
ili troClane rekurzije u xx, paje pni1(Xk) = —Cnpn—_1(Xk)-

Wi
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Tezine Gaussovih integracijskih formula

Teorem. U Gaussovoj integracijskoj formuli reda n, za tezine
vrijedi
1

||ZkH§ ) ) s Iy

Wik

gdje je z vektor vrijednosti ortonormiranih polinoma u ¢voru X
Po(Xk) Pn—1(Xk)

leoll 7 [lon—1ll

Dokaz. Iz Christoffel-Darbouxovog identiteta (za n) u jednoj
toCki xx, dobivamo

.
e R".

3 = F(x) = [

HZ(HZ — g (pj(Xk))z _ ,OZ(Xk)Pn_1 (Xk) — p’n71 (Xk)pn(xk)
i = an—17n-1 '
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TezZine Gaussovih formula — pozitivhost

Zbog pn(xx) = 0, iz prve formule u proslom teoremu, slijedi

< vz _ Pa(X)Pn—1(xk) 1
12l = —F—F"—— = —.
an—1Yn—-1 Wi
Nadimo prvu komponentu vektora zx. Neka je po(x) = ¢ # 0.
Onda je
o 2 2 [° 2
ool = | w0 Ry ok = & | wix) b = o,
a a
paje
Zi1 = po(Xk)/llpoll = 1/\/o >0 = ||zc[2 > 0.
1z ||Z«||3 > 0 odmah slijedi w, > 0 u Gaussovim formulama.
[ |

U nastavku, dajemo jo$ jedan dokaz pozitivnosti, zato jer se
moze lako generalizirati i na neke druge integracijske formule.
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Pozitivhost tezina u Gaussovim formulama

Teorem (Pozitivnost tezina). Sve tezine wy su pozitivne.

Dokaz. Nekasu /;,za j=1,..., n, polinomi Lagrangeove baze
na mreZzi cvorova Xy, ..., Xp (stupanjod ¢; je n —1).
Za polinom £; u ¢voru X vrijedi
0, zaj#k,
li(xk) = 0jk =
1) = Ok {1, za = k.

Uocite da ista relacija vrijedi i za kvadrate éj? polinoma
Lagrangeove baze u ¢vorovima xi

0, zaj#Kk,

2(xk) = 4i(xk) = 0k =
T(Xk) = Li(X) = djk {1’ 28— k.
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Pozitivhost tezina u Gaussovim formulama

Onda je ocito da vrijedi
n n
W= Z Wiclj(Xi) = Z Wk@?(Xk), j=1,...,n
k=1 k=1

No, polinomi éj? imaju stupanj 2n — 2, pa ih Gaussova formula
integrira egzaktno! To znadi da je

n b
W= > w0 = [ W) dx >0, j=1...n
k=1 a

zbog pozitivhosti podintegralne funkcije na desnoj strani.

Time je dokazana pozitivnost svih tezina wy u Gaussovim
integracijskim formulama.
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Pozitivnost tezina u formulamas d =2n -2

Potpuno isti argument vrijedi i za

» integracijske formule stupnja egzaktnosti 2n — 2,
(za jedan manjeg nego u Gaussovim formulama),

» jer egzakino integriraju polinome /2, zak =1,...,n.

Na primjer,
» tezine u Gauss—Radau formulama su, takoder, pozitivne.

Napomena. Moze se pokazati i da su tezine u Gauss—Lobatto
formulama, takoder, pozitivne.

Medutim, dokaz je nesto slozeniji — ide preko polinoma
kardinalne baze za pripadnu interpolaciju: rubni ¢vorovi ai b su
jednostruki, a ostali &vorovi x», . .., X,_1 Su dvostruki.
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Konvergencija Gaussovih formula

Teorem. Ako je [a, b] konacni interval, tada Gaussove formule
konvergiraju za bilo koju neprekidnu funkciju f, tj. za svaku
funkciju f € Cla, b] vrijedi

En(f) -0, za n— occ.

Dokaz se temelji na Weierstrassovom teoremu o uniformnoj
aproksimaciji funkcije f polinomima, koji kaze:

Ako je pon_1(f; -) polinom stupnja < 2n — 1 koji najbolje
uniformno aproksimira f na [a, b], onda vrijedi

Jim [|7(-) = Ban-1(f; )lloc = 0.

Za bilo koji n € N, gledamo gresSku Gaussove formule reda n.
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Konvergencija Gaussovih formula

Zbog polinomnog stupnja egzaktnosti d = 2n — 1, odmah
vidimo da je En(p2n—1) = 0. Zatim, redom, dobivamo

|En(f)| = |En(f — P2n-1)]

b n
/ w(x) (F(X) = Pan1(x)) O => Wi (f(xk) — Ban—1(f; X))
a k=1

b n
S/ W(X)|F(x) = Pan—1(xX)| ax +> (Wi | f(Xk) = Pan—1(f; X))

k=1
< 110) = Ban- (1 ]

b

W(X)dX+ZWk|>.

k=1
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Konvergencija Gaussovih formula

Sad iskoristimo da su tezinski koeficijenti wy pozitivni u
Gaussovim formulama. Zato je \Wk| = W, odakle slijedi

Z|Wk\ ZWk

k=1
Na kraju, uo¢imo jo$ da je (egzakina integracija konstante 1)

Z Wy = / X) dx = pyo.
Iz prethodne formule za ocjenu greske |E,(f)| zakljuCujemo

|En(f)] < 2p0 ||f(-) — Pon_1(f; )|loo = 0, za n— oo,
Sto je trebalo dokazati.
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Ne vrijedi za Newton—Cotesove formule

Ovaj zaklju¢ak ne vrijedi za Newton—Cotesove formule,
» iako formula s n ¢vorova egzakino integrira polinom p,,_1.

Naime, za malo vece n, teZzine wy mogu biti i negativne. Tada
jo$ uvijek vrijedi

ZWK/ X) dx = po,

zbog egzakine integracije konstante 1. Medutim, apsolutne
vrijednosti tezina neograniceno rastu, kad n raste, tako da
n
D k| =00, za n— o,
k=1

a upravo ova suma ulazi u ocjenu greske.
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Simetrija u Gaussovim integracijskim formulama

Pretpostavimo da je tezinska funkcija w

» simetricna na intervalu integracije [a, b].
Za konacni interval [a, b], to znaci da je w parna oko polovista
intervala

a+b
Xo = 5 R

tj. vrijedi
b—a

w(xo+h)=w(xo—h), za |h <
Za cijeli R, to znaci da je w parna oko neke toCke xp € R,
w(xo+h)=w(xo—h), za heR.
Onda su pripadni ortogonalni polinomi simetricni (par—nepar) i

Gaussove integracijske formule su, takoder, simetricne.
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Simetrija u Gaussovim integracijskim formulama

Preciznije, ortogonalni polinomi p, su parni ili neparni oko Xxp,
ovisno o parnosti od n, tj. za svaki h € R vrijedi
Pn(Xo — h), nparan,

—pn(Xo — h), nneparan.

Pn(Xo + h) = {

U Gaussovoj integracijskoj formuli reda n,
» Gvorovi X, su simetri¢ni obzirom na X,
» za simetricni par ¢vorova, tezine wy su jednake.

Ako ¢vorove poredamo uzlazno, x; < --- < Xp, onda vrijedi
Xk + Xnt1—k

5 = X0, Wk=Wpi1-x, k=1,...,n

112/112



	Numericka integracija
	Osnovna Simpsonova formula
	Osnovna formula srednje tocke
	Teorija integracijskih formula
	Produljene Newton–Cotesove formule
	Integracijske formule visokog stupnja egzaktnosti
	Gaussove integracijske formule


