Potpuno pivotiranje

Potpuno pivotiranje kao pivota odabire po modulu najveéi element iz cijele podmatrice dolje desno. Osim zamjene redaka,
ovdje je dozvoljena i zamjena stupaca (preimenovanje tj. mijenjanje redoslijeda varijabli). To se radi zbog jos veée numericke
stabilnosti. Sve promjene stupaca treba pamtiti u vektoru permutacije varijabli. U svakom koraku je

zamjena redaka = mnozenje permutacijskom matricom s lijeva,
zamjena stupaca = mnozenje permutacijskom matricom s desna.

Matricéni zapis (prvog) koraka: matrica A prelazi u LY P() AQM pri cemu je L(Y) donjetrokutasta, a QM) i P(M) permutacijske
matrice koje zamjenjuju dva stupca odnosno dva retka. Na kraju dobivamo PAQ = LU gdje su P i () permutacijske matrice.
Kako rijesiti sustav Az = b koristeéi potpuno pivotiranje?

1. Pomnozite sustav s lijeva s P: PAx = Pb.
2. Uotite da je QQ' = I tj. da je permutacija unitarna matrica pa to uguramo izmedu A i z: (PAQ)(Q'x) = Pb.
Dobivamo (LU)y = Pb pri éemu je y = Q' (tu se vidi kako @Q ispremijesa redoslijed nepoznanica).

Rijesite dva trokutasta sustava (Lz = Pbi Uy = z) da dobijete y.

oo W

x = Qy (sad vratimo natrag originalni redoslijed nepoznanica).

Potpuno pivotiranje u odnosu na parcijalno pivotiranje ima vise pretrazivanja u svakom koraku — (n — k + 1)? elemenata u
odnosu prema ranijih n — k + 1 — $to usporava proces. No, potpunim pivotiranjem mogu se izvesti bolje ocjene greske nego
kod parcijalnog pivotiranja.

Faktorizacija Choleskog

U primjenama se ¢esto javljaju tzv. pozitivno-definitne matrice.
Definicija. Simetricna matrica A € R"*" je pozitivno definitna ako za sve z € R™ \ {©} vrijedi x' Az > 0.

Propozicija. Ekvivalentno, A je pozitivno definitna ako i samo ako:

1. sve svojstvene vrijednosti od A su pozitivne

2. sve vodece minore od A su strogo pozitivne

3. postoji gornjetrokutasta matrica R s pozitivnim elementima na dijagonali takva da je A = R'R.

Usporedimo, A = LU = R'R.

Zadatak. Neka je A simetri¢na matrica koja ima LU faktorizaciju. Pokazite da se A moze prikazati u obliku A = LDL?
gdje je L donjetrokutasta s jedinicama na dijagonali, a D dijagonalna.



Faktorizaciju iz (3.) dijela prethodne propozicije zovemo faktorizacija Choleskog. Na predavanjima je napravljen algoritam
za njeno izracunavanje:

*zai=1,...,n
* — i=1 2
Tii =\ Qii = 2ug=1"ki
*

zaj=1+1,...,n
rij = = (aij — Yply Tkz”“kj)
Koja je slozenost? Ako se u r;; vadi korijen iz negativnoga broja, onda A nije pozitivno definitna.
Napomena. Sustave Ax = b s pozitivno definitnom matricom A rjeSavamo ovako:
1. A=R'R
2. supstitucijom unaprijed rijesite Rty = b
3. supstitucijom unatrag rijesite Rx = y.

Zadatak. Dokazite da je matrica

pozitivno definitna.

Interpolacija polinomima

Neka nam je zadan polinom oblika p(z) = Y"}_, arz®. Hornerova shema dana je sljedeé¢im algoritmom:

s=a(n);

fori=n—-1,...,0do
| s=s*x+al(i);

end

p(x)=s;

U Hornerovoj shemi za racunanje vrijednosti polinoma u jednoj tocki trebamo ukupno n mnozenja i n zbrajanja.

Problem intepolacije polinomom. Neka su zadane tocke (z;,y;), i =0, ...,n. Treba naéi polinom p(z) = p,(z) stupnja
< n uz uvjet da je p,(x;) =y;, i =0,...,n.

Prikaz interpolacijskog polinoma u standardnoj bazi

Standardna baza u prostoru polinoma P, = {p : p(z) = >_,_, axz”,a; € R} je dana funkcijama {1,x,...,2"}.

Primjer: Nadite interpolacijski polinom stupnja manjeg ili jednakog dva koji prolazi toc¢kama (—1,3), (1,5) i (2,0).



Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma (LIP)

Neka su zadane tocke (z;,v;), ¢ =0, ...,n. Definiramo polinome I; € P, i =0,...,ns

) = [[ 222 = 2

Zj wi(xiy

pri ¢emu je w(x) definiran s

j=0
a w;(x) s
: w(z)
) = [T =) = 225
i
Za polinome [; je l;(x;) = &;5, 4,j =0,...,n pa polinom p koji rjesava problem interpolacije mozemo zapisati kao

p(x) =Y yili(x).

1=0

Ovako zapisan p nazivamo Lagrangeov interpolacijski polinom iako bi precizniji naziv bio Lagrangeov oblik interpolacijskog
polinoma jer je interpolacijski polinom jedinstven.

DZ. Dokazite da prethodno definirani polinomi I; ¢ine bazu za prostor P,.

Primger: Nadite Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma stupnja 2 koji polazi tockama (—1,3), (1,5) i (2,0).

Zadatak. Odredite broj operacija potrebnih za racunanje vrijednosti Lagrangeovog oblika interpolacijskog polinoma u tocki



Newtonov oblik interpolacijskog polinoma (NIP)

Neka su zadane tocke (z;,y;), i = 0,...,n. Newtonov interpolacijski polinom (podnosno Newtonov oblik interpolacijskog
polinoma) za zadane ¢vorove dan je s

p(z) = flxo] + Zf[ffo, conzl(z— o) (r— i),
i—1

Brojeve f[zo,..., ;] nazivamo podijeljene razlike.

DZ. Dokazite da je skup polinoma
n—1
{1,3:—3:0,(1‘ —zo)(x —x1),- .., H(x—xk)}

k=0

baza u prostoru P,.
Definicija. Podijeljena razlika nultog reda u ¢voru x; dana je s
floil = f(zi) =yi, i=0,...,n.
Podijeljena razlika k-tog reda (k > 1) dobiva se iz podijeljenih razlika (k — 1)-og reda formulom

fleivt, - win] = flei, o Tige—]
Tit+k — Tj

f[l’i, e ,$i+k] =

zak=1,....nii=1,....,n—k.
Podijeljene razlike najlakse odredujemo pomocu tablice podijeljenih razlika (v. predavanja L.G. slide 42).
Primjer: Nadite Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma stupnja 2 koji polazi tockama (—1,3), (1,5) i (2,0).

Napomena: U prethodnom primjeru smo mogli naéi interpolacijski polinom i da smo isli po donjoj strani tablice podije-
ljenih razlika. U tom slucaju bi interpolacijski polinom bio oblika

p(x) =0—=>5(x —2) —2(x — 2)(z —1).

Zadatak. Odredite broj operacija potrebnih za ra¢unanje vrijednosti Newtonovog oblika interpolacijskog polinoma u tocki

Pogreska interpolacije
Neka je f € C™*tY)([a,b]). Funkciju f interpoliramo polinomom p € P, za kojeg vrijedi p(z;) = f(z;) gdje su g, 21, ..., T
a<zog<a1<--<xy <bh

neke unaprijed odredene tocke.
Za formule vidite sluzbeni Salabahter.

Zadatak. Nadite interpolacijski polinom p stupnja 2 za funkciju f(x) = In(1+ ) sa ¢vorovima interpolacije 0, 11 3. Nadite
p(2), pravu gresku interpolacije u tocki 2, ocjenu pogreske interpolacije u tocki 2 i uniformnu ocjenu pogreske interpolacije.

Zadatak. Odredite t € (0,1] takav da interpolacijski polinom za funkciju f(z) = 2 — 6z +8 s totkama interpolacije (0, f(0))
i(t, f(t)) ima najmanju moguéu maksimalnu pogresku na intervalu [0, 1].

Zadatak. Zadane su vrijednosti funkcije f(z) = 1/x u évorovima 1/n za n = 1,2,3,4. Nadite vrijednosti svih interpolacij-
skih polinoma na bazi te tablice u tocki x = 2/3 i ocijenite pogresku. Kada su stvarna greska i ocjena pogreske najmanje?



Ekvidistantni ¢vorovi

DZ. Ako su évorovi interpolacije ekvidistantni tj. z;41 —x; = h, i =0,1,...,n — 1, onda vrijedi
w(zo,...,xp) = max |(xz—mzo)...(x—z,) <nlh*!
z€[xo,Tn)

za svaki x € [zg, Zy).
Dakle, uniformna ocjena pogreske interpolacijskog polinoma stupnja n na ekvidistantnoj mrezi s korakom h je:

hn+1
— < ——Mpiaf.
ponax | (@) =p(@)l < =g Mnirf
Zadatak. Zadana je funkcija
z+1
==

na intervalu [1,2]. Funkciju f interpoliramo polinomima p,, s n+ 1 ¢vorova na ekvidistantnoj mrezi. Dokazite da niz polinoma
Py, uniformno konvergira funkciji f kada n tezi u co. Nadite najmanji takav n da pogreska ne prelazi 1072 na cijelom intervalu.

Cebisevljevi &évorovi
Formule za CebiSevljeve polinome i Cebisevljeve polinome na [a, b] pogledati na salabahteru.

Zadatak. Za funkciju
1

H@) =55

na segmentu [—1,1] nadite interpolacijski polinom stupnja 2 na ekvidistantnoj i Cebisevljevoj mrezi te uniformnu ocjenu po-
greske.

Po dijelovima linearna interpolacija (ili interpolacija linearnim splineom)
Definicija. Neka je na segmentu [a,b] zadana mreza a = xo < 1 < -+ < @, = b. Linearni spline ! na mrezi (xq, ..., z,) je

ona funkcija ¢ija je restrikcija na segmetu [z;_1, ;] linearni polinom. Restrikciju funkcije [ na [z;_1, x;] zovemo ;.

Kod po dijelovima linearne interpolacije je

Ocjene za pogreske pogledajte u sluzbenom salabahteru.

Zadatak. Aproksimiramo funkciju f(z) = Inz na intervalu [1,100] po dijelovima linearnom interpolacijom. Fiksiramo
trazenu toénost € = 10~ koju zahtijevamo na cijelom intervalu. Nadite broj évorova potreban da se postigne trazena tocnost
uz

1. ekvidistantnu mrezu s korakom h na cijelom intervalu [1,100],

2. podjelu intervala na tri dijela [1,2], [2,7], [7,100] i svaki od ta tri intervala podijelimo na ekvidistantnu mrezu redom s
koracima, hl, hg, hg,

2

3. izraCcunajte vrijednost aproksimacije i pogreske u tocki x = e® za obje mreze.

VisSestruki ¢vorovi

Ponekad, uz vrijednost funkcije u tocki, trebamo interpolirati i vrijednost derivacije (ili vise derivacija) u toj tocki. Razlikujemo
dva slucaja:

1. interpolacija u slucaju kada su u nekoj tocki zadane sve derivacije pocevsi od nulte do posljednje (postoji uvijek),
2. interpolacija u slu¢aju kada su u nekoj tocki zadane samo neke derivacije (ne mora uvijek postojati).

Za prvi slucaj koristit ¢emo postupak Newtonove interpolacije uz koristenje ¢injenice da je

f(k)(:co)

f[1'07...,$0] = k'
—— :

k+1



Zadatak. Konstruirajte interpolacijski polinom koji zadovoljava slijedeée uvjete

vy | flxi) f(@) f(@)
1] 2 3 -
2| 6 7 8

Interpolacija funkcije i njenih derivacija ponekad se jos naziva i Hermiteova (Lagrange-Sylvesterova) interpolacija.

U drugom slu¢aju ne smijemo koristiti formule za Newtonovu interpolaciju nego koeficijente polinoma dobivamo rjesavanjem
sustava

pP(z) =y, k=0,...,n;—1,i=0,...,m.

Zadatak. Konstruirajte, ako postoji, interpolacijski polinom za zadane vrijednosti funkcije f:

f(_]') = 4) f/(_]') = 177
f(0) =2, 17(0) =4,
F) =8 F()=17

Zadatak. Konstruirajte interpolacijski polinom za zadane vrijednosti funkcije f:

f(=1)=20, f"(-1)=108,

f(0)y=0,  f(0)=-6,
=4, f'@Q)=0
Nadalje, aproksimirajte vrijednost funkcije f u tocku 0.5.
Po dijelovima kubi¢na interpolacija
Funkciju f aproksimiramo funkcijom ¢ koja je na svakom podintervalu [z 1, ;] kubicni polinom ¢ |5, | 2, =0k, k=1,...,n,

pr € P3. Polinome py, zapisujemo relativno obzirom na pocetnu tocku intervala:
pr(x) = cop + crp(@ — xp—1) + cop(x — 331@71)2 + 3z — $k71)3, r € [xp—1, 2], k=1,....n

pri ¢emu mora vrijediti:

Brojeve s; biramo tako da osiguramo neprekidnost prve derivacije funkcije ¢ u unutrasnjim tockama. Dobivamo

cok = fr-1

Cl,k = Sk—1

cak = flrr—1,Th—1, 2] — hafTr—1, 211, T, T4
csk = flor—1,Tp—1, Tp, k).

Kako biramo brojeve s;7

1. Kubi¢na Hermiteova interpolacija: sj su prave vrijednosti derivacije funkcije f u ¢vorovima funkcije s = f'(xy) (radili
ste na predavanjima pa se mi neéemo baviti njome).

2. Kvazihermitska po dijelovima kubi¢na interpolacija: s; su aproksimacije za f’(xy).

Besselova aproksimacija derivacija

Formule potrazite na sluzbenom salabahteru. Greska u derivaciji je O(h?), a greska u funkciji je O(h3). Kvazihermiteova po
dijelovima kubi¢na interpolacija je lokalna tj. promjenom jedne tocke mijenjamo samo nekoliko susjednih polinoma.

Zadatak. Besselova kvazihermitska po dijelovima kubi¢na interpolacija interprolira funkciju f(z) zadanu tablicom

i |20 -15 05 1.0 15
flzi) [ 25 10 00 1.0 25

Izracunajte vrijednost u tocki z = 0.25.



Kubié¢na splajn interpolacija

Brojeve s, ..., s, odredujemo iz zahtjeva da ¢ ima neprekidnu drugu derivaciju u ¢vorovima z1,...,z,_1. Formule potrazite
na sluzbenom salabahteru. Da bismo iz tih formula dobili sg, ..., s,, potrebno je rijesiti sustav kojemu je matrica sustava dana
s

di e

C2 dg €9

1 ul €1
l2 1 ug ZQ
L == y U =
lno1 1 Un—-1 €n-1
l, 1 U,
Algoritam:
up = dy;
zat=2,...,m

li = ¢i/ui—1;

u; =d; — lieg_1;

Brojeve sg i s, odredujemo tako da zadamo rubne uvjete na ¢. Postoji nekoliko nacina, a mi radimo jedan - Potpuni (kom-
pletni) splajn. Tu se u rubovima zadaju upravo derivacije od f tj. so = f'(z¢) i s, = f'(x,). Greska aproksimacije u
funkcijskoj vrijednosti je O(h*).

T

Zadatak. Kubi¢ni splajn s interpolira funkciju f(z) = cos(z) na mrezi ¢vorova zj, = 5 i=-2,-1,1,2 (k=0,...,3)
i zadovoljava rubne uvjete s’ (—g) = f (—g),s’ (%) = f (g) Izracunajte vrijednost tog splajna, njegove prve i druge

derivacije u tocki 0 i nadite pripadne pogreske.



