JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

NUMERICKA MATEMATIKA
Prvi kolokvij — 25. 04. 2025.

Na kolokviju nije dozvoljeno koristiti niSta osim kalkulatora i sluzbenog Salabahtera.

Zadatak 1. (10 bodova)

(a) Definirajte pojam operatorske norme matrice. Definirajte pojam strogo dijagonalno dominantne
matrice po stupcima.

(b) Pretpostavimo da je matrica A; € R™*" regularna i da ima LU faktorizaciju. Neka su a,b € R" i
A
bT

kako izracunati faktore od A koristenjem faktora od A;.

a € R proizvoljni. Dokazite da tada matrica A = Z] takoder ima LU faktorizaciju te pokazite

(c) Definirajte Jacobijev iterativni algoritam za rjeSavanje linearnog sustava Az = b. Konvergira li
taj algoritam ako je A tridijagonalna matrica sa svim dijagonalnim elementima jednakim 3, a svim
elementima na prvoj naddijagononali i prvoj poddijagonali jednakim 17

Sve svoje tvrdnje precizno navedite i obrazlozite!
Uputa za rjesenge. (b) Pogledajte dokaz Teorema 2.5 o egzistenciji LU faktorizacije.

(c) Matrica A je strogo dijagonalno dominantna po stupcima, pa Jacobijev algoritam konvergira prema
Teoremu 2.31 iz skripte.

A



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA
Prvi kolokvij — 25. 04. 2025.

Zadatak 2. (12 bodova)

BROJ BODOVA

(a) Neka su dani razli¢iti ¢vorovi zg, x1, .. ., x,. Definirajte pojam Hermiteove interpolacije funkcije f u
tim ¢vorovima, te po dijelovima kubi¢ne Hermiteove interpolacije funkcije f u tim ¢vorovima.

(b) Dokazite da postoji i da je jedinstven Hermiteov interpolacijski polinom stupnja najvise 2n + 1 kroz

razli¢ite ¢vorove xg, x1, ..., Ty.

(c) Neka je p Hermiteov interpolacijski polinom u ¢vorovima zy i x; funkcije f. Neka je ¢ : R — R
funkcija koja vrijednosti f’(z1) pridruzuje vrijednost p (Mfl), uz fiksne vrijednosti f(zo), f'(xo) i

f(z1). Odredite apsolutnu uvjetovanost funkcije .
Sve svoje tvrdnje precizno navedite i obrazlozite!

Uputa za rjesenge.  (c) Vrijedi

p(z) = flao] + flzo, zo](x — z0) + flw0, 20, 21] (T — 20)* + flT0, T0, 71, 71 (T — 20)* (2 — 71).

Stoga je
2

2 2 4

p (xo : xl) = flwo] + f[ﬂco,xo]ﬁ + f[an%vxl]h_ = flzo, w0, 21, 21]

gdje je h = x1 — xy. Uo¢imo da se promjenom f'(z1) = flxy,z1] u f'(x1)
promijeni samo zadnja podijeljena razlika:

f[$07$0ax1,$1] = f[xO’xl’xl] — f[l'(),iCo,,fL'l]

1 — Zo
flz1,m1]— flwo,@1]
- Amalron]  flgy g, 0]
1T — X
f[zlvxl}+5_f[$07$1]
o £1—70 — flzo, wo, 1]
1 — To

g
==+ f[l'(),x(],l'l,l’l].

h2

[ Xog+ 21 To + X1 . 9 h3
P\ 2 P\T2 )"y
pa je apsolutna uvjetovanost funkcije ¢ dana sa

p(252) ~p (52)|

|F(21) — f/(x1)] 8

(Izraz ne ovisi o ¢, ina¢e bismo sada jos gledali € — 0.)

Zbog toga je

f

h3
§7

(w1, 21] = flor,21) + €



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

NUMERICKA MATEMATIKA
Prvi kolokvij — 25. 04. 2025.

Zadatak 3. (10 + 2* bodova)
Promotrimo funkciju

flz)=¢e"—1.

Pretpostavimo da Zelimo izra¢unati vrijednost f(x) u realnoj aritmetici ra¢unala, uz dodatnu pretpostavku
da za sve y postoje neki |a,| < ¢ takvi da vrijedi fi(e¥) = e¥ - (1 + ), pri ¢emu je € jedini¢na greska
zaokruzivanja.

(a)

(b)

*(c)

Detaljno objasnite §to ¢e se dogoditi ako ra¢unamo f(z) po gornjoj formuli za vrlo male (po modulu)
vrijednosti . Izvedite izraz za relativnu gresku izra¢unate vrijednosti fI(f(x)) u odnosu na egzaktnu
vrijednost f(x), te odredite ¢emu ona tezi kada x — 0.

Odredite relativnu uvjetovanost funkcije f u tocki x i nadite kako se ona ponasa kada x — 0. Je li
problem ra¢unanja vrijednost funkcije f u tocki x stabilan u relativnom smislu za (po modulu) male
vrijednosti od x?

Predlozite, ukoliko je to moguce, alternativni izraz za racunanje f(z) u aritmetici ra¢unala, tako da
ono bude stabilno za male vrijednosti od .

Sve svoje tvrdnje precizno navedite i obrazlozite!

Uputa za rjesenje. (a) Kako je za male x vrijednost e” blizu 1 doéi ¢e do katastrofalnog kracenja. To

vidimo i iz oblika relativne greske. Neka su €1, €5 po apsolutnoj vrijednosti manji od e:
fl(f(2)) = (e"(1+ 1) —1) (1 + )
1@ (14 2e ) e

xT

Kako je lim

z—0 ¥ —

1 =00 zakljucujemo da za male z relativna greska se ne moze ograniciti.

Kako je f'(z) = e, relativna uvjetovanost je

xf'(x xe®
Iil}d(ﬁ) — f( ) o ,
f(x) et —1
pa je lin% m}el = 1 (koristimo ewT_l — 1). Dakle, krivac velike relativne greske je nacin izrac¢una
Tr—r
funkcije.
N {L’k
U rac¢unalu e” racuna se kao pocetni komad Taylorovog reda Z R pa se prilikom evaluacije funkcije
k=0

f na gornji nacin na kraju oduzme 1. Kako bismo ra¢un ucinili stabilnim, umjesto da broj 1
oduzmemo na kraju, neéemo ga niti pridodati u sumi (presko¢it ¢emo taj pribrojnik). Dakle, funkciju

¢emo izracunati kao
N _k
f@) =37
x) = —.
k!
k=1
Za male = (¢ak i da je rije¢ o negativnoj vrijednosti) nema opasnog kracenja jer su ili svi pribrojnici
istog predznaka, ili su brzo opadaju po apsolutnoj vrijednosti.
U racunalu se zaista vrijednost e” — 1 ra¢una na gore opisani na¢in. U mnogim programskim jezicima

i paketima (C/C++, Matlab) zato postoji posebna funkcija expmi.
A



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

NUMERICKA MATEMATIKA
Prvi kolokvij — 25. 04. 2025.

Zadatak 4. (10 bodova)
Za prirodan broj n € N dana je matrica A, reda n kao:

4 2 0 O 0 0
210 3 0 0 0 (Na glavnoj dijagonali u k-tom retku
0 3 17 4 0 0 pise (k+1)2+1 za k > 2, a na prvoj
Ao=10 0 4 926 0 0 nad- i pod-dijagonali su redom bro-
) jevi 2,3,...,n.)
0 0 no (n+1)2+1

a) Za n = 5 odredite LU faktorizaciju bez pivotiranja. Zakljucite i kako bi izgledala LU faktorizacija
za proizvoljan n (slutnju nije potrebno dokazivati).

b) Za n =5 odredite LU faktorizaciju s parcijalnim pivotiranjem. Razlikuje li se od LU faktorizacije iz
a) dijela zadatka? Koje svojstvo matrice Aj je zasluzno za to?

c) Odredite pivotni rast matrice A,, za LU faktorizacije s i bez pivotiranja u ovisnosti o n.
d) Je li matrica A,, pozitivno definitna? Argumentirajte odgovor.

Sve svoje tvrdnje precizno navedite i obrazlozite!

Uputa za rjesenje.  a) Racun, dobije se

4 2 0 0 0 1 0 0 0O 0|42 0 0 O
210 3 0 O /2 1 0 0O 0109 3 0 0
As;=10 3 17 4 0|=|0 1/3 1 0 0] (0 0 16 4 0
0 0 4 26 5 0 0 1/4 1 0[]0 0 0 25 5
0O 0 0 5 37 0 0 0O 1/5 11 |0 0 0 O 36

b) Matrica je dijagonalno dominantna (i po stupcima i po recima) pa ne treba pivotirati.
c) 1.
d) Je, npr. iz LU se lako odredi Cholesky ili Prop 2.13.



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

NUMERICKA MATEMATIKA
Prvi kolokvij — 25. 04. 2025.

Zadatak 5. (10 bodova)
Funkciju f(z) = sh(x) + 22 aproksimiramo na intervalu [0, 1]:

e Interpolacijskim polinomom stupnja n, na ekvidistantnoj mrezi,

e Po dijelovima kubi¢nom Hermiteovom interpolacijom na ekvidistantnoj mrezi s ngy podintervala.

a) Odredite minimalni neparan stupanj n, za interpolacijski polinom i neparan broj podintervala
ng za po dijelovima kubi¢nu Hermiteovu interpolaciju tako da uniformna ocjena greske na [0, 1] ne
prelazi e = 1072,

b) Za odredene brojeve podintervala n, i nq nadite aproksimaciju funkcije u tocki x = 0.5 jednom od
navedenih metoda (sami birate kojom), stvarnu vrijednost funkcije i pravu pogresku u toj tocki.

Sve svoje tvrdnje precizno navedite i obrazlozite!
Uputa za rjesenje.  a) Kako je zan >3

) — {sh(x), n paran,

ch(zx), n neparan,

imamo
sh(1), n + 1 paran, N {1.1752, n + 1 neparan,

Mo\ f = ~
nf {ch(l), n + 1 neparan, 1.5431, n + 1 paran,

odnosno nejednakost za n se dobije:
(n 4+ 1)n™* > 100M,,., f

Najmanji n koji to zadovoljava je n, = 3.

Za po dijelovima kubi¢nu Hermiteovu interpolaciju imamo M,f = sh(1), pa je trazeni ngy = 1 -
obi¢na Hermiteova interpolacija.

b) Jedna opcija je Hermiteov interpolacijski polinom s ¢vorovima 0 i 1. Za njega se dobije: p(z) =
x + sh(1)z? + (1 + ch(1) — 2sh(1))z%(z — 1), pa je

£(0.5) ~ 0.771095, p(0.5) ~ 0.769716, €(0.5) = | f(0.5) — p(0.5)| ~ 0.0014.



