JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

NUMERICKA MATEMATIKA
Drugi kolokvij — 21. 6. 2024.

Na kolokviju nije dozvoljeno koristiti niSta osim kalkulatora i sluzbenog Salabahtera.

Zadatak 1. (10 bodova)

(a) Izvedite matri¢nu formulaciju diskretnog problema najmanjih kvadrata za
If = ¢llo = min |If = ¥ll2,

gdjeje V. =[{¢1, ..., dm}] m-dimenzionalni vektorski prostor funkcija promatran u tockama {t1, ..., t,},
te f dana funkcija definirana u istim tockama. Koja je veza matrice A i vektora b s originalnim prob-
lemom najmanjih kvadrata?

(b) Dokazite da ako za matricu A € M,,x,, (m < n) te vektore x € R™ i b € R" vrijedi da je b — Az L
R(A), da je tada z rjeSenje sustava normalnih jednadzbi.

(c) Pretpostavimo da su stupci matrice A medusobno okomiti. Nadite formulu za rjeSenje diskretnog
problema najmanjih kvadrata z. Sto moZemo tada reéi o bazi {¢1,...,dm}?

Sve svoje tvrdnje precizno navedite i obrazlozite!



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

NUMERICKA MATEMATIKA
Drugi kolokvij — 21. 6. 2024.

Zadatak 2. (10 bodova)

(a) Definirajte pojmove: red konvergencije niza iteracija (x,),, lokalna konvergencija metode prema
nultocki funkcije f : R — R.

(b) Iskazite i dokazite teorem o globalnoj konvergenciji Newtonove metode za rjesavanje nelinearne jed-
nadzbe f(x) =0 s jednom nepoznanicom.

(c) Pretpostavimo da je f : R — R funkcija klase C* takva da je f(a) = 0, f'(a) # 0, f"(a) = 0.
Dokazite da ako Newtonova metoda za funkciju f generira niz iteracija koji konvergira prema nultocki
«, onda je red konvergencije tog niza jednak barem 3. Ako se pritom pozivate na neki teorem, precizno
ga iskazite.

Sve svoje tvrdnje precizno navedite i obrazlozite!
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NUMERICKA MATEMATIKA
Drugi kolokvij — 21. 6. 2024.

Zadatak 3. (10 bodova)
Matrica A je zadana SVD faktorizacijom
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(a) Odredite sliku i jezgru matrice A te njenu spektralnu normu.
(b) Odredite netrivijalne svojstvene vrijednosti matrica AAT i ATA.

(c) Odredite matricu B ranga 1 takvu da je ||[A — Bl| najmanje moguce; B moZete prikazati u faktor-
iziranom obliku.

(d) Neka je b = e; (prvi vektor kanonske baze). Odredite rjeSenje problema najmanjih kvadrata
min, ||Az — b||s.

(e) Koriste¢i SVD dokazite da za svaku kvadratnu matricu A € R™" vrijedi da je |det(A)| jednako
umnogku singularnih vrijednosti matrice A.

Sve svoje tvrdnje precizno navedite i obrazlozite!
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NUMERICKA MATEMATIKA
Drugi kolokvij — 21. 6. 2024.

Zadatak 4. (10 bodova)
1
Razli¢itim metodama aproksimiramo I = / (z+1)*In(x + 1) dx.
0

(a) Koji je najmanji broj ¢vorova u kojima treba evaluirati funkciju u produljenoj Simpsonovoj formuli
kako bi ocjena pogreske bila manja od 10737

(b) Produljenom Simpsonovom formulom s ¢vorovima iz (a) zadatka odredite aproksimaciju integrala I
i pravu pogresku.

4 h,(h\ h,(3h
(c¢) U integralnoj formuli / fle)de = I(f) := §f <Z) + §f (SI) odredite ocjenu pogreske. Moze li
0

.. . . . o . h - h
ona biti bolja odabirom drugih tezina (umjesto 3 i 3)?



JMBAG IME I PREZIME BROJ BODOVA

NUMERICKA MATEMATIKA
Drugi kolokvij — 21. 6. 2024.

Zadatak 5. (10 bodova)
Newtonovom metodom odredite sva pozitivna rjesenja jednadzbe

2 =1+sinx

s tocnoséu € = 1075, Duljina pocetnog intervala za nalaZenje rjeSenja mora biti barem 1/2. Detaljno
obrazlozite sve tvrdnje vezane za broj i lokaciju rjesSenja i ocjenu greske!



