Numeri¢ka matematika — 1. kolokvij, 26. travnja 2022. — RIJESENJA

Zadatak 1 (10 bodova.) “Teorijsko pitanje” — greske, linearni sustavi, interpolacija.

(A) (a)

RjesSenje.

[zvedite matricu brojeva uvjetovanosti I'(x, z5) viSedimenzionalnog problema
ra¢unanja vrijednosti funkcije f : R? — R, f(x1,22) = x1 + 2.

Navedite iskaz teorema o egzistenciji LU faktorizacije. Da li prema tom teoremu
postoji LU faktorizacija simetri¢ne pozitivno definitne matrice i zasto?

Navedite iskaz teorema o ocjeni greske interpolacijskog polinoma stupnja n u
odnosu na danu funkciju f, koji ukljuc¢uje vise derivacije funkcije f.

Kod po dijelovima kubi¢ne interpolacije na [a, b] sa ¢vorovima interpolacije a =
xo < x1 < --- < x, = b aproksimacijska funkcija ¢ je oblika

® =pr, k=1,...,n, pp€ Ps.

[Th—1,78]

Polinome pj; zapisujemo u obliku
P = Cok + CLp(T — Tpo1) + Cop(@ — 2p1)? + esp(w — 20m1)®, @ € w2,
Izvedite izraze za koeficijente ¢; ; @ = 0, 1,2, 3 iz interpolacijskih uvjeta

pk(fﬂk—ﬂ = fr—1 pk(xk) = fi
p;g(ﬁk—ﬂ = Sk-1 P;C(Ik) = Sk k=1,...,n,

gdje su fr = f(xx), a sx su neke aproksimacije derivacije funkcije f u ¢vorovima.

(a) f($1,1'2) =21 + Z9.

1 ) 8f(171,$2)

‘ x Ty Of (1, x2)
f([L‘l,Ig) 8x1

‘f(xhb) Oy

|

o = |

:{ B |2 }
|£L‘1+ZL’2| |ZL‘1+JZ2|

(b) 3. predavanje str. 56 i 4. predavanje str. 16.

(c) 4. predavanje str. 85.

(d) 6. predavanje str. 9 — 14.



Zadatak 1 (10 bodova.) “Teorijsko pitanje” — greske, linearni sustavi, interpolacija.

(B) (a)
(b)

Rjesenje.

[zvedite matricu brojeva uvjetovanosti I'(z1, x2) viSedimenzionalnog problema
ratunanja vrijednosti funkcije f : R? — R, f(xy,22) = 71 - @o.

Ako definiramo funkciju problema f4 : R" — R” sa x = F4(b) = A~'b, gdje
je A € R™" regularna matrica, izvedite kako glasi relativna uvjetovanost pro-
blema rjeSavanja linearnih sustava “po normi” xy,(b)? Odredite maksimalnu
mogucu relativnu uvjetovanost ovog problema po svim vektorima b u bilo kojoj
operatorskoj normi || ||?

Navedite iskaz teorema o ocjeni greske interpolacijskog polinoma stupnja n u
odnosu na danu funkciju f, koji ne ukljucuje derivacije funkcije f.

Kod po dijelovima kubi¢ne interpolacije na |a, b] sa ¢vorovima interpolacije a =
xo < x1 < --- < x, = b aproksimacijska funkcija ¢ je oblika

2 = Dk, k:L"'?n? pkep?)'

[Tr—1,2k]

Koeficijente polinoma p; dobivamo iz interpolacijskih uvjeta

pk(iEk—l) = fi—1 Pk(-’ﬂk) = fx
p;(xk_l) = Sk—1 p;c(xk> = Sk k= 17 N

gdje su fr = f(xx), a sg su neke aproksimacije derivacije funkcije f u ¢vorovima.
Izvedite jednadZzbe za parametre sg,. .., s, u unutarnjim ¢vorovima xi,..., T,_1
kod kubi¢ne splajn interpolacije. Koji uvjet zahtijevamo da funkcija ¢ zadovo-
ljava u tim unutarnjim ¢vorovima?

(a) f(xlalé) =T To.

I (9 T1,To
P, m) = { ‘f(xl ) f(axl )

_{’$1|'|$2| |172|'|171’]_[1 1]

‘I1'1U2| |I1'$2|

(b) 3. predavanje str. 89.

(c) 4. predavanje str. 109 (i eventualno str. 111).

(d) 6. predavanje str. 38 — 43.



Zadatak 2 (10 bodova.) Nesto sa greskama.

(A) Promotrimo 2 x 2 sustav Az = b za

11 A12 by xq
A p— pr— p— .
e -l
(a) Pretpostavimo da sustav rjeSavamo supstitucijom unatrag u aritmetici racu-

nala, te da tako dobijemo rjeSenje z. Izvedite izraze za T, i T koji ukljucuju
odgovarajuce greske ra¢unanja u aritmetici racunala.

(b) Dokazite da je postupak rjesavanja sustava kao u (a) stabilan unatrag, odnosno,
da postoji gornje trokutasta matrica A Ciji je svaki element nastao malom re-
lativnom perturbacijom pripadnog elementa matrice A takva da u egzaktnoj
aritmetici vrijedi Az =1b.

(c) Dokazite da algoritam rjeSavanja sustava supstitucijom unatrag u aritmetici
rac¢unala nije nuzno stabilan unaprijed: za a;; = ass = 1 odredite relativnu
gresku unaprijed prilikom racunanja x, te pokazite da je moguce odabrati as,
b1 1 by takve da ta greska bude po volji velika.

RjesSenje.
(a) RaCunanje supstitucijom unatrag daje, za neke |e1|,...,|e4] < u (gdje je u strojna
tocnost):
. b b
a22 a22
. b1 — a2 by — a1222(1 +¢2))(1 4+ ¢
% :fl< 1— 12 2) _ (b1 — arada( 2))( 3)(1+€4)‘
a1 a1

(b) Koristedi izraz iz (a) dobivamo:

{011 : m arg - (1 + 82)} Fl} _ [61] .

1 A
0 929 Tte; T2 b2

N

e
A
(c¢) Uvrstimo ay; = a9y = 11 izraz za &5 u izraz za T, te uofimo xry; = by — ajabs:

fl = (bl — a1262(1 + 81)(1 + 82))(1 + 83)(1 + 84)
bl — algbg(l + 51)(1 + 52)
+
b1 — ai2by

= (bl — algbg)(l —1 )(1 + 83)(1 + 84)

_ a12b2(€1 + &9 + 8162)
by — a12bs

-~

m

=T 1 (1 + 53)(1 + 54).

(.

Uoc¢imo da izraz za g mozemo naciniti po volji velikim. Na primjer, za neki a € R
uzmimo by = 1+ a, by =1, a;p = . Tada je x1 =1, a p = a(e; + €3 + £162), §to je
po volji veliko kada a — oo.



Zadatak 2 (10 bodova.) Nesto sa greskama.

(B) Promotrimo 2 x 2 sustav Az = b za

A:[“H 0],5:

by T
, T = .
Q21  G22 by )
(a) Pretpostavimo da sustav rjeSavamo supstitucijom unaprijed u aritmetici racu-
nala, te da tako dobijemo rjeSenje z. Izvedite izraze za T, i T koji ukljucuju
odgovarajuce greske ra¢unanja u aritmetici racunala.

(b) Dokazite da je postupak rjesavanja sustava kao u (a) stabilan unatrag, odnosno,
da postoji donje trokutasta matrica A C¢iji je svaki element nastao malom re-
lativnom perturbacijom pripadnog elementa matrice A takva da u egzaktnoj
aritmetici vrijedi Az =1b.

(c) Dokazite da algoritam rjeSavanja sustava supstitucijom unaprijed u aritmetici
rac¢unala nije nuzno stabilan unaprijed: za a;; = ass = 1 odredite relativnu
gresku unaprijed prilikom racunanja x,, te pokazite da je moguce odabrati asy,
b1 1 by takve da ta greska bude po volji velika.

Rjesenje. Rjesenje.

(a) RaCunanje supstitucijom unaprijed daje, za neke |e1|, ..., |e4] < u (gdje je u strojna
tofnost):
. b b
i1 = fl <—1) = (14¢e);
aii ail
. by — an @ by —an21(1+¢2))(1+¢
%y :fl< 2 — 21 1) _ (bo — a1 @1 ( 2))( 3)(1+54)‘
92 22

(b) Koristedi izraz iz (a) dobivamo:

gy - 1_&61 0 i’l _ bl
ag - (1 +¢&2) a22'm B ba|

N

-

A
(c¢) Uvrstimo ay; = a9y = 11 izraz za & u izraz za To, te uoCimo xs = by — as1by:

fg = (bg — aglbl(]_ + 81)(1 + 82))(1 + 83)(1 + 84)
bQ — a21b1(1 + 51)(1 + 52)
+
by — az b

= (b2 — aglbl)(l —1 )(1 + 83)(1 + 84)

_ CLlel(El + &9 + 8162)
by — az1b,

-~

m

(1 + 53)(1 + 54).

= T2 1

(.

Uoc¢imo da izraz za g mozemo naciniti po volji velikim. Na primjer, za neki a € R
uzmimo by = 1+ a, by =1, ag; = . Tada je 9 = 1, a p = a(e; + €3 + 162), §to je
po volji veliko kada a — oo.



Zadatak 3 (10 bodova.) Linearni sustav sa LU faktorizacijom.

(A) Pomocu LU faktorizacije, odnosno Gaussovih eliminacija, izracunajte inverz A~! ma-

trice
1 2 -3
A= 1 7 —4
-1 & 1.00001

(a) Izracunajte uvjetovanost ro.(A) matrice A u co-normi || |-

b) Ako sustav Ax = b za proizvoljni vektor b rjeSavamo na rac¢unalu u jednostrukoj

p ] J J J

preciznosti za koju je jedini¢na greska zaokruzivanja jednaka u = 5.96 - 1078,
kakvu to¢nost rjeSenja mozemo ocekivati?

Rjesenje. Uvjetovanost matrice u co-normi je koo(A) = [|Alleo][A™ . Kada imamo
izra¢unatu LU faktorizaciju A = LU, tada je A~' = U~'L~!. TraZenje inverza je zapravo
ekvivalentno postupku Gaussovih eliminicija na sustav kod kojeg je matrica identitete [
desna strana. Zato eliminacije vr§imo na sljedec¢oj proSirenoj matrici

XO=141].
100 1 2 3] 100
W= -110| = x0O=r0OxO=10 5 —1]-1 10
101 0 10 —1.99999| 1 0 1
1 00 12 -3 1 00
LP=10 10| = XP=1OX@=190 5 ~1/-1 10
0 -2 1 0 0 0.00001| 3 —2 1

Povratnim supstitucijama dalje dobivamo

1 2 01900001 —600000 300000
XG® =10 5 0/299999 —199999 100000
0 0 1300000 —200000 100000

1 0 0]780001.4 —520000.4 260000
X®H =10 1 0] 59999.8 —39999.8 20000
0 0 1| 300000 —200000 100000

Odavde slijedi
780001.4 —520000.4 260000
At = 59999.8  —39999.8 20000
300000  —200000 100000

Na kraju imamo da je

(a)
Ao = 12,  [JA™ oo = 1560001.8 = 1.5600018-10° == ko(A) = 1.87200216-10".

(b) Odavde mozemo zakljuciti da ¢e rjeSenje imati jedva jednu to¢nu znamenku.



Zadatak 3 (10 bodova.) Linearni sustav sa LU faktorizacijom.

(B) Za matricu

1077 1 1
A= 1 11
-1 0 2

izra¢unajte sve matrice A® u svim koracima Gaussovih eliminacija i Gaussovih eli-
minacija sa parcijalnim pivotiranjem.

(a) Izracunajte pivotni rast p(A) za obje metode.

(b) Ako sustav Az = b za proizvoljni vektor b rjesavamo na rac¢unalu u jednostrukoj
preciznosti za koju je jedini¢na gregka zaokruZivanja jednaka u = 5.96 - 1078,
kakvu to¢nost rjesenja mozemo ocekivati za metodu bez pivotiranja, a koju za
metodu sa pivotiranjem?

Rjesenje. Najprije trebamo provesti LU faktorizaciju. Uzimamo A©® = A,

100 1077 1 1

LW =1 -10" 1 0| = AV =1WA0 — 0 —9999999 —9999999

107 0 1 0 107 10000002

1 0 0 1077 1 1

L® =10 1 0| = A®=1®A0 = 0 —9999999 —9999999
10000000

0 9999999 1 O O 2

Prema tome je

(a) p(A) = ik g’ 10000002

— = 5000001 = 5.000001 - 10°
maxij |Cl”| 2

(b) Odavde mozemo zakljuciti da ¢e rjeSenje imati jedva jednu toénu znamenku.

Kod LU faktorizacije sa parcijalnim pivotiranjem imamo sljedeéu situaciju. Kao najveéi
element u prvom stupcu matrice mozemo uzeti onog na poziciji (2,1), pa zato moramo
zamijeniti 1. i 2. redak.

010 111
PU=1100| = PYA=|10"7 11
00 1 -1 0 2
100 1 1 1
LW =1 1071 0| = AO = 1OpMOAO — | 0 0.9999999 0.9999999
101 0 1 3

Najveéi element u drugom stupcu je na poziciji (3,2), pa zato moramo zamijeniti 2. i 3.
redak.

100 1 1 1
PP=100 1| = PP4A'=10 1 3
010 0 0.9999999 0.9999999
1 00 11 1
LP =10 1 0| = A®D =1@p@g0 =10 1 3
0 —0.9999999 1 0 0 —1.9999998
P t '
o tomele w8
P N maxij|aij| _2_ ’

(b) U ovom slu¢aju pivotni rast neée utjecati na to¢nost rjesenja.



Zadatak 4 (10 bodova.) LDL" faktorizacija i faktorizacija Choleskog.

(A) Zadana je matrica

42 0 0
2 5 x 0
A@) =19 4 16 1
00 1 4

gdje je x realni parametar. Nadite sve vrijednosti = za koje je matrica A(x) pozitivno
definitna matrica i izra¢unajte faktorizaciju Choleskog matrice A(x).

Rjesenje. Matrica A je pozitivno definitna ako i samo ako postoji faktorizacija Choleskog.

Algoritam za rac¢unanje fakrotizacije Choleksog se ne moze izvesti do kraja ako u nekom
koraku pri racunanju dijagonalnog elementa r; = 1/a; — 2;11 r?. dobijemo negativan
broj ili 0.

Elemente gornje trokutaste matrice R ra¢unamo redak po redak.

e Prvi redak:

7“11:\/CL_11=\/4_1:27
1

1
= — :—2:1
12 7"11al2 5 )
1 1
rg=-—ag=5-0=0,
T11 2
1 1
7"14:—&14:—'0:0.
T11 2

e Drugi redak:

rog =4/ Q22 — 17y = V5 — 12 =2,

1 1

T23 = E (CL23 - 7”127”13) = 5@ -1 0) = ga
1 1

Togy — — (CL24 — 7‘127"14) = —(0 — 1 . O) = O
T29 2

e Treéi redak:

/ 2 / 2
7”33:\/6133—7“%3—7'%3: 16—02—%: 16—%

Odavde slijedi da mora biti 16 — % > 0, tj. 22 < 64. Ako to vrijedi, zadnji element
u treéem retku je

1 1 x 1
7“34:—(a34—7"137“14—7‘237“24)=—2(1—0'0—5'()) 2—2'
"3 V16— & V16— &

Cetvrti redak:

1 63 — 22
7‘442\/a44—7"f4—7“24—r34:\/4—0—0—16 ””2:\/16 :;.
Iy Iy

Odavde vidimo da mora vrijediti i 63 — 22 > 0, odnosno z? < 63.

7



Dakle, matrica A(z) je pozitivno definitna ako i samo ako vrijedi #? < 64 i 22 < 63,

odnosno |z| < v/63.
Matrica R je

2 1 0 0
2 5 0
0 /16 -2 L

4 16-22

00 0 63—a2

16—



Zadatak 4 (10 bodova.) LDL" faktorizacija i faktorizacija Choleskog.

(B) Zadana je matrica

930 0
35 2 0
A@) =19 . 4 1
00 1 4

gdje je x realni parametar. Nadite sve vrijednosti = za koje je matrica A(x) pozitivno
definitna matrica i izra¢unajte faktorizaciju Choleskog matrice A(x).

Rjesenje. Matrica A je pozitivno definitna ako i samo ako postoji faktorizacija Choleskog.
Algoritam za racunanje fakrotizacije Choleksog se ne moze izvesti do kraja ako u nekom
koraku pri racunanju dijagonalnog elementa r; = 1/a; — 2;11 r?. dobijemo negativan
broj ili 0.

Elemente gornje trokutaste matrice R ra¢unamo redak po redak.

e Prvi redak:

7“11:\/CL_11=\/§:37
1

1
= — :—3:1’
12 7"11a12 3
1 1
ri3=—a;z3 = -0=0,
T11 3
1 1
7"14:—&14:—'0:0.
T11 3

e Drugi redak:

rog =4/ Q22 — 17y = V5 — 12 =2,

1 1

T23 = E (CL23 - 7”127”13) = 5@ -1 0) = ga
1 1

Togy — — (CL24 — 7‘127"14) = —(0 — 1 . O) = O
T29 2

e Treéi redak:

/ 2 / x2
7'33:\/(133—7”%3—7"%3: 4—02—Z: 4—Z

Odavde slijedi da mora biti 4 — % > 0, tj. 2% < 16. Ako to vrijedi, zadnji element u
tre¢em retku je
1 1 x 1
7”342—(@34—7”137“14—7”237“24) - T (1—0'0——'()) = 7

733 4_I 2 4_%

Cetvrti redak:

1 15 — 22
r44=\/a44—7“%4—7‘24—r34:\/4—0—0—4 x2:‘/4 j;
T4 T4

Odavde vidimo da mora vrijediti i 15 — 22 > 0, odnosno z? < 15.

9



Dakle, matrica A(z) je pozitivno definitna ako i samo ako vrijedi #? < 16 i 22 < 15,

odnosno |z| < v/15.
Matrica R je

21 0 0
2 0
x? 1
0 \Ji-%
00 0 oog

10



Zadatak 5 (10 bodova.) Interpolacija.
(A) Funkciju f(z) = In(1 + x) aproksimiramo na intervalu [0, 2].

(a) Odredi najmanji broj podintervala n tako da ocjena uniformne pogreske na
0,2] ne prelazi ¢ = 1072 ako funkciju aproksimiramo po dijelovima kubnom
Hermiteovom interpolacijom .

(b) Nadite interpolacijski polinom za funkciju f na éebiéevljevoj mrezi sa 4 ¢vora
na intervalu [0, 2]. Ocijenite gresku interpolacije u tocki = 0.1 i nadite pravu
gresku u toj tocki.

Ocjena uniformne greske za ekvidistantnu mrezu s korakom h na [a, b] ima oblik

h4
max | ( ) QO(ZE” < @le, M, = max ‘f ’

z€fa,b] €la,b]
Detaljno obrazlozite tvrdnje vezane uz ocjenu greske.
Rjesenje.
a) Ekvidistantna mreza sa n podintervala u intervalu [a, b] ima korak h = (b —a)/n. 1z

zahtjeva da je ocjena manja ili jednaka ¢ dobivamo ocjenu za broj podintervala n

M,
n2(b-a)ifzer

Funkcija f i njene derivacije su redom

f@) =
'@ = 57
1"@) = T

Na intervalu [0,2] |f* (x)| = (x+
lijevom rubu, tj. M, = |f ( )| =6.

Uz trazenu to¢nost € = 1073, za broj podintervala n mora vrijediti

(5L je padajuca funkcija pa se maksimum postize u

6
4

tj. potrebno nam je n = 4 podintervala, odnosno 5 ¢vorova.
b) Cvorovi interpolacije su nultocke (jebiéevljevog polinoma Tj:

1 2k +1
T == (cH—b—(a—b)cosu

2-4

k=0,1,2,3
2 )7 It Rt A

11



tj. u nasem slucaju:
- T 3T om T
xozl—i—cosg, x1:1+cos§, x2:1+cos§, x3:1—|—cos§.

Rac¢unamo tablicu podijeljenih razlika za Newtonov oblik interpolacijskog polinoma:

7 flZ;] fl@5,T50] flZ5, Tj01, Tj00] [T, 8541, Ty, Tjys)
1+ cos % 1.07291134
0.37820671
1+ cos 3% 0.86822735 —0.09799213
0.50623959 0.04909073
1+ cos %ﬁ 0.48076834 —0.18869997
0.75278799

1+ cos X | 0.07336241

pa je interpolacijski polinom dan s

3
p(z) = 1.07291134 + 0.37820671(z — 1 — cos g) — 0.09799213(z — 1 — cos g)(;p —1—cos D)

8
3 5
+0.04909073(xz — 1 — cos g)(x — 1 —cos g)(x — 1 —cos %)
Ocjena greske u tocki 0.1 je
3 ~ -2
- 4(0.1 =z 2.8899 - 10
1£(0.1) — p(0.1)| < oL = 2]y 288991077 o ooy 19,

4! 4

Prava greska u tocki 0.1 je

1£(0.1) — p(0.1)] = |0.0953102 — 0.094447555| = 8.62 - 10~

12



Zadatak 5 (10 bodova.) Interpolacija.
(B) Funkciju f(z) = v/1 + x aproksimiramo na intervalu [0, 4].

(a) Odredi najmanji broj podintervala n tako da ocjena uniformne pogreske na
0,4] ne prelazi ¢ = 1072 ako funkciju aproksimiramo po dijelovima kubnom
Hermiteovom interpolacijom.

(b) Nadite interpolacijski polinom za funkciju f na éebiéevljevoj mrezi sa 4 ¢vora
na intervalu [0, 4]. Ocijenite gresku interpolacije u tocki = 0.1 i nadite pravu
gresku u toj tocki.

Ocjena uniformne greske za ekvidistantnu mrezu s korakom h na [a, b] ima oblik

b
— < ——M,, M, = max |[fP(z)|.
qua [/(@) = e(@)] < ggg M, Mo xe%‘f @)

Detaljno obrazlozite tvrdnje vezane uz ocjenu greske.
Rjesenje.
a) Ekvidistantna mreza sa n podintervala u intervalu [a, b] ima korak h = (b —a)/n. 1z

zahtjeva da je ocjena manja ili jednaka ¢ dobivamo ocjenu za broj podintervala n

M,
n2(b-a)ifzer

Funkcija f i njene derivacije su redom

fl@)=v1+w,

1
/
T) = ———,
/@) 2v1l+uw
1
i - -
F@) =~
3
1" o
f (ZL’) - 8(1 +.Z')5/27
o1
16(z + 1)7/2
Na intervalu [0,4] |f®(z)| = W je padajuca funkcija pa se maksimum postize

u lijevom rubu, tj. My = |f®(0)| = 15/16.

Uz trazenu to¢nost € = 1072, za broj podintervala n mora vrijediti

15/16
> 412 281
"=\ 384102 ’

tj. potrebno nam je n = 3 podintervala, odnosno 4 ¢vora.
b) Cvorovi interpolacije su nultocke éebiéevljevog polinoma T}:

1
ikzé(aqu—(a—b)cos

(2k+1)m

k=0,1,2,3
24 )a I b S

13



tj. u nasem slucaju:
- T 3T o T
x0:2—|—20055, x1:2+2008§, I2=2+2COS§, :L‘3:2+QCOS§.

Rac¢unamo tablicu podijeljenih razlika za Newtonov oblik interpolacijskog polinoma:

T flz;] 1@, %50]  fIZ5, %501, Tj00] [T, 841, Tjgo, Tjys)
24 2cos % 2.20176272
0.24141655
24 2cos %ﬂ 1.94045532 —0.01901048
0.29109334 0.00503201
2+ 2cos %ﬂ 1.49486894 —0.03760638
0.38936355

24 2cos I | 1.07342486
pa je interpolacijski polinom dan s
p(z) = 2.20176272 + 0.24141655(x — 2 — 2 cos g) — 0.01901048(z — 2 — 2 cos g)(x — 92— 2cos 3%)
+ 0.00503201(z — 2 — 2 cos g)(x —2—2cos %)(m —2—2cos %T)

Ocjena greske u tocki 0.1 je

3 ~ -1
S (0.1 — 7 592.1070 15
£(0.1) = p(0.1)] < |H1:0(4‘ Ty, = 210 15 a1

Prava greska u tocki 0.1 je

£(0.1) — p(0.1)] = |1.048808848 — 1.050060145| = 1.25 - 1072
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