JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA
16. lipnja 2020.

Upute: Na pisanoj provjeri znanja je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, kalkulator,
te sluzbeni Salabahter. Sva rjesenja napiSite iskljucivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete.
Obavezno predajte sve papire sa zadacima, CGak i ako neke zadatke niste rjesavali. Ne zaboravite se
potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.
Izra¢unata rjeSenja (brojevi i funkcije), bez opisa postupka kako se do njih dolazi, odnosno, rezultati
bez odgovarajuée ocjene pogreske koja garantira traZenu to¢nost — ne vrijede, tj. donose 0 bodova!

Rezultati: ponedjeljak, 22. lipnja 2020., kasno navecer na webu.
Uvidi: utorak, 23. lipnja 2020., u 10:15 sati.

ZADATAK 1

(10 + 10 = 20 bodova.)

(a) Sto mjeri uvjetovanost i koja joj je svrha? O ¢emu ona ovisi? Kako povezuje greske u ulaznim
podacima i rezultatu? Koja je posljedica velike uvjetovanosti? Izvedite relativhu uvjetovanost
problema ra¢unanja funkcije f : R — R u toc¢ki x, gdje je f dva puta neprekidno derivabilna oko
x. Kako se definira relativna uvjetovanost po komponentama za f : R™ — R", kod koje svaka
komponenta fi ima neprekidne parcijalne derivacije po svim komponentnim varijablama z, u tocki
x, do barem drugog reda?

(b) Neka je G € R™*" uz m > n, pravokutna matrica koja ima puni rang po stupcima, tj. rang(G) = n.
Napisite puni i skraceni oblik QR faktorizacije matrice G. NapiSite iskaz teorema o egzistenciji i
jedinstvenosti QR faktorizacije matrice G. Ukratko opiSite neku numeri¢ku metodu za rac¢unanje
QR faktorizacije. Sto se moze napraviti u slu¢aju da je rang(G) < n?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA — ZADATAK 2
16. lipnja 2020.

(20 bodova.) Zadana je matrica A

1 0o 0 2

-1 1 0 2

A= -1 -1 1 2
-1 -1 -1 2

Nadite LU faktorizaciju matrice A, tj. nadite matrice L i U, tako da je A = LU. Zakljucite kako bi
izgledala gornjetrokutasta matrica U, kad bi matrica A bila proizvoljnog reda n, analogno definirana. Sto
bi se dogodilo s rezultatom i zaSto, kad bismo rjeSavali sustav s matricom A reda 60, LU faktorizacijom
na racunalu? Koja karakteristika ove matrice se isti¢e u tom sluc¢aju?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA — ZADATAK 3
16. lipnja 2020.

(20 bodova.) U évorovima xg, x1 = xo + 2h, x2 = x¢ + 3h, uz h > 0, zadani su sljedeé¢i podaci o funkeiji f

f(xO)v f(xl)v f/(x1)7 f(xZ)u

tj. x1 je dvostruki ¢vor. Neka je ps polinom stupnja najvise 3, koji interpolira ove zadane podatke.
(a) Ukratko argumentirajte postoji li jedinstveni polinom ps.

(b) Prvu derivaciju f’(zo) aproksimiramo prvom derivacijom p4(zo). Nadite ovu aproksimaciju i zapiSite
ju kao linearnu kombinaciju f’(x1) i prvih podijeljenih razlika funkcije f u susjednim ¢évorovima
mreze.

(¢) Zadana je funkcija
f(z) =sinx.

Za pocCetni ¢vor zg = 0 1 korak h = 7/6, izracunajte (u decimalnim brojevima) Newtonov oblik
interpolacijskog polinoma p3, opisanu aproksimaciju za f’(xg) i pripadnu pravu pogresku.




JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA — ZADATAK 4
16. lipnja 2020.

(15 + 10 = 25 bodova.)

(a)

Zadana je funkcija f : [-m, 7] — R definirana s:
1, ze€|-m0),
) = 0
3, ze€l0,n]

Odredite koeficijente u Fourierovom razvoju funkcije f

% + Z (an cos(nz) + by, sin(nz)).

n=1

Zadana je f € Cl([—n,7]), takva da je f(—n) = f(x) = 0. Neka je Sy(x) N-ta parcijalna suma
Fourierovog reda

N
Sn(z) : Z an cos(nz) + by, sin(nz)).
n=1

Uz pretpostavku da za svaki « € [—m, 7] vrijedi limy_o0 Sn(z) = f(x), dokazZite da postoji konstanta
C > 0, takva da za svaki x € [—m, 7| vrijedi:

[f(x) = Sn(z) 1£ 12

|‘\F

Uputa. Ako s A,,, B, ozna¢imo Fourierove koeficijente funkcije f’, prvo dokazite da za n > 1 vrijedi
an = —Bp/n i b, = A, /n, a zatim iskoristite ove ¢injenice i ortogonalnost funkcija u razvoju.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA — ZADATAK 5
16. lipnja 2020.

(20 bodova.) Odredite tezine wi, we, ws i &vor xo u integracijskoj formuli oblika

1
/ v f()dr = wnf (3 ) + waf (@) + ws (1)
0

iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma $to je moguée veéeg stupnja. Koliki je
polinomni stupanj egzaktnosti ove formule? Pomoc¢u ove formule izrac¢unajte pribliznu vrijednost integrala
za f(z) = z%/? i nadite pravu gresku.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA — ZADATAK 6
16. lipnja 2020.

(15 bodova.) Odredite rjeSenje jednadzbe
¥ =5

s totnodéu € = 10~°. Napomene: Duljina pocetnog intervala za nalaZenje rjeSenja mora biti barem 1/2.
Precizno argumentirajte ocjenu greske.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA
16. lipnja 2020.

Upute: Na pisanoj provjeri znanja je dozvoljeno koristiti samo pribor za pisanje i brisanje, kalkulator,
te sluzbeni Salabahter. Sva rjesenja napiSite iskljucivo na papire sa zadacima, jer jedino njih predajete.
Obavezno predajte sve papire sa zadacima, CGak i ako neke zadatke niste rjesavali. Ne zaboravite se
potpisati na svim papirima! Skice smijete raditi i na drugim papirima koje ¢e vam dati dezurni asistent.
Izra¢unata rjeSenja (brojevi i funkcije), bez opisa postupka kako se do njih dolazi, odnosno, rezultati
bez odgovarajuée ocjene pogreske koja garantira traZenu to¢nost — ne vrijede, tj. donose 0 bodova!

Rezultati: ponedjeljak, 22. lipnja 2020., kasno navecer na webu.
Uvidi: utorak, 23. lipnja 2020., u 10:15 sati.

ZADATAK 1
(10 + 10 = 20 bodova.)
(a) Izvedite gresku interpolacijskog polinoma s ¢vorovima interpolacije zx € [a,b], k = 0,1,...,n, u
tocki & # xg, x1, . .., Ty, preko Newtonovog oblika. Koje uvjete mora zadovoljavati funkcija f koju se

interpolira u ¢vorovima zy, a koje uvjete moraju zadovoljiti sami ¢vorovi? Sto trebamo pretpostaviti
da prethodni rezultat vrijedi i za ¢vorove interpolacije? Jesu li interpolacijski polinomi definirani na
ekvidistantnoj mrezi ¢vorova uvijek dobri? Navedite primjer. Koja je mreza bolja? Koje svojstvo
ima ta mreza?

(b) Izvedite osnovnu Simpsonovu integracijsku formulu. Kojeg je ona stupnja egzaktnosti? Kojeg reda
veli¢ine je greska Simpsonove formule? Simpsonova formula se moze dobiti na jos dva nacina.
Navedite koji su to.



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA — ZADATAK 2
16. lipnja 2020.

(20 bodova.) Zadana je matrica A

1 0 0 10

-1 1 0 10

A= -1 -1 1 10
-1 -1 -1 10

Nadite LU faktorizaciju matrice A, tj. nadite matrice L i U, tako da je A = LU. Zakljucite kako bi
izgledala gornjetrokutasta matrica U, kad bi matrica A bila proizvoljnog reda n, analogno definirana. Sto
bi se dogodilo s rezultatom i zaSto, kad bismo rjeSavali sustav s matricom A reda 60, LU faktorizacijom
na racunalu? Koja karakteristika ove matrice se isti¢e u tom sluc¢aju?



JMBAG IME I PREZIME

NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA — ZADATAK 3
16. lipnja 2020.

(20 bodova.) U &vorovima xg, ©1 = xg + h, T2 = x¢ + 3h, uz h > 0, zadani su sljedeé¢i podaci o funkciji f

f(xO)v f(xl)v f/(x1)7 f(xZ)u

tj. x1 je dvostruki ¢vor. Neka je ps polinom stupnja najvise 3, koji interpolira ove zadane podatke.
(a) Ukratko argumentirajte postoji li jedinstveni polinom ps.

(b) Prvu derivaciju f’(zo) aproksimiramo prvom derivacijom p4(zo). Nadite ovu aproksimaciju i zapiSite
ju kao linearnu kombinaciju f’(x1) i prvih podijeljenih razlika funkcije f u susjednim ¢évorovima
mreze.

(¢) Zadana je funkcija
f(z) = cosx.

Za pocCetni ¢vor zg = 0 1 korak h = 7/6, izracunajte (u decimalnim brojevima) Newtonov oblik
interpolacijskog polinoma ps, opisanu aproksimaciju za f’(xg) i pripadnu pravu pogresku.
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NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA — ZADATAK 4
16. lipnja 2020.

(15 + 10 = 25 bodova.)

(a)

Zadana je funkcija f : [-m, 7] — R definirana s:
2, ze|-m0),
) = 0
4, z €0,

Odredite koeficijente u Fourierovom razvoju funkcije f

% + Z (an cos(nz) + by, sin(nz)).

n=1

Zadana je f € Cl([—n,7]), takva da je f(—n) = f(x) = 0. Neka je Sy(x) N-ta parcijalna suma
Fourierovog reda

N
Sn(z) : Z an cos(nz) + by, sin(nz)).
n=1

Uz pretpostavku da za svaki « € [—m, 7] vrijedi limy_o0 Sn(z) = f(x), dokazZite da postoji konstanta
C > 0, takva da za svaki x € [—m, 7| vrijedi:

[f(x) = Sn(z) 1£ 12

|‘\F

Uputa. Ako s A,,, B, ozna¢imo Fourierove koeficijente funkcije f’, prvo dokazite da za n > 1 vrijedi
an = —Bp/n i b, = A, /n, a zatim iskoristite ove ¢injenice i ortogonalnost funkcija u razvoju.
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NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA — ZADATAK 5
16. lipnja 2020.

(20 bodova.) Odredite tezine wi, we, ws i &vor xo u integracijskoj formuli oblika

1
[ @) wng () + wafez) + wsf ).
0

iz uvjeta egzaktnosti ove formule na vektorskom prostoru polinoma $to je moguée veéeg stupnja. Koliki je
polinomni stupanj egzaktnosti ove formule? Pomoc¢u ove formule izrac¢unajte pribliznu vrijednost integrala
za f(z) = z%/? i nadite pravu gresku.
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NUMERICKA MATEMATIKA — ZAVRSNA PROVJERA ZNANJA — ZADATAK 6
16. lipnja 2020.

(15 bodova.) Odredite rjeSenje jednadzbe
¥ =6

s totnodéu € = 10~°. Napomene: Duljina pocetnog intervala za nalaZenje rjeSenja mora biti barem 1/2.
Precizno argumentirajte ocjenu greske.



