
TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 27. travnja 2023.

Zadatak 1. (10 bodova) Iskaºite i dokaºite Kolmogorovljev jaki zakon velikih brojeva.

Rje²enje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 27. travnja 2023.

Zadatak 2. (10 bodova) Iskaºite i dokaºite teorem jedinstvenosti za karakteristi£ne funkcije.

Rje²enje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 27. travnja 2023.

Zadatak 3. (10 bodova) Iskaºite i dokaºite karakterizaciju slabe konvergencije pomo¢u otvorenih skupova.

Rje²enje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 27. travnja 2023.

Zadatak 4. (12 bodova)

(a) (7 bodova) Neka je (Xn)n niz slu£ajnih varijabli takav da za sve n ∈ N vrijedi E[X2
n] ≤ nα, za uvijek

isti α < 1, te da postoji k ∈ N takav da za sve m,n ∈ N vrijedi:

|m− n| ≥ k =⇒ Xn i Xm su nezavisne.

Dokaºite da tada vrijedi slabi zakon velikih brojeva za (Xn)n.

(b) (b1) (4 boda) Neka su Z1, . . . , Z2n nezavisne slu£ajne varijable s eksponencijalnom distribucijom s
parametrom λ > 0. Odredite gusto¢u slu£ajne varijable

Z = min

{
Z1

Z1 + Z2

,
Z3

Z3 + Z4

, . . . ,
Z2n−1

Z2n−1 + Z2n

}
.

Smijete se pozivati na rezultate napravljene na Teoriji vjeorjatnosti 1 bez dokaza, a sve ostale
rezultate treba dokazati.

(b2) (1 bod) Je li slu£ajna varijabla X = max{Z1, λ} neprekidna slu£ajna varijabla? Svoju tvrdnju
dokaºite.

Rje²enje.

(a) Nizovi

X1, Xk+1, X2k+1, X3k+1, . . .

X2, Xk+2, X2k+2, X3k+2, . . .

. . .

Xk, X2k, X3k, X4k, . . .

me�usobno s nezavisni i svaki od njih zadovoljava SZVB. Naime, koriste¢i �ebi²evljevu nejednakost

P
(∣∣∣∣∑n

i=1(Xik+l − EXik+l)

n

∣∣∣∣ ≥ ε

)
≤

∑n
i=1 E[X2

ik+l]

ε2n2
≤

∑n
i=1(ik + l)α

ε2n2

≤
∑n

i=1 k
α(i+ 1)α

ε2n2
≤ kαn

α+1

ε2n2

n→∞−→ 0, l = 1, 2, . . . , k.

Sada se moºe ponoviti postupak kao u zadatku s vjeºbi koji kaºe da onda i niz X1, X2, . . . zadovoljava
SZVB.

(b) Z1

Z1+Z2
, Z3

Z3+Z4
, . . . , Z2n−1

Z2n−1+Z2n
me�usobno su nezavisne jer su tvorene od razli£itih dijelova niza (Zn)n.

Ponavljaju¢i rje²enje zadatka s vjeºbi imamo da je Z1

Z1+Z2

D
= U(0, 1). Distribucija minimuma dana je s

Fmin(x) = 1− (1− F (x))n,

a kod nas je F distribucija uniformne razdiobe. Gusto¢a minimuma je derivacija distribucije: fmin(x) =
nf(x)(1− F (x))n−1 = n(1−max{min{x, 1}, 0}).

(c) X nije neprekidna jer P(X = λ) = P(Z1 ≥ λ) = e−λ2
> 0.



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 27. travnja 2023.

Zadatak 5. (8 bodova)

(a) (4 boda) Neka je (Xn)n niz nezavisnih jednakodistribuiranih slu£ajnih varijabli takav da σ2 := V ar(X1) <
∞. Dokaºite da

lim
n

1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi −Xn

)2
= σ2 g.s.

pri £emu je Xn = 1
n

∑n
i=1Xi. Argumentirajte precizno i detaljno.

(b) (4 boda) Neka je (Xn)n niz nezavisnih slu£ajnih varijabli takvih da

Xn ∼
(

1
n
− n log3 n 1

n
1
n
+ n log3 n

1
2n log(n+1)

1− 1
n log(n+1)

1
2n log(n+1)

)
.

Konvergira li gotovo sigurno niz
(

Sn

n logn

)
n
gdje je Sn := X1 + · · ·+Xn, n ∈ N.

Rje²enje.

(a) Lako se izra£una

1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi −Xn

)2
=

1

n− 1

n∑
i=1

X2
i −

n

n− 1
(Xn)

2.

Po Kolmogorovljevom JZVB imamo limn
n

n−1
(Xn)

2 = (EX1)
2 g.s. Budu¢i da je i (X2

n)n njd. i EX2
1 < ∞

po Kolmogorovljevom JZVB imamo

lim
n

1

n− 1

n∑
i=1

X2
i = EX2

1 , g.s.

Dakle,

lim
n

1

n− 1

n∑
i=1

(
Xi −Xn

)2
= σ2 g.s.

(b) EXn = 1
n
i ESn/(n log n) ∼ 1

n
→ 0. Dakle,

(
Sn

n logn

)
n
konvergira ako i samo ako

(
Sn−ESn

n logn

)
n
konvergira.

Me�utim,∑
n

P(|Xn − EXn| = n log3 n) =
∑
n

1

n log n
= ∞ =⇒ P(|Xn − EXn| = n log3 n b.m.p.) = 1,

pa onda i
Sn − ESn − Sn−1 + ESn−1

n logn
= log2n b.m.p.

tj.
(

Sn−ESn

n logn

)
n
ne konvergira.


