
TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 29. travnja 2022.

Zadatak 1. (10 bodova) Iskaºite i dokaºite Kolmogorovljev jaki zakon velikih brojeva.

Rje²enje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 29. travnja 2022.

Zadatak 2. (10 bodova) De�nirajte karakteristi£nu funkciju, te iskaºite i dokaºite njezina osnovna svo-
jstva.

Rje²enje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 29. travnja 2022.

Zadatak 3. (10 bodova) Iskaºite i dokaºite karakterizaciju slabe konvergencije pomo¢u zatvorenih skupova.

Rje²enje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 29. travnja 2022.

Zadatak 4. (10 bodova)

(a) (5 bodova) Za nezavisne slu£ajne varijable X, Y ∼ N(0, 1) odredite funkciju gusto¢e slu£ajnog vektora
(U, V ) dobivenog rotacijom vektora (X, Y ) za kut α ∈ [0, 2π),

U = X cosα + Y sinα

V = −X sinα + Y cosα.

Jesu li U i V nezavisne slu£ajne varijable?

(b) (5 bodova) Neka su X, Y ∼ U(0, 1) nezavisne slu£ajne varijable. Odredite funkciju distribucije slu£a-
jnog vektora (max{X, Y },min{X, Y }). Jesu li max{X, Y } i min{X, Y } nezavisne slu£ajne varijable?

Rje²enje.

(a) Budu¢i da rotiramo, inverz je rotacija za kut −α, tj. g−1(u, v) = (u cosα − v sinα, u sinα + v cosα),
a Dg−1 = 1. Stoga

f(U,V )(u, v) =
1

2π
e−(u

2+v2)/2

²to je gusto¢a jedini£nog normalnog vektora £ije su koordinate naravno nezavisne.

(b) Koristi se raspis

P(max{X, Y } ≤ u,min{X, Y } ≤ v) = P(X ≤ u, Y ≤ u,X ≤ v, Y > v) + P(X ≤ u, Y ≤ u,X > v, Y ≤ v)

+ P(X ≤ u, Y ≤ u,X ≤ v, Y ≤ v)

= P(X ≤ min {u, v})P(v < Y ≤ u) + P(v < X ≤ u)P(Y ≤ min {u, v})
+ P(X ≤ min {u, v})P(Y ≤ min {u, v}),

itd. Za nezavinsost odmah vidimo da za 0 < u < v < 1 vrijedi 0 = P(max{X, Y } ≤ u,min{X, Y } > v).
Me�utim, P(max{X, Y } ≤ u)P(min{X, Y } > v) = u2(1−v)2 > 0, stoga max{X, Y } i min{X, Y } nisu
nezavisne.

,



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 29. travnja 2022.

Zadatak 5. (10 bodova) Neka je dan niz nezavisnih slu£ajnih varijabli (Xn)n takav da X1 = π i

P(Xn = n) =
1

4n log n
, P(Xn = −n) = 1

4n log n
, P(Xn = 0) = 1− 1

2n log n
.

(a) (5 bodova) Vrijedi li slabi zakon velikih brojeva za (Xn)n?

(b) (5 bodova) Vrijedi li jaki zakon velikih brojeva za (Xn)n?

Rje²enje.

(a) Da. Vrijedi EXn = 0 i V arX = n
2 logn

. Stoga

1

n2

n∑
k=1

k

2 log k
=

1

n2

n0∑
k=1

k

2 log k
+

1

n2

n∑
k=n0+1

k

2 log k

≤ 1

n2

n0∑
k=1

k

2 log k
+

1

n2 log n0

n∑
k=n0+1

k .
1

n2

n0∑
k=1

k

2 log k
+

1

log n0

≤ ε,

za dovoljno veliki n0 i sve n ≥ n0.

(b) Ne. Kolmogorovljev dovoljan uvjet daje
∑∞

n=1
V ar(Xn)

n2 =
∑∞

n=1
1

2n logn
= ∞ po integralnom kriteriju.

Dakle, time ne moºemo ni²ta zaklju£iti.

Ipak, vrijedi i
∑∞

n=1 P(|Xn| = n) =
∑∞

n=1
1

2n logn
=∞ pa Borel-Cantelli implicira P(|Xn| = n b.m.p) =

1. Dakle, ∣∣∣∣Sn − Sn−1

n

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣Xn

n

∣∣∣∣ = 1, b.m.p.

²to implicira da Sn−ESn

n
ne konvergira g.s.


