TEORIJA VJEROJATNOSTT 2

2. kolokvij — 24. lipnja 2019.

Zadatak 1. (8 bodova) Iskazite i dokazite Lévyjev centralni grani¢ni teorem.

Rjesenje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTT 2

2. kolokvij — 24. lipnja 2019.

Zadatak 2. (8 bodova) Iskazite Ljapunovljev centralni grani¢ni teorem. Iskazite Lindebergov centralni
granicni teorem. Dokazite da je Ljapunovljev teorem posljedica Lindebergovog teorema.

Rjesenje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTT 2

2. kolokvij — 24. lipnja 2019.

Zadatak 3. (8 bodova) Neka je ¢ : R — C karakteristi¢na funkcija. Dokazite da su tada Re ¢ (realni
dio karakteristi¢ne funkcije) i |p|? takoder karakteristicne funkcije. Je li nuzno da je |¢| karakteristi¢na
funkcija? Dokazite svoje tvrdnje.

Rjesenje. Ako je ¢ = ¢x, onda Rep(t) = 30(t) + sp(—t) = 2pox(t) + 1o_x(t) §to je karakteristi¢na

funkcija jer je konveksna kombinacija karakteristi¢nih funckija. Nadalje, [p]*(t) = o(t)p(t) = p(t)p(—t) =
ox(t)p_x(t) 8to je karakteristi¢na funkcija zbroja dviju nezavisnih varijabli gdje jedna ima distribuciju
kao X, a druga kao —X. Konacno, |¢| ne mora biti karakteristiéna funkcija. Npr. za ¢ = =2 || nije
karakteristi¢na funkcija jer nije pozitivno semidefinitna. (Naime, uzmemo npr. tg = 0,t; = 7/6,to = 7/3 i
kreiramo matricu A = (A;;) tako da je A;; = |p|(t; —t;) i ra¢unajuéi determinantu vidimo da matrica nije
pozitivno semidefinitna. Napomenimo samo da se zadatku moglo pristupiti i s druge, mozda lakse, strane,
tj. da prvo nademo izraz za determinantu u terminima proizvoljnih ¢; i f5 i onda pogodimo funkciju ¢

koja daje trazeni rezultat.)



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
2. kolokvij — 24. lipnja 2019.

Zadatak 4. (6 bodova) Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je (X,,)nen niz nezavisnih slu¢ajnih

varijabli na njemu tako da je za sve n € N

X, ~ <—(n1|— 1)« 0 ; (nﬁl)a) |

(n+1)8 1 - (n+1)8 (n+1)P

gdje su a > 01§ > 1 takvi da 2o+ 1 > . Vrijedi li centralni grani¢ni teorem za niz (X,,),?

Rjesenje. Lako se dobije s, ~ n®8/2+1/2 i E| X, >t ~ n(+9)2=8 5t0 dovodi do

3 DB 20 o o
5n k=1

pa Ljapunovljev uvjet nije zadovoljen. Nadalje, Lindebergov uvjet takoder ne vrijedi jer za dovoljno male

e > 0 imamo (jer je § > 1)

gdje je ¢ € R konstanta takva da je lim, —2%—=5 = c¢. Konacno, pomocu éebiéevljeve nejednakosti

dobivamo da je

limsup max P
n—oo k=1,..n

X E[X? k2 1
<| d > 6) < lim sup max Xl ~ lim sup max e = limsup — — 0.
nmn (0%

Sn n—ooo k=l..n 5282 n—soo k= oo T

pa imamo uniformnu asimptotsku zanemarivost. Sada po Lindeberg-Fellerovom teoremu imamo da S" 7]72>

N(0,1).



