
TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 29. travnja 2019.

Zadatak 1. (8 bodova) Iskaºite i dokaºite Kolmogorovljev jaki zakon velikih brojeva.

Rje²enje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 29. travnja 2019.

Zadatak 2. (8 bodova) De�nirajte karakteristi£nu funkciju ograni£ene funkcije distribucije i iskaºite i
dokaºite osnovna svojstva takve funkcije (uniformna neprekidnost, ograni£enost).

Rje²enje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 29. travnja 2019.

Zadatak 3. (7 bodova) Neka je (Xn)n∈N niz nezavisnih slu£ajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru
(Ω,F ,P).

(a) Zadovoljava li niz (Xn)n∈N slabi zakon velikih brojeva ako je lim
n→∞

VarXn

n
= 0? Dokaºite.

(b) Neka je
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)
i neka je Sn = X1 + · · ·+Xn, n ∈ N. Za koje α > 0 niz Sn

nα
konvergira g.s.?

Rje²enje.

(a) Zadovoljava. Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da je V ar(Xk) < ∞ za svaki k ∈ N.
Neka su ε, δ > 0 proizvoljni. Tada postoji n0 ∈ N t.d. za sve n ≥ n0 vrijedi VarXn

n
< δ · ε2. Imamo za

n ≥ n0
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Pu²tanjem n→∞ slijedi tvrdnja.

(b) Koriste¢i V ar(Xn) = 1
n
, vidimo da red

∞∑
n=1

V ar(Xn)
n2α

∞∑
n=1

1
n2α+1 konvergira za sve α > 0 pa niz Sn

nα
konvergira

g.s. za sve α > 0.



TEORIJA VJEROJATNOSTI 2
1. kolokvij � 29. travnja 2019.

Zadatak 4. (7 bodova) Neka su X i Y nezavisne slu£ajne varijable t.d. X, Y ∼ Exp(λ), λ > 0. Jesu li
slu£ajne varijable X + Y i X

Y
nezavisne? Dokaºite.

Rje²enje. Varijable su nezavisne jer je fX+Y,X/Y (u, v) = λ2e−λu u
(v+1)2

1(0,∞)2(u, v).


