TEORIJA VJEROJATNOSTTI 1

2. ispitni rok — 14. veljace 2025.

Zadatak 1. (20 bodova) Dokazite da svaki po vjerojatnosti Cauchyjev niz ima (g.s.) konvergentan podniz.

Rjesenje. Vidjeti predavanja.

Zadatak 2. (20 bodova) Iskazite i dokazite Kolmogorovljev jaki zakon velikih brojeva.

Rjesenje. Vidjeti predavanja.

Zadatak 3. (20 bodova) Neka je Y nenegativna slucajna varijabla na (2, F,P) i neka je ¢ € (0, +o0)
takav da
VA >0, Ee ™ <e?e

Dokazite da je P(Y > ¢) = 1.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji A € F takavdajeY < cna AiP(A) > 0. Lako se pokaze
da postojen € Ni A, € FtakvidaY < c—% na A, iP(4,) > 0. Imamo Ee™Y < e = Ee ¥ ~0) < 1,
a iz toga imamo

1>E[e ] >E [ 91, ] > E [e—k(c—%—chAn] = eM"P(A,) >0, VA0,
Sada pustimo A — oo u dobijemo kontradikciju (jer je n fiksan).

Zadatak 4. (20 bodova) Neka je {X; : t € [a,b]} familija sluc¢ajnih varijabli na vjerojatnostnom prostoru
(Q, F,P).

(a) (10 bodova) Pretpostavimo da postoji M € (0,00) takav da |X;| < M,Vt € [a,b]. Je li funkcija
Q 3 w > supepyp Xi(w) nuzno slucajna varijabla?

(b) (10 bodova) Pretpostavimo da je za svaki w € Q funkcija [a,b] ¢t — X;(w) neprekidna. Je li funkcija
Q 3 w > supep,p Xi(w) nuzno slucajna varijabla?

Rjesengje.
(a) Odgovor je ne!l Pretpostavimo da je Q = [0, 1], F Lebesgue izmjerivi podskupovovi od [0, 1], da je

P Lebesgueova mjera na [0,1], te da su a = 0i b = 1. Odaberimo podskup A C [0, 1] koji nije
Lebesgue-izmjeriv (npr. Vitalijev skup). Definirajmo familiju slucajnih varijabli (X;)¢cpo,1] na sljedeci

nacin:
1, akojew=tite A,
Xo(w) = { )
0, inace.

Za svaki fiksni t € [0, 1], funkcija w — X;(w) je ocito izmjeriva jer su to indikatori jednoclanih skupova
(jednoélani skupovi su Lebesgue-izmjerivi) ili nul-preslikavanja. Takoder, svaka od funkcija X; je o¢ito
ogranicena jer poprima samo vrijednosti 0 i 1. Medutim, kada uzmemo supremum po svim ¢ € [0, 1],
dobivamo:

sup Xi(w) = 1a(w).

te[0,1]

Sto je indikator skupa A. Bududi da smo odabrali A ¢ F, funkcija 14(w) nije slu¢ajna varijabla.



(b) Odgovor je da! Naime, pretpostavimo da je za svaki w € Q funkcija t — X;(w) neprekidna na [a, b].
Zelimo pokazati da je funkcija
Q35w sup Xy(w)
t€(a,b]

nuzno slucajna varijabla, odnosno da je izmjeriva s obzirom na sigma-algebru F. Buduéi da je svaka
funkcija t — X;(w) neprekidna na segmentu [a, b], mozemo iskoristiti gusto¢u skupa racionalnih bro-
jeva. Naime, vrijedi:

sup Xy(w) = sup Xy(w),

t€(a,b] teQnla,b)]
jer je supremum po cijelom [a,b] jednak supremumu po skupu gustih toc¢aka, u ovom sluc¢aju skupu
racionalnih brojeva QN |a, b]. Ovdje je supremum prebrojiv, a prebrojivi supremum slucajnih varijabli
ostaje sluc¢ajna varijabla, jer je za svaki fiksni ¢t € [a, b] funkcija w — X;(w) po pretpostavci izmjeriva.

Zadatak 5. (20 bodova) Neka je (X,,),, o niz jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli i neka red >~ | X,
konvergira po vjerojatnosti. Dokazite da je tada X,, = 0 (g.s.), za svaki n € N.

Rjesenje. Neka je niz (X,,),, oy jednako distribuiran i nekared ) ° | X, konvergira po vjerojatnosti. Bududi
da konvergencija po vjerojatnosti povlaci Cauchyjevo svojstvo po vjerojatnosti, vrijedi

n n—1
P ( Z X, — Z X,
k=1 k=1

No, buduéi da su sve varijable X, jednako distribuirane, imamo

25) =P(| X, >¢)—0 kadn — oc.

P (X, >e) =P(|X,| >¢) — 0.

Zaklju¢ujemo da P (] X1]| > ¢) = 0 za svaki € > 0. Sada, koristeci svojstvo da je

P(X1#0)=P(|X4[>0)=P (U{|X1| > 1/n}) :
dobivamo
P(Xy #0) = lim P(|X,] > 1/n) = 0.

Dakle, X; = 0 gotovo sigurno, a zbog identi¢ne distribucije slijedi da vrijedi X,, = 0 gotovo sigurno za
svaki n € N.



