TEORIJA VJEROJATNOSTI 1
2. kolokvij — 31. sije¢nja 2025.

Zadatak 1. (10 bodova) Iskazite i dokazite (bez koristenja jakog zakona) Hin¢inov slabi zakon velikih
brojeva.

Rjesenje. Vidjeti predavanja.

Zadatak 2. (10 bodova) Iskazite i dokazite Kolmogorovljeve nejednakosti.

Rjesenje. Vidjeti predavanja.

Zadatak 3. (10 bodova) Neka je (X,), niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli te neka su varijable (Y},),
definirane kao Y, = X, - 1{x,|<b,}, &dje je {b,,n > 1} niz pozitivnih realnih brojeva. Ako definiramo

S =Y Y
k=1
dokazite da za svaki € > 0 vrijedi nejednakost

< Zk:l Var Yk X

= 82

P(|S, —ES)| > ¢)

Rjesenje. Koristed¢i rastav dogadaja, imamo

P(|S,—ES,|>¢e)=P ({]Sn —ES,| >} N {ﬁ{|Xk| < bk}}>

k=1

+P ({|sn ~ES|>eln {0{\)(;4 > bk}}> .

Primjenom monotonosti vjerojatnosti slijedi

P(|S, —ES'|>¢) <P(|S, —ES|>¢)+ P (U{|Xk| > bk}) .

k=1
Primjenom Cebigevljeve nejednakosti i svojstva varijance nezavisnih sluc¢ajnih varijabli dobivamo

+_, Var(Y;
P (|5, — ES)| > o) < 2t ) Qar( 2
€
a subaditivnost na drugom ¢lanu daje

n

k=1

te kombiniranjem dobivamo Zeljeni rezultat.

Zadatak 4. (10 bodova)



(a) (5 bodova) Ako je Y eksponencijalno distribuirana slu¢ajna varijabla s parametrom 1, tada kazemo da
X = —log(Y) ima Gumbelovu distribuciju. Neka je (X, )nen niz nezavisnih i identi¢no distribuiranih
slucajnih varijabli s X,, ~ Exp(1), i neka je

M, = max(Xy,..., X,).
Pokazite da vrijedi:

Mn—logngX, kad n — oc.

(b) (5 bodova) Neka je
aneil[ >(Y), n €N,

i

gdje je Y ~ Exp(1). Ispitajte konvergenciju niza (X, ), u L? normi za p > 1.

Rjesenge.
(a) Pokaze se da je distribucijska funkcija Gumbelove distribucije
Fx(z)=e*", z€cR.
Za nezavisne varijable Xy, ..., X,, ~ Exp(1) vrijedi
Fy, (2)=P(M, <z)=P(X;<z,....X,<z)=(1—-e")"

Tada
P(M, —logn < x) =P(M, <z +logn)=(1— e—(ﬂ?—i—logn))n'

Izraz unutar eksponenta moze se preurediti kao

_ e e’
1—e¢ (ac+logn):1_e e lognzl_

—
Koristeéi aproksimaciju (1 —a/n)" ~ e~* za n > 1, slijedi

e_x)n ~ o

(1-—

Bududi da je to distribucijska funkcija Gumbelove distribucije, dobivamo tvrdnju podzadatka.
(b) Promatramo gotovo sigurnu (g.s.) konvergenciju niza (X,), kako bismo naslutili kandidat za limes.

Xu(w) = el ) (Y () = Lo (Y(w) = 1.

Stoga ocekujemo da je kandidat za limes X = 1. Sad provjerimo konvergenciju u LP normi prema
X = 1. Razvijemo razliku )
X,—X= eﬁl[l n)(Y) —1.
Razliku mozemo zapisati kao
X=X = (=) Lom ) + (" = D1p/nm (Y) + (1) 10 (V).

Uzimamo ocekivanje apsolutne vrijednosti na obje strane i racunamo
n p
E[[ X, - X["] =E [\—1(0,1/@ (V) + (" = DLp/nay(Y) = Lpoo) (V) ] :

Koristec¢i nezavisnost i linearnost ocekivanja (jer su ovo indikatori disjunktnih podruéja), ovo se moze
rastaviti kao

E[|X, — X|P] =P(Y <1/n)+ (/" = 1)’ P(1/n <Y < n) + P(Y > n)
= (1—e ") (e —1)P(eV/"—e™) +e " =0, kadn — oo.

Zaklju¢ujemo da niz konvergira u LP normi:

X, i 1, zasvakip>1.



Zadatak 5. (10 bodova) Za niz slu¢ajnih varijabli (X,,), kazemo da je uniformno integrabilan ako vrijedi

a—r 00

SU[N) E [|Xn|1{\Xn\>a}} — 0.

ne

Dokazite da je niz (X,,), uniformno integrabilan ako i samo ako (i) sup,, E|X,| < oo te (ii) za svaki e > 0
postoji 0 > 0 takav da za svaki dogadaj A takav da P(A) < ¢ vrijedi sup,,cy E [|Xn|14] < €.

Rjesenje. Pretpostavimo da je niz (X,,), uniformno integrabilan. To zna¢i da vrijedi

a—r 00

su;N)IE [ X010 15a}] — 0.
ne

Dokazimo prvo (i). Promotrimo proizvoljan n € N. Za proizvoljno a > 0 moZzemo napisati:
E[Xo| = E [[Xallgx,<a] + B [ Xallgxasa] < a+E[[Xallix,5a) -
Buduéi da drugi ¢lan tezi nuli uniformno u n kad a — oo, slijedi
E [’Xn’]-{|Xn|>a}} < 17 vnv

iz Cega slijedi
E| X, <a+1, Vn

pa je i sup, E| X, | < co. Za (ii), neka je € > 0 proizvoljno. Odaberemo a = a(e) dovoljno velik da vrijedi:

DO | ™

supE Xl Lgx5a] <

Za dogadaj A s P(A) < 0 < ¢/(2a(e)) i prozivoljan n € N, imamo

E[|Xn1a] = E [| Xa|langx, <ay] + E [[Xn]Langxa>a)]

e €
<aP(A) +E |:|Xn|1{|Xn|>a}} < 3 + 5= g,

Kako izraz na lijevoj strani ne ovisi o n, slijedi

e €
supE[| X, [14] < stg=¢

Dokazimo sada obratnu implikaciju. Pretpostavimo (i) i (ii). Za proizvoljno € > 0, iz uvjeta (i) imamo
da postoji M = sup, E|X,| < oo. Definiramo dogadaje A, = {|X,| > a}. Primjenom Markovljeve
nejednakosti dobijemo:

EX,| _ M

P(4,) = P(|X,| > a) < = ~.

Kako desna strana ne ovisi o n, mozemo odabrati a = a(e,d) dovoljno velik da vrijedi M/a < 4, gdje je
d = 6(¢e) iz uvjeta (ii). Kako je P(A,,) < d za svaki n, za proizvoljan n po (ii) imamo:

Kako je € proizvoljno, zaklju¢ujemo da niz (X,,), zadovoljava uvjet uniformne integrabilnosti.



