TEORIJA VJEROJATNOSTI 1

1. kolokvij — 30. studenog 2021.

Zadatak 1. (10 bodova - teorija) Iskazite i dokazite gornju i donju ocjenu ,repa“ distribucije preko
momenata distribucije.

Rjesenje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTI 1

1. kolokvij — 30. studenog 2021.

Zadatak 2. (10 bodova - teorija) Opisite dvodimenzionalnu normalnu distribuciju i pokazite da je dobro
definirana.

Rjesenje. Pogledati predavanja.
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1. kolokvij — 30. studenog 2021.

Zadatak 3. (10 bodova - teorija) Dokazite da konvergencija po vjerojatnosti povla¢i konvergenciju po
distribuciji. Sto mozete re¢i o obratu ove tvrdnje?

Rjesenje. Pogledati predavanja.
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1. kolokvij — 30. studenog 2021.

Zadatak 4. (6 bodova - zadaci) Neka je (§2, F) izmjeriv prostor.

(a) (8 boda) Neka je A C Qi A={A}UF. Pokazite da vrijedi

o(A)={(ANE)U(A°NF):E,F e F}.

(b) (3 boda) Ako je X slucajna varijabla na (Q,F) je li Y = X + 14 slucajna varijabla na (Q,0(A))?
Svoju tvrdnju dokazite.

Rjesenje. Zadatak je trivijalan.

(a) Definiramo G = {(ANE)U(A°NF): E, F e F}. Oc¢ito je da skupovi oblika (AN E)U (AN F), za
E,F € F, moraju biti u 0(A). Dakle, G C o(A). Takoder, o¢ito F C G (uzmemo E = F u definiciji
odG)iAceG (E=Q1iF=0).

Sada se trivijalno po definiciji pokaze da je G o-algebra, pa jer ona sadrzi i A imamo i o(A) C G ¢ime
je dokaz gotov

(b) Ima mnogo laganih na¢ina kako pokazati izmjerivost od Y. Evo jednog:
Y(B)= (X" (B-1)NnA)U (X (B)N A%

pa tvrdnja slijedi po dijelu (a).
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1. kolokvij — 30. studenog 2021.

Zadatak 5. (14 bodova - zadaci) Neka je F vjerojatnosna funkcija distribucije.

(a) (7 boda) Oznacimo s

S(F)={x€R:F(z+¢)— F(x —¢e) > 0 zasvaki € > 0}.

Dokazite da je skup prekida funkcije F, tj. R\ C(F), sadrzan u S(F). Dokazite da je skup S(F')
zatvoren i dajte primjer slucajne varijable za koju vrijedi S(F) = R.

(b) (7 boda) DokaZite da postoje ag, a. > 0 takve da ay + a. = 1, 1 vjerojatnosne funkeije distribucije Fy

i I, takve da je
F=aiFy+ aF,

pri ¢emu je F,; funkcija distribucije neke disretne slucajne varijable, a F. je topoloski neprekidna
funkcija distribucije. (Napomena: ne smije se pozvati na Lebesqueovu dekompoziciju.)

Rjesenge.

(a)

Ako je z € R tocka prekida, onda F(z) — F(x—) > 0, tj. za svaki ¢ > 0 vrijedi F(z +¢) > F(z) >
F(z—)> F(x—¢) paje R\ C(F) C S(F).

Ako x ¢ S(F'), znadi da postoji ¢ > 0 takav da F(x +¢) = F(z —¢), tj. F' je konstanta na [x —e, x4+ €|
pa je B(z,e/2) C R\ S(F), tj. R\ S(F) je otvoren, tj. S(F') je zatvoren.

'L‘2
Ako je F' = Fy(o1), onda je F strogo rastuca (jer je F'(z) = \/%76_? > 0) paje S(F)=R.

Skica: Neka je D = {z € R: F(z) — F(z—) > 0} skup prekida funkcije F' koji je najvise prebrojiv
po tvrdnji s predavanja. Dakle, D = {z; : i € N} (iako taj skup moze biti i kona¢an). Definiramo
ag =), cp(F(z;) — F(z;—)) i vrijedi 0 < ag < 1. MoZemo pretp. da agq > 0. Takoder,

07
d z; <x

Sada je gotovo ocito da je F, funkcija distribucije diskretne slucajne varijable. Takoder, F, = Fl%gfd
je topoloski neprekidna jer smo s F' — agF,; oduzeli sve moguce skokove funkcije F.



