TEORIJA VJEROJATNOSTTI 1

2. kolokvij — 4. veljace 2019.

Zadatak 1. (8 bodova) Iskazite i dokazite Kolmogorovljev zakon nula-jedan.

Rjesenje. Pogledati predavanja.
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2. kolokvij — 4. veljace 2019.

Zadatak 2. (8 bodova) Iskazite i dokazite Hin¢inov slabi zakon velikih brojeva.

Rjesenje. Pogledati predavanja.



TEORIJA VJEROJATNOSTTI 1

2. kolokvij — 4. veljace 2019.

Zadatak 3. (8 bodova)

(a) Neka su X, X1, X5, X3, ... slu¢ajne varijable na vjerojatnosnom prostoru (€2, F,P). DokaZite

X, 5 X < limE[X,—X|A1]=0

n—oo

[5 bodoval

(b) Neka je (X,), niz slucéajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (€, F;,P;) i neka je (Y,,), niz
slucajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (€2y, F5,Py). Pretpostavimo da nizovi (X,), 1 (Ya)n

imaju iste kona¢nodimenzionalne distribucije i pretpostavimo da lim X,, = 0 P;-g.s. Mora li tada
n—oo

nuzno vrijediti lim Y, = 0 Py-g.s.? Dokazite! [3 bodal
n—oo

Sve svoje tvrdnje precizno dokaZite (a one koje su dokazane na predavanjima ili vjezbama precizno iskazite).

Rjesenje. Skica:

(a) Neka X, % X i pretpostavimo da postoji € > 0 i podniz (X, )k takav da E[|X,, — X| A 1] > € za sve
k € N. Tada postoji podniz (Xnkl )i koji konvergira k X g.s. te po Lebesgueovom teoremu dominirane
konvergencije dobijemo da llim E[|Xn,, — X[ A 1] = 0 sto je kontradikcija. Obratno, neka je € € (0,1).

—00

Tada je po Markovljevoj nejednakosti P(|X,, — X| > ¢) < w. Time smo dobili i drugi smjer.

(b) Moze se lako pokazati da tvrdnja vrijedi koriste¢i Propoziciju 10.16.a) iz knjige prof. Sarape.
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2. kolokvij — 4. veljace 2019.

Zadatak 4. (6 bodova) Neka je (X,,), niz slu¢ajnih varijabli na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) za koji
vrijedi

i E| X,| < +oo.

n=1
(a) IzraCunajte limes niza (X,), u L'.
(b) Konvergira li red Y 7 | |X,| g.s?
(c) Sto mozete reéi o g.s. konvergenciji reda S°°° | X,,?
(d) Konvergira li niz (X,), g.s?

Sve svoje tvrdnje precizno dokazite (a one koje su dokazane na predavanjima ili vjezbama precizno iskazite).

Rjesenje. Skica:
(a) Lako se dobije da lim,, X,, =0 u L.

(b) Koriste¢i Lebesgueov teorem monotone konvergencije dobijemo da (prosSirena) nenegativna slu¢ajna
varijabla "> | | X,,| ima kona¢no oekivanje, a to znaci da je kona¢na g.s., tj. red Y, | X,,| konvergira
g.Ss.

(c¢) Apsolutna konvergencija redova povlac¢i uvjetnu konvergenciju. Precizno se dokaze tako da uzmemo
nul skup N € F na kojem ), |X,| ne konvergira i pokazemo da na N¢red >~ X, konvergira.

(d) Sli¢no kao u dijelu (c), lako se pokaze da (X,,), konvergira u 0 g.s.



