Teorija skupova

Treca Skolska zadaca - 10. sijeCnja 2023. godine

Zadatak 1 (0.5+3=3.5 boda).

(a) Od sljedeca tri totalno uredena skupa odaberite dva (razlicita!) skupa koja su sli¢na:
(@ xQ%<).  (@x2Z)\ ({2023} xN),<), (@ x([0,1]NQ),<).

(b) Za odabrane skupove dokazite njihovu sli¢nost!

Napomena: U ovome zadatku < je antileksikografski uredaj. Nije dovoljno u rjeSenju
samo napisati da odabrani skup X ima neko svojstvo P - to je potrebno 1 dokazati!
RjeSenje.
(a) Sli¢ni skupovi su (Q~ x Q*, <) i ((Q x Z) \ ({2023} x N), <).
(b) Koristimo karakterizaciju uredaja racionalnih brojeva koja je istaknuta na vjezbama,
preciznije:
Neka je (A, C) totalno ureden skup. Ako je A obostrano neograniCen, gust

u sebi 1 prebrojiv, tada je (A,C) =~ (Q, <).

Ozna¢imo A := Q™ X Q*, te B := (Q x 2) \ ({2023} x N). KoriStenjem navedene
karaterizacije pokazat ¢emo da vrijedi (A,<) =~ (Q,<) 1 (B,<) =~ (Q, <) (iz Cega
slijedi (A, <) = (B, <)).

Pokazujemo da je A obostrano neogranicen, gust u sebi 1 prebrojiv (iz Cega slijedi
(A,<) = (Q, <)

— Uocimo da za svaki (a, b) € A vrijedi (a, %) < (a,b) < (a,2b), te (a, %) ,(a,2b) €
A. Prema tome A ne moZe imati ni najmanji ni najveci element, tj. A je obostrano
neogranicen.

— Neka su (a, b), (c,d) € A proizvoljni takvi da vrijedi (a, b) < (c,d). Tada vrijedi
(a.b) < (%<, 29) < (c.d) i (%<, 2¢) € A. Dakle, A je gust u sebi.

— Vrijedi £ (Q™ X Q%) = k(Q7) - k(Q™) = Ny - Ny = Ny. Dakle, A je prebrojiv.

Pokazimo joS da je B obostrano neogranicen, gust u sebi i prebrojiv (iz Cega slijedi

(B, <) = (Q, <))
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— Za svaki element (a,b) € B vrijedi (a,b — 1) < (a,b) < (c,d), pri Cemu je:
(c,d) = (a,b + 1) ako (a,b) # (2023,-1), te (¢,d) = (2024,—-1) u slucaju
(a,b) = (2023,—1). Tada vrijedi (a,b — 1),(c,d) € B. Prema tome B ne moze
imati ni najmanji ni najveci element, tj. B je obostrano neogranicen.

— Neka su (a, b),(c,d) € B proizvoljni takvi da vrijedi (a,b) < (c,d). Tada (po
definiciji od <) vrijedi b < dili (b =d A a < ¢).

% U sluaju b < d vrijedi (a,b) < (max{a + 1,2024},b) < (c,d) 1 (max{a +
1,2024}, b) € B.

% U sluCaju (b = d A a < ¢) vrijedi: ako “T” # 2023 onda (a,b) < (‘%cb) <
(c.b) = (c.d) i (%*.d) € B, ainade (a,b) < (“4,b) < (¢.b) = (c.d) i
(%36, b) € B.

U svakom slu€aju dobivamo da je B gust u sebi.
— Vrijedi: =B
Qx{-1}C(@Q@x2)\ ({2023} xN) C Q X Z,

1z Cega slijedi
k(Qx{-1}) = k(Q)-k({-1}) = Ro-1 = By < k(B) < k(QXZ) = k(Q)-k(Z) = Ry-No = No.

Slijedi k(B) = Ny, tj. B je prebrojiv. |
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Zadatak 2 (2 boda). Neka je U skup svih otvorenih podskupova od R koji sadrze 0.
Primjerom pokazite da (U, C) nije dobro ureden skup. Postoji li neki beskonacan podskup
V od U takav da je (‘V, C) dobro ureden?

RjeSenje. Promotrimo skup O = {(—1,2),< =2, 1)}. Buduci da O sadrZi otvorene in-
tervale koji sadrze 0, vrijedi da je O € U. Medutim (—1,2) ¢ (-2, 1), jer % e (—-1,2)
i2 ¢ (-2,1). Takoder (-2,1) ¢ (—1,2), jer 22 € (-2,1)i 2 ¢ (-1,2). Dakle, ele-
menti skupa O su neusporedivi pa O nema najmanji element. Buduéi da smo pronasli
podskup od U koji nema najmanji element obzirom na inkluziju, zaklju¢ujemo da (U, C)
nije dobro ureden skup.

Promotrimo skup V = {(—1,n) | n € N,n > 1}. Ako za neke n,m € N vrijedi n < m,
tada za proizvoljan x € (—1,n) vrijedi x < n < m. Zbog proizvoljnosti od x vrijedi
(=1,n) C(-1,m),ajerjen € (—1,myin ¢ (—1,n), vrijedi (—1,n) C (-1, m).

S druge strane, pretpostavimo da za n,m € N vrijedi (—1,n) C (—1, m). Kada bi vrijedilo
m < n bilo bi ili da je n = m, pa bi bilo (—1,m) = (—1,n), Sto znamo da ne vrijedi,
ili b1 bilo m < n. Uvazavajuéi da je m prirodan broj pa vrijedi m > —1, slijedi m €
(=1,n) c (-~1,m). Slijedi da je m < m. U svakom slucaju, dolazimo do kontradikcije pa
zakljuCujemo da mora biti n < m.

Iz upravo dokazanog slijedi da je bijekcija f : V — N\ {0}, f((—1,n)) = n zapravo
sli¢nost pa zakljucujemo da je (V, C) dobro ureden skup buduci da je slican sa (N, <).
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Zadatak 3 (1.5 boda). DokaZite da za svaki ordinalni broj S vrijedi
¥ =1.
RjeSenje. Tvrdnju dokazujemo transfinitnom idnukcijom.

e Pretpostavimo da je 8 = 0, tada iz definicije potenciranja ordinalnih brojeva slijedi

1$=1"=1.

e Pretpostavimo da za neki ordinal S vrijedi 17 = 1. Tada koriste¢i definiciju potenci-
ranja, dobivamo da za njegov sljedbenik 8* vrijedi

B =1.1=1-1=1.

e Pretpostavimo da za grani¢ni ordinal S vrijedi da za svaki ordinal v € g vrijedi
17 = 1. Ponovno koristimo definiciju potenciranja da zaklju¢imo

1P =supl” =supl =1.
vep Yep
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Teorija skupova

Treca Skolska zadaca - 10. sijeCnja 2023. godine

Zadatak 1 (0.5+3=3.5 boda).

(a) Od sljedeca tri totalno uredena skupa odaberite dva (razlicita!) skupa koja su sli¢na:
((L2In@x Q<) (@ xQ.<),  (@x2)\({1}xN),<).

(b) Za skupove koje ste odabrali u (a) podzadatku dokazite njihovu slicnost!

Napomena: U ovome zadatku < je antileksikografski uredaj. Nije dovoljno u rjesenju
samo napisati da odabrani skup X ima neko svojstvo P - to je potrebno 1 dokazati!

RjeSenje.
(a) Sliéni skupovi su (Q* X Q~, <) ((@xZ) \ ({1} x N), <).

(b) Koristimo karakterizaciju uredaja racionalnih brojeva koja je istaknuta na vjeZbama,
preciznije:

Neka je (A, C) totalno ureden skup. Ako je A obostrano neogranicen, gust
u sebi 1 prebrojiv, tada je (A,C) =~ (Q, <).

Ozna¢imo A := Q* X Q7, te B := (Q x Z) \ ({1} x N). Koristenjem navedene
karaterizacije pokazat cemo da vrijedi (A,<) =~ (Q,<) 1 (B,<) =~ (Q, <) (iz Cega
slijedi (A, <) = (B, <)).

Pokazujemo da je A obostrano neogranicen, gust u sebi 1 prebrojiv (iz Cega slijedi

(A, <) = (Q, <))

— Uotimo da za svaki (a, b) € A vrijedi (a,3) < (a,b) < (a,2b), te (a. ) (a.2b) €
A. Prema tome A ne moZe imati ni najmanji ni najveci element, tj. A je obostrano
neogranicen.

— Neka su (a, b), (c,d) € A proizvoljni takvi da vrijedi (a, b) < (c,d). Tada vrijedi

(a.b) < (%<, 29) < (c.d) i (%<, 2¢) € A. Dakle, A je gust u sebi.

— Vrijedi k (Q* X Q) = k(Q*) - k(Q7) = R - Ny = No. Dakle, A je prebrojiv.

Pokazimo jo§ da je B obostrano neogranicen, gust u sebi 1 prebrojiv (iz ¢ega slijedi

(B, <) = (Q, <))
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— Za svaki element (a,b) € B vrijedi (a,b — 1) < (a,b) < (c,d), pri Cemu je:
(c,d) = (a,b + 1) ako (a,b) # (1,-1), te (c,d) = (2,-1) u slucaju (a,b) =
(1,-1). Tada vrijedi (a,b — 1),(c,d) € B. Prema tome B ne moZe imati ni
najmanji ni najveci element, tj. B je obostrano neogranicen.

— Neka su (a, b),(c,d) € B proizvoljni takvi da vrijedi (a,b) < (c,d). Tada (po
definiciji od <) vrijedi b < dili (b =d A a < ¢).

% Uslucaju b < d vrijedi (a, b) < (max{a+1,2},b) < (c,d)1(max{a+1,2},b) €
B.

« U sluéaju (b = d Aa < c) vrijedi: ako % # 1 onda (a,b) < (%<,b) <
(c.b) = (c.d) i (%*.d) € B, ainate (a,b) < (“4,b) < (¢.b) = (c.d) i
(%36, b) € B.

U svakom slu€aju dobivamo da je B gust u sebi.
— Vrijedi: =B
Qx{-1} c(@xZ)\ ({1} xN) cQxZ,

1z Cega slijedi
k(Qx{-1}) = k(Q)-k({—1}) = Ro-1 = By < k(B) < k(QXZ) = k(Q)-k(Z) = Ry-No = No.

Slijedi k(B) = Ny, tj. B je prebrojiv. |
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Zadatak 2 (2 boda). Neka je F skup svih zatvorenih podskupova od R koji sadrze 0.

Primjerom pokazite da (¥, C) nije dobro ureden skup. Postoji li neki beskonacan podskup
G od ¥ takav da je (G, C) dobro ureden?

RjeSenje. Promotrimo skup Z = {[-1,2],[-2, 1]}. Buduéi da Z sadrzi zatvorene inter-
vale koji sadrze 0, vrijedi da je Z € . Medutim [-1,2] ¢ [-2,1], jer % € [-1,2] 1
3 ¢ [-2,1]. Takoder [-2,1] ¢ [-1,2], jer 3 € [-2,1]1 2 ¢ [-1,2]. Dakle, elementi
skupa Z su neusporedivi pa Z nema najmanji element. Budu¢i da smo pronasli pod-
skup od ¥ koji nema najmanji element obzirom na inkluziju, zaklju¢ujemo da (¥, C) nije
dobro ureden skup.

Promotrimo skup G = {[-1,n] | n € N,n > 1}. Ako za neke n,m € N vrijedi n < m,
tada za proizvoljan x € [—1,n] vrijedi x < n < m. Zbog proizvoljnosti od x vrijedi
[-1,n] C[-1,m],ajerjem e [-1,m]im ¢ [—1,n], vrijedi [-1,n] C [-1, m].

S druge strane, pretpostavimo da za n,m € N vrijedi [—1,n] C [—-1, m]. Kada bi vrijedilo
m < n, tada bi za proizvoljan x € [-1, m] vrijedilo x < m < n. Zbog proizvoljnosti od x bi
slijedilo da je [-1,m] C [-1, n]. Medutim znamo da je [—1, n] strogo sadrzano u [—1, m]
pa smo dosli do kontradikcije. ZakljuCujemo da mora vrijediti n < m.

Iz upravo dokazanog slijedi da je bijekcija f : V — N\ {0}, f((—1,n)) = n zapravo
sli¢nost pa zakljuCujemo da je (V, C) dobro ureden skup buduéi da je sli¢an sa (N, <).
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Zadatak 3 (1.5 boda). DokaZite da za svaki ordinalni broj a vrijedi
1“=1.
RjeSenje. Tvrdnju dokazujemo transfinitnom idnukcijom.
e Pretpostavimo da je @ = 0, tada iz definicije potenciranja ordinalnih brojeva slijedi
17=1"=1.

e Pretpostavimo da za neki ordinal « vrijedi 1¢ = 1. Tada koristeci definiciju potenci-
ranja, dobivamo da za njegov sljedbenik a* vrijedi

+

1 =1 1=1-1=1.

e Pretpostavimo da za granicni ordinal @ vrijedi da za svaki ordinal y € « vrijedi
17 = 1. Ponovno koristimo definiciju potenciranja da zaklju¢imo

1“=supl”=supl =1.

vEQ vEQ
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