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Zadatak 1 (2 boda). Dokazite ili opovrgnite:

U ﬂ Ansk C m U Ajn 2022

n>1 k>1 n>1 k>1

RjeSenje. Neka je x € U ﬂ A, proizvoljan. Tada postoji ny > 1 takav da vrijedi

n>1 k>1

Yk 2 D(x € A (%)

Neka je n > 1 proizvoljan. Treba naci ky > 1 takav da vrijedi x € Ak3+2022. Definiramo
ko := no (tada zbog ny > 1 vrijedi kg > 1). Iz kj + 2022 = ng + 2022 > ng > ng slijedi
ky + 2022 > ng, pa postoji k > 1 takav da vrijedi kj + 2022 = ng + k. Prema tome vrijedi
Agy +2022 = Ayyi, pa (%) poviadi x € Aggioon. Dakle, x € ()| ] Aprsaoma, 4. vrijedi
tvrdnja zadatka. n>1 k2l

Zadatak 2 (2 boda). Nadite primjer relacije R na skupu A = {1, 2, 3,4} takve da vrijedi
RNlIy=01RoR = 14. MoZe li se relacija s ovim svojstvom naci na skupu A = {1, 2, 3}?
Dokazite svoje tvrdnje!

Rjesenje. Definiramo R := {(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}. To je trazena relacija na skupu
A={1,2,3,4} zakoju vrijedi RN Iy =0, te Ro R ={(1,1),(2,2),(3,3),(4,4)} = I,.

Pretpostavimo da postoji neka relacija R na skupu A = {1, 2,3} s tim svojstvom. Iz (1, 1) €
14 = RoR slijedi da Ax(1RxAxR1). Kako je R relacijana A slijedi x € A, pazbog RNIy =0
vrijedi x € {2,3}. BSO x = 2 (sli¢no se dokazuje za x = 3). 1z (3,3) € I4 = R o R slijedi
da dy(3Ry A yR3). Kaoiprije,izy € AiRNIy = Oslijedi y € {1,2}. Akoy = 1 tada
slijedi 3R1 1 1R2 pa dobivamo (3,2) € Ro R = I4. Ako pak y = 2 tada sljjedi 3R2 1
2R1 pa dobivamo (3,1) € R o R = I4. Kako u svakom slucaju dobivamo kontradikciju,
zakljuCujemo da ne postoji trazena relacijana A = {1, 2, 3}.

u



Zadatak 3 (3 boda). Za relaciju S kazemo da je euklidska ako vrijedi
VxVyVz(xSy A xSz — ySz).

Neka je A skup te R C A X A proizvoljna relacija. Dokazite da je najmanja relacija koja je
refleksivna na A, simetri¢na i euklidska, te sadrZi relaciju R, jednaka (R U R™")".
RjeSenje. S vjezbi znamo da je za proizvoljnu relaciju R € A X A relacija (R U R™H)T
relacija ekvivalencije na A koja sadrzi R. Posebno, to znadi da je (R U R™")T refleksivna
na A i simetri¢na, te da sadrZi R. Preostaje pokazati da je relacija (R U R™!)T euklidska te
da je to najmanja relacija s trazenim svojstvima.

e Pretpostavimo x(R U R™H)7y i x(R U R™1)7z. Kako je (R U R™")T simetri¢na, iz po-
sljednjeg slijedi z(R U R™1)Tx. Sada iz toga, x(R U R™")Ty i tranzitivnosti relacije
(RU R M slijedi y(R U R™1)Tz. Dakle, relacija (R U R~ je euklidska.

e Neka je Q proizvoljna relacija koja je refleksivna na A, simetri¢na i euklidska takva
da vrijedi R C Q.
Pokazimo prvo da je relacija Q tranzitivna. Neka je xQy 1 yQz. 1z xQy 1 simetriénosti
relacije Q slijedi yQx. Sada iz yQx, yQz i pretpostavke da je Q euklidska slijedi xQz.
Dakle, Q je tranzitivna relacija. Kako je joS simetri¢na 1 refleksivna na A, relacija

Q je jedna relacija ekvivalencije na A koja jos 1 sadrzi R, a znamo s vjezbi da je
(R U R™HT najmanja takva, iz &ega slijedi (R U R 1T C Q.



