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Predgovor

Ovaj materijal nastao je na osnovu zabiljeski iz kolegija Teorija skupova koji vise
od deset godina predajem na Matematickom odsjeku Prirodoslovno—matematickoog
fakulteta, Sveuciliste u Zagrebu. Ovaj materijal je prije svega namijenjen studentima
koji slusaju kolegij Teorija skupova, odnosno trebaju polagati ispit iz tog kolegija.
No, nadam se da materijal moze biti zanimljivim svakome koga zanimaju osnove
matematike, odnosno njeno zasnivanje.

Zelim naglasiti da ovo nije skripta. To znaci da nije proveden postupak recenzije.
Time nikako ne zelim re¢i da imam opravdanje za greske (raznih vrsta) kojih sigurno
ima. Svaki ispravak, ili pak sugestiju, koji bi mogli doprinijeti poboljsanju ovog teksta,
rado ¢u prihvatiti.

Zahvaljujem se dr. sc. Vedranu Caciéu i prof. dr. sc. Juraju Siftaru koji su procitali
citav tekst, te svim studentima koji su me upozorili na greske.

U Zagrebu, studeni 2014. Mladen Vukovié¢
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Uvod

Sadrzaj kolegija je pokriven ovim rukopisom. Stoviée, neki dijelovi rukopisa se ne
predaju, a dodani su radi lakseg razumijevanja teksta. To su prije svega zadaci i
njihova rjesenja. Rukopis, a i kolegij, podijeljeni su u dva glavna dijela: §1. Naivna
teorija skupova 1 §2. Aksiomatska teorija skupova. Vazno je na pocetku naglasiti
da je glavni cilj prvog poglavlja motivirati uvodenje aksioma.

Sada navodimo knjige koje postoje u biblioteci PMF-MO u Zagrebu o teoriji skupova,

a mogu pomoci za ovaj kolegij. Knjige nisu poredane po abecedi ve¢ po vaznosti za
kolegij.

1. W. Just, M. Weese, Discovering Modern Set Theory 1, American Mathematical
Society, 1996.

2. K. Kunen, Set Theory—An Introduction to Independence Proofs, North—Holland,
1992.

3. P. Papi¢, Teorija skupova, HMD, Zagreb, 1999.

4. J. Shoenfield, Azioms of Set Theory, Handbook of Math. Logic, J. Barwise
(ed.), North—Holland, 1985.

5. T. Jech, Set Theory, The Third Millenium Edition, Springer, 2000.

Svakako preporucamo knjizice iz biblioteke Moderna matematika od Skolske knjige:
N. J. Vilenkin, Price o skupovima, J.—L. Krivine, Aksiomaticka teorija skupova, te
Z. Siki¢, Kako je stvarana novovjekovna matematika.

Istaknimo glavne crtice u razvoju teorije skupova. Osnivac teorije skupova je
Georg Cantor. Radove o teoriji skupova objavljivao je od 1871. do 1883. godine.
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Georg Cantor, 1845.-1918.

Poseban zamah razvoju teorije dao je B. Russell otkricem paradoksa. To je rezul-
tiralo razvojem aksiomatske teorije skupova. Prvi prijedlog aksiomatizacije dao je
E. Zermelo, 1908. godine. Zermelo je dokazao da se svaki skup moze dobro urediti.
Nakon velikih kritika njegovog neocekivanog rezultata, Zermelo je pobrojao aksiome
koje je koristio. A. Fraenkel je 1922. godine precizirao shemu aksioma separacije.
Zatim su A. Fraenkel i T. Skolem predlozili shemu aksioma zamjene kao jos jedan
novi aksiom. J. von Neumann je eksplicirao aksiom dobre utemeljenosti i definirao
ordinalne brojeve.

U ovom kratkom osvrtu na povijesni razvoj teorije skupova istaknut ¢emo jos samo
da je 1938. godine K. Godel dokazao relativnu konzistentnost Zermelo—Fraenkelove
teorije skupova s aksiomom izbora i hipotezom kontinuuma, te je 1963. godine P. Co-
hen dokazao nezavisnost hipoteze kontinuuma sa Zermelo—Fraenkelovom teorijom
skupova.

0.1 Osnovne napomene na pocetku
Osnovno pitanje ovog kolegija je:

Sto je skup?
U naivnoj teoriji skupova odgovor je "jednostavan:

Skup je primitivan pojam, i kao takav se ne definira.

Smatramo da vec¢ imate izgradenu intuiciju o pojmu skupa.

Skup je kolekcija objekata koji zajedno cine cjelinu.

Na takvom nedefiniranom i vrlo nejasnom pojmu skupa Cantor je izgradio veliki

dio teorije skupova. Poteskoce koje su se pri tome javile (paradoksi i nerjesivi problemi

— 0 tome ¢emo kasnije) pokusale su se izbjeéi na razne nacine (teorija tipova; teorija
klasa, ...). No, tesko je prevladati teskoce ako ve¢ na samom pocetku imamo klimave



temelje. Teorija skupova se mora graditi kao i svaka druga matematicka teorija —
zadavanjem aksioma.

U svojim istrazivanjima tvorac teorije skupova Cantor nije se eksplicitno pozivao na
neke aksiome o skupovima. Medutim, analizom njegovih radova moze se zakljuciti
da se skoro svi teoremi koje je on dobio mogu izvesti iz sljedeca tri aksioma:

1. AKSIOM EKSTENZIONALNOSTI
Dva skupa su jednaka ako imaju iste elemente.

2. PRINCIP KOMPREHENZILJE
Za unaprijed dano svojstvo () postoji skup ¢iji su elementi bas oni koji objekti
imaju to svojstvo, tj. {z : ¢(x)} je skup.

3. AKSIOM IZBORA
Za svaki neprazan skup postoji bar jedna funkcija ¢iji su argumenti neprazni
podskupovi tog skupa, a slike su elementi argumenata.

Kada je teorija ve¢ postala priznata u matematickom svijetu pojavili su se paradoksi
— nesto sto se nikad prije nije dogodilo. (Paradoks nije isto sto i kontradikcija.

Paradoks je tvrdnja c¢iji je dokaz logicki neupitan, ali je intuitivho sama tvrdnja
vrlo upitna.) Sada navodimo Russellov paradoks.

Russellov paradoks: R = {z : x jeskupi x ¢ x} nije skup.

Dokazimo da R nije skup. Pretpostavimo da je R skup. Tada mozemo
postaviti pitanje vrijedi li R € R. Pretpostavimo prvo da vrijedi R € R.
To znaci da je R element skupa R, pa ispunjava svojstvo koje ispunjavaju
svi njegovi elementi, tj. z & z, odnosno za R to zna¢i R ¢ R. Time
smo iz pretpostavke R € R dobili R € R, tj. dobili smo kontradikciju.
Zakljucujemo da mora vrijediti R ¢ R. No, tada R ispunjava definicijski
uvjet za skup R. To znaci da je R jedan element skupa R, odnosno imamo
R € R. Opet smo dobili kontradikciju. Zakljucujemo da pretpostavka da
je R skup vodi na kontradikciju, tj. kolekcija R nije skup.

Bertrand Russell, 1872.-1970.



Sto je to zapravo paradoksalno u Russellovom paradoksu? Russell je dao prvi
primjer kolekcije objekata koja nije skup, te je na taj nacin ukazao da Cantorov
princip komprehenizije ne mozeno primjenjivati prilikom izgradnje skupova. To znaci
da nemamo nikakve kriterije kako graditi skupove. Treba spomenuti da postoje i
drugi paradoksi naivne teorije skupova. Primjerice to su i Cantorov paradoks skupa
svih skupova, te Buralli-Fortijev paradoks. Navest ¢emo ih kasnije, kao i neke druge
paradokse u naivnoj teoriji skupova. Mozemo postaviti pitanje jesu li primjerice
sljedece kolekcije skupovi:

{z : postoji bijekcija izmedu skupa = i skupa N} (nije skup)

{z: = je diferencijabilna realna funkcija na skupu R} (to je skup)

{z : x jeskup takav da VyVz(y € z € v — y € x)} (nije skup)

{z : postoji binarna operacija o takva da je (x,0) grupa} (nije skup)

Kasnije ¢emo dati argumente zasto pojedina gornja kolekcija jeste, odnosno nije,
skup.

Nadalje ¢emo svaku kolekciju objekata nazivati klasa. Odnosno, ako je ¢ neko
svojstvo tada ¢emo kolekciju {x : ¢(x)} nazivati klasa. Neke klase su skupovi, a
neke nisu. Klase koje nisu skupovi nazivaju se prave klase. Primjerice klasa iz
Russellovog paradoksa je prava klasa. Intuitivno, klasa x je skup ako postoji klasa y
takva da vrijedi x € y.

Glavni zakljucak nakon paradoksa je da u teorji skupova ne smijemo graditi
skupove pomocu skupova koji nisu jos izgradeni — to se upravo dogada primjenom
principa komprehenzije. To znaci da skupove moramo graditi po nivoima. Izgrad-
nju skupova po nivoima omogucava aksiomatski pristup. Prije nego Sto napisemo
aksiome Zermelo—Fraenkelove teorije skupova, koju ¢emo kratko oznacavati sa ZF,
pokusat ¢emo opisati sto zelimo da aksiomi govore.

Ne zanimaju nas skupovi sljedeceg oblika (takvi primjeri su obicno u skolskim
udzbenicima): skup svih samoglasnika u rijeci ABRAKADABRA, skup svih dje-
vojcica ba razreda OS Retkovec u Zagrebu, skup svih filmova koji su prikazani u
zagrebackim kinima ove godine, ... A kakvi nas onda skupovi zanimaju? Zelimo
izgraditi teoriju koja bi na neki nacin bila temelj matematike. Primjerice to znaci da
bismo u njoj mogli definirati prirodne brojeve (a onda na standardni nacin i ostale
skupove brojeva; to ¢emo kasnije ilustrirati).

Prije strogih definicija moramo upozoriti na neke "lose" navike u vezi skupova.
Obicno se skupovi zamisljaju kako nekakve klase "atoma', tj. ¢lanova koji nemaju
nikakvih dijelova. To znaci da bi na pocetku izgradnje teorije skupova morali pret-
postaviti egzistenciju nekakvih atoma ili praelemenata. No, moze se pokazati da to
nije nuzno. Dovoljno je pretpostaviti da postoji skup koji nema niti jednog elementa,
tj. prazan skup. Upravo je prazan skup jedini "atom" koji ¢emo koristiti prilikom



izgradnje teorije skupova. Zatim, "losa" navika je da se tesko prihvaca da skupovi
mogu biti elementi drugih skupova. Jednostavan primjer takvog skupa je primjerice
partitivni skup ¢iji su elementi svi podskupovi zadanog skupa. U teoriji skupova
elementi svakog skupa su skupovi.

0.2 Kumulativna hijerarhija

Kada primjerice zelimo napisati aksiome koji ¢e opisivati prirodne brojeve mi imamo
dobro izgraden (ili nam se bar tako ¢ini) intuitivan pojam prirodnog broja. Slicna je
situacija i s drugim pojmovima. Navedimo neke strukture i pripadne aksiomatizacije:

Teorija brojeva — Peanova aritmetika

Intuicija polja R — aksiomi za R

Primjeri raznih grupa — aksiomi teorije grupa

Primjeri raznih vektorskih prostora — aksiomi vektorskog prostora

Prilikom aksiomatizacije teorije skupova imamo jedan veliki problem. Sto intu-
itivno znac¢i pojam skupa? Koju strukturu mi zapravo zelimo opisati aksiomima?
Danas se smatra da aksiomatski trebamo opisati strukturu sljede¢ih objekata:

Vo = 0
Vi = {0} =PW)

Vo = {0,{0}} =P(W)

Odnosno, sasvim precizno to bismo rekurzivno definirali ovako:

Va+1 - P(Va)
Vs = Uva
a<f

gdje je a proizvoljan ordinalni broj (nivo!), a 3 je ordinalni broj koji nema neposred-
nog prethodnika. Tada klasu

nazivamo kumulativna hijerahija. Sa On je oznacena klasa svih ordinalnih brojeva.
Kasnije ¢emo objasniti, a i strogo definirati, sto su to ordinalni brojevi. Na sljedecoj
slici ilustriramo kumulativnu hijerarhiju.



{D.{D}}
{2}

Napomena 0.1. Ouvdje cemo pokusati objasniti razliku izmedu skupova i pravih klasa.
Prige smo bilt navelt princip komprehenzije: ako je ¢ neko svojstvo tada ono definira
skup {z : ¢(x)}. Vidjeli smo da to nija dobra ideja za izgradnju teorije skupova, jer
dobivamo i paradokse. Mogli bi reci da neka svojstva imaju "preveliki” doseg tako da ne
definiraju skupove. Za svako svojstvo ¢ (tocnije: svaku formulu ZF teorije!) kolekciju
objekata {x : ¢(x)} nazivamo klasa. Veéina wobicajnih operacija koje se koriste u
matematici ne vode do klasa koje su "prevelike”, te to ne stvara nikakve probleme.
Osnovne (intuitivne) zahtjeve o skupovima navest éemo u sljedecih nekoliko tocaka:

(i) Svaka podklasa skupa je skup. Odnosno, za svaki skup A i svako svojstvo @, pos-
togi skup svih x € A za koje vrijedi p(x). Kasnije éemo ovaj zahtjev formulirati
kao shemu aksioma separacije ZF teorije.

(11) Skupovi su zatvoreni na osnovne operacije kao sto su unija, presjek i partitivni
skup.

(11i) Skupovi su zatvoreni na slike funkcija. Odnosno, ako je f neka funkcija na
skupovima i A je skup tada je {f(x) : x € A} takoder skup. Kasnije éemo ovaj
zahtjev formulirati kao shemu aksioma zamjene ZF teorije.



(iv) Ako je neka klasa X element neke druge klase Y tada je X skup. Ovo je
najmange intutivno jasan zahtjev. Povezan je s idejom kumulativne hijerarhije
— svaki skup gradimo na nekom nivou.

Sada cemo pokusSati objasniti zasto navedene klase na strani 4 jesu, odnosno nisu
skupovi. Klasa {x : postoji bijekcija izmedu skupa x i skupa N} nije skup, jer na
svakom nivou kumulativne hijerahije postoje prebrojivi skupovi, a onda ne postoji neki
"zavrsni" nivo na kojem je ta klasa izgradena. Isti argument bi naveli prilikom ob-
jasngenja da klase {x : x je skup takav da VyVz(y € z € x — y € x)} i {x : postoji
binarna operacija o takva da je (x,0) grupa} nisu skupovi. Klasa {x : x je difer-
encijabilna realna funkcija na skupu R} je skup, jer se skup R konstruira na tocno
odredenom nivou kumulativne hijerarhije.

Primijetimo jos samo na kraju ove price o klasama da paralelno s razlikom klasa
i skupova postoji i razlika izmedu funkcija i operacija koje su prevelike da bi mogle
biti identificirane sa skupom uredenih parova. Primgjerice A — P(A) je skupovna
operacija, ali nije funkcija.

Na sljedecoj slici zelimo posebno naglasiti da su skupovi ogranic¢eni s nivoima, dok
prave klase nisu.

N /
) /
\@/ o
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\ VAl

2
1
o



0.3 Neki aksiomi Zermelo—Fraenkelove teorije
Aksiomi o skupovima bit ¢e ve¢inom sljedec¢eg oblika:

ako je A skup (ili vise skupova) tada operacija F' primjenjena na A opet
daje (novi) skup.

No, prije takvih aksioma iskazujemo dva osnovna aksioma ZF teorije skupova.
Zelimo jos istaknuti da aksiome teorije ZF gradimo pomocu varijabli, zagrada, logickih
veznika: -, A, V, —, <, kvantifikatora: V i d, te simbola € i =.

U daljnjim izlaganjima koristit ¢emo i relacijske simbole C i C . To nisu osnovni
simboli jezika, veé¢ su pokrate za sljedece iskaze:

rCy & Vz(ze€x— z€y)
rCy & Vz(zex—zey Ny
Prvo isticemo aksiom koji iskazuje kriterij za jednakost skupova.

Aksiom ekstenzionalnosti
Ako su x iy skupovi takvi da jex C y iy C x tada je x = y.
Odnosno, formalno:

VxVy(Vz(szHzey)%x:y>

Taj aksiom koristimo prilikom dokazivanja skupovnih identiteta. Iz aksioma
ekstenzionalnosti posebno slijedi primjerice {1,2,3} = {3,1,2} i {1,2,2,3,1} =
{1,2,3}.

Sljedeci aksiom je aksiom egzistencije. Iz tog aksioma slijedi da postoji barem
jedan skup.

Aksiom praznog skupa: postoji skup koji ne sadrzi niti jedan element, t;.

32Vy(y & )

Iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi da je takav skup jedinstven. Iz tog razloga
mozemo uvesti oznaku za taj jedinstveni objekt: (.
Sada navodimo jos neke aksiome teorije ZF, i to one koji su nam najpotrebniji i

Aksiom partitivnog skupa: ako je x skup tada je klasa svih njegovih podskupova
takoder skup, tj.

VedyVz(z € y < z C x)

Iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi jedinstvenost partitivnog skupa, pa uvodimo oz-
naku P(x).



Aksiom para: za svaka dva skupa x i y postoji skup ¢iji su x i y jedini elementi, tj.

VxVyEIzVu(u €z (u:x\/u:y)).

Iz aksioma ekstenzionalnosti slijedi jedinstvenost (neuredenog) para, pa uvodimo oz-
naku {z,y}.

Iz aksioma para slijedi da za svaki skup x postoji skup {z,z}. Po dogovoru taj
skup oznac¢avamo sa {z}. Istaknimo koje skupove za sada znamo: 0, {0}, {0, {0}},
... No, iz do sada navedenih aksioma ne slijedi cak ni egzistencija trojke, tj. ako su
x,y, z skupovi tada jos ne mozemo tvrditi da je {z,y, z} skup. Posebno, ne mozemo
dokazati egzistencija nekog beskonac¢nog skupa. Primjenom aksioma unije slijedit ¢e
da za svaki n € N postoji n—clani skup.

Aksiom unije: za svaki skup je klasa elemenata svih njegovih elemenata ponovno
skup, tj.

VedyVz(z € y <> Jt(t € x Az € 1)).

Pokusat ¢emo objasniti aksiom unije na jednom primjeru. Neka je dan skup A =
{0, {b,c}, {d}}. Tada aksiom unije tvrdi da je klasa objekata, koji su elementi
nekog elementa od A, takoder skup. U ovom slucaju to znaci da je {b, ¢, d} takoder
skup. Na sljedecoj slici ilustriramo aksiom unije.

Primjenom aksioma ekstenzionalnosti slijedi da je skup vy, ¢ija se egzistencija tvrdi
u aksiomu unije, jedinstven. Za dani skup z sa Ux oznacavamo skup cija se egzistencija
tvrdi u ovom aksiomu.

Ako su A i B skupovi tada iz aksioma para slijedi egzistencija skupa {A, B}. Iz
aksioma unije slijedi da je U{A, B} takoder skup. Taj skup standardno oznac¢avamo
sa AU B.

Akosu A, B i C skupovi tada iz aksioma para slijedi da postoje skupovi {A, B}
i {C}. Ponovnom primjenom aksioma para slijedi da postoji skup {{4, B}, {C}}. Iz
aksioma unije slijedi da postoji skup U{{A, B},{C}}, tj. trojka {A, B, C}.
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Ako jen € Ny n > 0, te Ay, ..., A, skupovi, tada bi na sasvim analogan
nacin dokazali da postoji skup {A;,..., A,}. Moze se pokazati da iz do sada nave-
denih aksioma ne slijedi egzistencija beskonacnog skupa. Kasnije ¢emo navesti aksiom
beskonacnosti iz kojeg ¢e direktno slijediti egzistencija beskonacnog skupa.

Definicija 0.2. Neka sux @ y skupovi. Tada skup {{z},{z,y}} nazivamo uredeni
par, i oznacavamo ga s (x,y).

Upravo navedenu definiciju uredenog para dao je Kuratowski 1921. godine. N.
Wiener je 1914. uredeni par definirao kao skup {{{z},0},{{y}}}.

Propozicija 0.3. Ako vrijedi (x1,y1) = (22, y2) tada je x1 = x3 i Y1 = Yo.

Dokaz. Po pretpostavci imamo {{z1},{z1,11}} = {{z2}, {22, v2}}. 1z svojstava
relacije jednakosti slijedi da su moguca sljedeca dva slucaja:

a) {z1} = {z2};
Iz svojstva relacije jednakosti slijedi x; = x9. Zatim, iz (z1,y1) =
(22, y2) slijedi i {z1,y1} = {x1,y2}, a onda lako slijedi y; = y».

b) {z1} = {22, 12};
Iz svojstva relacije jednakosti slijedi x1 = x5 1 1 = ¥y, tj. 1 =
Ty = Yo. Zatim, iz (z1,y1) = (v2,92) slijedi jos {x1,y1} = {72} Iz
svojstava relacije jednakosti slijedi opet xy = y; = @s.
Iz svega prethodnog zakljucujemo da je x1 = y; = 29 = 1. Q.E.D.

Prije sljedece definicije moramo istaknuti da ¢emo u ovom poglavlju na intuitivnhom
nivou koristiti prirodne brojeve, tj. skup N = {0,1,2,...}. U sljedeéem poglavlju
definirat ¢emo strogo skup prirodnih brojeva. Zatim, u sljedecoj definiciji koris-
timo rekurzivni nacin definiranja. Opet, u sljede¢em poglavlju istaknut ¢emo da
su rekurzivne definicije "dozvoljene" i "dobre" u teoriji ZF.

Definicija 0.4. Za svaki n € N, n > 2, rekurzivno definiramo uredenu n-torku
ovako:

(z1,22) = {{x}, {71, 22}}

(xla"‘vxn-‘rl) = ((.’,C17...,:L'n),xn+1)

Kako bismo mogli govoriti o Kartezijevom produktu skupova, a onda o relacijama
i funkcijama, sada navodimo shemu aksioma separacije.
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Shema aksioma separacije: ako je x skup i F' neko zadano svojstvol tada je klasa
svih z € x koji imaju svojstvo F' takoder skup, tj. formalno:

VedyVz(z € y < (z € x A F(2)).

Govorimo shema aksioma, a ne aksiom, jer tu zapravo imamo beskonacno aksioma —
za svako svojstvo F' imamo po jedan aksiom.

Propozicija 0.5. Neka su A i B skupovi. Tada je klasa {(z,y) : = € A, y € B}
takoder skup. Navedenu klasu nazivamo Kartezijev produkt skupova A i B, te
je oznacavamo sa A X B.

Dokaz. Iz aksioma unije slijedi da postoji skup A U B. Iz aksioma partitivnog skupa
slijedi da postoji skup P(P(A U B)). Sada iz sheme aksioma separacije slijedi da je
klasa {z :z € P(P(AUB)) A (Ju € A)(Jv € B)(z = (u,v))} skup, tj. klasa A x B
je skup. Q.E.D.

Na sasvim analogan nacin moze se dokazati da je za svaki n € N, n > 2, te proizvoljne
skupove Ay, ..., A,, klasa {(x1,...,2,) : x1 € Ay, ...,x, € A,} takoder skup.
Navedena klasa se naziva Kartezijev produkt skupova Ay, ..., A,, te je oznacavamo
sa Ay X ... X A,.

Primjenom sheme aksioma separacije moze se pokazati da su za sve skupove A1 B
klase NA i A\ B takoder skupovi. Sada ¢emo navedene operacije detaljno definirati.

Definicija 0.6. Za proizvoljni skup A sa NA oznacavamo klasu {x : za svakiy € A
vrijedi x € y}, te je nazivamo presjek skupa A. Ako su A i B skupovi tada sa ANB
oznacavamo presjek N{A, B}. Analogno, ako jen € N, n > 0, te Ay, ..., A, skupovi,
tada sa Ay N AyN...N A, oznacavamo presjek N{Aq, ..., An}.

Propozicija 0.7. Ako je A # () skup tada je presjek NA takoder skup.

Definicija 0.8. Za proizvoljne skupove A i B sa A\ B oznacavamo klasu {x : x € A
i x & B}, te je nazivamo razlika skupova A i B. Neka je U neki skup, te A C U.
Tada sa A® oznacavamo klasu U \ A, te je nazivamo komplement skupa A (u odnosu
na skup U).

Propozicija 0.9. Za sve skupove A i B razlika A\ B je takoder skup. Ako je U
skup, te A C U, tada je komplement A° takoder skup.

Definicija 0.10. Binarna relacija R na skupovima A i B je proizvoljni podskup
Kartezijevog produkta A X B. Ako su Ay,..., A, skupovi tada je n-mjesna relacija
proizvolini podskup Kartezijevog produkta A; X ... X A,.

!Toénije, F je proizvoljna formula teorije ZF s jednom slobodnom varijablom. Ovdje neéemo
strogo definirati pojam formule. Grubo receno, formula je konacan niz znakova koji mogu biti
varijable, zagrade, logicki veznici, kvantifikatori, te simboli =1 € .
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Sada se ne¢emo baviti relacijama. Kasnije ¢emo posebno promatrati relacije ure-
daja.

Definicija 0.11. Neka su A © B proizvolyni skupovi, te neka je f C A x B binarna
relacija koja ima svojstvo da za svaki x € A postoji jedinstveni y € B tako da vrijedi
(x,y) € f. Tada binarnu relaciju f nazivamo funkcija i oznacavamo je sa f : A — B.
Skup A nazivamo domena funkcije, a skup B kodomena funkcije. Ako je f : A — B
funkcija, te je (z,y) € f, tada umgesto y pisemo i f(x).

Funkcije mozemo zadavati na razne nacine. Primjerice: formulom, rekurzivno,

po slucajevima, opisno, tablicom, grafom, grafikonom, ... Ako je A neki skup tada
funkciju idy : A — A zadanu sa ids(z) = x nazivamo identiteta. Ako je B C A
tada funkciju ¢ : B — A zadanu sa i(x) = z nazivamo inkluzija. Ako je f :

A — B neka funkcija, te C € A1 D C B tada skup f[C] = {f(z) : x € C}
nazivamo slika podskupa C, odnosno skup f~'[D] = {z € A: f(x) € D} nazivamo
praslika podskupa D. Slika funkcije f : A — B je tada f[A]. Obicno sliku funkcije
f oznacavamo sa Rng(f). Graf funkcije? f : A — B je skup {(z, f(z)) : z € A}.
Kazemo da su funkcije f : A — B i g: C — D jednake, te pisSemo f = g, ako vrijedi
A=C, B= D, tezasvaki z € A vrijedi f(z) = g(x).

Nekasu f: A— B i g:C — D funkcije takve da je Rng(f) C C. Tada funkciju
s domenom A i kodomenom D koja svakom z € A pridruzuje g(f(z)) nazivamo
kompozicija funkcija f i g, te je oznacavamo sa g o f. Lako je provjeriti da je
kompozicija funkcija asocijativna. (Je li komutativna?)

Neka je f : A — B neka funkcija, te C' C A. Funkciju g : C' — B koja je definirana
sa g(z) = f(x), nazivamo restrikcija funkcije f, te je oznacavamo sa f|c. Kazemo
jos da je f prosirenje funkcije f|c.

Za funkciju f : A — B kazemo da je injekcija ako za sve x1, x5 € A, takve da
je x1 # xq, vrijedi f(x1) # f(x2). Za funkciju f : A — B kazemo da je surjekcija
ako za svaki y € B postoji x € A tako da vrijedi y = f(x). Kazemo da je funkcija
bijekcija ako je injekcija i surjekcija.

Neka je f: A — B neka funkcija. Za funkciju g : B — A kazemo da je inverzna
funkcija od f ako vrijedi fog=1idg i go f =1idy. Lako je vidjeti da ako za neku
funkciju f postoji inverzna tada je ona jedinstvena. Inverznu funkciju od funkcije f
oznacavamo sa f~!'. Dokazite da neka funkcija f ima inverznu ako i samo ako je f
bijekcija.

Definicija 0.12. Za svaki skup A svaki podskup F od P(A) nazivamo familija sku-
pova. Ako su A i I neki skupovi, tada svaku funkciyju f : I — P(A) nazivamo
indeksirana familija skupova. Obicno umgjesto f(i) pisemo A;, pa onda indeksiranu
familiju skupova oznacavamo sa (A; : i € 1).

U daljnjim izlaganjima govorit ¢emo samo familija skupova, tj. ne¢emo posebno
isticati radi li se o obic¢noj ili indeksiranoj familiji.

2Uocite da iz navedene definicije funkcije slijedi da je zapravo funkcija jednaka svom grafu.
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Definicija 0.13. Neka je (A; : i € I) proizvoljna familija skupova. Kartezijev produkt

familije skupova, u oznaci | A;, definiramo kao klasu
i€l

{f] f:]—>UAZ», za svaki i € 1 wrijedi f(i) € A;}

el

Na kraju ovog uvoda navodimo jos aksiom izbora. Tom aksiomu je posveéena
posljednja tocka drugog poglavlja. Koristit ¢emo ga veé prilikom nekih dokaza tvrdnji
o konacnim i beskonacnim skupovima.

Aksiom izbora
Neka je (A; :i € I) familija nepraznih skupova koji su u parovima disjunktni. Tada
postoji skup B tako da je za svaki i € I presjek B N A; jednoclan skup.

Skup B nazivamo izborni skup. Na sljede¢oj slici ilustriramo aksiom izbora (fa-
miliju skupova (A; : i € I) i izborni skup B).

Lako je konstruirati primjer koji pokazuje da je u izreci aksioma izbora nuzan
uvjet da su ¢lanovi familije u parovima disjunktni.

Zadaci
1. Neka je U neki skup, te A, B i C podskupovi od U. Dokazite da vrijedi:

(a) (ANB) = A°UB°
(b) (AUB)®= A°N B°

)

)
(c) AN(BUC) =(A\B)N(A\C) = (A\B)\C
(d) AN(BNC) = (A\B)U(A\C)
(e) A\(A\B)=AnB
(f) AN(B\C)=(ANB)\(ANC)=(ANB)\C
(8) (AUB)\C=(A\C)U(B\C)
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(h) A* = A
(i) (A°UB)NA=ANB
() AN (B\A) =10

2. Dokazite da opcenito ne vrijedi (NA) N (NB) = N(AN B).

3. Nekajex = {Q) {@} {(Z) {(Z)}}} Napls1te sljedeée skupove u obliku {ay, ..., ax} :

4. Dokazite da vrijedi:

(a) (ANB)x (CND)=(AxC)N(Bx D)
i€l iel i€l

(¢c) (AxB)U(C x D) C (AUC) x (BUD,), te odredite skupove za koje ne
vrijedi jednakost

MUEXC:MXQUBXQ

X (BUC)=(AxB)U(AxC(C)
f(AUB) (CUD)=(AxC)U(BxC)U(AxD)U(Bx D)
(A\B)xC=(AxC)\(BxC)
Ax@Vﬂ (Ax B)\ (AxC)
AxB=(AxD)N(C x D), gdjeje ACCiBCD

U2\ (Ax B) = [(U\ A) x U] U[U x (U \ B)

kUAxUB U (A; x Bj)

iel jeJ (i,5)eIxJ
icl jeJ (i,5)eIxJ

(m) akoje AAB#0i(AxB)U(BxA)=CxDtadaje A=B=C=D

5. Operacija simetri¢ne razlike A definirana je za proizvoljne skupove A i B ovako:
AAB = (A\ B) U (B\ A). Dokazite da vrijedi:
(a) AAB = BAA
(b) ako AAB = AAC tada B =C
(c) AN(BAC)=(ANB)A(ANC)
(d) AA(BAC) = (AAB)AC
(e) AN(BAC)=(ANB)A(ANC)
(f)

f) AUB = (AAB)A(ANB) = (AAB)U (AN B)
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(g) A\ B=AA(ANB)
(h) AAB = A°AB°
(i) C = AAB ako i samo ako A = BAC

6. Vrijedi li opcenito:

(a) P(a) NP(b) =P(anb)?

(b) P(a) \ P(b) = P(a\b)?

(¢) Pla)UP() =PlaUb)?

(d) a € b ekvivalentno s P(a) € P(b)?
(e) P(a) = P(b) ako i samo ako a = b?

Rjesenje.

(a) Vrijedi. Za proizvoljan z, dokazimo da je © € P(a) NP (b) <> x € P(anb).
To se naravno svodinax CaAx C b+« x C anb, sto se lako dokaze.

(b) Ne vrijedi (nikada), jer () € P(z) za svaki skup x. Dakle () je element desne
strane, a nije element lijeve.

(c) Opcenito ne vrijedi. Primjerice za a = {1} 1 b = {2}. Poneckad jest,
primjerice kad je a C b.

(d) Jedan smjer vrijedi: ako je P(a) € P(b), to znaci P(a) C b, pa su svi
elementi od P(a) ujedno u b. Bududi da je a € P(a), vrijedi a € b. Drugi
smjer ne vrijedi na primjer za a = {1} i b= {{1}}.

(e) Vrijedi.

7. Dokazite da vrijedi:

P A4) =[P

el icl

() P JA) ={JBi: Bi e P(A)}

1€l el

8. Dokazite da za svaki skup a vrijedi {0, {0}} € PPP(a).
Rjesenje. Znamo () € P(x), za svaki skup z. Dakle specijalno ) € P(a). To
znaci {0} C P(a) (jer su svi njegovi elementi u P(a)), odnosno {@} € PP(a).
Takoder iz ) € P(y) za y = P(a) imamo () € PP(a), Sto zajedno s gornjim daje
da su svi elementi od {0, {0}} u PP(a). Dakle, {0,{0}} je podskup od PP(a),
odnosno element od PPP(a).
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10.
11.

12.

13.

14.

Odredite P(0) N PP(0) N PPP(().

Rjesenje. Bududi da je prvi operand P(0)) = {0}, a 0 se, znamo, nalazi i u

ostalim partitivnim skupovima, presjek je upravo {(}.
Dokazite da za svaka dva skupa A i B vrijedi A C PPPP(AU B).
Neka je (A; : i € I) proizvoljna familija skupova. Dokazite da tada vrijedi:
[[ 4 € PPPPI LU A)
iel

Neka su z i y proizvoljni skupovi. Dokazite da vrijedi:

(a) UN(y) =U{z} N {z,y}) =U{z} ==

(b) NU(z,y) =z, y} =xny

(c) UU(z,y) =z Uy

(d) AU, y) U (UU@,») \UN(z,y)) =
=(zNy)U((zUy)\ )Z(yﬂx)U( \z) =

Koji od sljede¢ih skupova [z, y] imaju svojstvo uredenog para, tj. vrijedi

[z,y] = [:E/,y'] ako 1 samo ako r=2 1iy=y,

ako definiramo redom:

(@) [z,y] = {{z, y} v}
(b) [z,y] = {z,{y}};
(c) [z,y] ={z, {z,y}}.

Neka je f : S — T proizvoljna funkcija, te A,B C S i C,D CT. Dokazite da

vrijedi:
(a) ako A C B tada je f[A] C f[B];
(b) fIAUB] = f[A]U f[B];

(¢) f[AN B] C f[A] N f[B], te navedite primjer koji pokazuje da opéenito ne

vrijedi obrnuta inkluzija;

(d) ako C' C D tada je ffl[ | C YD

() f[CND] = fC]N fD]

(t) 7[CUD] = f[C]U (D]

(g) fIA\ B] 2 f[A]\ f[B ], te navedite primjer koji pokazuje da opéenito ne

vrijedi obrnuta inkluzija;
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(h) fHCND] = fHCIN fHD);
(i) A C f7Y[f[4]], te navedite primjer koji pokazuje da opé¢enito ne vrijedi
obrnuta inkluzija;

() flAINC = flAN f7HCI);
(k) f[A] C C ako isamo ako A C f~[C].

15. Neka je f : A — B injekcija. Ako je (X; : ¢ € I) neka familija podskupova
skupa A dokazite da je tada f[m X;| = ﬂf[Xi]. Zatim, dokazite da za sve

i€l i€l

X1, Xo C A vrijedi f[X1\ Xo] = f[Xq]\ f[Xol.

16. Nekasu f: A— B i g:(C — D funkcije takve da je definirana kompozicija
g o f. Dokazite:
(a) ako je g o f injekcija tada je i f injekcija;
(b) ako je g o f surjekcija tada je i g surjekcija;
(c) ako je go f bijekcija tada je f injekcija, a g surjekcija.

17. Dokazite da je konstantna funkcija bijekcija ako samo ako su joj domena i
kodomena jednoclani skupovi.
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Poglavlje 1

Naivna teorija skupova

Kako bismo mogli opravdati uvodenje daljnjih aksioma teorije skupova, te ih dobro
motivirati, moramo prvo nauciti jos neke c¢injenice o skupovima. Sjetimo se da je
nas glavni cilj definirati kumulativnu hijerarhiju, odnosno definirati sto znaci pojam
'nivoa" — tocnije ordinalnog broja (na taj nacin éemo odgovoriti na pitanje sto je
skup). Posto to neé¢emo raditi tako da se uvijek strogo pozivamo na aksiome onda se
taj dio teorije naziva naivna teorija skupova.

Ovo poglavlje se sastoji od osam tocaka. U prvim tockama prvo se bavimo "velici-
nom" skupova, tj. razmatramo pojmove kao sto su ekvipotentni skupovi, konac¢ni i
beskonacni skupovi, prebrojivi i neprebrojivi skupovi, te kardinalnost. U sljede¢im
tockama razmatramo pojmove kao sto su parcijalno, linearno i dobro uredeni skupovi.
To nam je motivacija za definiciju nivoa u kumulativnoj hijerarhiji.

1.1 Ekvipotentni skupovi

Nije pretjerano reé¢i da c¢itavu matematiku prozima ideja beskonacnosti. Sjetimo se
beskonacnih skupova s kojima ste se ve¢ susreli u osnovnoj i srednjoj skoli. To su prije
svega skupovi brojeva: prirodnih, cijelih, racionalnih, realnih i kompleksnih. Zatim,
u geometriji se govori o skupu svih tocaka ravnine, skupu svih duzina, skupu svih
pravaca, ... Svi ti skupovi su beskonacni.

Jedan moj profesor je u sali rekao da bi matematicari mogli zatvoriti ducan da
nema beskonacnosti.

Sjetimo se kako smo kao mali ucili brojati predmete — uspostavljanje bijekcije
izmedu prstiju na ruci i predmeta. Cantor je tu ideju prosirio i na beskonacne skupove.

Jedna od osnovnih Cantorovih ideja o jednakobrojnim skupovima je nevjerojatno
jednostavna: za dva skupa A i B kazemo da su jednakobrojni ili ekvipotentni ako
postoji bijekcija f : A — B. No, moramo imati na umu da ni genijalni grcki matema-
ticari, a ni svi poslije njih sve do Cantora, nisu uocili "razli¢ite" beskonacne skupove.
Na primjer skup realnih brojeva R ima "vise" elemenata nego skup prirodnih brojeva
N, tj. ne postoji bijekcija izmedu R i N. No, skup N je ekvipotentan sa skupom svih
parnih prirodnih brojeva, te sa skupom cijelih, a i skupom svih racionalnih brojeva.
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Definicija 1.1. KaZemo da su skupovi A i B ekvipotentni ako postoji barem jedna
bijekcija f : A — B. Oznaka: A ~ B.

Primjer 1.2. a) {2,7,19} ~ {153,1001,10'};
b) {1,2,3,...} ~ {—1,-2,-3,...};
c) {1,2,3,...} ~{1,3,5,...}; jedna bijekcija je dana sa n+— 2n — 1

d) N ~ Z; jedna bijekcija f : Z — N je dana sa:

—2x, ako je x <0;
flz) = 0, ako je x=0;

2v — 1, ako jex >0

Upravo definiranu bijekciju ilustriramo na sljedecoj slici.

-1 0 1

| | |

‘ \N\
; %
0 1

2

% A
% % N
2 3

e) Svi zatvoreni segmenti realnih brojeva su medusobno ekvipotentni. Jedna bi-
d—c
b—a
slici ilustriramo kako smo dobili navedenu bijekciju (jednadzba pravea kroz dvije
tocke).

jekcija f : [a,b] — [e,d] je dana sa f(x) = (x — a) + ¢. Na sljedecoj
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Yy

d—+ o

c
% % -z
a b

Primjer 1.3. Hilbertov hotel. Zamislimo da negdje daleko u Svemiru postoji hotel
s beskonacno mnogo soba. Sobe su numerirane brojevima 1, 2, 3, ... No, zamislimo
da su sve sobe zauzete gostima, 1 dolazi joS jedan putnik koji Zeli sobu. Sto ée portir
napraviti s njim? Jednostavno, zamolit ce gosta iz sobe 1 da se premjesti u sobu 2,
gost 1z sobe 2 u sobu 3, itd. Novopridoslog gosta ée tada smjestiti v sobu broj 1.
(Nemojte si postavljati pitanje koliko ée to premjestange trajati!)

Pokusajte sami odgovoriti sto ce portir napraviti kada stigne 1000 nowvih gostiju,
a sve sobe hotela su pune.

Promotrimo jos jedan problem s kojim bi se mogao susresti portir hotela s besko-
nacno mnogo soba, i cije sve sobe su pune. Zamislimo da u Svemiru postoji jos jedan
hotel s beskonacno mnogo soba cije su sve sobe popunjene gostima. Jednog dana
glavna komisija za graditeljstvo u svemirskim prostranstvima otkrila je da taj drugi
hotel nema gradevinsku dozvolu. Istog trena taj drugi hotel je morao biti zatvoren i
svi gosti (beskonacno mnogo njih!) stali su pred vrata prvog hotela (cije su sve sobe
pune). No, portir se brzo snasao. Gosta iz sobe 1 svojeg hotela premjestio je u sobu
2, gosta 1z sobe 2 u sobu 4, gosta iz sobe 3 u sobu 6, itd. Tako je ispraznio sve sobe s
neparnim brojevima, te je u njih smjestio goste iz zatvorenog hotela.

Sada kada se vec tako dobro snalazimo s hotelima s beskonacno mnogo soba pro-
motrimo jos jedan problem koji bi portiru mogao zadati mnogo glavobolja. Zamislimo
da u Svemiru postoji beskonacno mnogo hotela s beskonacno mmnogo soba, i sve su
sobe popunjene gostima. Svemirska gradevinska komisija iz raznih je razloga zatvo-
rila sve hotele osim jednog. Tada su svi gosti (po beskonacno mnogo njih iz svakog od
beskonacno mnogo hotela) dosli pred vrata tog jednog hotela koji je jos imao dozvolu za
rad. SnalaZljivi portir sada nije znao rjesenje ove na prvi pogled bezizlazne situacije.
Trebao je pomoc¢ matematicara. MoZe li se uopce ova ogromna grupa novopridoslih
gostiju smjestiti u (puni!) hotel? Mozete li pomoci portiru?

Vise detalja o Hilbertovom hotelu mozete pronaci u [37].
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1.2 Konacni i beskonacni skupovi

U ovim izlaganjima koristimo skup N na intuitivhom nivou, tj. pretpostavljamo da
su nam poznata svojstva klase {0, 1, 2, ...}, koju nazivamo skup prirodnih brojeva,
te je oznacavamo sa N.

Za svaki k € N'\ {0} sa Ny, oznacavamo skup {1,...,k}, a Ny je prazan skup.

Teorem 1.4. Neka je k € N proizvoljan. Ako je f : N, — Ny injekcija tada je f i
surjekcija.

Dokaz. Indukcijom po k dokazuje se da je svaka injekcija f : Ny — N, ujedno i
surjekcija. Za detalje vidite zadatak 1 na stranici 23.

Definicija 1.5. KaZemo da je skup A konacan ako postoji k € N tako da je skup A
ekvipotentan sa skupom Ny.

Napomena 1.6. Iz teorema 1.4. slijedi da za svaki konacan skup A postoji jedin-
stveni k € N takav da vrijedi A ~ Ni. To nam omogucava da za svaki konacan skup
A definiramo broj elemenata, u oznaci k(A), stavljajuci k(A) = n, pri cemu vrijedi
A~ N,.

Dokaz sljedeceg teorema dan je kao rjesenje zadatka 2 na stranici 24.

Teorem 1.7. Za svaki A C N,, postoji prirodan broj k takav da vrijedi k < m i
k(A) = k.

Korolar 1.8. Svaki podskup konacnog skupa je konacan.

Teorem 1.9. Skup X je konacan ako i samo ako postoji k € N ¢ surjekcija f : Ny —
X.

Za dokaz vidite rjesenje zadatka 5 na stranici 24.
Definicija 1.10. Za skup X kazZemo da je beskonacan ako nije konacan.

Kao sto smo ve¢ vise puta istaknuli u ovom poglavlju razmatramo naivnu teoriju
skupova, te nam je cilj istaknuti ¢injenice koje koristimo u dokazima. Dokaz sljedece
leme dan je kao rjesenje zadatka 6. Zelimo istaknuti da se u dokazu leme koriste
pojmovi o uredenim skupovima, te se koristi Zornova lema, za koju se kasnije dokazuje
da je ekvivalentna aksiomu izbora.

Lema 1.11. Za svaki beskonacan skup X postoji injekcija f: N — X.
Teorem 1.12. Neka je X neki skup. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

a) skup X je beskonacan;
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b) postoji injekcija iz N u X;

c) postoji injekcija iz X u X koja nije surjekcija;

d) skup X je ekvipotentan s nekim svojim pravim podskupom.

Dokaz prethodnog teorema dan je kao rjesenje zadatka 7 na stranici 25.

Korolar 1.13. Skup X je konacan ako © samo ako je svaka injekcija iz X u X ujedno
1 surjekcija.

Dokaz. Iz prethodnog teorema posebno imamo a) < ¢), a onda i = a) & = ¢).

Q.E.D.

Zadaci

1. Neka je k € N proizvoljan. Dokazite da ako je f : N, — N; injekcija tada je f
i surjekcija.
Dokaz. Indukcijom po k dokazujemo da je svaka injekcija f : N — Ny ujedno
i surjekcija. Ako je k = 0 tvrdnja je trivijalno isitinita. Ako je k = 1 tada je
ocito funkcija f : {1} — {1} surjekcija. Neka je k € N\ {0} prirodan broj koji
ima svojstvo da je svaka injekcija g : Ny — Np ujedno i surjekcija. Neka je
f + Njy1 — Njyq proizvoljna injekcija. Tada je restrikcija fly, @ Np — Ny
takoder injekcija. Sada razlikujemo dva slucaja:

a)

flk+1)=k+1

To znaci da je slika restrikcije f|y, sadrzana u skupu N. Time imamo da
je funkcija f|n, : Ny — N injekcija. Iz pretpostavke indukcije slijedi da
je ta funkcija surjekcija. Sada je oc¢ito da je funkcija f surjekcija.

f(k’-i-l) =19 € Ni

Primijetimo prvo da postoji jo € Ny takav da je f(jo) = k + 1 (Pret-
postavimo da takav jo € Nj ne postoji. Tada je restrikcija f|y, : Np — Ni
dobro definirana, te je injekcija. Iz pretpostavke indukcije slijedi da je ta
restrikcija i surjekcija. No, tada postoji neki i; € Ny takav da je f(i1) = io.
Time imamo f(k + 1) = f(i1), te kK + 1 # iy, sto je kontradikcija s pret-
postavkom da je funkcija f : Ny 1 — Ny injekcija).

Definiramo funkciju F' : Ny — N, ovako:

F(gj) :{ f(l‘), akoje$7£j0;

19, ako je x = 7jp.

Ocito je funkcija F': Ny — N; injekcija. Iz pretpostavke indukcije slijedi da je
ta funkcija i surjekcija. Sada je lako vidjeti da iz toga slijedi da je i funkcija
f surjekcija (Neka je y € Ny proizvoljan. Razlikujemo tri slucaja. Ako je
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y € Ny \ {io} tada iz surjektivnosti funkcije F' i njene definicije slijedi da postoji
x € Ny, takav da je f(z) = y. Ako je y = iy tada imamo f(k + 1) = ig. Ako je
y =k + 1 tada imamo f(jo) =k +1).

. Dokazite da za svaki podskup A C N,,, postoji prirodan broj k takav da vrijedi

k<m i k(A)=k.

Dokaz. Indukcijom po m. Ako je m =0 ili m = 1 tvrdnja ocito vrijedi. Neka
je m € N takav da za svaki podskup B od N, postoji £ < m takav da je
k(B) = k. Neka je A proizvoljan podskup od N,,.;. Ako je A C N,, tvrdnja
slijedi iz pretpostavke indukcije. Promotrimo slucaj kada je m + 1 € A. Tada
je A\ {m + 1} C N,,,. Iz pretpostavke indukcije slijedi da postoji k¥ € N takav
da je k(A \ {m + 1}) = k. Tada je ocito k(A) = k + 1.

. Dokazite da je svaki podskup konacnog skupa konacan.

Dokaz. Neka je X proizvoljan konacan skup, te A njegov proizvoljan podskup.
Ako je A = () tada je A konacan po definiciji. Promatramo slucaj kada je A # 0.
Buduéi da je i skup X konacan, tada po definiciji postoji m > 0 takav da je
X ~ N,,. Neka je f : X — N,, neka bijekcija. Promotrimo restrikciju f|4. Ta
funkcija je ocito injekcija, te vrijedi k(A) = k(f[A]). Bududi da je f[A] C N,,
tada iz prethodnog zadatka slijedi da postoji k& < m takav da je k(f[A]) = k.
Tada je k(A) = k, pa je skup A konacan.

. Dokazite da je skup koji ima beskonacan podskup takoder beskonacan.

. Dokazite da je skup X konacan ako i samo ako postoji k& € N i surjekcija

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je skup X konacan. Tada iz definicije slijedi da
postoji k € N i bijekcija f : X — N. Tada je f~! jedna trazena surjekcija.

Pretpostavimo sada da postoji £ € N i surjekcija f : N — X. Tada ocito za
svaki z € X imamo f~!'[{z}] # 0. Primjenom aksioma izbora slijedi da za svaki
r € X mozemo odabrati po jedan a, € f~'[{x}]. Oznac¢imo A = {a, : © € X}.
Ocito je A C Ny, te je funkcija g : A — X, koja je definirana sa g(a,) = z,
bijekcija. Tada je k(A) = k(X). Iz A C Ni i zadatka 2 slijedi da postoji m < k
takav da je k(A) = m. Tada je k(X) = m, te je skup X konacan.

. * Dokazite lemu 1.11.

Dokaz. U dokazu leme koristimo Zornovu lemu koju razmatramo na strani 90.
Za iskaz Zornove leme, a i u ovom dokazu, koriste se neki pojmovi o uredenim
skupovima. Svi ti pojmovi su definirani u jednoj od sljedecih tocaka.

Neka je X beskonacan skup. Neka je S skup svih konac¢nih nizova (xg, 1, ..., z,)
elemenata od X, pri cemu je x; # x;, za sve ¢ # j. Na skupu S definiramo par-
cijalni uredaj ovako:

(20, 15+ n) < (Yo, Y15 -+ Ym), ako n < m, te vrijedi x; =y; zasve i <n
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Posto je X beskonacan, ocito skup S ne sadrzi maksimalni element. Iz toga
slijedi da skup S ne ispunjava uvjete Zornove leme. Neka je L C S neki lanac
za koji ne postoji gornja meda u S. Lako je vidjeti da je sa k +— x, gdje je
(rg,x1,...,2,) € L1k <mn, definirana jedna injekcija sa N u skup X.

7. Dokazite teorem 1.12.
Dokaz.

a = b) To je dokazano u lemi 1.11.

b) = ¢) Neka je f: N — X neka injekcija. Definiramo funkciju g : X — X ovako:

v, o ¢ fIN]
fn+1), ©= f(n).

Pokazimo da je funkcija g injekcija. Neka su 1, x5 € X takvi da je

x1 # r9. Razlikujemo tri slucaja:

(i) 21, 22 € fIN]. Tada je g(z1) = 21 # 22 = g(z2).

(i) 21 € /[N] i = ¢ fIN]. Tada je g(a1) € fIN], a g(z2) & fIN], pa je
ocito g(z1) # g(w2).

(ili) x1, o € f[N]. Tada je z1 = f(n) i x2 = f(m), za neke n,m € N.
Posto je x; # x5 tada je n # m. No, funkcija f je po pretpostavci
injekcija, pa je f(n+1) # f(m+ 1), a onda je g(x1) # g(z2).

Funkcija ¢ nije surjekcija jer f(0) € X \ g(X).

g(z) =

¢) = d) Neka je f : X — X neka injekcija koja nije surjekcija. Tada je f[X] pravi
podskup od X, te je oc¢ito f : X — f[X] bijekcija. To znaci da vrijedi
X ~ f(X).

d)=a) Neka je Y C X i g: X — Y bijekcija. Pretpostavimo da je skup X
konacan. Tada iz definicije slijedi da postoji k£ € N takav da je X ~ N.
Neka je f : N — X jedna bijekcija. Tada je h = f~togo f : N, — N,
injekeija. No, ANy = £~ g fING]]] = £~ [g[X]] = £ [V] £ Ny, pa h nije

surjekcija. To je u kontradikciji s teoremom 1.4.

1.3 Prebrojivi skupovi

U ovoj tocki razmatrat ¢emo beskonacne skupove koji imaju najmanje moguce ele-
menata, tj. njihova beskonacnost je najmanja moguca.

Definicija 1.14. Za skup kaZemo da je prebrojiv ako je ekvipotentan sa skupom N.
Ako je skup beskonacan i nije prebrojiv tada kazZemo da je neprebrojiv.



26 POGLAVLJE 1. NAIVNA TEORIJA SKUPOVA

Primjer 1.15. Skup N je prebrojiv jer je id : N — N, id(z) = x, bijekcija.

Skup 2N svih parnih prirodnih brojeva je prebrojiv jer je f : N — 2N, f(x) = 2z,
jedna bijekcija.

Skup 2N + 1 svih neparnih prirodnih brojeva je prebrojiv jer je f : N — 2N + 1,
f(z) =2x + 1, jedna bijekcija.

Skup Z svih cijelih brojeva je prebrojiv jer postoji bijekcija izmedu skupa Z i skupa
N. Jednu bijekciju smo naveli na strani 20 u primjeru 1.2.

Nige tesko pokazati da su @ sljedeci skupovi prebrojivi:

o Skup suvih tocaka ravnine s racionalnim koordinatama;

o Skup svih intervala realnih brojeva s racionalnim krajevima;
o Skup suvih polinoma nad poljem racionalnih brojeva;

o Skup suvih algebarskih realnih brojeva.

Dokazi prebrojivosti navedenih skupova dani su u [4].

Sada nam je cilj dokazati da je prebrojiva unija prebrojivih skupova ponovno
prebrojiv skup. Tada ¢emo kao jednostavnu posljedicu dobiti da je skup Q prebrojiv.

Propozicija 1.16. Neka je (B : j € N) familija skupova koja ima svojstvo da je za
svaki j € N skup B; konacan, te su clanovi familije u parovima disjunktni. Tada je
skup U Bj konacan ili prebrojiv.

jEN

Dokaz. Pretpostavimo da skup U Bj nije konacan. Za svaki j € N oznacimo sa
jEN

k(B;) broj elemenata skupa B; (iz tocke o konacnim skupovima slijedi da je taj

pojam dobro definiran; vidi napomenu 1.6.). Neka je I = {j : B; # 0}. Za svaki

J € I sa Aj; oznacimo skup svih bijekcija izmedu skupova B; 1 Ngg,;). Ocito je

(A, : j € I) neprazna familija nepraznih skupova koji su u parovima disjunktni. Iz

aksioma izbora slijedi da postoji skup B tako da je BN A; jednoclan skup za svaki

j € N. Za svaki j € N neka je {f;} = BNA,. Sada definiramo funkciju f : U B; — N
jeN

ovako: ako je x € U Bj tada postoji jedinstveni j, € N takav da je x € Bj,, pa onda

JEN
neka je f(x Z k(B;) + fj,(x) — 1. Funkcija f je ocito bijekcija. Q.E.D.

J<jo

Propozicija 1.17. Neka je (B; : j € N) familija skupova koja ima svojstvo da je za

svakt j € N skup B; konacan. Tada je skup U B; konacan ili prebrojiv. (Za razliku
jEN

od prethodne propozicije ovdje ne pretpostavijamo da su clanovi familije u parovima

disjunktni).
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Dokaz prethodne propozicije dan je kao rjesenje zadatka 1 na strani 30.
Lema 1.18. Neka je A konacan, a B prebrojiv skup. Tada je skup AU B prebrojiv.
Dokaz prethodne leme dan je kao rjesenje zadatka 2 na strani 30.

Propozicija 1.19. Neka je n € N\ {0}, proizvoljan, te neka su Ay, ..., A,_1 pre-
brojivi skupovi koji su u parovima disjunktni. Tada je skup AgU ... U A,_1 takoder
prebrojiv.

Dokaz prethodne propozicije dan je kao rjesenje zadatka 3 na strani 30. Uocite da
u dokazu prethodne propozicije nije koristen aksiom izbora. O (ne)nuznosti koristenja
AC u dokazima mozete citati u [39].

Propozicija 1.20. Neka je (A, : j € N) familija skupova ¢iji su elementi u parovima
disjunktni prebrojivi skupovi. Tada je skup U A; prebrojiv.

jeN
Dokaz. Neka je By = {0, 1, 3, 5, 7, ...}, a za svaki j € N\ {0} neka je B; =
{(2i4+1)-27 : i € N}. Lako je vidjeti da vrijedi:

a) za svaki j € N skup B; je prebrojiv;
b) za sve i # j vrijedi B; N Bj = {);

o B =N
jeN
d) za svaki j € N vrijedi A; ~ B;.

Zasvaki j € N oznacimo sa A; skup svih bijekcija izmedu A; i B;. Iz aksioma izbora
slijedi da postoji skup B tako da je za svaki j € N skup BN A; jednoclan. Za svaki
j € N oznacimo sa f; jedinstvenu funkciju za koju vrijedi BN A; = {f;}.

Sada definiramo f : U A; — N tako da vrijedi f|a, = f;. Ocito je funkcija f

jEN

bijekcija. Q.E.D.
Napomena 1.21. Prethodnu propoziciju mozZemo dokazati 1 dijagonalnim postup-
kom . To éemo sada kratko skicirati. Posto je svaki skup Ay prebrojiv mozemo
njegove elemente poredati u niz. Time tmamo:

Ay ... agp ap1 Gz aos
Ay oo oap ann ap as
Ay .. ag az ax as
Az ... a3 a3z axp ass

!Preporuéamo i sljedeéu literaturu o dijagonalnom postupku: 1. Mihalj, Prebrojivost skupa
racionalnih brojeva i konstrukcija zmijaste funkcije, MFL 215 (2004), 185-190, te M. Radié¢, Anali-
ticki prikaz nekih injektivnih funkcija sa skupa N x N u skup N, MFL XXXI (1980./81), str. 13
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Sada dijagonalno definiramo trazZenu bijekciju, tj. uredene parove poredamo u niz na
sljedeci nacin:

Qoo Qo1 A1 QAp2 G111 G20 Qo3 A2

Navedena bijekcija je ilustrirana na sljedecoy slici.

Korolar 1.22. Neka je (A; : j € N) familija skupova, pri cemu je za svaki j € N
skup A; konacan ili prebrojiv. Tada je skup U A; konacan ili prebrojiv.

jEN
(Uocite da za razliku od prosle propozicije dopustamo da clanovi familije nisu nuzno
u parovima disjunktni, te da mogu biti i konacni.)

Dokaz prethodnog korolara dan je kao rjesenje zadatka 4 na strani 30.

Korolar 1.23. Vriede sljedece tvrdnje:
a) skup cijelih brojeva je prebrojiv;
b) skup racionalnih brojeva Q je prebrojiv;
c) Nx N, N3 ... su prebrojivi skupovi.
Dokaz. a) Z={1,2,3,...} U{0}U{-1,-2,-3,...};

b) Oznacimo za svaki k& € N\ {0} sa Q; skup {4, 2,2,...}. Ocito je svaki skup
Qg prebrojiv. Tada je UkeN\{O} Qp prebrojiva unija prebrojivih skupova, a onda iz

korolara 1.22. slijedi da je to prebrojiv skup. Posto je ocito QT = UkeN\{O} Q. tada
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je taj skup prebrojiv. No, Q = QT U {0} UQ™, tj. skup racionalnih brojeva je unija
dva prebrojiva skupa i jednog konacnog skupa.
(Prebrojivost skupa Q se moze dokazati i dijagonalnim postupkom.)

c¢) Neka je za svaki k € N definirano A, = {(m,n) : m +n = k}. Ocito je svaki skup
Ay, konacan, te za sve i # j vrijedi A; N A; = (). Posto je Nx N = U Ay tada imamo

keN
da je N x N prebrojiva unija konacnih skupova. Dalje indukcijom. Q.E.D.

Sljedeci korolar je vrlo vazan za kolegij Matematicka logika.

Korolar 1.24. Neka je A prebrojiv skup. Oznacimo sa A* skup svih konacnih nizova
iz A (odnosno, to je skup svih rijeci alfabeta A). Tada je skup A* prebrojiv.

Propozicija 1.25. Svaki beskonacan skup sadrzi prebrojiv podskup.

Dokaz. Neka je X neki beskonacan skup. Iz leme 1.11. znamo da postoji injekcija
f:N— X. Ocito je Rng(f) jedan prebrojiv podskup od X. Q.E.D.

Napomena 1.26. Promotrimo sljedeci "dokaz" prethodne propozicije. Posto je X #
0 tada po definiciji postoji neki x1 € X. Posto je ocito X \ {x1} # 0 tada postoji
r9 € X \ {m}. Posto je ocito X \ {x1,x2} # 0 tada postoji x3 € X \ {1, 22}
Rekurzivno mozemo definirati niz (x,). Ocito je da je xy,xs,... prebrojiv niz C¢iji
svaky clan pripada skupu X, te su clanovi niza u parovima razliciti. No, do sada
navedeni aksiomi teorije ZF nam ne omogucavaju dokaz da je klasa {x1,zo, ...} skup.

Napomena 1.27. Aksiom prebrojivog izbora (eng. aziom of countable choice) do-
bivamo kada u AC' zahtijevamo da je familija indeksa I prebrojiva. O wvaznosti tog
aksioma za matematicku analizu mozete citati u knjigama [30] (vidi strane 168-170),

[31] (vidi strane 112-114) i [18] (vidi str. 44).
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Zadaci.

1. Dokazite propoziciju 1.17.
Rjesenje. Pretpostavimo da skup U Bj nije konacan. Definiramo rekurzivno
jEN
familiju (B} : j € N) ovako:

B(/):BO

vi1 =B \(By U ... U B))

Ocito vrijedi U B; = U B;. Zatim, za svaki j € N skup Bj je konacan, te
jeN jEN

ako je i # j tada je B; N B} = (). Primjenom propozicije 1.16. slijedi trazena

tvrdnja.

2. Dokazite lemu 1.18.
Rjesenje. Neka je A” = A\ B. Ocito je tada AU B = A" U B. Posto je A
konacan, te je A” C A, tada iz korolara 1.8. slijedi da je i A" konacan skup.
Neka je k(A") = k, te neka je g : A” — Ni neka bijekcija. Oznacimo s h jednu
bijekciju izmedu B i N. Definiramo funkciju f: A’ U B — N ovako

g(x), akoje ze€ A

flz) =
h(z)+k+1, akoje z € B

Ocito je f bijekcija.

3. Dokazite propoziciju 1.19.
Rjesenje. Za svaki k € {0,1...,n — 1} oznacimo s By skup svih prirodnih
brojeva koji pri dijeljenju s brojem n daju ostatak k. Ocito je svaki skup Bj
prebrojiv. Zatim, za ¢ # j vrijedi B; N B; = ), te imamo U B, = N. Neka

keN
je sa fr oznacena neka bijekcija izmedu A, 1 Bj. Definiramo funkciju f :

(AgU...UA, 1) — N tako da elementu z iz skupa A, pridruzimo fi(z). Ocito
je funkcija f bijekcija.

4. Dokazite korolar 1.22.
Rjesenje. Pretpostavimo da skup U A; nije konacan. Rekurzivno definiramo
jEN
familiju skupova (4} : j € N) ovako:

A/DZAU

Ay = Aua \ (4 U ... U A
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Ocito vrijedi U A; = U A Zatim, za svaki j € N skup A’ je konacan ili
jeN jEN
prebrojiv, te za i # j vrijedi A; N A} = 0.
Oznacimo sa A uniju svih konacnih skupova A’. Iz propozicije 1.16. slijedi da
je skup A konacan ili prebrojiv. Zatim, oznac¢imo s B uniju svih prebrojivih
skupova A’;. Ocito vrijedi U A; = AUB. Ako je B = (), tj. ne postoji niti jedan
jeN
prebrojivi skup A, tada je AU B konacan ili prebrojiv, a onda i skup U Aj.
jEN
Ako postoji samo konacno mnogo skupova A koji su prebrojivi tada primjenom
propozicije 1.19. slijedi da je skup B prebrojiv. Ako postoji prebrojivo mnogo
skupova A’; koji su prebrojivi tada primjenom prethodne propozicije 1.20. slijedi
da je skup B prebrojiv.
Ako je A konacan skup tada iz leme 1.18. slijedi da je skup A U B prebrojiv, a
onda i skup U A;.
jEN
Ako je A prebrojiv skup tada iz propozicije 1.19. slijedi da je skup AU B
prebrojiv, a onda je i skup U A, prebrojiv.
jeEN

5. Neka je A prebrojiv skup. Oznac¢imo sa A* skup svih konacnih nizova iz A
(odnosno, to je skup svih rijeci alfabeta A). Dokazite da je skup A* prebrojiv.
Rjesenje. Za svaki k € N\ {0} skup A* je prebrojiv (vidi tvrdnju ¢) korolara
1.23.). Oéito vrijedi A* ~ | ] A%

kEN\{0}

1.4 Neprebrojivi skupovi

Ponovimo definiciju neprebrojivog skupa. Za skup A kazemo da je neprebrojiv ako
je beskonacan i nije prebrojiv. Kako bismo mogli navesti neke primjere neprebrojivih
skupova moramo prvo dokazati neke cinjenice.

Propozicija 1.28. Neka je A beskonacan i B C A neki konacan podskup. Tada
vrijedi A ~ A\ B.

Dokaz. Neka je B = {bg, b1, ...,b,}. Ocito je skup A\ B beskonacan. Iz propozicije
1.25. slijedi da postoji C' = {co, ¢1, ¢a, ...} prebrojiv podskup od A\ B.
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Na sljedecoj slici je ilustracija ideje dokaza, tj. ideja definicije jedne bijekcije
izmedu skupova A 1 A\ B.

Sada definiramo funkciju f: A — A\ B :
ci, akojex =b;
f(z) = Cny1+is  ako je x = ¢j;

xz, akoje ze€A\(BUC).
Ocito je funkcija f bijekcija. Time smo dokazali A ~ A\ B. Q.E.D.

Korolar 1.29. Za sve realne brojeve a 1 b, takve da je a < b, vrijedi:
[a7b] ~ <avb> ~ <a’ b] ~ [CL, b)
Korolar 1.30. Svi omedeni intervali od R su medusobno ekvipotentni.

Dokaz. Prije smo bili dokazali da vrijedi [a,b] ~ [c,d], za sve realne brojeve a,b, c i
d, za koje vrijedi a < b i ¢ < d. Sada tvrdnja korolara slijedi iz prethodnog korolara
1.29. Q.E.D.

Korolar 1.31. Svaki omedeni interval od R je ekvipotentan sa R.

Dokaz. Lako je provjeriti da je funkcija

f:R—(—1,1) definiranas f(z)= T+ ]

bijekcija. Sada iz korolara 1.30. slijedi tvrdnja. Q.E.D.

Dokazali smo da je skup R ekvipotentan sa svakim svojim omedenim intervalom.
Sada ¢emo prvo dokazati Cantorov teorem o neprebrojivosti skupa R.

Teorem 1.32. (G. Cantor)
Skup R je neprebrojiv.
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Dokaz. Ocito je dovoljno dokazati da je interval (0, 1) neprebrojiv. Pretpostavimo
suprotno, tj. da je interval (0, 1) prebrojiv. Neka je (0,1) = {ao, a1, as,as, ...}, pri
cemu je

apg = 0. Qoo Ap1 Ap2 - .-
a; = 0. a19 11 12 ...
a9 — 0. o0 21 A22 ...

Pretpostavljamo da je svaki realan broj a; dan u decimalnom zapisu koji ima besko-
nacno mnogo decimala razlicitih od nule. Primjerice umjesto 0.5 pisemo 0.49999. ..
Za svaki k € N definiramo

b — age + 1, akoje ap € {0,1,2,...,7};
b 1, akoje ag € {8,9}.

Definiramo b = 0. by by by b3 ... Primijetimo da je b 40 i b # 1 paje b € (0,1).
Uoc¢imo b # ax, Yk € N (razlikuju se na k—tom decimalnom mjestu). Time je
dobivena kontradikcija. Q.E.D.

U knjizi [2], na ¢iji je sadrzaj velikim dijelom utjecao veliki madarski matematicar P.
Erdos, jedan od istaknutih dokaza je i Cantorov dokaz neprebrojivosti skupa R.

Napomena 1.33. U dokazu prethodnog teorema je koristen dijagonalni postupak.
Kao jos jednu ilustraciju primjene dijagonalnog postupka dokazujemo da R nije ekvipo-
tentan sa *R = {f| f: R — R}.

Pretpostavimo suprotno. Neka je F : R — ER jedna bijekcija. Definiramo funkciju
f i R — R na sljedeéi nacin: f(xr) = F(x)(x) + 1. Tordimo da ne postoji xq € R
tako da vrijedi F(xo) = f, tj. da funkcija F nije surjekcija. Ako je F(xo) = f, za
neki xo € R, tada imamo da je F(xo)(y) = f(y), za svaki y € R. Posebno vrijedi za
Yy = xo, . tmamo F(xg)(xo) = f(x0). U drugu ruku iz definicije funkcije f slijedi
f(xo) = F(xo)(xg) + 1. Time smo dobili da vrijedi F(xq)(xo) = F(xo)(xo) + 1, cime
je dobivena kontradikcija.

Propozicija 1.34. Neka je A neprebrojiv skup + B C A konacan ili prebrojiv. Tada
je A~ A\ B.

Dokaz. Ovaj dokaz je sasvim analogan dokazu propozicije 1.28. Posto je B C A tada
vrijedi A = (A \ B) U B. Iz toga slijedi da je skup A \ B neprebrojiv (inace bi imali
da je A unija dva prebrojiva skupa, ili pak unija konacnog i prebrojivog skupa, pa
je skup A prebrojiv, sto je suprotno pretpostavci propozicije). Posebno imamo da je
skup A\ B beskonacan.

Iz propozicije 1.25. slijedi da postoji C C A\ B koji je prebrojiv. Neka je
C ={co,c1,ca,...}. Radi odredenosti promatramo slucaj kada je B = {bg, by, b, ...}
prebrojiv skup. Sada definiramo funkciju f: A — A\ B ovako:
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coi, ako je x = by
f(z)=1<¢ coq1, akoje z=¢;

z, akoje ze€ A\ (BUC).

Ocito je funkcija f bijekcija, pa imamo A ~ A\ B. Na slican nacin bi dokazali tvrdnju
propozicije kada je B konacan skup. Q.E.D.

Primjer 1.35. 1. Vrijedi R\ Q ~ R, tj. skup svih iracionalnih brojeva je ekvipo-
tentan sa skupom R. Dakle, skup svih iractonalnih brojeva je neprebrojiv.

2. Oznacimo sa A skup svih realnih algebarskih brojeva. Nije tesko dokazati da je
skup A prebrojiv. Iz prethodne propozicije slijedi R\ A ~ R. To znaci da je
posebno R\ A # (. Time smo dokazali egzistenciju transcendentnih brojeva.?

Korolar 1.36. Ako je A beskonacan, a B konacan ili prebrojiv tada vrijedi AUB ~ A.

Dokaz. Pretpostavimo da je AN B = (). Ako je skup A prebrojiv tada znamo da je
toi AU B, tj. vrijedi AUB ~ A. Ako je A neprebrojiv onda iz prethodne propozicije
slijedi AUB ~ (AUB) \ B = A.

Ako je AN B # () tada definiramo B’ = B\ A. Tada imamo da je B’ konac¢an ili
prebrojiv skup, te vrijedi AUB = AUB 1 AN B’ = (. Iz prethodnog dijela dokaza
znamo da tada vrijedi A U B’ ~ A. Zbog jednakosti AU B = AU B’ tada slijedi
AUB~ A. QE.D.

Cesto se prilikom dokaza neizomorfnosti odredenih struktura koristi neekvipotentnost
nosaca struktura. To ilustriramo u sljede¢em primjeru.

Primjer 1.37. 1. Grupe (Z,+) i (R\{0},-) nisu izomorfne, jer skupovi Z i R
nisu ekvipotentni.

2Daleko teze je navesti jedan transcendentan broj (naravno, i dokazati njegovu transcendent-
nost). Brojevi m i e su transcendentni, ali je dokaz njihove transcendentnosti dosta kompliciran.
Liouvilleov broj je definiran sa:

°°1_m_1 1 1
2107 = o g o T
n=1

Dokaz transcendentnosti Liouvilleovog broja mozete pronaéi u: P. Vukovié¢, Liouvilleovi brojevi,
MFL 215 (2004), 182-184 i M. Gobo, Algebarski i transcendenti brojevi, MFL 123 (1980), 141-143.
O algebarskim i transcendentnim brojevima mozete Citati i u: B. Pavkovié¢, D. Veljan, Elementarna
matematika 1, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1992.; S. Kurepa, Matematicka analiza 2, Tehnicka knjiga,
Zagreb,; D. Blanusa, Visa matematika, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1973.; V. Perié¢, Sedmi Hilbertov
problem i transcendentnost brojeva e i m, Matematika (struéno-metodicki casopis), 1990, br. 1.
Transcendentni brojevi se ne mogu konstruirati samo pomocu ravnala i Sestara. Posto je dokazano
da je broj m transcendentan time je rijeSen starogrcki problem kvadrature kruga.
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2. Polja R i Q(v/3) nisu izomorfna.
Sjetimo se da vrijedi Q(v3) = {a 4+ bV/3 : a,b € Q). Ocito je taj skup
ekvipotentan sa Q*. Bili smo dokazali da je skup N* prebrojiv. Iz toga slijedi da
je i skup Q? takoder prebrojiv. To znaci da je skup Q(\/g) prebrojiv.

1.5 Kardinalnost

Jos u osnovnoj skoli smo ucili da svaki prirodni broj ima dvostruku ulogu: odreduje
koliko cega ima, te koji je po redu. To znaci da je svaki prirodan broj kardinalni
(glavni) i redni. Cilj nam je definirati beskonacne kardinalne brojeve koji ¢e mjeriti
veli¢cinu beskonacnih skupova, te beskonacne redne brojeve koji ¢e mjeriti poredak
beskonacnih skupova. Prvo éemo definirati redne brojeve (ordinale), a zatim kardinalne
brojeve. Svaki kardinalni broj je ordinalni, ali ne i obratno.

Tekst koji slijedi u ovoj tocki sluzi kao motivacija za aksiomatsku izgradnju teorije
skupova. Odnosno, zeli se istaknuti problem definicije kardinalnog broja, te navesti
neke osnovne teoreme o kardinalnosti.

Definicija 1.38. Ako su A i B ekvipotentni skupovi tada kazemo jos da imaju istu
kardinalnost, te pisemo k(A) = k(B).

Kardinalnost je zapravo sinonim za ekvipotentnost. To znaci da u ovom trenutku
jos nismo definirali pojam kardinalnog broja. Lako je vidjeti da je relacija "biti ekvipo-
tentan' relacija ekvivalencije (na ¢emu? — na klasi svih skupova?!). Znamo da svaka
relacija ekvivalencije definira particiju (vidi propoziciju 1.60.). Iz tog razloga Cini se
da bi mogli definirati kardinalni broj proizvoljnog skupa A kao klasu ekvivalencije
obzirom na relaciju ~, odnosno

k(A) = {B: B jeskup takav da A ~ B}.

Problem je $to niti za jedan skup A # ) klasa k(A) nije skup, tj. to je prava klasa.
Dokazimo tu tvrdnju. Neka je A proizvoljan neprazan skup. Oznacimo C' = {B : B
je skup i B ~ A}. Pretpostavimo da je C' skup. Tada iz aksioma partitivnog skupa
slijedi da je P(C) takoder skup. Za svaki x € P(C) oznacimo A, = A x {x}. Ocito
za svaki z € P(C) vrijedi A ~ A,, paje A, € C za svaki x € P(C). Iz toga slijedi da
postoji injekcija iz P(C) u C, sto je nemoguce zbog Cantorovog teorema 1.57., kojeg
¢emo navesti kasnije.

Kasnije ¢emo definirati kardinalni broj proizvoljnog skupa A kao tocno odredeni
skup iz klase svih skupova koji su ekvipotentni sa skupom A. Radi krac¢eg zapisivanja
uvodimo neke oznake za kardinalnost:

k(@) =0 k({0,...,n—1})=n
k(N) =X, k(R) = ¢ ("continuum")
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Zelimo naglasiti da kada primjerice napisemo k(A) = R, tada to zapravo znaci A ~ N.

Pobrojimo sto smo do sada dokazali:

a) Ng = k(N) = k({-1,-2,-3,...}) = k(Q) = k(Z) = k(N x N) = k(NP), za
svaki p € N\ {0}

b) k(R) = k([a,b]) = k({a,b)) = ¢, zasve a,b € R, a<b

)
) k(R) # k(N), tj. ¢ # Ry
)
)

C

d) eZk({f | f:R—R})
ERA\N) =kR\Q) =kR\Z)=c

e
Definicija 1.39. KazZemo da je kardinalnost skupa A manja od kardinalnosti
skupa B ako postoji By C B takav da vrijedi A ~ By. Oznaka: k(A) < k(B).

Ako je k(A) < k(B), te jos vrijedi k(A) # k(B) tada kazemo da je kardinalnost
skupa A strogo manja od kardinalnosti skupa B. To oznacavamo sa k(A) <
k(B).

Lako je vidjeti da vrijedi: k(A) < k(B) ako i samo ako skup A mozemo injektivno
preslikati u skup B. Istaknimo sve moguce situacije prilikom usporedivanja kardinal-
nosti dvaju skupova A i B:

a) k(A) < k(B)

b) k(B) < k(A)

¢) k(A) < k(B) 1 k(B) < k(A)

d) ne vrijedi k(A) < k(B) i ne vrijedi k(B) < k(A)

Dokazat ¢emo da su moguc¢a samo prva tri slucaja. Istaknimo sada samo da je
nemoguénost slucaja d) ekvivalentna s aksiomom izbora.

Sljedeci teorem je vrlo vazan u teoriji skupova. Cantor je prvi iskazao tvrdnju
teorema, a njegov devetnaestgodisnji student F. Bernstein ga je 1897. godine prvi
dokazao. Poslije ga je vise matematicara dokazalo na razne nacine. U Velikoj Britaniji
se taj teorem naziva Schroder, Bernsteinov teorem, jer ga je 1898. dokazao i Schroder.
U Francuskoj i Italiji se naziva Cantor, Bernsteinov teorem.

Teorem 1.40. (Cantor, Schrider, Bernsteinov teorem,)
Ako postoji injekcija f : A — B i injekcija g : B — A tada postoji bijekcija izmedu
AiB.
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U terminima kardinalnosti teorem se kratko moze izreé¢i i na sljede¢i nacin:

Ako je k(A) < k(B) i k(B) < k(A) tada je k(A) = k(B).

Prije dokaza prethodnog teorema navodimo Knaster, Tarskijev teorem i Banachovu
lemu.

Teorem 1.41. (Knaster, Tarskijev teorem o fiksnoj tocki)
Neka je F : P(A) — P(A) monotona funkcija, tj. za sve x,y C A takve da je x C 'y
vrijedi F(x) C F(y). Tada postoji xo C A tako da vrijedi F(zg) = xo.

Dokaz. Lako je vidjeti da skup z¢ := U{z € A : = C F(z)} zadovoljava trazeni
uvjet. Q.E.D.

Na strani 45 navest ¢emo i detaljno dokazati opcenitiji teorem o fiksnoj tocki.

Lema 1.42. (Banachova lema)
Neka su f : A — B ig: B — A proizvoljne funkcije. Tada postoji S C A tako da
vrijedi

glB\ fIS]] = A\ S.

Dokaz. Definiramo funkciju F' : P(A) — P(A) ovako: F(x) = A\ (¢[B\ flz]]).
Dokazimo da je F' monotona funkcija. Neka su z i y podskupovi od A tako da
vrijedi  C y. Tada je f[z] C f[y], a onda je B\ fly] € B\ flz]. Iz toga slijedi

gllB\ flyll € g[B\ flz]], a onda (g[B\ fz]])* € (9[B\ fl¥]])", ti- F(z) € F(y).
Primjenom Knaster, Tarskijevog teorema slijedi trazena tvrdnja leme. Q.E.D.

Dokaz Cantor, Schroder, Bernsteinovog teorema.
Nekasu f: A— B i g: B — A injekcije. Neka je S C A koji ima svojstvo iz
Banachove leme, tj. g[B\ f[S]] = A\ S. Dana situacija je prikazana na sljedeéoj slici.

S AN S =g[B\ f[5]]
% A

f15] B\ f15]

Posto je funkcija g injekcija tada je za svaki z € A\ S skup g~ ![{z}] jednoclan. Za
svaki z € A\ S oznacimo sa b, element iz B\ f[S] za kojeg vrijedi g '[{z}] = {b.}.
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Definiramo funkciju h : A — B ovako:
| flx), z€S
h(aj)_{bz, reA\S

Svojstvo skupa S povlaci da je h injekcija, te jos vrijedi

h[A] = h[SJUR[AN\ S] = f[S]U g™ A\ S] = f[S]U(B\ f[S]) = B.

To znaci da je funkcija h i surjekcija. Q.E.D.

Primjer 1.43. U ovom primjeru ilustrirat cemo primjenu Cantor, Schrioder, Bern-
steinovog teorema prilikom dokaza da su skupovi R* i R ekvipotentni. Dovoljno je
vidjeti da postoji injekcija sa skupa R? u R, i obratno. Jedna injekcija iz R u R? je
dana s x — (x,0). Posto je R ~ (0,1), tada je ocito (0,1) x (0,1) ~ R x R. Iz tog
razloga je umjesto injekcije iz R? u R dovoljno navesti jednu injekciju iz (0,1) x (0, 1)
u R. Jedna injekcija iz (0,1) x (0,1) u R dana je s

(0.@0@1... s O.bobl...)r—>0.a0 1 b() 1 aq 1 bl
Sada ¢emo razmatrati operacije vezane s kardinalnoscéu.

Definicija 1.44. Neka su A i B skupovi. Neka je A’ = A x {0} ¢ B'= B x {1}.
Ocito su skupovi A" i B’ disjunktni, te vrijedi k(A) = k(A’) i k(B) = k(B'). Tada
sa k(A) + k(B) oznacavamo k(A" U B').

Propozicija 1.45. Neka su A, B i C skupovi, te a,b i ¢ redom oznake za njihove
kardinalnosti. Tada vrijedi:

1) a+b=b+a

2) (a+b)+c=a+(b+¢)
3)a+0=a

4) ako je a <b tada jea+c<b+c

Dokaz tvrdnje a). Neka su A i B skupovi za koje vrijedi k(A) = a i k(B) = b.
Posto je oc¢ito A’ U B’ ~ B’ U A’ tada imamo:

a+b=k(A)+kB) = k(AUB) = k(B'UA) = k(B) + k(A) = b+a. Q.E.D.

Napomena 1.46. Opéenito ne vrijedi da a + b = a + ¢ povlaci b = c. Primjerice
vrijeds Ro +1 =Nog + 2, ali 1 # 2.

Primjer 1.47. Lako je vidjeti da vrijedi:

24+2=4 No + Ng = Ny c+Ng=c ct+c=c
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Sljedeci korolar je jednostavna posljedica propozicije 1.34.

Korolar 1.48. Neka je A proizvoljan beskonacan skup. Tada za svaki n € N vrijedi
kE(A) +n = Ek(A), te vrigedi k(A) + Ry = k(A).

Definicija 1.49. Neka su A i B proizvoljni skupovi. Tada s k(A)-k(B) oznacavamo
k(A x B).

Propozicija 1.50. Neka su A, B ¢ C' skupouvi, te a,b i ¢ redom oznake za njihove
kardinalnosti. Tada vrijedi:

1)a-b=b-a
2) (a-b)-c=a-(b-c)
3)a-1=a

4) ako jea <btadajea-c<b-c

Napomena 1.51. Opcéenito ne vrijedi da a-b = a - c povlaci b = c. Primjerice vrijedi
N0'2:N0'3, a122#3

Primjer 1.52. Lako je vidjeti da vrijedi:
2:2=4 No - Vg =N c-Ng=c¢ c-c=c¢

Zasto je rezultat c-c = ¢, tj. k(R?) = k(R), pomalo neocekivan? Zato Sto se protivi
nasoj intuiciji dimenzije. No, to zapravo samo znaci da dimenzije nisu sacuvane kod
bijektivnih preslikavanja. Brouwer je dokazao da neprekidne bijekcije, ¢iji inverz je
takoder neprekidan, cuvaju dimenziju.

Na kraju, kada ¢emo govoriti o aksiomu izbora, dokazat ¢emo da za sve kardinal-

nosti a # 01 b # 0, od kojih je bar jedna beskonacna, vrijedi
a+b=a-b=max{a,b}

Definicija 1.53. Neka su A i B skupovi. Oznacimo “B = {f|f : A — B}. Tada sa
k(B)*) oznacavamo k(4 B).

Namjera nam je da oznaka za skup svih funkcija iz A u B, odnosno 4B, bude su-
gestivna. U drugu ruku, Zelimo primjerice da 32 bude i dalje jednako 9. Koriste¢i
upravo uvedene definicije za ilustraciju izracunajmo 32. Neka je A neki dvoclani skup,
a B neki troclani skup. Tada po definiciji imamo: 3% = k(B)*4) = k(AB) = k({f|f :
A — B})=09.

Propozicija 1.54. Za svaki skup A vrijedi P(A) ~ 4{0,1}, tj. k(P(A)) = 2k,

Dokaz. Funkcija A O B — xp : A — {0,1} je ocito bijekcija. (Sa xp je oznacena
karakteristicna funkcija skupa B). Q.E.D.



40 POGLAVLJE 1. NAIVNA TEORIJA SKUPOVA

Propozicija 1.55. Neka su A, B i C skupovi, te a,b i ¢ redom oznake za njihove
kardinalnosti. Tada vrijedi:

1) @ - af = at**

2) (ab)° = abe

3) (a-b)¢=a®-b°

4) ako je a < b tada je a® < b°

5) ako jea <bic#0 tada je c* < c

Primjer 1.56. Kako bi dokazali da vrijedi 2% = ¢ dokazujemo da je N{0,1} ~ R.
U tu svrhu primijetimo da su sljedeée dvije funkcije injekcije: N{0,1} > (x,)
0.297125 ... € R; (0,1) > 0.297125 ... — (x,) € N{0,1} (svaki element iz intervala
(0,1) promatramo u decimalnom prikazu s beskonacno mnogo decimala razlicitih od
nule). Sada primijenimo Cantor, Schroder, Bernsteinov teorem, pa imamo 2% = c.

Koristeéi prethodni rezultat dokaZimo sada da vrijedi ¢ = c :

Mo = (2M0)No = oMo — gfo —

Sada dokazujemo da vrijedi X~ = ¢. Ocito vrijede sljedece nejednakosti: Ngo <
Ao =c i c=2% <R, Sada primijenimo Cantor, Schrider, Bernsteinov teorem,
pa dobivamo N = c.

Teorem 1.57. (Osnovni Cantorov teorem teorije skupova)

Za svaki skup A vrijedi k(A) < k(P(A)), tj. k(A) < 2k,

Dokaz. Iz definicije relacije < slijedi da treba dokazati: k(A) < k(P(A)) i k(A) #
k(P(A)).

Ako je A = 0 tada je P(0) = {0}. To znaci da je u ovom slucaju k(A) < k(P(A)).
Neka je sada A # (). Primijetimo prvo da je k(A) < k(P(A)), jer je funkcija f: A —
P(A), koja je definirana sa f(z) = {z}, injekcija.

Dokazimo sada jos k(A) # k(P(A)). Pretpostavimo suprotno tj. da je k(A) =
k(P(A)), odnosno da vrijedi A ~ P(A). Neka je f : A — P(A) neka bijekcija.
Definiramo skup B = {zr € A | =z & f(x)}. Primijetimo da je B # (), jer je
f+ A — P(A) bijekcija pa i surjekcija, a buduéi da je ) € P(A) tada postoji z € A
takav da f(z) = (). No, onda za taj = vrijedi x & f(z) tj. = € B.

Neka je b € A takav da vrijedi f(b) = B. Ako bi vrijedilo b € B, tada iz B = f(b) i
definicije skupa B slijedi b¢/ f(b). Dakle, mora biti b& B = f(b). Tada iz definicije
skupa B slijedi b € B. Time je dobivena kontradikcija. To znaci da ne postoji bijekcija
izmedu A i P(A). Q.E.D.

Napomena 1.58. Neprebrojivost skupa realnih brojeva mozemo dobiti kao jednos-
tavnu posljedicu prethodnog teorema. Iz primjera 1.56. znamo da vrijedi R ~ N{0,1}.
Iz propozicije 1.54. znamo P(N) ~ N{0,1}. I Osnovnog Cantorovog teorema znamo

P(N) # N. Iz svega toga slijedi R 4 N.
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Cantorova hipoteza kontinuuma

Zasto uopce teoriju skupova promatrati aksiomatski? Ve¢ smo bili naglasili da je
glavno pitanje ovog kolegija: 'Sto je skup?" Odgovor na to pitanje pokusat ¢emo
dati uvodenjem aksiomatskog sistema. Drugi razlog nezadovoljstva s naivnom (neak-
siomatskom) teorijom skupova je svakako pojava paradoksa. O tome smo veé bili
prije govorili. Sljedeéi razlog aksiomatskog zasnivanja bio je nemoguénost odgovora
na neka pitanja o skupovima koja su se prirodno nametala. Mozda jedno od najpoz-
natijih pitanja, i jedno od razumljivih na ovom samom pocetku price o teoriji ZF, je
svakako Cantorova hipoteza kontinuuma. To je sljedeca tvrdnja:

ako je S beskonacan podskup skupa R tada postoji bijekcija sa S na N ili
sa S na R.

Dugo se pokusavala dokazati, a i opovrgnuti ta hipoteza. No, svi pokusaji u
naivnoj teoriji skupova su bili bezuspjesni. P. Cohen je 1963. godine dokazao da
je Cantorova hipoteza kontinuuma neodluciva u teoriji ZF. To znaci da je u danoj
teoriji ne mozemo dokazati, a ni opovrgnuti. O Cohenovom dokazu mozete ¢itati u
[11], [18] i [21].

Paul Cohen, 1934.-2007.

Zadaci

1. Neka su A i B proizvoljni skupovi. Dokazite da vrijedi k(A) < k(B) ako i samo
ako skup A mozemo injektivno preslikati u skup B.

Dokazite Knaster, Tarskijev teorem o fiksnoj tocki.
Dokazite propoziciju 1.45.

Dokazite da vrijedi: Ng+Ng =Ny, c+Ng=c i c+c=c.
Dokazite propoziciju 1.50.

Dokazite da vrijedi: Ng-Ng=Rg, ¢-Ng=c i c-c=c.

Noe e W

Dokazite propoziciju 1.55.
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1.6 Uredeni skupovi
Neka je A neki skup. Svaki podskup R od A x A nazivamo binarna relacija.

Cinjenicu (z,y) € R zapisujemo i zRy.

Kazemo da je binarna relacija R:

a) refleksivna, ako za svaki z € A vrijedi xRz

o

C

)

) irefleksivna, ako ne postoji z € A tako da vrijedi zRx

) simetricna, ako za sve z,y € A koji imaju svojstvo xRy vrijedi yRx
)

d) antisimetricna, ako za sve z,y € A koji imaju svojstvo xRy i yRx vrijedi

T=1y
e) tranzitivna, ako za sve z,y, z € A koji imaju svojstvo xRy i yRz vrijedi xRz

f) relacija ekvivalencije, ako je refleksivna, simetricna i tranzitivna;
za x € A skup {y € A : xRy} nazivamo klasa ekvivalencije, i oznacavamo ga s

Kako bismo mogli izreci sljede¢u propoziciju prvo ¢emo dati definiciju particije
skupa.

Definicija 1.59. Neka je A # 0 proizvoljan skup. Kazemo da je familija skupova F
particija skupa A ako vrijedi:

a) za svaki x € F je x C A;
b) za svaki x € F je x # 0
c) za sve x,y € F, x #vy, vrijedi x Ny = (J;

d) U:z::A.

zeF

Propozicija 1.60. Svaka relacija ekvivalencije definira jednu particiju skupa, i ob-
ratno.

U daljnjim izlaganjima razmatrat ¢emo uredene skupove. Sjetimo se: zelimo
definirati pojam "nivoa" (to¢nije: ordinalnog broja) kako bismo definirali kumulativnu
hijerarhiju.

Definicija 1.61. Neka je R binarna relacija na skupu A. KazZemo da je R relacija
parcijalnog uredaja ako je irefleksivna i tranzitivna. Relaciju parcijalnog uredaja
obicno oznacavamo sugestivno s < ili < . Uredeni par (A, <) nazivamo parcijalno
ureden skup.
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Ako je (A, <) parcijalno ureden skup tada mozemo definirati binarnu relaciju <

x <y ako i samo ako r<y ili x=y.

Ocito je relacija < refleksivna, antisimetricna i tranzitivna. Relacije < i < su medu-
sobno definabilne.

Primjer 1.62. Primjeri parcijalno uredenih skupova.

a) Prirodni ili standardni uredaj na skupovima N, Z, Q i R definiran je sa:
r <y ako i samo ako (Fz>0)(z+2z=y)
Ocito su skupovi (N, <), (Z,<), (Q,<) i (R, <) parcijalno uredeni skupovi.
b) Leksikografski uredaj na skupu N x N definiran je sa:
(x1,11) < (x2,y2) ako i samo ako (r1 < mg) ili (v1 =22 © 11 <Y2)
Lako je provjeriti da je skup (N x N, <) parcijalno ureden skup.
c) Antileksikografski uredaj na skupu N x N definiran je sa:
(x1,91) < (w2,y2) ako i samo ako (y1 <wy2) i (y1=1vy2 @ x1 < 9)
Lako je provjeriti da je skup (N x N, <) parcijalno ureden skup.
d) Ako je A skup tada je (P(A), C) parcijalno ureden skup.

e) Sada navodimo dva primjera parcijalno uredenih skupova koji su definirani po-
mocu grafa (tj. pomocu tzv. Hasseovih dijagrama). Strelice oznacavaju ureday.
Primjerice, na Slici 1 strelica izmdu ay 1 ag oznacava da vrijedi ay < ag. Vazno
je jos naglasiti da ne pretpostavijamo da je relacija uredaja tranzitivna. To éemo
posebno naglasiti kada podrazumijevamo tranzitivnost, ali na slikama to necemo
posebno isticati.

Slika 1 a Slika 2
o ? by
bﬁ Y b7 bS
Qe
Qa as
/ bs by
as
@) O
g o by ba bs

A:{ala"'7a7} B:{bla"'7b9}
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Definicija 1.63. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup. KazZemo da:

a) elementi x iy su usporedivi ako vrijedi x < y ili y < x; inace kazemo da su
elementi r 1 y neusporedivi,

b) skup B C A je lanac ako su svi elementi skupa B usporedivi;

c) element x € A je maksimalan (minimalan) ako ne postoji y € A tako da
vrijedi x <y (y < x);

d) element x € A jenajveéi (majmanji) ako za svakiy € A vrijediy < x (x <y);

Najveci je onaj element koji je veéi od svih ostalih. Maksimalni je onaj element
od kojeg ne postoji veéi. Na Slici 1 u skupu A imamo dva minimalna elementa, te
postoji najveéi element, ako pretpostavljamo da je relacija uredaja tranzitivna. Na
Slici 2 u skupu B postoje tri minimalna elementa i tri maksimalna elementa.

Napomena 1.64. Neka je (A, <) neki parcijalno ureden skup. Tada vrijedi:

a) ako je x € A najvedi (nagmangi) element tada je x i maksimalni (minimalni)
element u skupu A.

b) ako u skupu A ne postoji niti jedan maksimalni (minimalni) element tada A
nema ni najveci (najmangi) element;

c) ako u skupu A postoji vise od jednog maksimalnog (minimalnog) elementa tada
A nema najveéi (najmangi) element;

d) ako je x € A jedinstveni maksimalni (minimalni) element u skupu A tada x
ne mora biti najveéi (nagmangi) element skupa A. Za ilustraciju ove napomene
navodimo sljedeci primjer. Neka je A = NU{L1}. Na skupu N promatramo
standardni ureday, te definiramo da broj % nije usporediv niti s jednim prirodnim
brojem. Tada je % jedinstvent maksimalni element, ali nije najveci element u
skupu A.

Definicija 1.65. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup, te ) # B C A.

a) Za element x od A kazemo da je gornja (donja) meda skupa B ako za svaki
y € Borijediy <z (x <vy);

b) Za B C A kazemo da je omeden odozgo (odozdo) ako za B postoji gornja
(donja) meda. Ako je skup B omeden odozgo i odozdo tada kazemo da je
omeden.

c) Za element x od A kazemo da je supremum (infimum) skupa B ako je x
najmanja gornja (najveca donja) meda skupa B.
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Ako jex € A tada skup pa(z) = {y € A :y < x} nazivamo pocetni komad elementa
x u skupu A.

Sljede¢u propoziciju je lako dokazati indukcijom (vidi zadatak 6 na strani 47).

Propozicija 1.66. Neka je (A, <) konacan parcijalno ureden skup. Tada skup A
sadrzi maksimalan 1 minimalan element.

Definicija 1.67. Za parcijalno ureden skup kaZemo da je linearno ureden (potpuno
ili totalno) ako su svaka dva njegova razlicita elementa usporediva.

Skupovi N, Z, Q i R sa standardnim uredajem su linearno uredeni.

Definicija 1.68. Neka su (A, <) i (B, <) parcijalno uredeni skupovi. Kazemo da
funkcija f : A — B ¢uva uredaj ako vrijedi:

(Vo,y € A)(x <y = f(z) 2 f(y))

Teorem 1.69. (Teorem o fiksnoj tocki)
Neka je (A, <) parcijalno ureden skup koji ima najmangi (najveci) element, te neka
je f: A— A funkcija koja cuva uredaj. Tada vrijedi:

ako za svaki ) # B C A postoji supremum (infimum) tada postoji najveca
(najmanga) fiksna tocka za funkciju f.

Dokaz. Pretpostavimo da za svaki neprazan podskup od B postoji supremum u skupu
A.Nekaje B={z € A:x < f(x)}. Ako je a € A najmanji element tada ocito vrijedi
a € B, tj. B# (). Neka je b = sup B. Za svaki z € B vrijedi z < b. Posto f ¢uva uredaj
tada imamo f(x) < f(b). Sada zbog = < f(x) (definicija skupa B), te tranzitivnosti,
dobivamo da za svaki x € B vrijedi z < f(b). Iz toga slijedi da je f(b) jedna gornja
meda skupa B. Posto je b = sup B, tada imamo

b < f(b) (*)

Dokazimo sada drugu nejednakost. Iz (x) slijedi f(b) < f(f(b)), a onda je f(b) € B.
Posto je b = sup B, tada je f(b) <b.

Preostalo je dokazati da je b najveca fiksna tocka. Neka je a € A tako da vrijedi
f(a) = a. Posebno tada vrijedi a < f(a), paje a € B. Posto je b = sup B, tada imamo
a <b.

(Za najmanju fiksnu tocku treba promatrati skup {z € A: f(z) < z}). Q.E.D.

Sljedeci korolar bili smo ve¢ dokazali (vidi teorem 1.41.) No, ovdje ga ipak isticemo
jer je jednostavna posljedica prethodnog teorema.

Korolar 1.70. (Knaster, Tarskijev teorem)
Neka je A neprazan skup i F' : P(A) — P(A) funkcija takva da za sve x,y C A vrijedi
da x C y povlaci F(x) C F(y). Tada postoji xg C A tako da vrijedi F(xq) = .
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Napomena 1.71. Primjenom prethodnog korolara bili smo dokazali egzistenciju skupa
S koji treba za dokaz Cantor, Schroder, Bernsteinovog teorema. Obicno se u Knaster,
Tarskijev teoremu navodi da za:

fiz(F) = {a:2 C A, F(x) <z},
Fiz(F)=| J{z: 2 C A, 2 C F(x)},

vrijedi da je fix(F) najmanja, a Fixz(F) najveca fiksna tocka funkcije f. Primijetite
da je skup Fix(F) upravo definiran kao supremum skupa {z :x C A, x C F(x)}, tj.
upravo kao 1 fiksna tocka iz dokaza prethodnog teorema o fiksnoj tocki.

Definicija 1.72. Neka su (A, <) i (B, <) parcijalno uredeni skupovi. Svaku bijekciju
f: A — B koja ima svojstvo da f i =1 ¢uvaju uredaj nazivamo sliénost (ili izomor-
fizam). KazZemo da su parcijalno uredeni skupovi A i B sli¢ni skupovi ako postoji

barem jedna slicnost f : A — B. Ako su A 1 B slicni skupovi tada to oznacavamo
sa A~ B.

Primjer 1.73.

1. Vrigedi (0,1) ~ (2,4). Jedna slicnost f : (2,4) — (0,1) je zadana sa

fl) =57

2. Ocito vrigedi N ~ 2N.

3. Vrigedi R ~ (—W T

oL 5), jer je restrikcija tg\<_g7g> (=%, 5) — R slicnost.

Napomena 1.74. Ako vrijedi A ~ B tada ocito A ~ B. No, obrat opéenito ne vrijedi
(primgerice N ~ 7, ali ne i N ~ 7).

Definicija 1.75. Kazemo da je linearno ureden skup (A, <) gust ako sadrzi barem
dva elementa, i za sve x,y € A takve da je v <y postoji z € A tako da vrijedi x < z
12 <Uy.

Propozicija 1.76. (Invarijante slicnosti)
Neka su A i B slicni parcijalno uredeni skupovi. Tada vrijedi:
a) skup A je linearno ureden ako i samo ako B je linearno ureden;

b) skup A ima maksimalni (minimalni) element ako i samo ako B sadrzi
maksimalni (minimalni) element;

c) skup A ima najveéi (nagmangi) element ako i samo ako skup B ima
najveci (najmangi) element;

d) skupa A je gust ako i samo ako skup B je gust.
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Primijetite da iz prethodne propozicije primjerice slijedi N 2 Z 1 Q 2 Z.

Zadaci

1. Neka je R relacija ekvivalencije na skupu A. Dokazite da tada za sve xz,y € A
vrijedi: [z] = [y] ili [z] N [y] = 0.

2. Dokazite propoziciju 1.60.

3. Neka je ~ binarna relacija na N x N definirana s (1, y1) ~ (22, y2) ako vrijedi
1 + Y2 = 11 + 2. Dokazite da je ~ relacija ekvivalencije.

4. Neka je ~ binarna relacija na Z x (Z\ {0}) definirana sa: (x1,y1) ~ (x2,y2) ako
vrijedi x1 - Yo = 1 - x2. Dokazite da je ~ relacija ekvivalencije.

5. Oznac¢imo s A skup svih Cauchyevih nizova racionalnih brojeva. Na skupu A
definiramo binarnu relaciju ~ ovako:

(ap) ~ (by) akoisamo ako lim (a, —b,)=0.

n—oo

Dokazite da je ~ relacija ekvivalencije.

6. Dokazite propoziciju 1.66.

Dokaz. Dokazujemo da postoji maksimalan element. Analogno bi se dokazalo
da postoji minimalni element. Dokaz provodimo indukcijom po broju elemenata
skupa A. Ako je A jednoclan skup tada je jedini element ujedno i maksimalni.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N, te neka je A skup koji sadrzi
n-+1 element. Neka je a € A proizvoljan, ali fiksiran. Oznacimo B = A\ {a}. Iz
pretpostavke indukcije slijedi da skup B sadrzi barem jedan maksimalni element.
Neka je B" C B skup svih maksimalnih elemenata skupa B. Promatramo dva
slucaja:

a) element a je neusporediv sa svakim elementom iz B’. Tada je svaki element
skupa B’ U {a} maksimalni element skupa A.

b) postoji barem jedan x € B’ tako da su a i z usporedivi.
Ako vrijedi x < a tada je a jedan maksimalni element skupa A. Ako pak
je a < x tada je B’ skup svih maksimalnih elemenata skupa A.

7. Neka je (A, <) konacan parcijalno ureden skup. Dokazite da tada svaki neprazni
lanac od A sadrzi najmanji i najveéi element.

8. Neka je A # ()i R C A x A antisimetri¢na relacija. Postojilinuzno R C A x A
relacija parcijalnog uredaja takva da je R C R'?
Rjesenje. Ne. Npr. uzmemo li A = {a,b,c} i R={(a,b), (b,c), (¢,a)}. Ocito
je relacija R antisimetricna. Ako je R C A x A1 R C R’ tranzitivna tada je
nuzno (a,c), (b,a), (¢,b) € R'. No, tada imamo (a,b), (b,a) € R, pa R nije
antisimetricna.
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9. Dokazite propoziciju 1.76.

1.7 Uredajne karakterizacije skupova Q i R

U ovoj tocki dokazat ¢emo dva vazna teorema koji govore o uredajnoj karakterizaciji
skupova Q 1 R.

Teorem 1.77. (Uredajna karekterizacija skupa Q)
Neka je (A, <) linearno ureden skup koji ima sljedeca svojstva:

a) skup A je prebrojiv;
b) skup A je gust;

c) ne postoji ni najmangi, a ni najveci element skupa A.

Tada je skup (A, <) slican sa (Q, <).

Dokaz. Posto je po pretpostavci skup A prebrojiv tada njegove elemente mozemo
poredati u niz. Neka je A = {ag,as,...} (naravno, ako je i < j tada ne mora biti
a; < a;). Analogno je Q = {q, q1,...}. Definirat ¢emo funkciju ¢ : A — Q, iz cije
¢e definicije odmah biti jasno da je slicnost. Istovremeno s definiranjem funkcije ¢
definiramo induktivno niz (e,) u skupu A. (Vidjet ¢emo na kraju da je {e, : n €
N} = A).

Neka je eg :==ag 1 ¢(eg) := qo. Pretpostavimo da je za neki n € N\ {0} definirano
€0y--sen1 1 @(eg),...,p(en—1). Oznacimo E = {ey,...,e,_1}. Prilikom definicije
en 1 ¢(ey,) razlikujemo dva slucaja:

a) m je neparan broj;

b) n je paran broj.
Promatramo prvo slucaj kada je n neparan (tada "iscrpljujemo’ skup A.) Neka je
jo=min{k € N:q, € A\ £},
te e, = aj,. (Dakle, e, je element iz A\ E' s najmanjim indeksom). Primijetite da jo

postoji, jer je A beskonacan, a E je konacan, pa je skup A\ F neprazan.

Preostalo je definirati ¢(e,). Na sljedecoj slici ilustriramo ideju kako é¢emo izabrati
element ¢(e,).
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Pe(en) Se(en)
€3 €2 €=  En €1 €4 A
. Q
9(es) (2 o(e)=to o(en) @(en1) o(es)
¢[Pe(en)] Q[Se(en)]
Neka je
pe(en) ={r € E:x <e,} sp(en) ={z € E e, <z}
(prethodnici u skupu E od elementa e, ) (sljedbenici ...)
Neka je

ko =min{k e N: ¢, € Q\ ¢(E),
qr > x zasvaki x € plpg(e,)],
g <z zasvaki x € ¢[sg(e,)|}

Sada definiramo ¢(e,,) = q,. (Analogno se tretira slucaj b). Tada "iscrpljujemo” skup
Q. Dakle, definiramo prvo ko = min{k € N: ¢, € Q\ ¢[E]} i ¢(e,) = gx,- Nakon
toga definiramo e,,).

Ocito je A = {e,, : n € N}. Iz konstrukcije nizova (e,) i (p(ey)) slijedi da je time
definirana bijekcija ¢ : A — Q koja je slicnost. Q.E.D.

Prije iskaza teorema o uredajnoj karakterizaciji skupa R uvodimo jos jedan pojam.

Definicija 1.78. Neka je (B, <) linearno ureden skup. Za A C B kaZemo da je gust
u B ako za sve x,y € B, takve da je x <y, postoji z € A tako da vrijedi x < z < y.

Skup Q je gust u R. Zatim, skup {g + v/2: ¢ € Q} je gust u R.
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Lema 1.79. Neka je (B, <) linearno ureden skup koji nema ni najveci ni najmangji
element. Neka je A C B podskup koji je gqust uw B. Tada A nema ni najmangi ni
najveci element, te je A gust skup.

Teorem 1.80. (Uredajna karakterizacija skupa R).
Neka je (B, <) linearno ureden skup koji ima sljedeca svojstva:

a) mema ni najveci ni najmangi element;

b) postoji prebrojiv A C B koji je gust u B;

¢) za svaki neprazan podskup od B koji je odozgo omeden postoji supremum u B.

Tada je skup (B, <) slican sa (R, <).

Dokaz prethodnog teorema dan je kao rjesenje zadatka 4.

Zadaci.

1.

2.

Dokazite da je skup svih realnih algebarskih brojeva slican sa skupom Q.
Dokazite da je skup (0, 1] U (5, 8) slican sa skupom R.

Dokazite lemu 1.79.

Rjesenje. Pretpostavimo da je a € A najveéi. Po pretpostavci leme skup B
nema ni najveéi ni najmanji element pa postoji x € B takav da je a < z. Posto
je skup A gust u B tada postoji b € A tako da vrijedi a < b < z. No, to je
nemoguce jer je po pretpostavci a najvedi element u skupu A. Dokazimo jos da
je skup A gust. Neka su z,y € A takvi da x < y. Posebno su z,y € B. Posto je
skup A gust u B tada postoji z € A takav da z < z < y.

Dokazite teorem o uredanoj karakterizaciji skupa R.

Rjesenje. Iz leme 1.79. slijedi da skup A zadovoljava uvjete teorema o uredajnoj
karakterizaciji skupa Q, pa imamo A ~ Q. Neka je f : A — Q neka slicnost.
Sada ¢emo slicnost f prosiriti na skup B.

Tvrdnja 1. Za svaki x € B skup {f(a) : a € A, a < z} je neprazan i omeden
odozgo.

Dokaz tvrdnje 1. Neka je x € B proizvoljan. Posto po pretpostavci teorema
skup B nema najmanji element tada postoji ' € B takav da je 2’ < z. Posto
je skup A gust u X tada postoji ag € A takav da je 2’ < ag < z. Iz toga slijedi
flag) € {f(a) :a € A, a =<z}, tj. promatrani skup je neprazan.

Dokazimo sada da je skup {f(a) : a € A, a < z} omeden odozgo za svaki
x € B. Neka je © € B proizvoljan, ali fiksiran. Po pretpostavci teorema skup B
nema najveéi element pa postoji ' € B takav da je x < x’. Posto je A gust skup
u B tada postoji ag € A takav da je x < ag < 2’. Tada za svaki a € A, takav
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da je a < x, vrijedi a < ag. Posto je f slicnost tada je f(a) < f(ag) za svaki
a < z. To znaci da je f(ap) jedna gornja meda skupa {f(a) : a € A, a < z}.
Time je dokazana tvrdnja 1.

Iz dokazane tvrdnje 1 slijedi da je za svaki x € B dobro definiran realan broj:

sup{f(a) : a € A, a = x}.

Posto je supremum u linearno uredenom skupu jedinstven tada slijedi da je
dobro definirana funkcija F': B — R, F(x) =sup{f(a) : a € A, a <X z}.

Tvrdnja 2. Vrijedi: F|4 = f.

Dokaz tvrdnje 2. Neka je ag € A proizvoljan, ali fiksiran. Tada za svaki a € A,
takav da je a < ag, vrijedi f(a) < f(ag). To znaci da je f(ap) jedna gornja
meda skupa {f(a) : a € A, a < ap}. Tvrdimo da je f(ag) supremum skupa
{f(a) :a € A, a < ap}, tj. najmanja gornja meda. Neka je y € R neka gornja
meda skupa {f(a) : @ < ag,a € A}. Tada za svaki a € A, takav da je a < ao,
vrijedi f(a) < y. Posebno je f(ag) < y. Time je tvrdnja 2 dokazana.

Tvrdnja 3. Funkcija ' : B — R je rastuca i injekcija.
Dokaz tvrdnje 3. Neka su x1,zo € B takvi da vrijedi 1 < 9. Po definiciji
funkcije F' imamo

F(xy) =sup{f(a):a€ A, a Xz} i F(x2) =sup{f(a):a€ A, a=a}.

Posto je x1 < x9 tada je ocito {f(a):a € A, a 221} C{f(a):a € A, a < 3}
Iz toga odmabh slijedi sup{f(a) :a € A, a Xz} <sup{f(a):a € A, a Xz},
tj. F(z1) < F(xq). Lako je vidjeti da mora vrijediti F'(z1) < F(xg). Time je
tvrdnja 3 dokazana.

Tvrdnja 4. Funkcija F' je surjekcija.

Dokaz tvrdnje 4. Neka je y € R proizvoljan. Ocito je skup Q, = {¢ € Q :
q < y} neprazan i omeden odozgo. Tada je i skup f~'[Q,] omeden odozgo. Iz
pretpostavke ¢) teorema slijedi da za skup f~'[Q,] postoji supremum. Neka je
x = sup f71[Q,]. Tvrdimo da je F(z) = y. Oznacimo A, := {a € A : a < z}.
Ocito je f71Q,] C A,. Dokazimo obratnu inkluziju. Neka je a € A, proizvoljan.
Tada postoji 2’ € f~1[Q,] takav da vrijedi a < 2’ < z. Iz toga slijedi f(a) <
f(z') 2y, aonda a € f71[Q,]. Dakle, vrijedi f~![Q,] = A, posto je ocito
y = sup Q,. Iz toga odmabh slijedi F(x) = y.

1.8 Dobro uredeni skupovi

U ovoj tocki razmatrat ¢emo posebnu klasu linearno uredenih skupova: dobro ure-
dene skupove. Oni su nam najvazniji za daljnja proucavanja jer su ordinalni bro-
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jevi posebne vrste dobro uredenih skupova. Propozicije i teoremi, koje ¢emo ovdje
dokazati, omogucit ¢e nam da dokazi svojstava ordinalnih brojeva budu jednostavniji.

Definicija 1.81. Za parcijalno ureden skup (A, <) kazemo da je dobro ureden ako
svaki njegov neprazni podskup sadrzi najmangi element.

Uocite da je tu vazno da smo prilikom definicije parcijalno uredenog skupa zahti-
jevali irefleksivnost relacije. Uocite da je svaki dobro ureden skup ujedno i linearno
ureden.

Primjer 1.82. Svaki konacan skup koji je linearno ureden je i dobro ureden skup.
Skup N s prirodnim uredajem je dobro ureden skup. Skupovi Q, Z 1 R s prirodnim
uredajem nisu dobro uredeni skupouvi.

Sada nizom lema i korolara navodimo svojstva dobro uredenih skupova.

Lema 1.83. Neka je (A, <) dobro ureden skup, te f : A — A injekcija koja cuva
uredaj. Tada za svaki v € A vrijedi © < f(x).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji a € A takav da vrijedi f(a) < a.
Tada je skup C' = {x € A : f(x) < x} neprazan. Neka je qy € C' najmanji element
skupa C. 1z definicije skupa C' slijedi f(ag) < ag. Posto funkcija f ¢uva uredaj i
injekcija je, tada vrijedi f(f(aop)) < f(ap). Iz definicije skupa C' slijedi f(ag) € C.
Time dobivamo kontradikciju (a¢ je najmanji element skupa C, a po drugoj strani

flag) < agi f(ag) € C). Q.E.D.

Vazno je naglasiti da smo prethodni dokaz proveli promatrajué¢i "prvu iznimku",
odnosno primijenili smo indukciju na dobro uredenom skupu.

Korolar 1.84. Dobro ureden skup ne moze biti slican svom pocetnom komadu.

Dokaz. Neka je (A, <) dobro ureden skup i xy € A proizvoljan. Ako je pa(zg) = 0
tada je ocito da skup A i taj pocetni komad nisu sli¢ni.

Neka je pa(xg) # 0, te pretpostavimo da je f : A — pa(xg) slicnost. Iz prethodne
leme 1.83. slijedi da je xy < f(x0). To je nemoguce jer je f(xg) € pa(zo), pa vrijedi
f(zo) < xp. Q.E.D.

Korolar 1.85. Razliciti pocetni komadi dobro uredenog skupa nisu slicni.

Dokaz. Neka je (A, <) dobro ureden skup i 1, 5 € A razliciti. Radi odredenosti neka
je 1 < x9. Tada je pa(x1) C pa(xs). Posto je pa(x2) dobro ureden skup, te vrijedi
PA(T1) = Dpa(as)(21), trazena tvrdnja slijedi iz prethodnog korolara 1.84. Q.E.D.

Napominjemo da tvrdnja prethodnog korolara opéenito ne vrijedi za linearno uredene
skupove. Primjerice za linearno ureden skup R imamo pgr(0) = (—00,0) ~ (—o0, 1) =
pr(1).
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Korolar 1.86. Dobro ureden skup ne moze biti slican podskupu nekog svog pocetnog
komada.

Dokaz. Neka je (A, <) neprazan dobro ureden skup, 2o € A1 B C pa(zo). Ako je
B = () tada tvrdnja korolara ocito vrijedi. Promotrimo sada slucaj kada je B # 0.
Ako bi f : A — B bila slicnost tada iz leme 1.83. slijedi 2o < f(x). To je nemoguce
jer za svaki y € B vrijedi y < xg. Q.E.D.

Zelimo napomenuti da dobro ureden skup moze biti slican nekom svom podskupu.
Primjerice dobro ureden skup N je slican sa svojim podskupom 2N.

Korolar 1.87. Slicnost izmedu dobro uredenih skupova je jedinstvena.

Dokaz. Neka su (A, <) i (B, <) slicni dobro uredeni skupovi. Nekasu f: A — B i
g : A — B dvije slicnosti. Neka je a € A proizvoljan. Ocito vrijedi pa(a) ~ pp(f(a))

i pa(a) ~pgp(g(a)), aonda pp(f(a)) ~ pp(g(a)). Iz korolara 1.85. slijedi f(a) = g(a).
Q.E.D.

Sada izricemo princip transfinitne indukcije koji je jedno od najmoc¢nijih sredstava
za dokazivanje u teoriji skupova.

Princip transfinitne indukcije:
Neka je (A, <) linearno ureden skup i B C A koji ima sljedece svojstvo:

(Ve € A)(pa(z) S B=x € B) (%)
Tada je B = A.

Primijetimo da za svaki neprazan dobro ureden skup A podskup B, koji ima svojstvo
(%), nuzno sadrzi najmanji element skupa A (ako je ap najmanji element skupa A
tada je pp(ag) = 0 C B).

Zakljucivanje po principu transfinitne indukcije opcéenito ne vazi za linearno ure-
dene skupove. Primjerice uzmemo li A = Z, a B = 27, tada je lako vidjeti da je
ispunjen uvjet (x). No, Z # 27Z.

Sljededi teorem govori da princip transfinitne indukcije karakterizira dobro urede-
ne skupove.

Teorem 1.88. Neka je (A, <) linearno ureden skup. Skup A ima najmangi element
i za A vrijedi princip transfinitne indukcije ako i samo ako skup A je dobro ureden.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je A dobro ureden skup. Neka je B C A takav da
za svaki © € A vrijedi da ps(z) C B povlaci x € B, ali B # A. Neka je ap najmanji
element skupa A\ B. Ako je y € pa(ag) tada je ocito y € B, pa time imamo da
vrijedi pa(ag) € B. Sada iz pretpostavljenog svojstva skupa B slijedi ag € B, sto je
kontradikcija s ¢injenicom ag € A\ B.
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Pretpostavimo sada da je A linearno ureden skup koji ima najmanji element i za
koji vazi princip transfinitne indukcije. Pretpostavimo jos da A nije dobro ureden
skup. Neka je B neprazni podskup od A koji nema najmanji element. Definiramo
skup CsaC ={x € A : (Vy € B)x < y}. Primijetimo prvo da C' # () jer najmanji
element skupa A pripada skupu C. Pretpostavimo da je z € A takav da je pa(z) C C.
Tada za svaki x € pa(z) i svaki y € B vrijedi x < y. Buduéi da po pretpostavci skup
B ne sadrzi najmanji element, tada z ¢ B. Tada za svaki y € B vrijedi z < y, pa
z € C. No, pretpostavili smo da za skup A vrijedi princip transfinitne indukcije, pa
je C'= A. Tako smo dobili BC A=C i (Vz € C)(Vy € B)x <y, $to je nemoguce.
Q.E.D.

Teorem 1.89. (Teorem o usporedivosti dobro uredenih skupova)
Neka su (A, <) i (B, <) dobro uredeni skupovi. Tada vrijedi tocno jedno od sljedeéeg:

a) A~ B;
b) postoji jedinstveni a € A takav da vrijedi pa(a) ~ B;

¢) postoji jedinstveni b € B takav da vrijedi A ~ pg(b).

Dokaz. Ako je A = () ili B = () tada tvrdnja teorema ocito vrijedi. Promatramo
slucaj kada je A #0 i B # (). Neka je

A"'={a € A: postoji b€ B takav da pa(a)~ pg(b)}

B'={be B: postoji a € A takavda pa(a)~pp(b)}

Primijetimo prvo da su to neprazni skupovi, jer oznac¢imo li sa ag najmanji element
skupa A, odnosno sa by najmanji element od B, tada imamo pa(ag) = 0 = pp(by).
Ocito su A’ i B’ dobro uredeni skupovi, te vrijedi A" ~ B’.

Neka je a’ € A’ proizvoljan. Tada iz definicije skupa A’ slijedi da postoji b € B
i f : pa(a’) — pp(b) slicnost. Ako je a € A takav da je a < d’ tada je ocito
pala) ~pp(f(a)), pajea € A’ Iz toga slijedi da je A’ = A ili postoji a € A takav da
je A =pa(a) (ako je A # A’ tada uzemo a najmanji element skupa A\ A’). Analogno
zakljucujemo za skup B’. Iz toga slijedi da su moguca sljedeca cetiri slucaja:

a =Ai B =8B

) A
b) A’ = A ipostoji b € B takav da B’ = pg(b)
c¢) postoji a € A takav da A’ =py(a)i B'=B

d) postoji a € A takav da A" =py(a) ipostoji b € B takav da B’ = pg(b)

No, slucaj d) je nemogué, jer iz A’ ~ B’ te A’ = pa(a) i B’ = pp(b) slijedi da je
a € A’ (=pala)), sto je nemoguée. Q.E.D.
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Definicija 1.90. Kazemo da je parcijalno ureden skup (A, <) dobro utemeljen ako
ne postoji niz (x,) u skupu A tako da za svakin € N vrijedi x,11 < .

Ocito je svaki dobro ureden skup i dobro utemeljen. No, obrat ne vrijedi. Prim-
jerice svaki dvoclani skup ¢iji elementi nisu usporedivi je dobro utemeljen, ali nije
dobro ureden. Sada iskazujemo aksiom dobre utemeljenosti koji ¢emo cesto koristiti
u sljede¢em poglavlju.

Aksiom dobre utemeljenosti

Ve(x 0 — Jy(y e x Aynax =0)).

Ovaj aksiom zapravo govori da je svaki skup dobro utemeljen u odnosu na relaciju
€ . Iz aksioma dobre utemeljenosti slijedi da ne postoji skup x za koji bi postojao
beskonacni niz skupova (z,) tako da vrijedi: ... € x5 € z7 € x. Odatle pak posebno
slijedi da ne postoji skup = za kojeg bi vrijedilo x € x.

Zadaci

1. Dokazite da za linearno uredene skupove ne vrijedi analogon Cantor, Schroder,
Bernsteinovog teorema, tj. nadite primjere linearno uredenih skupova A i B,
tako da je A slican nekom podskupu skupa B i da je B slican nekom podskupu
skupa A, ali A nije slican s B. Vrijedi li analogon Cantor-Bernsteinovog teorema
za dobro uredene skupove?

2. Neka je (A, <) linearno ureden skup. Dokazite da je skup A konacan ako i samo
ako su skupovi (4,<) i (A, <™') dobro uredeni. (Sa <™! je oznacena inverzna
relacija relacije <).

3. Dokazite da ne postoji prosirenje relacije < sa skupa R na skup C koje bi imalo
sljedeca svojstva:

a) za sve z # 0 vrijedi z < 0ili 0 < z;
b) akoje 0 <z i 0 < 29 tada je 0 < 21 - 23;
c) akoje z; <0 i 2y <0 tada je z; + 25 < 0.

Rjesenje. Pretpostavimo da takvo prosirenje postoji, i oznacimo ga isto s < .
Promotrimo slucajeve obzirom na 01, te 0 i —i. Ako je 0 < i tada zbog uvjeta
b) imamo 0 < i -4, tj. 0 < —1. Dakle, mora biti i < 0. Ako je 0 < —i tada zbog
uvjeta b) imamo 0 < (—i)-(—i), tj. 0 < —1. To znaci da je —i < 0. Time imamo
da je i < 01i —i < 0. Primjenom uvjeta c) dobivamo 0 < 0, tj. kontradikciju.

4. Za podskup A parcijalno uredenog skupa (.5, <) kazemo da je kofinalan u S ako
vrijedi (Vo € S)(Ja € A)(z < a). Dokazite da svaki linearno ureden skup sadrzi
kofinalan dobro ureden skup.
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Poglavlje 2

Aksiomatska teorija skupova

U prethodnom poglavlju naucili smo osnovne pojmove kao sto su: konacan i beskona-
c¢an skup, (ne)prebrojiv skup, kardinalnost i dobro uredeni skupovi. Tu smo veé uocili
probleme prilikom definicije kardinalnog broja. Zapravo govorili smo o kardinalnosti,
a ne o kardinalnim brojevima. Naucili smo da svi beskonacni skupovi nemaju istu
kardinalnost, te smo proucavali operacije kako bi dobili nove kardinalnosti. No, ne
znamo Sto je kardinalni broj. To ¢emo znati kada definiramo ordinalne brojeve.
Imamo barem tri razloga za definiciju ordinalnog broja:

a) Moramo odgovoriti $to je "nivo" u kumulativnoj hijerarhiji.

b) Prije smo ve¢ bili postavili problem kako definirati beskonacne ordinalne bro-
jeve.

¢) Pomocu ordinalnih brojeva definirat ¢emo kardinalne brojeve.

Ordinalni brojevi su neki dobro uredeni skupovi, pri ¢emu je relacija uredaja
zapravo relacija "biti element', tj. relacija € . Kardinalni brojevi su neki posebni
ordinalni brojevi. (Svaki konacni ordinalni broj je kardinalni broj.)

Zelimo naglasiti da bez obzira na naslov ovog poglavlja Aksiomatska teorija sku-
pova sada se ne¢emo baviti aksiomima i formalnim dokazima. Naslov poglavlja je
takav jer egzistencija objekata koje promatramo moze biti dokazana pomoc¢u aksioma
teorije ZF.

Naveli smo veé¢inu aksioma teorije ZF koji su nam bili potrebni kako bi defini-
rali neke pojmove, odnosno dokazali neke tvrdnje. Preostalo je jos iskazati aksiom
beskonacnosti i shemu aksioma zamjene. Nakon definicije ordinalnog broja, navest
¢emo teoreme enumeracije i rekurzije. Usput ¢emo navesti kako uvesti, odnosno strogo
definirati, skupove brojeva N, Z, Q i R.

Definirat ¢emo aritmetiku ordinalnih brojeva, tj. zbrajanje, mnozenje i poten-
ciranje. Posebnu paznju posvetit ¢emo kardinalnim brojevima. Na samom kraju
razmatrat ¢emo aksiom izbora.

57
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2.1 Prirodni brojevi

Cesto se moze cuti da je teorija skupova osnova matematike. Razlog tome je ¢inje-
nica da se mnogi matematicki objekti mogu definirati u teoriji ZF, te se tu mogu
dokazati njihova osnovna svojstva. Mi ¢emo sada definirati skupove brojeva. Na
taj nacin zelimo ilustrirati tvrdnju da je teorija skupova osnova matematike. Prvo
¢emo definirati prirodne brojeve. Kasnije ¢emo vidjeti da su prirodni brojevi zapravo
konacni ordinalni brojevi. Dakle, prirodni brojevi su nam i dobra motivacija prije
razmatranja ordinalnih brojeva.

Definicija 2.1. Za skup x kaZemo da je induktivan ako vrijedi ) € = i za svaki
y € x vrigedi (yU{y}) € . Sa Ind(z) oznacavamo sljedeéu formulu:

Dex N Vylyexz—yU{y}eux).

KazZemo da je skup x prirodan broj ako za svaki induktivan skup y vrijedi x € y. Sa
Pri(z) oznacavamo formulu Vy(Ind(y) — = € y).

Navedimo nekoliko primjera prirodnih brojeva: @, {0}, {0,{0}}.
Moze se pokazati da iz do sada navednih aksioma teorije ZF ne mozemo dokazati
egzistenciju skupa svih prirodnih brojeva. To nam omogucava sljedeci aksiom.

Aksiom beskonacnosti: Postoji induktivan skup, tj. formalno

Eix(@éx/\Vy(yExﬁ (yU{y}) Ex)>

Ako je F neka tvrdnja! u daljnjem tekstu éemo sa ZF- F oznacavati ¢injenicu da
je tvrdnja F' dokaziva u teoriji ZF.

Kako bi barem malo ilustrirali netrivijalnost navedene definicije prirodnih brojeva
u teoriji ZF, dokazat ¢emo da je aksiom matematicke indukcije dokaziv u teoriji ZF.
Prvi korak prema tome je sljedeca lema.

Lema 2.2. Klasa w = {z: Pri(x)} je skup, tj. vrijedi
ZFF JlaVy(y € x < Pri(y)).
Skup w je nagmangi induktivan skup.

Dokaz leme je dan kao rjesenje zadatka 1 na strani 61. Ako je x prirodan broj tada
sa = + 1 oznacavamo skup = U {z}. Ako je z € w tada je ocitoi z + 1 € w, tj. x + 1
je takoder prirodan broj.

!Toénije, F je proizvoljna formula teorije ZF. Ovdje neéemo strogo definirati pojam formule.
Grubo govoreéi F moze biti sastavljena od varijabli, simbola =i €, bulovskih veznika i kvantifikatora.
Za strogu definiciju pojma formule vidite primjerice [38].
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Teorem 2.3. U teoriji ZF je dokaziva shema aksioma matematicke indukcije. Odno-
sno, ako je F(x) proizvoljna formula tada vrijedi:

ZF+ <F((Z)) AVz(Pri(z) AN F(x) — F(xz + 1))) — Va(Pri(z) — F(x)).

Dokaz prethodnog teorema dan je kao rjesenje zadatka 2 na strani 62. Uocite
da nismo naveli da je aksiom matematicke indukcije dokaziv u teoriji ZF, jer je ak-
siom matematicke indukcije jedna formula logike drugog reda (detalje o tome mozete
pogledati primjerice u [38]).

Za nekoliko prvih prirodnih brojeva uvodimo oznake: 0 := 0, 1:= {0}, 2 :={0,1}
i 3:={0,1,2}. Na taj nacin mozemo definirati i 17, ali malo teze broj 3 234. No,
uocite da to ne moze biti definicija prirodnih brojeva, odnosno skupa prirodnih brojeva
(dobra rasprava o tome je dana u knjizi [16].)

Sada definiramo pojam tranzitivnog skupa koji ¢e nam trebati prilikom definicije
ordinalnih brojeva.

Definicija 2.4. KaZemo da je skup x tranzitivan ako vrijedi VyVz(y € z € x — y €
x). Sa Trans(zx) oznacavamo formulu VyNz(y € z N z €x — y € x).

Osnovne primjere tranzitivnih skupova navodimo u sljedec¢oj propoziciji. Dokaz
propozicije je dan kao rjesenje zadatka 5 na strani 62.

Propozicija 2.5. Svaki prirodan broj je tranzitivan skup. Skup w je tranzitivan.
Korolar 2.6. Ako je x prirodan broj i y € x tada je i y prirodan broj.

Neka je z = {{(0}}. Taj skup nije tranzitivan jer vrijedi ) € {0} € z, alinei () € z.
Skupovi {0, {{0}}} i {0,{{{0}}}} takoder nisu tranzitivni.

Definicija 2.7. Neka su m i n prirodni brojevi. KaZemo da je m manji od n, i
pisemo m < n, ako vrijedi m € n.

Lako je dokazati da je upravo definirani uredaj na skupu w linearan.

Kako bismo na skupu w mogli definirati zbrajanje i mnozenje, a i druge funkcije,
moramo prvo dokazati Dedekindov teorem rekurzije. Taj teorem, a i njegov dokaz,
dobra je motivacija za teorem rekurzije koji ¢emo izreéi kasnije. Prisjetimo se nekih
primjera rekurzivnih definicija funkcija. Faktorijeli se rekurzivno definiraju ovako:

o =1
m+1)! = nl-(n+1)
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Zatim, Fibonaccijev niz se rekurzivno definira ovako:

FO == 1
=1
Fn+2 = I, + Fn+1

Sigurno ste na takve definicije ve¢ toliko navikli da se i pomalo cudnim ¢ini pitanje
jesu li te definicije dobre, odnosno postoje li jedinstvene funkcije koje to zadovoljavaju.
Dedekindov teorem rekurzije upravo govori da rekurzivnim definicijama zadajemo
jedinstvene funkcije na skupu w.

U iskazu i dokazu Dedekindovog teorema koristimo da za svaki prirodan broj n
vrijedin ={m :m € w i m < n} (za dokaz te Cinjenice vidi zadatak 4 na strani 62).
Ako je f:w — S neka funkcija i n € w tada nam f|n oznacava restrikciju funkcije f
na skup n.

Teorem 2.8. (Dedekindov teorem rekurzije)

Neka je S proizvoljan skup, te neka je ® = {f| postoji n € w tako da f:n — S}.
Neka je F': & — S proizvoljna funkcija. Tada postoji jedinstvena funkcija ¢ : w — S
takva da za svakin € w vrijedi p(n) = F(p|n).

Ideja dokaza je vrlo jednostavna. Ocito mora vrijediti ¢(0) = F(f)) (uocite da je
) € @, jer funkciju f : 0 — w mozemo poistovjetiti sa @)). Zatim, ako s f; oznacimo
funkciju koja nuli pridruzuje F'()) tada mora vrijediti o(1) = F(f1). Ako s f, oznacimo
funkciju definiranu na {0,1} s f2(0) = F(0) i fo(1) = F(f1) tada mora vrijediti
©(2) = F(f2). Analogno dalje.

Upravo ta jednostavnost je razlog zasto se teorem prihvaca u svakodnevnoj praksi
bez da se postavlja pitanje njegovog dokaza. No, vazno je uociti da zapravo nije
glavno pitanje je li tvrdnja teorema istinita, ve¢ moze li se dokaz provesti u teoriji ZF.

Detaljan dokaz Dedekindovog teorema rekurzije dan je kao rjesenje zadatka 14. U
sljede¢em korolaru izricemo verziju Dedekindovog teorema koja je slicnija rekurzivnim
definicijama na koje smo navikli. Ponekad se u literaturi upravo ta verzija naziva
Dedekindov teorem rekurzije.

Korolar 2.9. Neka je S proizvoljan skup i sqg € S, te h : S — S proizvoljna funkcija.
Tada postoji jedinstvena funkcija ¢ : w — S za koju vrigedi:

(0) = s0
o(m+1) = h(e(m)), za svakim € w.

Primjer 2.10. PokazZimo sada kako moZemo definirati zbrajanje prirodnih brojeva u
teoriji ZF. Tvrdimo da je pomocu jednakosti: x+0=z i x+ (y+1)=(x+y)+1,
definirana jedinstvena funkcija. Neka je ® skup svih funkcija cije su domene prirodni
brojevi, a kodomena je w. Za svaki m € w promatramo funkcyu F,, : ® — w tako da
je Fr(0) =m, a za f € ®, c¢ija je domena n+ 1, definiramo F,,(f) = f(n)+ 1. Tada
12 Dedekindovog teorema slijedi da postoji jedinstvena funkcija p,, : w — w, tako da za
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svaki n € w vrijedi o, (n) = Fp(om|n). Tada imamo ©,(0) = F(0m|0) = FL(0) =
m, te om(n + 1) = Fp(pm|n + 1) = om(n) + 1. Neka je funkcija + @ w X w — w
definirana sa m+n = @, (n). Lako je vidjeti da vrijedi: m+0=m ¢ m+(n+1) =
(m+n)+1.

Primjer 2.11. Koriste¢i se Dedekindovom teorem rekurzije mozemo dokazati egzis-
tenciju Fibonaccijevog niza u teoriji ZF. U tu svrhu prvo definiramo funkciju F: & —
w. Za f € @, cya je domena neki n € w, definiramo:

0, akoje n=20,
F(f)= 1, akoje n=1,
flm)+ f(m+1), pricemuje n=m-+2
Iz Dedekindovog teorema rekurzije slijedi da postoji jedinstvena funkcija o tako da za
svaki n € w wvrijedi p(n) = F(p|n). Tada imamo:

©(0) =F() =
(1) =F(ph) =1
pn) +en+1) = F(pln2) = p(n +2)

Ocito je (¢(n))new Fibonaccijev niz.

0

Kao sto smo bili dokazali da u teoriji ZF za skup w vrijedi shema aksioma ma-
tematicke indukcije (vidi teorem 2.3.), tako bi na analogan nacin mogli dokazati da
skup w zadovoljava i sve ostale Peanove aksiome koje sada navodimo:

1) n+1+#0 4) m+n+1)=(m+n)+1
2) n+l=m+1 = n=m 5 n-0=0
3) n+0=n 6) m-(n+1l)=m-n+m

Primijetite da smo dokazali da u ZF vrijede svojstva 1) 1 2). Aksiomi 3)-6) su
rekurzivne definicije zbrajanja i mnozenja. Iz Dedekindovog teorema rekurzije slijedi
da su time stvarno definirane jedinstvene funkcije.

Zadaci

1. Dokazite lemu 2.2.
Dokaz. Aksiom beskonacnosti jednostavno tvrdi da postoji barem jedan induk-
tivan skup. Oznacimo sa I jedan induktivan skup. Ocito vrijedi {z : Pri(z)} =
{z :x €I N Pri(z)}, jer po definiciji prirodnih brojeva imamo da je svaki
prirodan broj element proizvoljnog induktivnog skupa. Sada iz sheme aksioma
separacije slijedi da je w skup. Jedinstvenost skupa w slijedi iz aksioma eksten-
zionalnosti. Ocito je w C I, tj. w je najmanji induktivan skup.
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Dokazite teorem 2.3.
Dokaz. Neka je F(z) proizvoljna formula tako da vrijedi

ZF - F(0) AVz(Pri(x) AN F(x) — F(z + 1)) (%)

Oznacimo X = {z : Pri(z) i ZF F F(x)}. Iz leme 2.2. slijedi da je tada
X ={z:x €wiZFF F(x)}. Iz sheme aksioma separacije slijedi da je X skup.

Posto po pretpostavci () posebno vrijedi ZF F F/()) tada imamo () € X. Zatim,
ako je x € X tada je x € w i vrijedi ZF F F(x). Iz pretpostavke (x) tada slijedi
ZF F F(z + 1), tj. imamo da je x + 1 € X. To znaci da je X induktivan skup.

Po definiciji svaki induktivan skup sadrzi svaki prirodan broj. Posebno imamo
da za svaki prirodan broj x vrijedi x € X, a onda iz definicije skupa X slijedi
da vrijedi ZF F F(z).

. Ako je m € w dokazite da je tada m C w.

Primjenom sheme aksioma matematicke indukcije dokazite da za svaki n € w
vifjedin={m : mew 1 m < n}.

Dokazite propoziciju 2.5.

Dokaz. Zelimo dokazati da vrijedi ZF + Va(Pri(z) — Trans(z)). Tu tvrd-
nju dokazujemo indukcijom, tj. primjenom dokazanog teorema 2.3. Iz aksioma
praznog skupa slijedi da vrijedi ZF -y € z € ) — y € 0, tj. ZF F Trans(0).

Pretpostavimo da je neki prirodan broj x tranzitivan, te neka imamo y € z €
x+ 1. Tada je z € x U{z}, tj. z € x ili z = x. Lako je vidjeti da u oba slucaja
vrijedi y € x. Posto je x C x + 1 tada imamo i trazenu tvrdnju, tj. y € x + 1.

Dokazimo sada da je w tranzitivan skup. Moramo dokazati day € z € w povlaci
y € w. Iz leme 2.2. slijedi da je ta tvrdnja ekvivalentna sa: Pri(z) Ay € z € w
povlaci y € w. Posljednja tvrdnja se lako dokaze indukcijom po z.

. Ako je x prirodan broj i y € x dokazite da je tada i y prirodan broj.

Dokaz. Posto je x prirodan broj tada x € w. Posto je w tranzitivan skup tada
izy € x € wslijedi y € w. Sada iz w = {2z : Pri(z)} slijedi da je y prirodan broj.

. Ako je m € wim # 0 dokazite da tada postoji n € w tako da vrijedi m = n+1.

Dokazite da vrijede osnovna svojstva (komutativnost, asocijativnost, distribu-
tivnost, ...) operacija zbrajanja i mnozenja na skupu w.

. Dokazite da je relacija € na skupu w linearni uredaj.

Ako je m € w i m # 0 dokazite da tada vrijedi 0 < m.

Ako sum,n € wim < n dokazite da jetadam+1<nilim+1=n.



2.1. PRIRODNI BROJEVI 63

12. Dokazite da svaki neprazan podskup od w ima najmanji element.
13. Neka su m,n € w i m < n. Dokazite da skupovi m i n nisu ekvipotentni.

14. Dokazite Dedekindov teorem rekurzije.
Rjesenje. Ogznacimo s G skup svih funkcija g ¢ija je domena neki n € w a
kodomena skup S, te za svaki m < n vrijedi g(m) = F(g|m). (Funkcije koje pri-
padaju skupu G mozemo zamisljati kao konacne aproksimacije trazene funkcije
¢.) Dokaz provodimo po koracima, dokazujuéi redom tvrdnje.

Tvrdnja 1. Ako su g,h € G takvedajeg: m — S i h:n — S, te je m < n,
tada vrijedi g = h|m.

Tvrdnju je lako dokazati indukcijom po ¢ < m. (Dokaz koraka indukcije: g(i) =
F(gli) = F(hli) = h(i) = (hlm)(i).)

Tvrdnja 2. Za svaki m € w postoji funkcija g € G takva da je m € Dom(g).
Dokaz se provodi indukcijom po m. Za m = 0 mozemo uzeti funkcijug:1 — S
definiranu s g(0) = F(0). Pretpostavimo da za neki m € w postoji funkcija
g € G takva da je m € Dom(g). Ako je m + 1 € Dom(g) tada je dokaz gotov.
Pretpostavimo zato da m + 1 ¢ Dom(g). Definiramo funkciju b : (m +2) — S
sa;

h(i) = g(i), akoje i€em+1,
| F(g), akoje i=m+1.

Lako je provjeriti da je h € G. Time je tvrdnja 2. dokazana.

Sada definiramo ¢ = U g. Dokazimo prvo da je ¢ funkcija.

9€g
Neka (a,b), (a,c) € ¢. 1z definicije ¢ slijedi da postoje funkcije g, h € G tako
da vrijedi g(a) = b i h(a) = c¢. Radi odredenosti mozemo pretpostaviti da je
Dom(g) =m i Dom(h) = n, te je m < n. Iz dokazane tvrdnje 1. slijedi g C h.
Zato je b= c.

Ocito je Dom(p) C w. Pokazimo i obratnu inkluziju. Neka je m € w proizvoljan.
Tada iz dokazane tvrdnje 2. slijedi da postoji funkcija ¢ € G takva da je m €
Dom(g). Tada je oc¢ito m € Dom(p). Time smo dokazali w = Dom(yp).

Primijetimo da je slika funkcije ¢ sadrzana u skupu S. (Ako je m € w tada
prema dokazanoj tvrdnji 2. slijedi da mozemo izabrati funkciju ¢ € G tako
da vrijedi m € Dom(g). Posto je kodomena funkcije g upravo skup S, te je
©(m) = g(m), tada je o(m) € 5).

Dokazimo sada da za svaki m € w vrijedi ¢(m) = F(¢|m). Neka je m € w
proizvoljan. Tada iz dokazane tvrdnje 2. slijedi da postoji g € G tako da je m €
Dom(g). Iz dokazane tvrdnje 1. slijedi da za svaki i < m vrijedi ¢ € Dom(g), te
je (i) = g(i). Tada imamo: p(m) = g(m) = F(gm) = F(p|m).
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Preostalo je jos dokazati jedinstvenost funkcije . Pretpostavimodajef : w — S
funkcija takva da za svaki m € w vrijedi 8(m) = F(6|m). Indukcijom po m
dokazujemo da vrijedi p(m) = #(m). Redom imamo: ¢(0) = F(¢|0) = F(0) =
F(6]0) = 0(0). Neka je m € w koji ima svojstvo da za svaki i < m vrijedi
(1) = 0(1). Tada imamo: p(m) = F(p|m) = F(8|m) = 0(m).
15. Dokazite korolar 2.9.

Rjesenje. Neka je ® skup svih funkcija ¢ija je domena neki prirodan broj, a
kodomena je skup S. Definiramo funkciju F : ® — S tako da je F(0)) = s,
aza f € @ takvu da je Dom(f) = n + 1 definiramo F(f) = h(f(n)). Iz
Dedekindovog teorema rekurzije slijedi da postoji funkcija ¢ : w — S takva da za
svaki m € w vrijedi ¢(m) = F(¢l,,). Tada imamo ¢(0) = F(|0) = F(0) = so,
te p(m +1) = F(plm + 1) = h(p(m)).

16. Primjenom Dedekindovog teorema rekurzije dokazite da postoji jedinstvena
funkcija f na w x w koja zadovoljava:

f(z,0) =0
fle,y+1) = flzy) + =

17. Dokazite da su svi Peanovi aksiomi istiniti na w.

18. Ackermannova funkcija je definirana sljede¢im uvjetima:

f(O,n)=n+1
f(n+1,0)= f(m,1)
fm+1,n+1)= f(m, f(m+1,n))

Dokazite da za sve m,n € w vrijedi:

n < f(m,n)
f(m,n) < f(m,n+1)
fm,n+1) < f(m+1,n)

f(m,n) < f(m+1,n)

Nije nimalo jednostavno dokazati egzistenciju Ackermannove funkcije koristeci
Dedekindov teorem rekurzije. No, to je jednostavno napraviti primjenom teo-
rema rekurzije koji ¢emo kasnije navesti.
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2.2 Skupovi brojeva Z, Q@ i R

U ovoj tocki prvo ¢emo pokazati kako pomocéu skupa w mozemo definirati skup cijelih
brojeva i operacije na njemu. Zatim ¢emo pomocu skupa Z definirati skup racionalnih
brojeva Q. Nizom zadataka definirat ¢emo skup R na kraju ove tocke.

Cijeli brojevi

U daljnjim razmatranjima pretpostavljamo da su dokazana sva svojstva operacija
na skupu w koja ¢emo upotrebljavati. Prije nego sto napisemo formalne definicije
pokusat ¢emo objasniti glavne ideje prilikom uvodenja skupa cijelih brojeva. Cijeli
broj = poistovjetit ¢emo sa skupom svih uredenih parova (m,n) prirodnih brojeva za
koje vrijedi z = m — n. Primjerice broj —1 je jednak skupu {(n,n+ 1) : n € w}, a
broj nula je jednak skupu {(n,n) : n € w}. Opéenito, cijeli broj definirat ¢emo kao
svaki skup uredenih parova prirodnih brojeva cija je razlika konstantna. U tu svrhu
nam treba relacija ekvivalencije. Imamo mali problem. Na skupu w nije definirana
razlika svaka dva elementa, pa ne mozemo definirati relaciju ~ na skupu w X w sa:
(my,n1) ~ (mg,ny) ako i samo ako m; —ny = my — ny. No, uvjet my —ny = ms — ny
je ekvivalentan sa my 4+ ny = ny + my, pa smo izbjegli oduzimanje. Zapisimo sada to
sve formalno.

Definicija 2.12. Na skupu w X w definiramo binarnu relaciju ~ sa:

(my,m1) ~ (ma,ng) ako i samo ako my + ny = ny + my

Lako je provjeriti da je to relacija ekvivalencije. Za uredeni par (m,n) sa [(m,n)]
oznacavamo pripadnu klasu ekvivalencije. Skup cijelih brojeva 7. definiramo kao skup
svih klasa ekvivalencije relacije ~, tj. 7 = w X w/ ~ .

Primijetimo da s ovakvom definicijom skupa Z ne vrijedi w C Z. Iz tog razloga
svaki prirodan broj n poistovjeéujemo sa cijelim brojem [(n,0)], pa je onda svaki
prirodan broj ujedno i cijeli broj.

Na skupu 7Z sada zelimo definirati osnovne operacije. Prije formalne definicije
pokusat ¢emo objasniti glavne ideje. Ako su [(mq,n1)] 1 [(ma, n2)] cijeli brojevi tada
te klase zapravo predstavljaju m; —n; i mg—ns. To znaci da bi suma cijelih brojeva
[(m1,n1)] 1 [(m2,n9)] trebala predstavljati (m; — ny) + (my — na), sto je jednako
(m14+ms)—(n1+ns2). No, ovaj zadnji izraz je predstavljen s klasom ekvivalencije [(m;+
msa, Ny +ngy)]. Na slican nacin produkt cijelih brojeva [(mq,n1)] 1 [(mse, ng)] trebao bi
predstavljati (mq —ny) - (mg—ns), Sto je jednako (my -mo—+mny-ng) — (mq-ng+nq-ms).
Zadnji izraz je predstavljen s klasom ekvivalencije [(mq-ma+nq-ng, my-ng+mng-ms)l.
Na sasvim analogni nacin se moze opravdati definicija relacije uredaja na skupu Z.
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Definicija 2.13. Na skupu 7Z definiramo zbrajanje, mmnozenje, suprotni element i
relaciju uredaja na sljedeci nacin:

[(m1, )] + [(ma,na)] = [(m1 +ma, ny+ ny)]
[(m1,n1)] - [(m2,n2)] = [(my1-ma+n1-ng, my-ng+ny-my)]
—[(m,n)] = [(n,m)]

[(my,m1)] < [(m2,n2)] ako i samo ako my + ny < ny + mo

Naravno, sada bi prvo trebalo provjeriti da upravo definirane operacije i relacija
uredaja ne ovise o izboru reprezentanata, sto je rutinski posao. Nije tesko dokazati
razna svojstva upravo definiranih operacija na skupu Z koriste¢i svojstva operacija
na skupu w. Primjerice komutativnost zbrajanja cijelih brojeva dokazujemo ovako:

[(ml,nl)] + [(mQ,nz)] = [(m1+m2,n1+n2)] = [(m2+m1,n2+n1)]
= [(m2,n2)] + [(m1,m1)

Racionalni brojevi.

Sada pretpostavljamo da su dokazana sva svojstva operacija na skupu Z koja
¢emo upotrebljavati. Kao i u prethodnoj situaciji, prije nego Sto napisemo formalne
definicije pokusat ¢emo objasniti glavne ideje prilikom uvodenja skupa racionalnih
brojeva. Racionalni broj x ¢emo poistovjetiti sa skupom svih uredenih parova (p, q)
cijelih brojeva za koje vrijedi x = p/q. Primjerice broj 1/2 je jednak skupu {(n,2n) :
n € w\ {0}}, a broj nula je jednak skupu {(0,n) : n € w\ {0}}. Opéenito, racionalni
broj definirat ¢emo kao svaki skup uredenih parova cijelih brojeva ¢iji je kvocijent
konstantan. U tu svrhu nam treba relacija ekvivalencije. Posto na skupu Z nije
definiran kvocijent svaka dva elementa tada ne mozemo definirati relaciju ~ na skupu

x (w\ {0}) sa: (p1,q1) ~ (p2, g2) ako i samo ako p1/q1 = p2/qa. No, uvjet p1/q1 =
p2/q2 je ekvivalentan sa p; - go = q1 - p2, pa smo izbjegli dijeljenje.

Definicija 2.14. Na skupu Z x (w \ {0}) definiramo binarnu relaciju ~ sa:

(p1,q1) ~ (p2,q2) ako i samo ako pi-qo = q1 - D2

Lako je provjeriti da je to relacija ekvivalencije. Za uredeni par (p,q) sa [(p,q)]
oznacavamo pripadnu klasu ekvivalencije. Skup racionalnih brojeva Q definiramo kao
skup svih klasa ekvivalencije relacije ~, tj. Q = Z x (w \ {0})/ ~ .

Uz ovakve definicije ocito ne vrijedi Z C Q. Iz tog razloga cijeli broj m mozemo
poistovjetiti s racionalnim brojem [(m, 1)], pa tada vrijedi Z C Q. Operacije na skupu
Q definiramo tako da "simuliramo" zbrajanje, odnosno mnozenje razlomaka.
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Definicija 2.15. Na skupu Q definiramo zbrajanje, mnozZenje, suprotni element i
relaciju uredaja na sljedeci nacin:

[(pr.q)] + [(p2,02)] = [(p1-@2 + p2-q1, @1 @2)]
[(prsq)] - (P2, ¢2)] = [(p1- P2y @1 @2)]
=9 = [(=p,q)]
(1, q1)] < [(p2, ¢2)] ako i samo ako  pi ¢z <p2 ¢

Lako je dokazati da prethodne definicije ne ovise o izboru reprezentanata, te
da definirane operacije i relacije imaju "ocekivana' svojstva (komutativnost, asoci-
jativnost, distributivnost, ...)

Neke napomene o definiciji skupa realnih brojeva su dane u zadacima koji slijede.
Vise detalja o uvodenju skupova brojeva mozete naci u [11], [23] 1 [28].

Zadaci

1. Na skupu w X w definiramo binarnu relaciju ~ sa:

(my,nq) ~ (mg,ng) ako isamo ako my + ny = ny + my

Dokazite da je ~ relacija ekvivalencije.

2. Dokazite da definicije zbrajanja, mnozenja, suprotnog elementa i relacije ure-
daja na skupu Z ne ovise o izboru reprezentanta klase ekvivalencije.

3. Dokazite osnovna svojstva operacija zbrajanja i mnozenja na skupu Z (komu-
tativnost, asocijativnost, ... )
Uputa. Vidi [23].

4. Dokazite da je relacija uredaja na skupu 7Z irefleksivna, tranzitivna i linearni
uredaj, te je kompatibilna sa zbrajanjem i mnozenjem.

5. Na skupu Z x (w \ {0}) definiramo binarnu relaciju ~ sa:

(P1,q1) ~ (P2, q2) ako isamo ako p1-qa = q1 - p2
Dokazite da je to relacija ekvivalencije.

6. Dokazite da definicije zbrajanja, mnozenja, suprotnog elementa i relacije ure-
daja na skupu Q ne ovise o izboru reprezentanta klase ekvivalencije.
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Dokazite osnovna svojstva operacija zbrajanja i mnozenja na skupu Q (komu-
tativnost, asocijativnost, ... )

Uputa. Vidi [23].

Primjenom skupa racionalnih brojeva mozemo definirati skup realnih brojeva.
Ovdje opisujemo Dedekindovu konstrukciju koja se bazira na rezovima (vidi
[11] i [28]). Nekasu () # A, B C Q takvidaje AUB=Q, ANB =0, te za
svaki a € A isvaki b € B vrijedi a < b. Tada uredeni par (A, B) nazivamo rez
skupa Q. Ako je (A, B) rez skupa Q takav da skup A nema najveéi element,
tada skup A nazivamo realni broj. Skup svih realnih brojeva oznacavamo sa R.
Na skupu R definiramo operacije i relacije:

zbrajanje: A+C={r+q:r€ A, ¢ C}
uredaj: A < C ako i samo ako A C C

suprotni element: —A={s€Q:(IreQ\ A)(s< —r)}

Primjerice ako je A = (—00,3) NQ tada je 3 =sup A, paje =3 =inf{—z:z €
A}. 1z toga slijedi da je po definiciji —A = (—o00, —3) N Q.

Dokazite da je zbrajanje realnih brojeva komutativno i asocijativno. Zatim,
dokazite da je upravo definirana relacija uredaja irefleksivna i tranzitivna, te da
su svaka dva realna broja usporediva.

Na skupu R definiramo redom:
skup pozitivnih realnih brojeva: Rt ={A € R:0 € A}

'realna’ nula: Og = (—00,0) N Q

mnozenje na R*
ako X,Y € RT tada definitamo X - Y ={r-s:0<re X i 0<seY}UOlg

Or- X =X -0 =0gr, zasvaki X € R

Na skupu R definirajte mnozenje za slucajeve kada X € Rt 1Y ¢ R™, te kada
X,Y ¢ R*. Dokazite da je mnozenje na skupu R komutativna i asocijativna
operacija. Dokazite da je realan broj Og neutralan element za zbrajanje. Zatim,
dokazite da za svaki realan broj A vrijedi A + (—A) = Og.

Oznacimo skup (—o0,1) NQ sa 1g. Za svaki A € R\ {Og} definiramo reciprocan
broj A=t ovako:

a) ako A € RT tada definiramo A™' ={se Q:3r ¢ A(s <r 1)};

b) ako — A € R" tada definiramo A™!' = —(—A)!
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Dokazite da za svaki A € R\ {Og} vrijedi A- A™' = 1p.

11. Dokazite da je R uredeno Arhimedovo polje, te da je realno zatvoreno polje (tj.
svaki polinom neparnog stupnja s koeficijentima iz R ima nultocku u R).

12. Dokazite da za svaki () # S C R, koji je odozgo ogranicen, postoji supremum.
(Uputa: sup S = US.)

13. Cantorova konstrukcija skupa realnih brojeva koristi Cauchyjeve nizove. Za niz
(a,,) racionalnih brojeva kazemo da je Cauchyjev, ili kratko C—niz, ako vrijedi:

(Ve > 0)(Ing € N)(Ym,n > ng)(|a, — am| <€)

Na skupu svih racionalnih C-—nizova definiramo relaciju ~ ovako:

(an) ~ (b,) ako i samo ako lim (a, — b,) = 0.
n—oo
Lako je provjeriti da je ~ relacija ekvivalencije. Svaku klasu ekvivalencije nazi-
vamo realni broj. Definirajte operacije zbrajanja i mnozenja za tako definirane
realne brojeve, te dokazite osnovna svojstva tih operacija.

2.3 Ordinalni brojevi

Ve¢ u osnovnoj skoli uci se da svaki prirodan broj moze biti promatran s dva aspekta.
Prirodan broj odreduje koliko cega ima ili odreduje redno mjesto. Nas ovdje upravo
zanimaju redni brojevi: prvi, drugi, treci, ... No, ne zanimaju nas samo konacni redni
brojevi ve¢ bismo zeljeli govoriti i o beskona¢nim rednim brojevima.

Sto znace redni brojevi? Prvi po redu znaci da ispred njega nema nitko. Drugi
znaci da je ispred njega samo jedan, itd. Iz tog razloga se redni brojevi u teoriji
skupova definiraju na sljedeéi nacin:

}
5 Ly ={0, {0}}
L1, 2)

0.=0

1.={0
2. =10
3.={0

Kasnije ¢emo vidjeti da je svaki ordinalni broj zapravo dobro uredeni skup x koji
ima svojstvo da za svaki a € x vrijedi a = p,(a) (vidi lemu 2.18.).

Neka vas ne zbunjuje pocetak definicije 0. = () (prazan skup!). Kao $to se prim-
jerice definira 0! = 1 tako se i ovdje mora imati pocetak definicije. Napominjemo da
u literaturi nije uobicajno koristiti oznake 0., 1., 2., 3., ..., ve¢ se jednostavno pise 0,
1,2, 3, ... U daljnjem tekstu mi ¢emo takoder konacne redne brojeve oznacavati s 0,
1,2,3,...
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Definicija 2.16. Za skup x kaZemo da je ordinalni broj ako je x tranzitivan skup
i (x,€) je dobro ureden skup.

Uocite da je u definiciji ordinalnog broja = dovoljno zahtijevati da je x tranzitivan
skup, te je relacija € linearni uredaj na skupu x. Irefleksivnost relacije €, te svo-
jstvo da svaki neprazni podskup od x ima najmanji element, slijedi iz aksioma dobre
utemeljenosti.

Primijetite da zahtjev da je z tranzitivan skup ne povlaci da je relacija € na skupu
x tranzitivna. Obrat takoder nije opéenito istinit.

Primjer 2.17.  a) Prazan skup 0, te {0} @ {0,{0}} su ordinalni brojevi. Svaki
prirodan broj je ordinalni broj. Skup w je ordinalni broj.

b) Skupovi {{0}} i {{{0}},0} nisu ordinalni brojevi, jer nisu tranzitivni skupouvi.

¢) Svaki tranzitivan skup nije ordinalni broj. Skup {0, {0}, {{0}}} je tranzitivan,
jer je ocito svaki njegov element ujedno i njegov podskup. No, relacija € nije

linearni uredagj, jer imamo O & {{0}} ¢ {{0}} & 0.

Obicno ¢emo ordinalne brojeve oznacavati malim grckim slovima: o, 3, 7, 9, ...
Ako su « i 3 ordinalni brojevi tada definiramo:

a < (B akoisamo ako «a € f3

Ako je a ordinalni broj i € a tada sa p,(z) oznacavamo skup {y:y € a iy € z}.

Lema 2.18. Ako je « ordinalni broj i § € « tada je 1 3 ordinalni broj, te vrijedi
ﬁ = Pa (ﬁ)

Dokaz. Posto je a tranzitivan skup tada je § C «, pa je (3, €) dobro ureden skup,
jer je restrikcija relacije dobrog uredaja ponovo dobar uredaj. Dokazimo da je [
tranzitivan skup. Neka x € y € (. Posto tada x € y € 3 € «, te je « tranzitivan
skup, tada imamo z,y, 5 € a. No, relacija € je tranzitivna na skupu « posto je («, €)
dobro ureden skup. Tada iz z € y € (3 slijedi x € 3.

Dokazimo sada da vrijedi § = p, (/). Ocito vrijedi: = € ( ako i samo ako z € o i
x € B (posto je a tranzitivan skup). Ovo posljednje je ekvivalentno sa x € p,(f3).
Q.E.D.

Lema 2.19. Ako su « i [ ordinalni brojevi takvi da je o >~ ( tada vrijedi o = 3.

Dokaz. Neka je f : o — [ slicnost. (Bili smo dokazali da je slicnost izmedu dobro
uredenih skupova jedinstvena; vidi korolar 1.87.) Zelimo dokazati da je f identiteta.
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji z € « takav da je f(z) # z. Tada je skup
A={z € a: f(z) # z} neprazan. Posto je A neprazan podskup dobro uredenog
skupa « tada skup A sadrzi najmanji element. Oznac¢imo najmanji element skupa A
sa a.
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Tvrdimo da vrijedi a = f(a). (Time ¢e biti dobivena kontradikcija, jer je a € A.)
U tu svrhu dokazujemo obje inkluzije. Dokazimo prvo da vrijedi @ C f(a). Neka je
x € a proizvoljan. Tada imamo x € a € «, pa zbog tranzitivnosti skupa « slijedi
x € a. Posto je domena funkcije f skup «, tada je definirano f(z). Sada iz = € a,
te posto je f slicnost, imamo f(z) € f(a). No, a je najmanji element skupa « koji
ima svojstvo f(a) # a, a posto x € a, tada f(z) = x. Time smo dokazali da vrijedi
z € f(a).
Dokazimo obratnu inkluziju. Neka je y € f(a) proizvoljan. Posebno je y € [, a
posto je funkcija f surjekcija, tada postoji © € o takav da je y = f(x). Time imamo
f(x) € f(a). Posto je funkcija f slicnost, tj. f~' ¢uva uredaj, tada imamo z € a.
Posto je a najmanji element skupa « za koji vrijedi a # f(a), te imamo = € a, tada
vrijedi x = f(z). Konacno, iz y = f(z), == f(x) i x € a, slijedi y € a. Q.E.D.

Propozicija 2.20. (Linearnost uredaja na ordinalnim brojevima)
Ako su o 1 B ordinalni brojevi tada vrijedi: o < B ili v = ili f < a.

Dokaz. Iz definicije ordinalnog broja znamo da su skupovi (a,€) i (3, €) dobro
uredeni. Iz teorema o usporedivosti dobro uredenih skupova, tj. teorema 1.89., slijedi
da vrijedi jedno od:

a) a~p
b) postoji x € « takav da je p,(x) ~ [
c¢) postoji y € § takav da je ps(y) =~ .

Ako je a ~ 3 tada iz prethodne leme 2.19. slijedi a = (. Promotrimo sada slucaj
b). Iz leme 2.18. znamo z = p,(x), te x je ordinalni broj. Sada iz z ~ f3, te leme
2.19., slijedi z = (. Time imamo [ € a, tj. # < . Analogno bi razmatrali slucaj c).
Q.E.D.

Korolar 2.21. Svaki skup ordinalnih brojeva je dobro ureden s relacijom € .
Svaki tranzitivan skup ordinalnih brojeva je ordinalan broj.

Sljededi teorem je iznimno vazan. On jednostavno govori da je svaki dobro ureden
skup slican jedinstvenom ordinalnom broju. To nam omogucava da definiramo pojam
ordinalnog broja proizvoljnog dobro uredenog skupa. Zatim, taj teorem na neki
nacin opravdava definiciju ordinalnog broja, tj. da je ordinalni broj stvarno pravi
reprezentant klase svih medusobno slicnih dobro uredenih skupova.

Prije iskaza i dokaza teorema enumeracije navodimo posljednji aksiom (odnosno
shemu aksioma!) Zermelo—Fraenkelove teorije skupova. To je shema aksioma zamjene.
Prvo istaknimo jednu motivaciju za uvodenje sheme zamjene. Iz aksioma partitivnog
skupa slijedi da mozemo izgraditi sljede¢i niz skupova:

A =P(N), Ay =P(A), A;=P(A),...

No, moze se pokazati da iz do sada navedenih aksioma ne mozemo dokazati da je
klasa S = {A,, : n € N} skup. Iz tog se razloga dodaje jos jedan aksiom, koji se
intuitivno moze izre¢i ovako:
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ako je F' skupovna operacija (preslikavanje F svakom skupu pridruzuje
jedinstveni skup), tada je za svaki skup u klasa F[u] takoder skup.

Formalni zapis sheme aksioma zamjene je sljedeci:

Vit .. .Vtk< VedlyF(x,y, ty,...t;) —

VuEIsz(z €ve Ju(w e un Flw,z,ty,... ,tk)))>,

gdje je F' proizvoljna formula teorije ZF, te u i v su razlic¢ite varijable koje su razlicite
odz, vy, z,t1,...,tx i w. U prvom dijelu aksioma je zapisana "funkcionalnost" formule
F', tj. istice se da nas zanimaju formule koje opisuju neku funkciju. Zatim se u drugom
dijelu aksioma tvrdi da je slika skupa takoder skup (tj. ako je u skup tada je i slika
skupa u, obzirom na funkciju koju definira formula F, takoder skup). Shemu aksioma
zamjene koristit ¢emo u dokazu sljedec¢eg teorema.

Teorem 2.22. (Teorem enumeracije)
Za svaki dobro uredeni skup (A, <) postoji jedinstveni ordinalni broj « koji je slican
sa A.

Dokaz. Jedinstvenost slijedi direktno iz leme 2.19. Dokazimo sada da postoji trazeni
ordinalni broj. U tu svrhu prvo dokazujemo da ako za svaki pocetni komad dobro
uredenog skupa A postoji ordinalni broj tada postoji ordinalni broj i za A, tj.:

(Va € A)Ba)(pala) ~a) = (36)(A=P) (1)

Pretpostavimo da za svaki a € A postoji ordinalni broj O(a) tako da vrijedi pa(a)
~ O(a). Iz leme 2.19. slijedi da je za svaki a € A ordinalni broj O(a) jedinstven.
Oznacimo O(A) = {O(a) : a € A}. Iz sheme aksioma zamjene slijedi da je O(A) skup.
Zatim, oznacimo s O : A — O(A) funkciju definiranu sa: A 3 a = O(a).
Dokazat ¢emo da je O(A) ordinalni broj koji je slican skupu A, te da je funkcija
O slicnost. Za svaki a € A sa f, : pa(a) — O(a) oznacimo slicnost izmedu dobro
uredenih skupova pa(a) i O(a). (Prilikom razmatranja dobro uredenih skupova bili
smo dokazali da je slicnost izmedu slicnih dobro uredenih skupova jedinstvena; vidi
korolar 1.87.).

Prvo dokazimo da je skup ordinalnih brojeva O(A) ordinalni broj. Iz korolara 2.21.
slijedi da je dovoljno dokazati da je skup O(A) tranzitivan. Neka y € O(a) € O(A).
Posto je O(a) ordinalni broj tada iz leme 2.18. slijedi da je y ordinalni broj. Posto
je fa surjekcija i y € O(a) tada postoji © € pa(a) takav da je y = f,(z). Tada je
ocito restrikcija fo|p,(z) @ pa(x) — y slicnost. Dakle, y je ordinalni broj koji je slican
nekom pocetnom komadu skupa A. Tada iz leme 2.19. slijedi da je y € O(A).

Dokazimo sada da je funkcija O : A — O(A) slicnost. Za to je dovoljno dokazati da
za sve x,y € A vrijedi: © <y ako isamo ako O(z) € O(y). Pretpostavimo prvo da
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vrijedi z < y. Tada je pa(x) C pa(y). Zatim, znamo O(x) ~ pa(xz) i O(y) ~ pa(y).
Posto su O(z) i O(y) ordinalni brojevi tada iz propozicije 2.20. slijedi da vrijedi:
O(z) € O(y) ili O(x) = O(y) ili O(y) € O(x).

Ako O(x) = O(y) tada imamo pu(x) ~ pa(y), Sto je nemoguée jer su to razliciti
pocetni komadi istog dobro uredenog skupa (to smo dokazali prilikom razmatranja
dobro uredenih skupova; vidi korolar 1.85.).

Ako O(y) € O(z) tada iz leme 2.18. slijedi po)(O(y)) = O(y). No, onda je pa(y)
slican nekom pocetnom komadu od pa(x). Posto je pa(x) C pa(y) tada bi imali da
je dobro ureden skup pa(y) slican podskupu nekog svog pocetnog komada, sto je
nemoguce zbog korolara 1.86.

Pretpostavimo sada da vrijedi O(x) € O(y). Po pretpostavci teorema je A dobro
ureden skup pa vrijedi: x < y ili x = y ili y < z. Ako vrijedi x = y tada imamo
O(z) = O(y) sto je suprotno pretpostavci. Pretpostavimo sada da vrijedi y < x. Iz
prethodno dokazane tvrdnje tada imamo O(y) < O(z). Iz ovog posljednjeg i pret-
postavke O(z) < O(y) slijedi O(z) < O(x), sto je nemoguée. Time smo dokazali
tvrdnju (1). Rezimirajmo: dokazali smo da ako je svaki pocetni komad dobro ure-
denog skupa slican nekom ordinalnom broju tada je skup A slican ordinalnom broju
O(A). Promotrimo li tvrdnju (1) vidimo da za dokaz teorema dovoljno dokazati jos
sljedece: (Va € A)(Ja)(pa(a) ~ «). Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup

B ={a € A: ne postoji ordinalni broj « tako da pa(a) ~ a}

neprazan. Time imamo da je B neprazan podskup dobro uredenog skupa A, pa sadrzi
najmanji element b. Oznac¢imo C' = p4(b). Posto je b najmanji element skupa B tada
je za svaki z € C skup pc(z) slican nekom ordinalnom broju, a skup C nije slican
niti jednom ordinalnom broju. No, to je nemogucée zbog upravo dokazane tvrdnje
(1). Q.E.D.

Definicija 2.23. Neka je A dobro uredeni skup. Jedinstveni ordinalni broj « za koji
vrijedi A ~ o nazivamo ordinalni broj skupa A, te ga oznacavamo s o(A).

Burali-Forti je dokazao da klasa svih ordinalnih brojeva prava klasa. To isticemo
u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 2.24. (Burali—Fortijev paradoks)
Klasa On ={a : a je ordinalni broj} je prava klasa.

Dokaz. Pretpostavimo da je On skup. Ako a € g € On tada iz leme 2.18. slijedi da
je a ordinalni broj, tj. a € On. To znadi da je On tranzitivan skup. Iz korolara 2.21.
slijedi da je skup On ordinalni broj. No, tada vrijedi da je On € On, sto je nemogude
zbog aksioma dobre utemeljenosti. Q.E.D.
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Cesare Burali—Forti, 1861.—1931.
Propozicija 2.25. Neka je A neki skup ordinalnih brojeva. Tada vrijedi:

a) U a je ordinalni broj i nagmangi je od svih ordinalnih brojeva koji su veci il
acA
jednaki od svih elemenata iz A, tj. U a=supA;
acA

b) ﬂ a je ordinalni broj i najveci je od svih ordinalnih brojeva koji su mangi il
a€cA
jednaki od svih elemenata iz A, tj. ﬂ a = inf A.
a€cA

Kako bi mogli definirati ordinalne brojeve prve i druge vrste prvo isticemo sljede¢u
propoziciju.

Propozicija 2.26. Za svaki ordinalni broj o skup o U {a} je ordinalni broj, te je to
neposredni sljedbenik od . Ordinalni broj U {a} oznacavamo sa o+ 1. Ako su v i
0 ordinalni brojevi za koje vrijedi a < [ tada je a +1 < 3.

Definicija 2.27. Za ordinalni broj o kazemo da je prve vrste ako postoji ordinalni
broj B tako da vrijedi « = 3+ 1. Ako je ordinalni broj razlicit od nule, te nije prve
vrste, tada kazZemo da je druge vrste ili da je granicni ordinalni broj.

Svaki prirodni broj razlicit od nule je ordinalni broj prve vrste. Zatim, w + 1 je
ordinalni broj prve vrste. Ordinalni broj w je najmanji grani¢ni ordinalni broj. (Za
sada ne znamo niti jedan drugi granic¢ni ordinalni broj.)

Bili smo dokazali da za svaki dobro uredeni skup vazi zakljucivanje po principu
transfinitne indukcije. Svaki ordinalni broj je dobro uredeni skup (u odnosu na relaciju
€), pa na ordinalne brojeve takoder mozemo primijeniti princip transfinitne induk-
cije. Znamo da je svaki skup ordinalnih brojeva takoder dobro uredeni skup. No, iz
Burali—Fortijevog paradoksa znamo da klasa On svih ordinalnih brojeva nije skup, pa
spomenuti teorem o principu transfinitne indukcije ne mozemo primijeniti na klasu
svih ordinalnih brojeva. Sada isticemo da princip transfinitne indukcije vrijedi za
klasu On, te da se taj dokaz moze provesti u teoriji ZF. Dokaz je u biti sasvim analo-
gan spomenutom teoremu o principu transfinitne indukcije za dobro uredene skupove.



2.3. ORDINALNI BROJEVI 75

Teorem 2.28. (Transfinitna indukcija)
Neka je F(x) neka formula teorije ZF. Pretpostavimo da formula F(x) ima sljedece
sv0jstvo:

ZFF ‘v’a( (VB < a)F(B)) = F(a) )

(Sa o i [ su oznaceni ordinalni brojevi).
Tada za svaki ordinalni broj o vrijedi ZF = F(«).

Sada navodimo teorem rekurzije koji ¢e nam omoguéiti da zbrajanje, mnozenje i
potenciranje mozemo definirati za sve ordinalne brojeve. Teorem rekurzije nije samo
vazan za definicije operacija na ordinalnim brojevima, ve¢ i za definiciju kumulativne
hijerarhije, tj. za definiciju sljede¢e skupovne operacije:

a—V,={P(Vp): 8 <a}

Teorem rekurzije je generalizacija Dedekindovog teorema rekurzije za prirodne brojeve
koji smo bili prije naveli. U teoremu govorimo o preslikavanjima koja su definirana za
svaki ordinalni broj, tj. za svaki a € On. To znaci da, strogo govoreci, ne promatramo
funkcije, ve¢ skupovne operacije.

Zelimo naglasiti da ovo nije teorem teorije ZF, ve¢ teorem koji govori o ZF. Dokaz
teorema rekurzije je sasvim analogan dokazu Dedekindovog teorema rekurzije. Detalje
dokaza mozete primjerice vidjeti u [16].

Teorem 2.29. (Teorem rekurzije)

Neka je A granicni ordinalni broj ili klasa On svih ordinalnih brojeva. Neka je S
neka prowzvoljna klasa. Neka je, zatim, so € S 1+ G : S — S proizvoljna skupovna
operacija. Neka je

O = {f | postoji granicni ordinalni broj € A takav da je f:[p — S}.

Neka je F' : ® — S proizvoljna skupovna operacija. Tada postoji jedinstvena skupovna
operacija p : A — S tako da za svaki B € A vrijedi

So, akoje =0,
p(B) =4 Gle(v)), dhkoje f=~+1,
F(p|B), dko je [ granicni ordinal
Kao prvu primjenu teorema rekurzije dajemo definiciju kumulativne hijerarhije.

Sa V oznacimo klasu svih skupova. Neka je so = (), te skupovna operacija G : V — V
neka je definirana sa G(z) = P(z). Zatim, neka je skupovna operacija F' : & — V
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definirana ovako: ako je f € @, ¢ija je domena grani¢ni ordinalni broj (3, tada je

F(f)y=J ro.

¥<B
Iz teorema rekurzije slijedi da postoji jedinstvena skupovna operacija ¢ : On — V

koja ima trazena svojstva. Za a € On oznacimo V, = ¢(«). Tada imamo:
Vo= (0) = 0,

Varr = o +1) = G(p(e)) = P(Va)

Va=o(a) = Fpla) = | o(3) = |J Vs

<o B<a

sto je upravo trazena definicija kumulativne hijerarhije.
Sada ¢emo definirati zbrajanje, mnozenje i potenciranje ordinalnih brojeva.

Definicija 2.30. Neka je o proizvoljan ordinalni broj. Iz teorema rekurzije slijedi da
postoji jedinstvena skupovna operacija g, : On — On tako da vrigedi:

9001(0) =«
Pa(B+1) =pa(B) +1
©0a(B) = sup{pa(y) : v < B}, ako je [ granicni ordinalni broj.

Sada mozemo definirati skupovnu operaciju + : On x On — On sa o+ ( =
©a(B). Odnosno, kratko mozemo reci da primjenom teorema rekurzije slijedi da postoji
jedinstvena skupovna operacija + : On x On — On koja ima sljedeca svojstva:

a+0=a«a
a+(B+1)=(a+8)+1
a+ pf=supla+y:v<p}, akoje [ granicni ordinalni broj.

Upravo definiranu skupovnu operaciju nazivamo zbrajanje ordinalnih brojeva.

Alternativna definicija zbrajanja ordinalnih brojeva dana je u zadataku 5 na strani
80. U sljede¢oj propoziciji isticemo osnovna svojstva zbrajanja ordinalnih brojeva.
Sva svojstva se dokazuju primjenom principa transfinitne indukcije i zadatka 5.

Propozicija 2.31. (Svojstva zbrajanja ordinalnih brojeva)
Neka su «, B i~ proizvoljni ordinalni brojevi. Tada vrijedi:

a) 0+a=a
b) a+(B+7)=(a+8)+y

c) Ako je a+ =+ tada je B =1
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Napomena 2.32. Posebno Zelimo istaknuti da zbrajanje ordinalnih brojeva opcéenito
nije komutativno. Primjerice 14+ w =sup{l+n:n € w} =w, aliw+1 # w, jer
znamo da vrijedi w < w + 1.

Opcenito iz §+ a = v + a ne mora slijediti 3 =~y (primjerice vrijedi 1 +w = 2 + w).

Definicija 2.33. Primjenom teorema rekurzije slijedi da je s jednakostima koje sli-
jede definirana jedinstvena skupovna operacija - : On x On — On:

a-0=0

a-f+l)=a-f+a

a-fB=sup{a-v:v <}, ako je 8 granicni ordinalni broj.
Skupovnu operaciju - nazivamo mnozenje ordinalnih brojeva.

Ekvivalentna definicija mnozenja ordinalnih brojeva dana je u zadataku 8 na strani
83. U sljedecoj propoziciji isticemo osnovna svojstva mnozenja ordinalnih brojeva.
Sva svojstva se dokazuju primjenom principa transfinitne indukcije i zadatka 8.

Propozicija 2.34. (Svojstva mnozenja ordinalnih brojeva)
Neka su «, B 1y proizvolyni ordinalni brojevi. Tada vrijedi:

a) a-l=1-a=a«a

b) a-(B+7)=a-B+a-y
c)a-(B-y)=(a-f)~

d) Ako o < B tada -y < B

Napomena 2.35. MnoZenje ordinalnih brojeva opéenito nije komutativno. Prim-
jerice 2-w = (iz def.) = sup{2-n:n € w} = w, a po drugoj strani w -2 = (iz def.)
=w-(1+1)=w+w #w, jer je ofito w+w > w+ 1 > w.

Opéenito ne vrijedi "desna" distributivnost, tj. ne mora vrijediti (a+3) -y = a-y+-7.
Primgerice, vrijedi w =2 -w=(14+1) w # w + w.

Definicija 2.36. Primjenom teorema rekurzije slijedi da je s jednakostima koje sli-
jede definirana jedinstvena skupovna operacija na On x On :

a® =1

Pl =B . o

af =sup{a” : v < B}, ako je B granicni ordinalni broj.

Upravo definiranu skupovnu operaciju nazivamo potenciranje ordinalnih brojeva.
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U sljedecoj propoziciji isticemo osnovna svojstva potenciranja ordinalnih brojeva.

Propozicija 2.37. (Svojstva potenciranja ordinalnih brojeva)
Neka su «, B 1 ~ proizvoljni ordinalni brojevi. Tada vrijedi:

a) af a7 =l
b) (aP) = af
c) Ako je a > 11 3 <~ tada je & <

Napomena 2.38. Opéenito ne vrijedi o - v° = (a - v)?. To ilustriramo sljedeéim
primjerom:

(w-2)Y = sup{(w-2)":n€w}
= sup{(w-2)-...-(w-2):new}
= sup{w- (2 w) ... (2-w)-2:n€w}

= sup{w"-2:n€w} = w¥

w-2¥ = sup{w® 2" :n € w}
= W ow = wt!

Alternativnu definiciju potenciranja ordinalnih brojeva mozete pogledati u [31].
Istaknimo koje ordinalne brojeve sada znamo kada primijenimo upravo uvedene
operacije:

0,1, 2, ..., wy,w+l, w+2, ..., wvtw=w-2, ...,

241 -3 cw=w? 3 v

w +1, ..., w-3, L wrw=wh, L W, W,
w ww

w4+ 1, w20 WY, W

Nije tesko vidjeti da je svaki od navedenih ordinalnih brojeva prebrojiv skup. Prim-
jerice, w* = sup{w" : n € w} = U w™, a posto je svaki ordinalni broj oblika w"

new
prebrojiv, tada je i ordinalni broj w® prebrojiv. Najmanji ordinalni broj a za koji

vrijedi w®* = « oznacava se sa €;. Najmanji ordinalni broj koji je neprebrojiv skup
oznacava se sa wj.
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Zadaci

1. Dokazite propoziciju 2.25.
Dokaz.
a) Oznac¢imo B = U a. Dokazimo da je skup B tranzitivan i dobro ureden

acA
skup. Neka su y i z skupovi takvi da vrijedi y € z € B. 1z definicije skupa B

slijedi da postoji a € A takav da je z € a.. Posto je a ordinalni broj, tj. posebno
je tranzitivan, tada vrijedi y € a. Iz definicije skupa B slijedi y € B.

Neka su z,y € B. Tada postoje a, § € A takvidajex € aiy € . Iz propozicije
2.20. slijedi da vrijedi o € (ili « = (ili f € . Radi odredenosti neka je o € [3.
Tada imamo z € a € 3. Posto je [ tranzitivan skup tada vrijedi x € 3. Sada iz
x,y € [ slijedi da su x i y usporedivi elementi u skupu B. Time smo dokazali
da je B ordinalni broj.

Dokazimo sada da je B supremum skupa A. Posto ocito za svaki a € A vrijedi
a C B, te je B ordinalni broj, tada o € B ili a € B. To znaci da je B gornja
meda skupa A. Pretpostavimo sada da je v ordinalni broj koji je gornja meda
skupa A. Tada za svaki a € A vrijedi a € v, a onda i a C 7. Tada je ocito
U a C v, tj. B C~. Ako je B # =, te posto je v ordinalni broj, tada imamo
acA

B e .

b) Oznacimo C' = ﬂ a. Pretpostavimo da y € z € C. Tada za svaki o € A

acA
vrijedi y € z € a. Posto je svaki o € A tranzitivan skup tada vrijedi y € a, a

onda imamo i y € C. Neka su x,y € C. Tada vrijedi x,y € « za svaki a € A.
Posto je svaki a € A linearno ureden skup tada vrijedi: z € yilixz =y iliy € x,
tj. skup C' je linearno ureden. Time smo dokazali da je skup C' ordinalni broj.
Ocito je skup C' infimum skupa A, jer ako je # donja meda skupa A tada vrijedi
0 € a, za svaki o € A, a onda imamo i § € C.

2. Dokazite propoziciju 2.26.

Dokaz. Lako je provjeriti da je o U {a} tranzitivan i dobro ureden skup s
relacijom € . Dokazimo da je a U {a} neposredni sljedbenik od a. Ocito je
a € aU{a}, tj. « < a+ 1. Pretpostavimo da postoji ordinalni broj  tako da
vrijedi @ < 3 < a + 1. Tada iz definicije uredaja slijedi « € § i 8 € a U {a}.
Iz ovog posljednjeg slijedi da je § € v ili 8 € {a}. Ako bi vrijedilo # € « tada
iz a € (8 slijedi a € «, sto je nemoguce zbog aksioma dobre utemeljenosti. To
znaci da bi moralo vrijediti 5 € {a}, tj. 8 = a. No, ovo posljednje i « € 3 opet
vodi na a € a.

Dokazimo sada drugu tvrdnju. Neka vrijedi a < (. Tada je a € 3. Pret-

postavimo li da je f < a+ 1 tada je 8 € aU{a}. Iz ovog posljednjeg slijedi da
su moguca sljedeca dva slucaja: § € « ili a = . Oba slucaja vode na § € (3,
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tj. na kontradikciju s aksiomom dobre utemeljenosti. 1z propozicije 2.20. slijedi
da mora vrijediti o + 1 < .

. Dokazite teorem 2.28.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji ordinalni broj « tako da formula
F(a) nije dokaziva u teoriji ZF. Neka je A = {# < a : ZF ¥/ F(f3).} Posto
je A neprazan skup ordinalnih brojeva tada on ima najmanji element. Neka
je v najmanji element skupa A. No, za svaki § < ~ vrijedi ZF- F(3), pa
iz. pretpostavke teorema slijedi da vrijedi i ZFF F(v). To je u kontradikciji s
¢injenicom da je v € A.

. Neka je a # 0 ordinalni broj. Dokazite da su sljedec¢e tvrdnje ekvivalentne:

a)  « je granicni ordinalni broj;

b) VA <a=[(+1<a)
o) a=swpfB:8<a} (=JB)

B<a

. Neka su (A, <) i (B, <) dobro uredeni skupovi. Definiramo uredenu sumu tih

skupova, u oznaci A 4+ B, kao uredeni par (A x {0} U B x {1}, <), pri ¢emu je
<! binarna relacija definirana sa:

O=:1=7 1iz<y
ili
(x,i) < (y,7) & l=i=j1ix=<y
ili
i=01j=1

Lako je provjeriti da je A4+ B dobro uredeni skup. Neka je o(A) = a i o(B) = (.
Dokazite da je tada o(A + B) = o + f3.

Dokaz. Prvo dokazujemo dvije pomoc¢ne tvrdnje.

Tvrdnja 1. Neka su o i [ ordinalni brojevi. Tada vrijedi:

a+pf=aU{a+vy:7<(}

Dokaz tvrdnje 1. Trazenju tvrdnju dokazujemo transfinitnom indukcijom po
B.Akoje f =0tadajea+f =a+0=a,tejeaU{a+y:v < [}
=aU{a+7:7<0}=aUl=a.

Neka je § = v+ 1, te pretpostavimo da vrijedi a +v = aU{a+4 : 0 < v}.
Tada imamo:
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aU{a+d:0<p} = aUf{a+d:0<ytU{a+~}
= (pretpostavka ind.) = (a+7)U{a+~}
= (a+7)+1
= (def. zbrajanja) =a+(y+1)=a+
Pretpostavimo sada da je [ granic¢ni ordinalni broj, te da za svaki v < 3 tvrdnja
vrijedi. Posto je (8 grani¢ni ordinalni broj, tada ocito za svaki 6 < [ postoji
ordinalni broj v takav da 0 < v < (. Tada redom imamo:

aU{a+0:0<p} = aU U{a+5:5<7}

¥<B

= U(au{cz+(5:5<'y})

v<B

= (pretpostavka ind.) = U (v +7)
<8

= sup{at+v:y<fB}=a+p
Time je tvrdnja 1 dokazana.

Tvrdnja 2. Neka su «, 3,7 € On, te neka je v < . Tada vrijedi: a < a+ 7 <
a—+ 0.
Dokaz tvrdnje 2. Znamo da za sve ordinalne brojeve « i 3 vrijedi:

a < [ akoisamo ako o Cf3 (%)

Iz dokazane tvrdnje 1 imamo a++v = aU{a+ z : © < v}. No, desna strana je
ocito nadskup od «, pa iz (x) slijedi o < a + 7.

Iz pretpostavke v < 41 (%) slijedi da vrijedi v C (. Primjenom dokazane tvrdnje
1 slijedi a + v C a + 3. Time je tvrdnja 2 dokazana.

Sada dokazujemo tvrdnju zadatka. Nekasu f: A —«a i g: B — (3 slicnosti.
Definiramo funkciju b : Ax {0}UB X {1} — a+Fsah(z,0) = f(z) i h(y,1) =
a+g(y). Tada je Rng(h) = Rng(f)U{a+g(y):y € B} =aU{a+vy:v <[}
= (Tvrdnja 1) = o + . Time smo dokazali da je funkcija h surjekcija.
Dokazimo sada da funkcija h ¢uva uredaj. Neka vrijedi (z,7)<1(y, 7). Iz definicije
uredaja na uredenoj sumi slijedi da imamo sljedec¢a tri slucaja:

a) 0=i=j i z<y.
Tada je h(z,0) = f(z) < f(y) = h(y,0), jer funkcija f cuva uredaj.

b) 1=i=71x<y.
Tada je h(z,1) = a+g(z) 1 h(y,1) = a+g(y). Iz dokazane tvrdnje 2, te
¢injenica x < y i da je funkcija g slicnost, slijedi a + g(x) < o+ g(y).
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¢)i=0ij=1
Tada je h(z,0) = f(z) i h(y,1) = a+ g(y). Posto je f(z) € a tada je
f(z) < a. Iz dokazane tvrdnje 2 tada slijedi f(z) < a+ g(y).

Ocito je funkcija h injekcija.

6. Dokazite propoziciju 2.31.

Dokaz. Za ilustraciju dokazujemo tvrdnju b). Dokaz provodimo transfinitnom
indukcijom po . Pretpostavimo da je v ordinalni broj koji ima svojstvo da za
svaki § < 7, te sve ordinalne brojeve o i [ vrijedi (a + ) +0 = a+ (8 + 9).
Promotrimo prvo slucaj kada je ordinalni broj v prve vrste, tj. postoji ordinalni
broj ¢ tako da vrijedi v = § + 1. Tada imamo:

a+ B+ =a+ @+ 0+1)=
= (def. zbrajanja) = a + (8 + 6) + 1)
= (def. zbrajanja) = (o + (8 + 8)) + 1
—  (pret. indukcije) = ((@ + B) + &) + 1
= (def. zbrajanja) = (o + B) + (§ + 1)

= (@ +8) +1

Neka je sada ~y granicni ordinalni broj takav da za svaki ordinalni broj z < v,
te sve ordinalne brojeve a i (3 vrijedi tvrdnja. Tada redom imamo:
a+ (8 +7)= a+ (8 + supl{r:2<7})
= (def. zbrajanja) = a + sup{f + z:x <~}
= (def. zbrajanja) = sup{a + (8 + z):x <~}
= (pret. indukcije) = sup{(a + B) + z:2z <~}
= (def. zbrajanja) = (o + [) + sup{z:z <~}
= (@ +p8) +~
7. (Teorem o oduzimanju)

Neka su « i § ordinalni brojevi takvi da je § < «a. Dokazite da tada postoji
jedinstveni ordinalni broj v tako da vrijedi a = 3 4 7.
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10.

11.

12.

Dokaz. Oznac¢imo A = {x : f+z < a}. Neka je v = sup A. Tada je 5+~ < a.
Pretpostavimo da je f+7 < «. Tada iz propozicije 2.26. slijedi (B+7)+1 < «,
pa imamo o > (6+7)+ 1= 3+ (v + 1), iz Cega slijedi da je v+ 1 € A. No,
to je nemoguce (jer bi tada imali v+ 1 < sup A = 7). Jedinstvenost slijedi iz
propozicije 2.31. ¢).

. Neka su (A,<) 1 (B, <’) dobro uredeni skupovi. Na Kartezijevom produktu

A x B definiramo binarnu relaciju < na sljede¢i nacin:

by <! by
(al, bl) < (ag, bg) <~ ili
bi=by 1 a; < as

Uredaj < se naziva antileksikografski uredaj (vidi i primjer 1.62.). Lako je
provjeriti da je (A x B, <) dobro uredeni skup. Dokazite da je tada o(A x B) =

a-f.

. Dokazite propoziciju 2.34.

(Teorem o dijeljenju s ostatkom)

Neka su o i [ ordinalni brojevi, te neka je § > 0. Tada postoje jedinstveni
ordinalni brojevi 6 i ptakvidajea=0p-0+p, i p<pf.

Dokaz. Ako je a < (8 tada mozemo uzeti 6 = 01i p = a. Ako je a = ( tada
mozemo uzeti da je d =1 i p = 0. Pretpostavimo sada da je o > (3. Neka je
d =sup{z: -z < a}. Tada je §-d < a. Iz teorema o oduzimanju, tj. zadatka
7, slijedi da postoji ordinalni broj p takav da je « = 3 -9 + p.

Pretpostavimo da vrijedi § < p. Tada iz teorema o oduzimanju, tj. zadatka 7,
slijedi da postoji ordinalni broj v takav da je p = B + ~. Sada iz toga slijedi
a=0-0+p = B-5+(B+~) = G-(0+1)+~, pad nije supremum skupa
{z: Bz < a}, sto je suprotno pretpostavci. To znaci da mora vrijediti p < (3.

Preostalo je dokazati jedinstvenost. Neka je a = 3 -4d + p, gdje je p < (.
Pretpostavimo da ¢ nije supremum skupa {x : §-x < a}. Tada je o¢ito a > 3+,
aonda je « > 3 (6 + 1). Sada imamo:

a>p-0+1)=0-48>0-0+p=aq,

sto je nemoguce. Time je dokazana jedinstvenost ordinalnog broja ¢. Jedin-
stvenost ordinalnog broja p slijedi iz propozicije 2.31.

Dokazite propoziciju 2.37.

(Teorem o logaritamskom algoritmu)

Neka su @ # 0 i [ > 1 ordinalni brojevi. Dokazite da postoje jedinstveni
ordinalni brojevi v,d i ptakvidaje0 < d < (i p < (7, te vrijedi a = 375+ p.
Dokaz. Neka je v = sup{z : * < «a}. Primjenom teorema o dijeljenju s
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ostatkom, tj. zadatka 10, slijedi da postoje jedinstveni ordinalni brojevi § i p,
takvidaje p < 87 ia= 675+ p.

Dokazimo da vrijedi 0 < § < 3. Ako bi vrijedilo 6 = 0 tada bi imali p = o >
87 > p, sto je kontradikcija. Pretpostavimo da je 6 > 3. Tada imamo:

a< =< FE< B0+ p=a,
sto je kontradikcija.

Dokazimo sada jedinstvenost. Neka vrijedi a = 379 + p, i pretpostavimo da ~
nije supremum skupa {z : 5 < a}. Tada imamo:

a>PN =pB>F0+1) =6+ >p0+p=q,
sto je kontradikcija. Sada jedinstvenost ordinalnih brojeva d i p slijedi iz zadatka

10.

13. (Teorem o normalnoj formi ordinalnih brojeva)?*
Neka su a i 3 ordinalni brojevi i 3 > 1. Dokazite da postoji jedinstveni
prirodan broj n i kona¢ni nizovi ordinalnih brojeva vg,...,7v, 1 do,...,d, tako
da vrijedi:

Yo > V1> .- > Vn,
0<9; < B, zasvaki i <n,

o= ﬁ’YOCSo + 57151 4+ ...+ ﬂW”(Sn

Dokaz. Primjenom teorema o logaritamskom algoritmu slijedi da postoje jedin-
stveni ordinalni brojevi g, dg 1 po tako da vrijedi 0 < dg < 3, p < B i

a = 370y + po.

Ako je pg = 0 tada je teorem dokazan. Ako pak je py > 0 tada na njega
primjenimo teorem o logaritamskom algoritmu.

Vazno je primijetiti da taj postupak mora stati u konacno mnogo koraka. Inace
bi postojao beskonacan niz ordinalnih brojeva (7;) tako da za svaki k vrijedi
Vi > Yr+1- 10 znaci da taj niz ne bi imao najmanji element. No, to je nemoguce

2 Toéan naziv teorema je teorem o normalnoj formi po bazi 3. Ako je 8 = 2 tada govorimo o
diadskoj normalnoj formi, a ako pak je § = w tada govorimo o Cantorovoj normalnoj formi. Dakle,
za svaki ordinalni broj a postoji jedinstveni prirodan broj n i konacni nizovi ordinalnih brojeva
Yo> V1> ...V 1 mg,..., My, gdje su svi m; konacéni ordinalni brojevi, te vrijedi

a=w"mg+wm;+... +wm,,.
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zbog aksioma dobre utemeljenosti. Jedinstvenost slijedi iz teorema o logarita-
mskom algoritmu.

2.4 Kardinalni brojevi

Podsjetimo se da smo na samom pocetku u naivnoj teoriji skupova spominjali pojam
kardinalnosti (kao oznaku svojstva), tj. rekli smo da skupovi A i B imaju istu
kardinalnost ako su ekvipotentni. No, nismo definirali sto je zapravo kardinalni broj.
Sada to ¢inimo.

Definicija 2.39. Kardinalni broj \ je ordinalni broj koji ima svojstvo da niti za
jedan o < X\ me postoji bijekcija izmedu A i o

U sljede¢em teoremu navodimo primjere kardinalnih brojeva.

Teorem 2.40. Vrijede sljedece turdngje:
a) Svaki konacni ordinalni broj je kardinalni broj;
b) Skup w je kardinalni broj;

c¢) Svaki beskonacni kardinalni broj je granicni ordinalni broj.

Primijetimo da svaki grani¢ni ordinalni broj nije kardinalni broj. Npr. w + w nije
kardinalni broj.

Kako bismo mogli definirati kardinalni broj proizvoljnog skupa sada ¢emo iskazati
Zermelov teorem o dobrom uredaju. Taj teorem je ekvivalentan s aksiomom izbora.
Aksiom izbora je glavna tema sljedece tocke.

Teorem 2.41. (Zermelov teorem o dobrom uredaju)
Svaki skup se moze dobro urediti. Odnosno, ako je A skup tada postoji binarna relacija
R C A x A tako da je uredeni par (A, R) dobro uredeni skup.

Neka je A proizvoljan skup. Iz Zermelovog teorema o dobrom uredaju slijedi da
na skupu A postoji dobar uredaj. Iz teorema enumeracije, tj. teorema 2.22., tada
slijedi da postoji ordinalni broj « takav da vrijedi A ~ «a. To znaci da je klasa
{:P0 € On i A~ (B} neprazna. Bili smo dokazali da svaka klasa ordinalnih
brojeva ima najmanji element. Ova razmatranja opravdavaju sljede¢u definiciju.

Definicija 2.42. Kardinalni broj proizvoljnog skupa A definiramo kao najmangi or-
dinalni broj A za koji vrijedi A ~ \. Kardinalni broj skupa A oznacavamo sa k(A).

Uocite da je za svaki skup A ordinalni broj k(A) zapravo kardinalni broj. Ako
je A kardinalni broj tada je ocito k(A) = A. Ocito je k(w) = w, te k(w +1) = w i
kE(w?) = w.
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Iz definicije ocito slijedi da ekvipotentni skupovi imaju jednak kardinalni broj. Ta
¢injenica i sljede¢a definicija operacija na kardinalnim brojevima omoguc¢avaju nam
da ovdje mozemo samo istaknuti svojstva operacija na kardinalnim brojevima bez da
ih moramo dokazivati. Dokazi tih svojstava bili bi sasvim isti kao u naivnoj teoriji
skupova.

Definicija 2.43. Neka su A © p kardinalni brojevi. Tada definiramo:
a) A+pu=kAx{0}upx{1})
b)  Ap=k(Axp)
¢) N=k{flf:p—=2A})

Napomena 2.44. Vazno je spomenuti da operacije zbrajanja, mnozenja i poten-
ciranja za ordinalne @ kardinalne brojeve isto oznacavamo. No, to nisu iste op-
eracije. Npr. ako w 1 1 zbrajamo kao ordinalne brojeve tada je to w + 1 (sto je
razlicito od w). No, ako w 1 1 zbrajamo kao kardinalne brojeve tada je to w (jer je
wx {0}Ulx {1} ~w).

Sada samo isticemo svojstva operacija na kardinalnim brojevima. Dokazi tih
svojstava, kao sto smo ve¢ bili napomenuli, su sasvim isti kao u naivnoj teoriji, pa ih
ovdje ne¢emo ponavljati.

Teorem 2.45. Neka su A\, i 1 v kardinalni brojevi. Tada vrijedi:
a) A+ (u+v)=A+p +v
b)) A+pu=p+A
¢) A(p-v)=QA-p-v
d) Xp=p-\
e) AN (u+v)=A-pu+A-v
)N =)
g) NV = AR\
h) (MY =\

Teorem 2.46. (Cantorov osnovni teorem,)
Za svaki kardinalni broj \ vrijedi A < 2*.
(Uredaj je naslijeden s ordinalnih brojeva,).

Primijetimo da je to u stvari tvrdnja Cantorovog osnovnog teorema teorije skupova,
tj. teorema 1.57.
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Teorem 2.47. Ako su X i p kardinalni brojevi takvi da vrijedi A < p i p < X tada
mamo \ = .

Uocimo da je to je zapravo Cantor, Schroder, Bernsteinov teorem, tj. teorem 1.40.

Lema 2.48. Za svaki kardinalni broj X postoji kardinalni broj koji je neposredni sljed-
benik od . Neposredni sljedbenik od A\ oznacavamo sa ™.

Dokaz. Iz teorema 2.46. slijedi da je klasa {u : p je kardinalni broji A < pu}
neprazna. To je posebno klasa ordinalnih brojeva, pa sadrzi najmanji element.Q.E.D.

Lema 2.49. Ako je S skup kardinalnih brojeva tada je US takoder kardinalni broj.

Dokaz. 1z propozicije 2.25. znamo da je US ordinalni broj. Pretpostavimo da je
kE(US) < US. Posto je relacija uredaja po definiciji zapravo relacija € tada postoji
v € S takav da je k(US) < . No, ocito je vy C US, pa imamo v = k(vy) < k(US) < 7,
sto je kontradikcija. Q.E.D.

Primjenom prethodne leme slijedi da za svaki skup S kardinalnih brojeva postoji
kardinalni broj koji je supremum skupa S. Supremum skupa S oznacavamo sa sup S.

Propozicija 2.50. Klasa svih kardinalnih brojeva Cn je prava klasa.

Dokaz. Pretpostavimo da je klasa Cn skup. Tada iz leme 2.49. znamo da je
supCn € Cn. Iz leme 2.48. slijedi da postoji p € Cn takav da je sup Cn < pu,
sto je kontradikcija. Q.E.D.

Definicija 2.51. Sa X oznacavamo skupovnu operaciju s klase svih ordinalnih brojeva
On u klasu svih beskonacnih kardinalnih brojeva koja je pomocu rekurzije definirana
ovako:

NQ = w
N1 =N
N, =sup{Rg: < a}, dakoje a granicni ordinalni broj.

Uocite da nam leme 2.48. 1 2.49.; te teorem rekurzije, garantiraju da je prethodna
definicija dobra.

Kada zelimo istaknuti da ordinalni broj w promatramo kao kardinalni broj tada
umjesto w pisemo Ny. Analogno za ostale kardinalne brojeve. Ta razlika u notaciji
nam je posebno vazna kada zelimo naglasiti radi li se o ordinalnoj ili kardinalnoj
aritmetici. Prilikom razmatranja aksioma izbora dokazat ¢emo da su zbrajanje i
mnozenje kardinalnih brojeva trivijalne operacije, tj. da vrijedi: akosu« i 3 ordinalni
brojevi takvi da je a < 3, tada N, + Ng = X, - Rg = Ng.
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Sada Cantorovu hipotezu kontinuuma mozemo zapisati i ovako: 2% = R, odnosno
op¢a Cantorova hipoteza glasi: za svaki ordinalni broj a vrijedi 2% = R, ;.

Vrlo se malo zna o kardinalnim brojevima 2% i NA°. O aritmetici kardinalnih
brojeva mozete vise na¢i u [15], [18], [19], [28] i [34].

Zadaci

1. Dokazite teorem 2.40.
2. Pokazite primjerom da opcenito ne vrijedi da A + = A + v povladi pu = v.
3. Pokazite primjerom da opcenito ne vrijedi da A - = X\ - v povlacéi p = v.

4. Neka su A, p i v kardinalni brojevi. Dokazite da tada vrijedi:

a)

b) akojeA<ptadajeA-v<pu-v
c) akoje A < putada je AV < p

d) akoje A <piv#0tadaje v < v

akoje A< ptadaje \+v<pu+v

5. Neka je F = (f; : i € I) familija medusobno razlicitih analitickih funkcija na
skupu C. Kazemo da familija F ima svojstvo (F) ako je za svaki z € C skup
{fi(2) : i € I} prebrojiv. Dokazite da vrijedi:

a) ako je ¢ > N tada je svaka familija F koja ima svojstvo (P) prebrojiva;

b) ako je ¢ = W, tada postoji familija F koja ima svojstvo (F) i kardinaliteta
je c.

(Za dokaz vidite [2]).

2.5 Aksiom izbora

Na samom pocetku ove skripte bili smo naveli aksiom izbora. Prisjetimo se da smo
aksiom izbora koristili prilikom dokaza da svaki beskonacan skup sadrzi prebrojiv
podskup, zatim da je prebrojiva unija prebrojivih skupova takoder prebrojiv skup,
te za definiciju kardinalnog broja proizvoljnog skupa. Zatim, bili smo naveli aksiom
prebrojivog izbora:

ako je { Ao, A1, A, ...} prebrojiv skup nepraznih skupova koji su u paro-
vima disjunktni tada postoji niz (a,) takav da je za svakin € N ispunjeno
da je a, € A,.
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Taj aksiom se cesto koristi u matematickoj analizi. Kao malo ilustraciju primjene
aksioma prebrojivog izbora u sljede¢em primjeru dokazujemo da je mjera prebrojive
unije skupova, ¢ija je mjera nula, takoder nula.

Primjer 2.52. Neka je {A, : n € N} prebrojiv skup ciji su elementi skupovi mjere
nula. Neka je € > 0 proizvoljan. Za svaki n € N neka je O, neki otvoreni nadskup
od A, takav da je p(O,) < €/2" (tu koristimo aksiom prebrojivog izbora). Tada je

u(U A,) < Z w(O,,) < 236/2”Jrl = e. Time smo dokazali da je M(U A,) <e za

neN nenN neN neN
svaki € > 0. Tada je ocito M(U A,) =0.
neN

Pomocu aksioma izbora se dokazuju primjerice sljedece cinjenice:

1. Svaki vektorski prostor ima algebarsku bazu.

2. Svako polje ima algebarski zatvoreno prosirenje.

3. Teorem Tihonova: Produkt kompaktnih topoloskih prostora je kompaktan.
4. Teorem o ultrafiltru: Svaki pravi filtar je sadrzan u nekom ultrafiltru.

5. Ekvivalentnost Heineove i Cauchyeve definicije neprekidnosti funkcije.

Hahn-Banachov teorem iz funkcionalne analize, teorem kompaktnosti i Lowenheim-—
Skolemov teorem u matematickoj logici ekvivalentni su aksiomu izbora. Aksiom izbo-
ra je jedan od najvise razmatranih aksioma u matematici. Mozda je vise diskusije iza-
zvao samo Euklidov peti postulat o paralelama. Aksiomi teorije skupova omogucavaju
zasnivanje matematike na isti nacin kako su Euklidovi postulati omogucéili zasnivanje
Euklidove geometrije, te su pitanja vezana uz aksiom izbora ista kao i pitanja vezana
uz Euklidov peti postulat:

1. Moze li se izvesti iz ostalih aksioma?
2. Je li konzistentan s drugim aksiomima?
3. Moramo li ga prihvatiti kao aksiom teorije?
Zasto je aksiom izbora tako (bio) sporan? Koje mu je sada mjesto u matematickoj

logici, odnosno matematici? Na ova pitanja pokusat ¢emo odgovoriti u razmatranjima
koje slijede.

Ako su Ay, ..., A, konacni skupovi tada iz teorema o uzastopnom prebrojavanju
slijedi da je skup A; x ... x A, takoder konacan, odnosno da postoji samo konacno
mnogo "izbora' (ai,...,a,) takvih da je a; € A;. To znaci da nam za konacne familije

konacnih skupova ne treba aksiom izbora.

Glavna kritika aksioma izbora je vezana uz njegovu nekonstruktivnost, tj. aksiom
izbora tvrdi egzistenciju nekog skupa, ali ne daje nikakav algoritam kako taj skup
konstruirati. Zgodan primjer koji lijepo ilustrira nekonstruktivnost aksioma izbora je
Vitalijev skup.
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Primjer 2.53. (Vitalijev skup)

Na zatvorenom segmentu [0, 1] definiramo binarnu relaciju ~ na sljedeéi nacin: x ~ y
ako i samo ako x—y € Q. Lako je provjeriti da je ~ relacija ekvivalencije. Kvocijentni
skup [0,1]/ ~ je familija u parovima disjunktnih skupova. Iz aksioma izbora slijedi da
postogi skup koji sadrzi tocno po jedan element iz svake klase ekvivalencije. Taj skup
se naziva Vitalijev skup. Nemamo nikakvu predodzbu koji je to skup. Ne znamo cak
niti jedan njegov element.

Cilj nam je navesti neke ekvivalentne tvrdnje aksiomu izbora. Sada prvo ponavl-
jamo izreku aksioma izbora koju ¢emo koristiti u daljnjim razmatranjima.

Aksiom izbora [AC|

Neka je (A; : i € I) neprazna familija u parovima disjunktnih nepraznih skupova.
Tada postoji skup B takav da je B N A; jednoclan skup za svakii € I.

Skup B se naziva izborni skup za familiju (A; : i € I).

Pretpostavka da su clanovi familije u parovima disjunktni je nuzna. Promotrimo

familiju skupova {{1}, {2}, {1,2}} ¢iji ¢lanovi nisu u parovima disjunktni. Oc¢ito ne
postoji izborni skup za tu familiju.

Napomena 2.54. Ako je A = {0,1} tada je A¥ # 0, jer sadrzi primjerice nul-niz.
Zelimo istaknuti da bez aksioma izbora ne mofemo dokazati da je za proizvolynu pre-
brojivu familiju (A, : n € N) dvoclanih skupova Kartezijev produkt || A, neprazan. U
prvi tren ¢ini se da je sljedece zakljucivangje pravilno: posto je svaki skup A, ekvipo-
tentan sa {0, 1} tada je skup A¥ ekvipotentan sa [[ A,. Greska u ovom zakljucivanju
je sljedeca: za konstrukciju takve bijekcije za svaki n moramo izabrati jednu od dvije
bijekcije izmedu A, i {0,1}.

Russell je kao ilustraciju primjene aksioma izbora naveo prebrojive familije parova
cipela i prebrojive familije parova carapa. Za prvu familiju imamo egzistenciju izbornog
skupa bez primjene aksioma izbora, dok nam je za izbor prebrojivo carapa, pri cemu
12 svakog para biramo tocno jednu carapu, potreban aksiom izbora.

Teorem 2.55. Sljedece turdnje su ekvivalentne sa [ACY:

a) Zornova lema. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup koji ima svojstvo da
svaki neprazni lanac iz A ima gornju medu v A. Tada (A, <) ima barem jedan
maksimalni element.

b) Hausdorffov princip maksimalnosti. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup.
Tada za svaki lanac L od A postoji maksimalni lanac koji ga sadrzi.

c) Zermelov teorem o dobrom uredaju. Svaki skup se moze dobro urediti,
tj. za svaki skup A postoji relacija R C A x A takva da je (A, R) dobro ureden
skup.
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d) Hartogsov teorem. Ako su A i B proizvoljni skupovi tada vrijedi k(A) <
k(B) ili k(B)<k(A).

e) Teorem Tarskog. Ako je \ beskonacni kardinalni broj tada je \* = .

Dokaz prethodnog teorema je dan kroz rjesenja niza zadatka koji su na kraju ove
tocke.

Korolar 2.56. Za sve kardinalne brojeve X # 0 i u # 0 od kojih je barem jedan
beskonacan vrijedi:

A+ p=Ap=max{\ u}.

Neke posljedice aksioma izbora su zbunjujuce, a neke cak paradoksalne. Iz ak-
sioma izbora slijedi Zermelov teorem o dobrom uredaju, tj. da se svaki skup moze
dobro urediti. Iz toga posebno slijedi da se moze dobro urediti skup realnih brojeva
R. Znate li neki dobar uredaj na skupu R? Jedna paradoksalna posljedica aksioma
izbora je sljedeci teorem.

Teorem 2.57. (Banach, Tarskijev teorem)
Neka su ki K kugle u R3. Tada postoji n € N i particija ki, ..., k, od k, te postoji
particija K1, ..., K, od K, tako da je za svakii=1,...,n skup k; izometrican sa K;.

Primijetite da skupovi k; i K; nisu izmjerivi. Dokaz Banach, Tarksijevog teorema
mozete vidjeti u [40] ili [5].

Napomena 2.58. K. Godel je 1939. godine dokazao da ako pretpostavimo da je
teorija ZF bez aksioma izbora konzistentna tada je i teorija ZF s aksiomom izbora

konzistentna. P. Cohen je 1963. godine dokazao da se u teoriji ZF bez aksioma izbora
ne moze dokazati [AC| (vidi [11], [21] i [6]).

Zadaci

1. Mozemo li u teoriji skupova ZF bez aksioma izbora izabrati (tj. dokazati da
postoji) jedan element u:

a
b

) nekom konacnom skupu?  (DA)
)

¢) svakom c¢lanu beskonacne familije jednoclanih skupova?  (DA)
)
)

.

nekom beskonacnom skupu?  (DA)

—~~ o~

d

(S

svakom ¢lanu beskonacne familije ¢iji svaki skup je konacan?  (NE)

—~

svakom clanu konacne familije skupova ciji svaki skup je beskonacan?

(DA)
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(f) svakom c¢lanu beskonacne familije ¢iji svaki skup sadrzi konacno mnogo
realnih brojeva?  (DA)

O gornjim tvrdnjama vidite [39)].

2. Dokazite da su sljedeée tvrdnje ekvivalentne s [AC]:

[AC]; Neka je (A; : ¢ € I) neprazna familija nepraznih skupova.
Tada postoji f: I — UA" takva da je f(i) € A; , za svakii € I.
iel
Funkcija f se naziva funkcija izbora.

[AC], Neka je A # (). Tada postoji funkcija f: P(A) \ {0} — A
takva da je f(B) € B, za svaki () # B C A.

[AC]3 Nekaje A#0i A={A; i€ I} neka particija skupa A.
Tada postoji funkcija g : A — A takav da je g(A4;) € A;, za svakii € I,

[R] Russellov multiplikativni aksiom
Neka je (A; : i € I) familija skupova. Ako je [] A; prazan skup,
iel
tada postoji i € I takav da je A; = 0.
Dokaz. Redom ¢emo dokazati sljede¢e implikacije:

[AC] = [AC); = [AC], = [AC]3 = [R] = [AC].

[AC| = [AC]; Neka je (A; : i € I) neprazna familija nepraznih skupova. Za
svaki i € I definiramo B; = A; x {i}. Uoc¢imo da je za svaki i € I skup B; # 0,
te je B; N B; = 0, za sve i # j. Primjenom [AC] na familiju (B, : i € I) slijedi
da postoji skup B takav da je B N B; jednoclan skup za svaki ¢ € I. Neka je
a; € UAi takav da je BN B; = {(a;,7)}. Definiramo funkciju f: I — UAi sa

iel i€l
f(i) = a;, za svaki i. Ocito je f(i) € A;, za svaki i € [.

[AC]; = [AC], Neka je A neprazan skup. Tada je {B : B € P(A) \ {0}}

neprazna familija nepraznih skupova. Primjenom [AC; slijedi da postoji funkcija
f:PAN\{0} — U B, tako da vrijedi f(B) € B, za svaki ) # B C A.
BeP(A)\{0}

[AC], = [AC]3 Neka je A # 01 A = {A; : i € I} neka particija skupa A. Iz
[AC, slijedi da postoji funkcija f : P(A)\ {0} — A takva da vrijedi f(B) € B,
za svaki ) # B C A. Posto za svaki i € I vrijedi A; € P(A) \ {0}, tada za
svaki i € I vrijedi f(A4;) € A;. To znaci da za restrikciju funkcije f na A vrijedi
trazeno svojstvo.

[AC)3 = [R] Neka je (A; : ¢ € I) neka familija skupova. Pretpostavimo da je za
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svaki i € I skup A; neprazan. Za svaki i € I definiramo B; = A; x {i}. Tada je
B = (B; :i € I) particija skupa B = UBi‘ Iz [AC]; slijedi da postoji funkcija
icl
g : B — B tako da za svaki i € I vrijedi g(B;) € B;. To znaci da za svakii € I
postoji a; € A; tako da je g(B;) = (a;,7). Sada definiramo f : [ — UAi sa
icl
f(i) = a;. 1z toga slijedi da je [] A; # 0.

el

[R] = [AC] Neka je (A; : i € I) neprazna familija nepraznih skupova koji su
u parovima disjuktni. Iz Russellovog multiplikativnog aksioma slijedi da je
ITA; #0, tj. postoji f:1 — UAi takva da za svaki i € I vrijedi f(i) € A;.
el iel
Sada trazeni izborni skup definiramo s B = {f(i) : i € I}.
3. Dokazite da Zornova lema povlaci Hausdorffov princip maksimalnosti.
Dokaz. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup i L C A neki lanac. Neka je £
skup svih lanaca L" od A za koje vrijedi da je L C L’. Oc¢ito je (£, C) parcijalno
ureden skup koji zadovoljava uvjete Zornove leme (ako je A neki lanac od £
tada je UA lanac koji je jedna gornja meda za A). Iz Zornove leme slijedi da
parcijalno ureden skup (£, C) sadrzi maksimalni element.

4. Dokazite da Zermelov teorem povlaci Hartogsov terome.
Dokaz. Neka su A i B dva proizvoljna skupa. Iz Zermelovog teorema slijedi
da postoje binarne relacije R C A x Ai @) C B x B takve da su skupovi (4, R)
i (B, Q) dobro uredeni. Iz teorema 1.89. slijedi da je ispunjeno barem jedno od:
A je slican s B, A je slican nekom pocetnom komadu od B, ili obratno. Tada
posebno slijedi da postoji injekcija iz A u B, ili obratno.

5. Dokazite da Zermelov teorem povlaci aksiom izbora.
Dokaz. Neka je (A; : ¢ € I) neprazna familija nepraznih skupova koji su

u parovima disjunktni. Iz Zermelovog teorema slijedi da se skup |J A; moze
i€l

dobro urediti. Za svaki ¢ € I oznacimo s a; najmanji element od A;. Tada je

B ={a; : i € I} jedan izborni skup za danu familiju.

6. Dokazite da Zornova lema povlaci Zermelov teorem.
Dokaz. Neka je A proizvoljan skup. Oznac¢imo s D skup svih podskupova od A
koji se mogu dobro urediti, tj.
D ={X C A: postoji R C X x X tako da je (X, R) dobro ureden skup}.

Za X C A kazemo da je inicijalni segment ako za svaki y € A 1 z € X iz
¢injenice y < x slijedi y € X. Lako je vidjeti da je svaki inicijalni segment od
A ili pocetni komad od A ili pak je jednak A. Inicijalni segment od A koji je
razlicit od A nazivamo pravi inicijalni segment. Na skupu D definiramo binarnu
relaciju < ovako:

(X,Rx) < (Y,Ry) & Rx C Ry i X je pravi inicijalni segment od Y.
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Ocito je (D, <) parcijalno ureden skup. Zelimo dokazati da (D, <) ispunjava
uvjet Zornove leme. U tu svrhu izaberimo {(X;, R;) : @ € I} proizvoljan lanac
u D. Tvrdimo da je U = (U,e; Xi, U,y Ri) element od D. Ocito je U linearno
ureden skup.

Dokazimo da je U dobro ureden skup. Neka je Y proizvoljan neprazan podskup
od [U;e; Xi. Tada postoji ig € I takav da je Y N X;, # 0. Posto je (X;,, R;,)
dobro ureden skup tada njegov neprazni podskup ¥ N.X,, ima najmanji element:
oznacimo ga s yy. Tvrdimo da je yo najmanji element skupa Y, tj. da za sve z €
Y\ {yo} vrijedi yoR;, 2. Neka je z € Y\ {yo} proizvoljan. Posto je Y C |J,.; X;
tada postoji ¢ € I takav da je z € X;. Ve¢ smo bili naveli da je U hnearno
ureden skup, pa vrijedi barem jedno od:

(Xi, Ri) < (Xiy, Rig) i (Xy, Ry) = (X, Riy) ili (X, Rig) < (X5, R).
Pretpostavimo prvo da je (X;, R;) < (X, Ri,). Ako bi vrijedilo zR;,yo tada
iz z,y0 € Y N X, slijjedi da je z manji od najmanjeg elementa iz Y N Xj,,
sto je nemoguce. To znaci da u ovom slucaju mora vrijediti yoR;,z. Ako je
(X, Ri) = (X, Ry,) tadaiz z € YNX; 1 X; = X, te ¢injenice da je yo najmanji
element od Y N X, slijedi da je yo manji od z. Ako je (X;,, R;,) < (X;, R;) tada
je po definiciji R;, pravi podskup od R;, te je X, inicijalni segment od X;.
Pretpostavimo da je z € X; i zR;y. Tada je z € X, (jer je yo € X;, 1 X;, je
inicijalni segment od X;.) Time imamo da je z € Y N X, te je z manji od y, sto
je nemoguce. Time smo dokazali da je U dobro ureden skup, tj. da je U € D.
Iz Zornove leme slijedi da za parcijalno ureden skup (D, <) postoji maksimalni

element: oznacimo ga s (Ag, Ry).

Tvrdimo da je A = Aj. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji a € A\ Ay.
Definiramo binarnu relaciju Ry na skupu Ag (J{a} ovako:

R, = ROU{xa x € Ay},

tj. relaciju Ry dopunimo tako da definiramo da je element a veéi od svih eleme-
nata iz Ag.

Tvrdimo da je skup Ag|J{a} dobro ureden relacijom R;. U tu svrhu redom
provjeravamo trazena svojstva relacije dobrog uredaja.

e irefleksivnost
Ako je z € Aj tada iz ¢injenice da je (Ag, Ryg) dobro ureden skup, tj. da
je relacija Ry irefleksivna, slijedi da ne vrijedi xRpx, a onda ni xRyx. Ne
vrijedi ni aR;a, jer je po pretpostavci a € A\ Ay.

e tranzitivnost
Neka su x,y, z € Ag|J{a} takvi da je 2Ry i yRyz. Ocito je x # a iy # a.
Promatramo dva slucaja:

(i) z € Ag; Tada vrijedi xR,z jer je relacija Ry tranzitivna,
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(ii) z = a; Tada vrijedi 2Rz zbog = € A i definicije relacije R;.

e linearnost
Neka su z,y € AgU{a} i = # y. Ako vrijedi x,y € Ay tada su oni
Ry—usporedivi, jer su Rp—usporedivi. Ako je z = a ili y = a tada R;-
usporedivost slijedi iz definicije relacije R;.

e dobra uredenost
Neka je X neprazni podskup od Ag|J{a}. Ako je X N Ay # 0 tada taj
presjek ima najmanji element u odnosu na relaciju Ry (po pretpostavci je
ta relacija dobar uredaj). No, iz definicije relacije R; slijedi da je najmanji
element u odnosu na relaciju Ry ujedno najmanji element u odnosu na
relaciju R;. Ako pak je X N Ay = 0 tada je o¢ito X = {a}, pa X ima
najmanji element.

Iz toga slijedi da je (Ao [ J{a}, R1) € D. Posto je ocito (Ag, Ro) < (Ao J{a}, R1),

tada imamo da (A, Ry) nije maksimalni element od D, sto je kontradikcija.

Time smo dokazali da je (A, Ry) dobro ureden skup, a i da iz Zornove leme
slijedi Zermelov teorem o dobrom uredaju. Za dokaz vidi i knjige [11], [19], [26]
i[32].

7. Dokazite da aksiom izbora povlaci Zornovu lemu.

Dokaz. Neka je (A, <) parcijalno ureden skup c¢iji svaki neprazni lanac ima
gornju medu. Neka je £ ={L : L je lanac od A}. Uo¢imo da je £ # (), jer je
primjerice () € £. Za svaki L € L neka je M(L) ={a € A: (Vx € L)(z < a)},
tj. M (L) je skup svih gornjih meda skupa L. Iz pocetne pretpostavke imamo
da je za svaki L € L skup M(L) neprazan. Dokaz ¢emo provesti svodenjem
na kontradikciju. Pretpostavimo da za skup A ne postoji maksimalni element.
Primijetimo da je za sve L € £ skup M(L)\ L neprazan. (Ako je M(L)\L =0
tada je M (L) C L. Posto je po pretpostavei M (L) neprazan skup i L je lanac,
tada skup L sadrzi najveci element. Taj najveci element bi tada bio maksimalni
element od A, Sto je suprotno prethodnoj pretpostavci.)

Uoc¢imo zatim da skup (A, <) nije lanac, jer bi inace po pretpostavci imao
gornju medu, a ona bi bila maksimalni element od A. To znaci da A ¢ L. Neka
je S ={M(L)\L: L e L}.1z AC slijedi da postoji funkcija g : P(A)\ {0} — A,
takva da za sve B € P(A) \ {0} vrijedi g(B) € B (vidi zadatak 2).

Bili smo prije primijetili da za sve lance L od A vrijedi M (L) \ L # 0, pa je
skup S podskup domene funkcije g. Sada definiramo funkciju

[ L—=PA)NA{D}, sa f(L)=M(L)\L,

te konacno funkciju h kao kompoziciju h = (g |s) o f. Primijetimo da za sve
L € L vrijedi
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g(M(L)\ L) € M(L)\ L, tj.

=8
h
~—
Il
=R
—
—~
=
I

WL) e M(L)\ L (*)

Za X C A kazemo da je inicijalni segment ako za svakiy € A 1 z € X iz
¢injenice y < x slijedi y € X. Lako je vidjeti da je svaki inicijalni segment od
A ili pocetni komad od A ili pak je jednak A. Inicijalni segment od A koji je
razli¢it od A nazivamo pravi inicijalni segment.

Oznacimo s Ly podskup skupa L koji sadrzi sve neprazne lance L od A takve
da za sve inicijalne segmente X C L (pravi podskup!) vrijedi:

h(X) =inf ,(L\ X) (xx)

Primijetimo prvo da je Lo # 0, jer je {h(()} lanac (jednoc¢lan skup!) koji pripada
L. (Posto je () lanac, tj. ) € L, tada je funkcija h definirana na (). Jedini pravi
inicijalni segment od {h(0)} je 0. To znaci da uvjet (xx) treba provjeriti samo
za X = (). No, ocito vrijedi:

mwmﬁmmw®=mm

Sada dokazujemo pomoc¢nu tvrdnju da za sve lance Ly i Ly iz Ly vrijedi: L; C Lo
ili Ly C L;. Pokazimo prvo da je {h(0)} inicijalni segment koji pripada L; N L.
Posto je ) inicijalni segment od Ly i Lo, te Ly, Ly € Ly, tada iz definicije skupa
Lo, tj. (xx) slijedi:

inf 1, (Ly \ 0) = h(0) = inf 1, (Ls \ 0).

Iz toga slijedi h(0) € Ly N Lo, te da je to najmanji element od L; N Ls. No, iz
toga direktno slijedi da je {h(()} zajednicki inicijalni segment od L; i L.

Oznacimo sa Z uniju svih zajednickih inicijalnih segmenata od L; i Ls. Iz
prethodnih razmatranja slijedi Z # 0, jer je h()) € Z. Primijetimo da je Z
zajednicki inicijalni segment od L; i Ly. (Neka je x € Z iy € Ly takvi da je
y < x. 1z definicije skupa Z slijedi da postoji zajednicki inicijalni segment X
od L i Ly tako da je x € X. Tada je y € X, a onda imamo i y € Z.) Uoc¢imo
da je funkcija h definirana na skupu Z, jer je Z C L; i Ly je lanac (tada je i
Z takoder lanac, tj. Z € L). Iz svojstva funkcije h slijedi h(Z) € M(Z)\ Z, a
onda posebno iz toga slijedi:

hZ)¢Z ( * )
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Pretpostavimo da je Z pravi podskup od L; i od L,. Tada iz definicije skupa
Ly slijedi:

]’L(Z) = inle (Ll \ Z) € Ll.
Analogno, dobivamo da je h(Z) € Ls.
Tvrdimo da je ZU{h(Z)} zajednicki inicijalni segment od Ly i Lo. U svrhu tog

dokaza izaberimo x € ZU{h(Z2)} iy € Ly, takve da je y < z. Promatramo dva
slucaja:

a) v € Z;
Bili smo dokazali da je Z inicijalni segment od L, pa je y € Z.

b) z = h(2);
Ako bi vrijedilo y € Ly \ Z tada iz h(Z) = inf 1, (L1 \ Z) slijedi A(Z) < y.
No, to je kontradikcija s pretpostavkom da je y < h(Z). To znaci da i u
ovom slucaju mora vrijediti y € Z.

Rezimirajmo sto smo sve definirali i dokazali iz pretpostavke da je Z pravi
podskup od L i Ly :

e Z je unija zajednickih inicijalnih segmenata lanaca Ly i Lo;
o W(Z) & Z (vidi (% %) );
e ZUhI(Z) je zajednicki inicijalni segment od Ly i Lo.

Ocito je da sve tri prethodno navedene ¢injenice ne mogu biti istinite, tj. pret-
postavka da je Z pravi podskup od Ly i Ly vodi na kontradikciju. Time smo
dokazali da je Z = Ly ili Z = L.

Posto je iz definicije skupa Z jasno da vrijedi Z C Ly N Ly, tada je L1 C Lo ili
Ly C Ly. Time smo dokazali da je skup (L, C) lanac. Oznacimo:

L= x

XeLy
Posto je (Lo, C) lanac tada je i £ lanac.
Tvrdimo da je LEU{h(Ly)} € L. (Ako je X pravi inicijalni segment od L] tada
iz definicije skupa Lj slijedi da postoji lanac Y € L, takav da je X C Y. Sada
iz definicije skupa Ly slijedi:

h(X) Z infy (Y \ X).

Neka je zy € L donja meda od £\ X. Tada postoji Y’ € L, takav da jezp € Y’
i X CY'. Po definiciji skupa £y imamo infy (Y \ X) = A(X) =inf y/(Y"\ X),
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Sto znaci da je zo < infy (Y \ X), iz cega slijedi inf y (Y \ X) = inf.: (L5 \ X)
Dakle, dobili smo:

h(X) = inf £: (L5 \ X).
Kako je X bio proizvoljan vidimo da vrijedi £ € Ly. Bili smo primijetili sa je
Lg lanac, pa je funkcija h definirana na L. Promotrimo lanac

C=L5U{h(Ly)}.
Neka je X pravi inicijalni segment od C. Imamo dva slucaja:

1° X je pravi inicijalni segment od £j. Tada je h(X) = inf £+(L£5 \ X). Kako
je h(Lj) gornja meda od Lf vidimo da je inf £ (L5 \ X) = inf¢(C \ X).

2° X = L. Tada je C\ X = C\ L5 = {h(L})}, pa je infc(C\ X) =
inf e {h(L5)} = h(L5)-

Dakle, dokazali smo da je C € L. No tada je C UXGEO X = L§, odakle imamo
h(Ly) € L5, a kako je L£§ lanac po (x) mora biti h(Ly) € M(Ly) \ Lj sto je
kontradikcija.

Time smo dobili da pretpostavka da skup (A, <) nema niti jedan maksimalan
element vodi na kontradikciju. Time je zavrsen dokaz da aksiom izbora povlaci
Zornovu lemu. Za dokaz vidi i knjige [11], [18], [26] i [29].

Dokazite da Hartogsov teorem povlaci aksiom izbora.
(Dokaz mozete vidjeti primjerice u [8]).

Dokazite da teorem Tarskog povlaci aksiom izbora.
Dokazite da Hausdorffov princip maksimalnosti povlaci teorem Tarskog.

Dokazite korolar 2.56.

Dokaz. Primijetimo prvo da iz teorema 2.55. slijedi da postoji maksimum skupa
{\, 1}. Radi odredenosti neka je A maksimum tog skupa. Ocito je A < A + p.
Kako bi dokazali obratnu nejednakost, prvo primijetimo:

A+ <A g+ A A< A+ A A=22=22< A - A=)\ =)

Iz Cantor, Schroder, Bernsteinovog teorema slijedi da je A\ + u = \.

Ocitoje A -t < A=A = X2 = ), te A < \- p. Iz Cantor, Schroder, Bernsteinovog
teorema slijedi A - p = A.

Neka su a i [ ordinalni brojevi takvi da je a < 3. Dokazite da je tada
N, +Ng =R, - Vg = Rg.

Dokazite da opc¢a hipoteza kontinuuma povlaci aksiom izbora.

Uputa. Vidi [17], [18] i [20], te ¢lanak L. Gillman, Two Classical Surprises Con-
cerning the Axiom of Choice and the Continuum Hypothesis, American Mathe-
matical Monthly, 109, June—July 2002.
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2.6 Zermelo—Fraenkelova teorija skupova

Kao sto smo veé bili naveli u uvodu, prvi prijedlog aksiomatizacije teorije skupova dao
je Ernst Zermelo 1908. godine. Zermelo je bio dokazao da se svaki skup moze dobro
urediti. Nakon velikih kritika njegovog neocekivanog rezultata, Zermelo je pobrojao
aksiome koje je koristio.

Ernst Zermelo, 1871.-1953.

A. Fraenkel je 1922. godine precizirao shemu aksioma separacije.

Abraham Fraenkel, 1891.—1965.

Zatim su A. Fraenkel i T. Skolem predlozili shemu aksioma zamjene kao jos jedan
novi aksiom.
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Thoralf Skolem, 1887.-1963.

J. von Neumann je eksplicirao aksiom dobre utemeljenosti i definirao ordinalne
brojeve.

John von Neumann, 1903.—1957.

Sada rezimiramo definiciju teorije ZF. Zermelo—Fraenkelova teorija skupova, ili
kratko ZF, je jedna teorija prvog reda. Formule teorije ZF gradimo pomocu var-
ijjabli, logickih veznika i kvantifikatora, te dva dvomjesna relacijska simbola, koje
oznacavamo sa € i = . Prisjetimo se aksioma teorije ZF:

aksiom ekstenzionalnosti
aksiom praznog skupa
aksiom para

aksiom unije

aksiom partitivnog skupa
aksiom izbora

aksiom dobre utemeljenosti

aksiom beskonacnosti
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shema aksioma separacije

shema aksioma zamjene

Sistem aksioma teorije ZF nije nezavisan. Ne promatra se minimalan skup aksioma
jer je na ovakav nacin omogucéeno razmatranje vise zanimljivih podteorija od ZF.

Na samom pocetku bili smo naveli da je osnovno pitanje kolegija: 'Sto je skup?'
Sada je vrijeme da pokusamo rezimirati kako smo pokusali odgovoriti na spomenuto
pitanje. Skupovi su objekti koji pripadaju strukturi koju nazivamo kumulativna
hijerhija (nisu svi objekti u kumulativnoj hijerahiji skupovi — neki objekti su prave
klase). Kako bi iz kumulativne hijerahije izdvojili objekte koji su skupovi napisali smo
listu aksioma, koje kratko nazivamo Zermelo—Fraenkelova teorija skupova. Koliko smo
time zapravo uspjeli opisati skupove, tesko je pitanje. Svakako neodlucivost nekih
problema kao sto je hipoteza kontinuuma nije dobar signal da smo sasvim uspjeli. Ve¢
dugo vremena medu matematicarima koji se bave teorijom skupova traju rasprave
o tome koje nove akisome bi trebalo dodati teoriji ZF. Ovdje ¢emo navesi primjer
prijedloga jednog takvog aksioma. To je Martinov aksiom o determiniranosti igara.
U tu svrhu prvo definiramo neke pojmove. Neka je X neki skup nizova nula i jedinica.
Dva igraca, koje oznacavamo sa I i II, igraju igru tako da naizmjence biraju 0 ili 1.
Igrac I pobjeduje ako niz pripada X, a inace pobjeduje II. Kazemo da neki igrac¢ ima
pobjednicku strategiju ako za svaki potez protivnika ima odgovor sto treba izabrati
kako bi na kraju pobijedio.

Martinov aksiom o determiniranosti igara:

Za svaki skup X nizova nula i jedinica barem jedan igrac ima pobjednicku
strategiju.

Za skup X nizova nula i jedinica sa AD(X) oznacavamo pripadni Martinov aksiom.

Napomena 2.59. Primjenom AC slijedi da postoji skup X tako da je AD(X) lazno.
U drugu ruku, ZF+AD(X) povlaci da je Banach—Tarskijeva dekompozicija nemoguca.

O Martinovom aksiomu mozete vise citati u [3].

Na samom kraju navodimo neke teme iz teorije skupova koje bi bile prirodni nastavak
sadrzaja kojeg smo mi proucavali.

1. nezavisnost aksioma izbora — konstruktibilna hijerahija
2. nezavisnost hipoteze kontinuuma — metoda forcinga

3. novi aksiomi teorije skupova — primjerice Martinov aksiom o determiniranosti
igara

4. kardinalna aritmetika; nedostizivi kardinalni brojevi
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5. deskriptivna teorija skupova

Za druge teme vidite primjerice [13].

Zadaci

1. Dokazite da iz sheme aksioma zamjene slijedi shema aksioma separacije.
2. Dokazite da iz sheme aksioma separacije slijedi aksiom praznog skupa.

3. Dokazite da iz sheme aksioma zamjene i aksioma partitivnog skupa slijedi ak-
siom para.
Dokaz. Neka je F(z,y) = (x = 0Ay =a)V (z = {0} Ay = b). Iz aksioma
partitivnog skupa slijedi da postoji skup P?(@) = {0,{0}}. Sada primjenom
sheme aksioma zamjene na F' te na skup P?(0) slijedi egzistencija para {a,b}.



Dodatak: Goodsteinov teorem

U ovom dodatku razmatrat ¢emo jedan teorem. Tri su razloga zasto promatramo taj
teorem. Prvi je razlog to sto je tvrdnja teorema pomalo cudna na prvi pogled, ¢ak
izgleda nevjerojatna. Ovaj razlog je najmanje vazan, ali ve¢ina ljudi upravo to vide
dokaz koriste beskonacni ordinalni brojevi, iako teorem govori o prirodnim brojevima.
Tredéi razlog je zapravo najvazniji, ali je najvjerojatnije najmanje razumljiv. Godelov
prvi teorem nepotpunosti govori da svaku istinitu tvrdnju o prirodnim brojevima nije
moguce dokazati pomoc¢u Peanovih aksioma. Dokazano je da Goodsteinov teorem nije
moguce dokazati samo pomoc¢u Peanovih aksioma, tj. da je za njegov dokaz nuzno
koristiti beskonacne ordinalne brojeve.

Kako bi mogli izre¢i Goodsteinov teorem moramo definirati prikaz prirodnog broja
u superbazi i Goodsteinov niz prirodnog broja. Te pojmove ne¢emo strogo definirati
ve¢ ¢emo ih objasniti pomoc¢u primjera.

Svima je poznat pojam prikaza broja u nekoj bazi. Npr. prikazimo brojeve 27 i
521 u bazi 2:

27 =924+ 923 ot 4 20 i 521 =29 + 23 4+ 90

Prikazati neki broj u superbazi b znaci prvo broj prikazati u bazi b, zatim eksponente
prikazati u bazi b, pa eksponente eksponenata prikazati u bazi b, itd. Pogledajmo to
na primjeru prikaza brojeva 27 i 521 u superbazi 2:

27 =24 423 421 420 = 2% 4 92+1 4 91 4 20
521 — 29 4923 4 90 — 92%+1 4 9241 4 90 _ 92°F'41 | 9241 4 90
Ovdje je kao primjer dan i prikaz broja 521 u superbazi 3:

521 =2-3°4+334+2.-34+2=2.3324+334+2.3+2

Pojam Goodsteinovog niza definiramo prvo na primjeru broja 8. Prvi ¢lan Good-
steinovog niza broja 8 je on sam. Oznacavamo ga sa (8); = 8. Kako bi dobili drugi
¢lan niza prikazimo prvo broj 8 u superbazi 2, tj. 8 = 2%*!. Umjesto svih dvojki
u prikazu 22! napisemo trojke, pa dobivamo 33!, Zatim od tako dobivenog broja
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oduzmemo 1. Time smo dobili drugi ¢lan Goodsteinovog niza, tj. (8)s = 80. Prikazimo
sada broj 80 u superbazi 3, zatim zamijenimo sve trojke s cetvorkama, te oduzmemo
jedan. Dobili smo (8); = 553. Nadamo se da je jasan daljnji postupak konstruk-
cije Goodsteinovog niza. Bez daljnjih detaljnih objasnjena navodimo nekoliko prvih
c¢lanova Goodsteinovog niza broja 8.

(8)1= 8
superbaza 2 8 = 22+1
2—3 3+ =281
1 (8)s = 80
superbaza 3 80=2-3342-324+2-3+2
3—4 2.4 4+2.424+2.4+2 =554
1 (8)s = 553
superbaza 4 553 =244 4242 +2-44+1
45 2:554+2-524+2.-54+1=06311
1 (8)1= 6310
superbaza 5 6310=2-5"+2-52+2-5
55— 06 2.-654+2-62+2-6=93 396
-1 (8)s = 93395
superbaza 6 93395 =2-6°+2-6+6+5
(8)s = 1647 195
(8)7 = 33554 571
(8)g = 774 841 151
(8)9 = 20 000 000 211

270 623 341 475
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Sada navodimo nekoliko prvih ¢lanova Goodsteinovog niza broja 25.
(25); =25 =2% + 2%t 1

333 433+ 1

(25); =3% + 3% ~ 10
444 44441

(25)3 =4 +3-4*+3-4343-42+3-4+3~10%
5° +3-5°4+3-55+3-524+3-5+3

(25); =5"+3-5°+3-5°+3-5243.5+2~ 102216

Evo jos desetak prvih ¢lanova Goodsteinovog niza broja 266.

(266), = 266 = 22" + 2% 4 2 > 22 ~ 3 x 10

(266), = 33°7 + 331 4 2 > 33" ~4x10%
(266)3 = AT e > 4%~ 3% 10516
(266), = 55" + 55t > 55 ~ 3 x 1010021
(266); = 6" +5-6°+5-6°4...5-6+5 ~ 4 x 10217832
(266) =77 +5-TT+5-T+...5-T+4 ~ 104871822
(266); = 85" +5.854+5.8 +...5-8+3 ~ 9 % 10121210686
(266)s = 9% +5-994+5.9°+ .. .5.942 ~ 5 % 1()3327237896

(266)g = 101" +5.100 +5-10°+...5-1041 ~ 10"

Najvjerojatnije ste zakljucili da Goodsteinovi nizovi brojeva 8, 25 i 266 teze prema
beskonacnosti. No, prevarili ste se. R. L. Goodstein je dokazao 1944. godine sljedeci
teorem.

Teorem. Svaki Goodsteinov niz zavrsava s nulom.
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Kako je to moguce? U prvi tren se cini nevjerojatno. Pokusat ¢emo vas u istinitost
Goodsteinovog teorema uvjeriti navode¢i Goodsteinov niz broja 3.

superbaza 2 (3) =241
23 3+1=4

H
|
w

-1 (3)2
superbaza 3

3—4

-1 (3);
superbaza 4

45

-1 (3)4
superbaza 5

56

—1 (3)s
superbaza 6

6+— 7

-1 (3)s

O = = = DNDDNDDNWWWHRE WWHR

Uocite da je u jednom trenutku clan Goodsteinovog niza manji od superbaze (u ovom
slucaju to je (3)3). Nakon toga ¢lanovi Goodsteinovog niza strogo padaju, pa posto se
radi o prirodnim brojevima niz mora zavrsiti s nulom. Za neke prirodne brojeve clan
Goodsteinovog niza koji je manji od trenutne superbaze moze biti vrlo velik. (Npr.
duljina Goodsteinovog niza za broj 4 je broj koji ima vise od 121 210 700 znamenaka).

Za strogi dokaz Goodsteinovog teorema koristi se transfinitna indukcija do ordinalnog
broja €p. Ideja dokaza je vrlo jednostavna. Svakom clanu Goodsteinovog niza se
pridruzuje beskonacni ordinalni broj manji od €;. Tada se dokaze da pridruzeni or-
dinalni brojevi strogo padaju. Primjenom transfinitne indukcije do ordinalnog broja
€o tada slijedi da svaki strogo padajuci niz ordinalnih brojeva mora zavrsiti s nulom.
Promotrimo pridruzivanje ordinalnih brojeva ¢lanovima Goodsteinovog niza broja 4
(umjesto superbaze uvrstavamo ordinali broj w).



2+—3

(1+3 koraka)

(1+3+6)

(143+6+12)

(143+46+12+ 24)

33
2.3242.342
W2 24 w-242

2:624+6+5
w24+ w+5

2122 +11
w2411

242 + 23 .24 + 23
w24 w-23+23

482 4+ 22 - 48 + 47
W24+ w-22447
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Posto Goodsteinov teorem govori o prirodnim brojevima, prirodno se namece
pitanje moze li se provesti dokaz tog teorema u kojem se nece koristiti beskonacni
ordinalni brojevi. Godine 1982. je dokazano da se Goodsteinov teorem ne moze
dokazati primjenom samo prirodnih brojeva (tocnije pomoc¢u Peanovih aksioma). To
znaci da je za dokaz tog teorema nuzna primjena beskonacnih ordinalnih brojeva. To
je zapravo najvaznije u vezi Goodsteinovog teorema. Time je taj teorem u direktnoj
vezi s Godelovim teoremima nepotpunosti.

Sada dajemo dokaz Goodsteinovog teorema. Prvo definiramo funkcije koje prirodnom
broju zapisanom u superbazi n pridruzuju broj koji nastaje zamjenom superbaze n

san+1.

Definicija 2.60. Za svakin € N, n > 2, definiramo funkciju S, : N — N sa:

S, (0) = 0

Sp(k-nt)=k-(n+1)%O  ako je k< mn;

d
i=0

d

5" Su(ki-nt), gdje je ko, ..

1=0

.,kd<n.
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Definicija 2.61. Induktivno definiramo niz funkcija (g,,), gdje je g, : N — N, ovako:
ga(m) = Sy(m) —1

In1(m) = Spia(gn(m)) — 1

Uocite da je za sve m € N upravo (g,(m)) Goodsteinov niz broja m.

Teorem 2.62. (R. L. Goodstein, 1944.)
Za svaki m € N postoji n € N tako da je g,(m) = 0.

Ponavljamo da je ideja dokaza Goodteinovog teorema vrlo jednostavna: clanove
Goodsteinovog niza ¢emo kodirati ordinalnim brojevima manjim od ¢, te dokazati da
ti ordinalni brojevi strogo padaju. To znac¢i da Goodsteinov niz mora biti konacan.
U svrhu dokaza definiramo i sljedeéi niz funkcija.

Definicija 2.63. Neka je za sven € N, n > 2, s f, : N — ¢y oznacena funkcija koja
je definirana sa:

fn(0) =0

fo(k-nt) =wh® k. pri cemu je k<n

d . d .
Fn(Do ki -nt) =" fulki-n?), gdje je ko,....ka <n
=0 =0

Objasnimo ukratko definiciju niza funkcija (f,,). Ako je neki broj m zapisan u
superbazi n tada je f,(m) ordinalni broj koji je dobiven zamjenom svih n-ova u
prikazu broja m s w. Primjerice, vrijedi sljedece:

£3-55 425 4+4.5 +3.5+2) =w" 34w 24w’ A+ w342
Lema 2.64. Za sve n,m € N, n > 2, vrijeds

fn(m) = fn—l—l(Sn(m))'

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po m. Za m = 0 imamo

So41(80(0)) = frs1(0) = 0 = £,(0).
Neka je m € N takav da tvrdnja leme vrijedi za sve prirodne brojeve strogo manje
od m. Neka je n € N proizvoljan (n > 2). Napisimo broj m u bazi n (ovdje ne
promatramo zapis u superbazi!), tj. neka je
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d

m:Zki~ni, gdje je ko,..., kg <n.
i=0
Tada imamo:
d .
far1(Sn(m)) = far1(Sn(32 ki - n')) = (def. funkcije S,)
i=0
d .
= for1(O] Sp(k; - n")) = (def. funkcije S,)
i=0
d .
= for1 (O ki - (n+1)5®) = (def. funkcije f,41)
i=0

d
= 3 farilki- (n+1)%@) = (def. funkeije fo41)
=0

d
= Y w6 g = (pret. indukcije)
i=0
d .
= S w0k = (def. funkcije f,,)
i=0
d .
= Zofn(k:z -n') = (def. funkcije f,,)
d .

Q.E.D.

Lema 2.65. Za sve n,m € N, n > 2 vrijedi f,(m +1) > f,(m).

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po m. Za m = 0 imamo f,(1) = f,(1-n") =
wf©) =, =1, a po definiciji je f,,(0) = 0. Time imamo da je f,(1) > f,(0).
Pretpostavimo da je m € N takav da za sve prirodne brojeve koji su strogo manji od

m tvrdnja vrijedi. Napisimo broj m u bazi n, tj. neka je

mzk‘d~nd—|—kzd_1-nd_1+...+k1~n+k0,

gdje je za sve © < d ispunjeno 0 < k; < n. Promatramo dva slucaja:

a) ko <n—1;
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b) postoji s takav da je ks <n—1,teje ks 1 =kso=...=ki=ky=n—1.

Promotrimo prvo slucaj a). Tada imamo
fam+1) = folkg-n?+ks - nTt+ . 4+ ki -n+k+1)
=wl kg +wt ™ kg . dwok k1
>wh kg +wtt kg 4wk + ko

Promotrimo sada slucaj b). Iz uvjeta slijedi:

m=ky-ni+.. . +k;n+n—-1)-n"1+.. . +(n—-1)-n+(n-1)
m+1=kg-n?+...+ (ks + 1)n®
Tada imamo:
fom) =w kg+.. 4wkt (n—1D+... +w-(n—1)+(n-1)

<wtikgt . AWkt (n—1)+. T (n—1)

J

-~
S

=wl kg+. 4wk twl (n—1)-s
<wh kg4 .. +w ks +w
=wl kg +w - (ks +1)

= fulm+1).
Q.E.D.

Lema 2.66. Za sve n,m € N, n > 2, takve da je g,(m) > 0 vrijedi

fn+2 (gn—l—l (m)> > fn+1 (gn(m))

Dokaz. Redom imamo:

Jot2(gnyi(m) = froio(Sngi(gn(m)) — 1) < (lema 2.65.)
< far2(Sng1(gn(m))) = (lema 2.64.)

= far1(gn(m)) Q.E.D.
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Dokaz Goodsteinovog teorema:
Pretpostavimo da je m € N takav da su svi ¢lanovi niza (g,(m)) strogo veéi od nule.
Tada iz leme 2.66. slijedi da imamo strogo padajuéi niz ordinalnih brojeva:

f3(g2(m)) > fa(gs(m)) < fs(ga(m)) < ...,

sto je nemoguce. Q.E.D.

Vise detalja o Goodsteinovom teoremu mozete procitati u [14], [19] i [31], odnosno
u clancima L. D. Beklemishev, Worm Principle, preprint 219, Utrecht, 2003.; R. L.
Goodstein, On the restricted ordinal theorem, Journal of Symbolic Logic, 9 (1944),
33-41; M. Vukovi¢, Matematicka indukcija i Goodsteinov teorem, Poucak — éasopis
za metodiku i nastavu matematike, 13 (2003), 5-13; M. Vukovi¢, Gddelovi teoremi

nepotpunosti, MFL, 2002.
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