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O Uvod, jezik i motivacija

0.1 Logistika kolegija

Polaganje:

* Kolokvij, 20 bodova, 120 minuta. SadrZi i teorijska pitanja. Neobavezan ali preporu-
Cen. Predstavlja pripremu za pismeni ispit. Bodovi se pribrajaju pismenom.

* Pisani ispit, 100 bodova, 120 minuta. Zadaci iz Citavog gradiva (s naglaskom na drugi
dio). 45 bodova za prolaz.

e Usmeni ispit — samo za studente koji produ pismeni. Na usmenom se odreduje ko-
nacna ocjena, uzevsi u obzir bodove s pisanog ispita (i kolokvija).

Nastava:
e predavanja: Maja Resman i Vedran Cacié¢
* vjezbe: Matea Celar i Tadej Petar Tukara
* demonstrature: (demonstratori e biti objavljeni naknadno)

Web-stranica: https://web.math.hr/nastava/ts/index.php

O literaturi

Vukovi¢, Teorija skupova — predavanja sadrzi biljeSke po kojima su se ranije drzala pre-
davanja iz ovog kolegija. Osnovne razlike su drugaciji redoslijed gradiva, dvostruki pristup
(naivno i aksiomatski), i puno viSe tvrdnji ostavljenih za vjeZbu Citatelju.

Dobar dio ovih biljezaka nastao je prema Hrbacek i Jech, Introduction to Set Theory:

ta knjiga puno dublje pokriva €itavo gradivo koje ¢emo obraditi, i mnogo vise od toga.
Takoder postoji i Caci¢ i dr., Zbirka zadataka iz teorije skupova, koja se trenutno osvjezava
i priprema za novo izdanje.

Nekoliko diplomskih radova koji mogu posluZiti za produbljivanje znanja o nekim temama
vezanim uz teoriju skupova:

* Basi¢, Ordinalni kalkulator — za definiciju i svojstva operacija na ordinalima
te provjeru rezultata ordinalne aritmetike


https://web.math.hr/nastava/ts/index.php

* Gunja, Zornova lema i srodne tvrdnje — za tvrdnje ekvivalentne aksiomu izbora
te ,elementarni” dokaz Zornove leme

* Doko, Kardinalna aritmetika— za definiciju i svojstva operacija na kardinalima

Oni koje zanima daljnji razvoj teorije skupova mogu ponesto naci u magistarskom radu
Cacti¢, Nezavisnost i relativna konzistentnost aksioma izbora i hipoteze kontinuuma.

0.2 Osnovno pitanje

Na prvi pogled, htjeli bismo strogo odgovoriti na pitanje ,Sto je skup?”. Na drugi pogled,
matematicke grane Cesto se ne bave individualnim objektima, ve¢ strukturama u kojima
ti objekti prirodno , prebivaju”.

Na linearnoj algebri niste culi op€enit odgovor na pitanje ,Sto je vektor?”, osim kroz neke
geometrijske primjere. Culi ste, odnosno naveli aksiome koji odgovaraju na pitanje, §to je
vektorski prostor, a vektor je onda bilo koji element vektorskog prostora — bio on zapravo
n-torka, klasa ekvivalencije usmjerenih duzina, funkcija, ili nesto cetvrto.

Na vjerojatnosti i statistici niste ¢uli opéenit odgovor na pitanje ,5to je slu¢ajni dogadaj?”,
osim u obliku nekih fizikalnih interpretacija. Culi ste, odnosno naveli aksiome koji odgo-
varaju na pitanje, §to je vjerojatnosni prostor, a slucajni dogadaj je onda bilo koji izmjeriv
podskup vjerojatnosnog prostora.

Sli¢no je i u teoriji skupova: navest ¢emo aksiome koji opisuju kumulativnu hijerarhiju,
matematicku strukturu u kojoj se (na njenim razinama) nalaze skupovi. Jedan mali pro-
blem je u tom $to je teorija skupova ,osnovnija” od linearne algebre i vjerojatnosti: svaki
vektorski i vjerojatnosni prostor je prije svega skup, s nekom dodatnom strukturom. Kumu-
lativna hijerarhija nije skup (skupova), bas kao $to ni vektorski prostor nije vektor (barem
ne u samom tom prostoru).

0.3 Klase

Treba nam neki nacin da govorimo o proizvoljnim kolekcijama skupova. Tradicionalno
se za to koristi pojam ,klasa”. Kako moZemo zadati klasu? Najjednostavniji nacin je tako
da preciziramo neko svojstvo skupova. Recimo, moZemo govoriti o klasi svih prebrojivih
skupova, klasi svih skupova (to e biti unija svih razina kumulativne hijerarhije), klasi svih
vektorskih prostora, klasi svih analitickih funkcija, klasi svih praznih skupova, klasi svih
skupova koji sadrze broj 7 kao element, ...

Uglavnom, elementi klasa su skupovi. Sto su elementi skupova? Mogu biti brojevi, funkcije,
razne matematicke strukture, ... ali velika snaga teorije skupova (i razlog zasto se smatra



temeljem matematike) je da se svi ti objekti mogu shvatiti kao skupovi specijalnog oblika (s
vremenom ¢emo vidjeti kako to¢no). Dakle, elementi skupova su skupovi.

Prva vazna posljedica tog uvida: ne zanima nas ,,skup knjiga na polici u mom uredu”, , skup
studenata koji ove godine slu$aju Teoriju skupova”, pa ¢ak niti ,skup slova u rijeci ,skup’”.
Zanimaju nas skupovi matematickih objekata, i to onih koji se na prirodan nac¢in mogu

reprezentirati kao skupovi.

Druga posljedica: opcenite klase ne mogu biti elementi skupova. Ne postoji ,,skup svih
klasa”. (Ne postoji ni , klasa svih klasa”, jer smo se dogovorili da su klase kolekcije skupova.)
Ne postoji ¢ak niti jednoclan skup ¢iji je jedini element kumulativna hijerarhija. Drugim
rijeCima, klase ne spadaju u ,matematicke objekte koji se na prirodan na¢in mogu repre-
zentirati kao skupovi”.

Treca posljedica: iako klase nisu isto Sto i skupovi, neke klase jesu skupovi, ili su im barem
jednake u smislu da predstavljaju kolekciju istih elemenata (skupova). Recimo, klasa svih
praznih skupova jednaka je skupu svih praznih skupova, {@} (pokazat ¢emo da je to skup).
Dobar dio pocetnog razvoja teorije skupova sastoji se u tome da za razne klase utvrdimo
da su zapravo skupovi. Intuicija koju pritom treba imati je: jedini nacin na koji klasa moze
ne biti skup je da bude ,prevelika’, odnosno da ima previSe elemenata. Dovoljno male
klase su uvijek skupovi. Tocno znacenje pojma ,dovoljno male” preciziraju aksiomi te-
orije skupova, koji za neke osnovne konstrukcije kazu da ako krenemo od skupova, ono $to
dobijemo su ponovo skupovi. Recimo, aksiom para kaZe da je svaka dvoclana klasa skup,
odnosno , dva elementa je uvijek dovoljno malo”.

Zanimljivo je da obrat tvrdnje iz prethodnog odlomka vrijedi u potpunosti: svaki skup je
klasa. Kao $to smo rekli, za nas je svaki skup x kolekcija skupova, i zadana je svojstvom , biti
element od x”. Precizni opis $to znaci ,svojstvo” dat ¢emo kasnije, kad budemo govorili o
jeziku teorije skupova.

0.4 Russellov paradoks

Da su klase ,iznad” skupova, i op¢enito ne mogu biti reprezentirane skupovima, zakljucili
smo po analogiji. No to zapravo moZemo i sasvim precizno dokazati.

Teorem 0.1 (Russell). Postoji klasa koja nije skup (tzv. prava klasa).

Dokaz. Promotrimo klasu R svih skupova koji nisu elementi samih sebe. Dakle svojstvo
skupa x koje karakterizira elemente klase R je x ¢ x. To znaci da za svaki skup x vrijedi:
X € R ako i samo ako x ¢ x. Kad bi R bio skup, tad bismo mogli tu ekvivalenciju primijeniti
na x := R, i dobiti da je R € R ako i samo ako R ¢ R, $to je ocito nemoguce. Jedini izlaz je
da prihvatimo da je pretpostavka da je R skup pogresna. (Tada paradoks nestaje, jer doista
ne vrijedi x € x za x = R, ali iz toga ne moZemo zakljuciti R € R jer R nije skup. R sadrzi
skupove koji nisu elementi samih sebe.) d



Upravo dokazani teorem naziva se paradoksom, jer doista jest paradoks u tzv. naivnoj te-
oriji skupova, gdje ne pravimo razliku izmedu skupova i klasa, i jednostavno sve kolekcije
matematickih objekata zovemo skupovima.

Teoriju skupova stvorio je njemacki matematicar Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor,
jer mu je trebala za proucavanje konvergencije Fourierovih redova. Tek je kasnije primije-
tio da se na njoj moZe zasnovati gotovo Citava matematika. Iako je Cantor bio svjestan raz-
like izmedu konzistentnih i inkonzistentnih mnostava (ono $to danas zovemo skupovima i
pravim klasama), nije nigdje formalno precizirao razliku, ve¢ se rukovodio intuicijom. Fri-
edrich Ludwig Gottlob Frege je pokuSao tu njegovu teoriju formalizirati kroz aksiome, i u
tako formaliziranoj teoriji Bertrand Arthur William Russell je pronasao upravo navedeni
paradoks. No Cantor se nikada nije slagao s Fregeovom aksiomatizacijom, i nije smatrao
da Russellov paradoks (kao ni mnogi drugi kasnije otkriveni paradoksi) bitno narusava nje-
govu teoriju.

Ipak, ako nemamo intuiciju kao Cantor, dobro bi bilo imati formalni opis konstrukcija od-
nosno svojstava koja generiraju skupove. Danas naivno/aksiomatsko nije binarna podjela:
teorije su viSe ili manje naivne, ovisno o tome koliko precizno navode svoje aksiome i za-
klju¢uju. Mi ¢emo aksiome vrlo precizno navesti, ali zaklju¢ivanja ¢emo uglavnom provo-
diti neformalno.

0.5 lIzgradnja kumulativne hijerarhije

Pojam hijerarhija ima mnogo definicija, ali sve u sebi sadrZe neku ideju stupnja, ranga od-
nosno razine (nivoa). Tako i kumulativna hijerarhija ima razine, $to smo vec¢ nagovijestili
kada smo kazali da su elementi skupova ponovo skupovi. Kako smo u Russellovu para-
doksu vidjeli da je problematicna relacija , x € x”, jedan prirodni nac¢in da je izbjegnemo je
da skupove gradimo po razinama: elementi skupa A jesu takoder skupovi, ali ,niZe razine”
nego A. Primjerice, elementi skupa R su realni brojevi, odnosno Dedekindovi rezovi u Q.
Dakle, elementi realnog broja su racionalni brojevi. Svaki racionalni broj je klasa ekvivalen-
cije parova cijelih brojeva, dakle elementi racionalnog broja su parovi (x, y) = {{x}, {x, y}},
gdje su x i y cijeli brojevi. Njihovi elementi su jo$ jednostavniji od njih, i tako dalje — sve do
praznog skupa, koji nema elemenata. ,Svi njegovi elementi su na razini niZoj od najnize”
tada takoder vrijedi, jer takvih elemenata nema. Dakle, kumulativna hijerarhija pocinje
praznim skupom, koji se (jedini) nalazi na prvoj razini V;. Obi¢no smatramo da ispod nje
postoji jo$ jedna razina Vj, koja je prazna (nema elemenata).

Pojam , kumulativna” znaci da hijerarhija raste, odnosno akumulira sve dosad izgradene
skupove: V,, € V41 za n € N, ili opCenito V, € Vg za a < B. Zato, kad kaZemo da pri iz-
gradnji skupova na razini n > 0 moZemo koristiti samo elemente na razinama manjima od
n, zapravo je dovoljno traziti da koristimo elemente razine V,,_; — svi ispod, recimo oni s
razine V,,_3 ako takva postoji, bit ¢e takoder u V,,_;. Dakle, na taj nacin, svaki element ra-
zine V11 zapravo ima sve svoje elemente na razini V,;, odnosno podskup je od V,,. Stovise,



svakipodskup od V}, je narazini V1, odnosno V,,; je upravo klasa svih podskupova klase
V,,. Pokazat Ce se da su sve razine kumulativne hijerarhije skupovi, pa vrijedi V41 = 22 (V)
(partitivni skup).

Iz toga ve¢ znamo izralunati V,, za sve n € N: recimo, V3 = (2 (2(9))) (ima 22 4 ele-
menta — napiSite ih sve!). Ali to ocCito nisu sve razine. Naime, lako je vidjeti indukcijom
po n da su svi V,, konacni, a tada su i svi njihovi podskupovi konacni, dakle taj dio ku-
mulativne hijerarhije (V,,, n € N) pokriva samo konacne skupove. Da bismo dobili besko-
nacne skupove, morat ¢emo napraviti novu razinu, koja sadrzi sve dosad izgradene sku-
pove: V,, :=Unen Vs 1 onda skupiti sve podskupove toga: V,, 41 := 22(V,).

Sto je w? Iz konstrukcije je jasno, to je redni broj razine koja dolazi iza Vg, Vi, Vs, ... —
odnosno, to je novi redni broj nakon svih prirodnih brojeva (nulu smatramo prirodnim
brojem). Takve ,generalizirane redne brojeve” obicno oznac¢avamo malim gr¢kim slovima
(kao $to smo Cinili u prethodnoj tocki) i zovemo ordinali (od engleskog ordinal number).
Oni imaju mnoga svojstva kao prirodni brojevi (recimo, svaki a ima sljedbenika a + 1, te
takvu razinu gradimo pomocu partitivnog skupa), ali isto tako nemaju neka svojstva koja
kod prirodnih brojeva vrijede. Konkretno, svaki prirodni broj je ili nula ili sljedbenik (svog
prethodnika). Ordinali mogu biti i treceg tipa: granicni ordinali, koji nemaju prethodnika.
Zaista, w je takav: njegov prethodnik trebao bi biti najveci prirodni broj, $to znamo da ne
postoji. Zato smo, iako je hijerarhija kumulativna, morali u V,, skupiti sve niZe razine, a ne
samo ,zadnju” — jer takve nema.

Dakle, sva pravila za izgradnju kumulativne hijerarhije su:

Vo:=9, Va1 : =2 (Vy), Vy = UYdVY za granicni A. (0.1)

0.6 Jezik teorije skupova

Vec¢ u dosadasnjoj vrlo neformalnoj izgradnji teorije koristili smo brojne pretpostavke —
recimo, da su skupovi (i klase) jednaki ako se sastoje od istih elemenata. Za izgradnju prvih
konacnih razina kumulativne hijerarhije (kao skupova) koristili smo ¢injenicu da je prazna
klasa skup, te da je klasa svih podskupova nekog skupa ponovo skup. Za granicne razine
koristili smo pretpostavku da je familija {V) : ¥ < A} ponovo skup, te da je unija te familije
opet skup. I to je samo $to se razina tiCe: za pojedine skupove na svakoj razini trebat ¢emo
jos neke pretpostavke. Sve one se mogu zapisati u obliku aksioma, §to ¢emo i uciniti.

Ipak, neke od tih pretpostavki, kao i formalniji govor o klasama, trebat ¢e formalizaciju
»svojstva” skupova. Aksiome i svojstva predstavljamo pomocu formula odredene logike —
o Cemu Cete viSe ¢uti na Matematickoj logici, ali zasad napravimo samo ono §to nam je po-
trebno za teoriju skupova. Mnoge od tih stvari ve¢ ste ¢uli na Elementarnoj matematici.



Kao varijable koristit cemo obi¢no mala slova s kraja latinicne abecede (x, y, z, x1, ...), ali
ponekad ¢emo radi jasnoce koristiti i neke druge simbole. Podrazumijevamo da ih ima be-
skona¢no mnogo, odnosno preciznije, da za svaku formulu mozemo na¢i , svjezu” varijablu
koja se u njoj ne pojavljuje. Formule su dobivene iskljucivo sljede¢im pravilima:

* Ako su x i y varijable, tada su x € y i x = y formule (tzv. atomarne formule).
e Ako su ¢ iy formule, tada su 7, (p Ay), (9 V), (¢ — ) i (@ — v) formule.

* Ako je ¢ formula i x varijabla, tada su Vx¢ i 3x ¢ formule.

Znacenje tih formula (,,x je element od y”, ..., ,postoji skup x takav da vrijedi ¢”) je, na-
damo se, jasno otprije. Za sve pojave varijable x u formulama Vx¢ i 3x¢ kazemo da su
vezane. Vazno je napomenuti da vezane varijable oznacavaju iskljucivo skupove: ako Ze-
limo reci da nesto vrijedi za svaku klasu X, to nikada ne¢emo formalizirati kao ,VX”.

Kazemo da je varijabla x slobodna u formuli ¥ ako postoji njena pojava u ¥ koja nije ve-
zana. Slobodne varijable u formuli su one o kojima na neki nacin ovisi znacenje te formule.
Kad kaZemo da je istinita neka formula v sa slobodnim varijablama x, ..., xi, a da pritom
ne preciziramo njihove vrijednosti, smatramo da zapravo vrijedi Vx; - -- Vx; y.

0.7 Pokrate i prosirenja jezika

Vec u tom jeziku moZze se formalizirati sve $to Zelimo, ali bi formule bile dosta duge i necit-
ljive. Da bismo ih u€inili €itljivijima, uvodimo razne pokrate. Prvo, zagrade Cesto ne piSemo
ako je bez njih znacenje formule jasno — ponekad ih ¢ak dodajemo ako ¢ine formulu jasni-
jom. Drugo, 7(x € y) skraceno piSemo kao x ¢ y, dok 7(x = y) skra¢eno piSemo kao x # y;
—3dx piSemo kao Ax. Trece, formulu oblika Vx(x € y — ¢) piSemo skraéeno kao (Vx € y)¢
(,za sve x iz y vrijedi ¢”), i analogno 3x(x € y A ¢) skracujemo u (Ix € y)¢p (,postoji x iz y
takav da vrijedi ¢”). Formulu 3yVx(x = y < ¢), gdje y nije slobodna u ¢, skraéeno pisemo
Alx ¢ (,postoji jedinstveni x takav da vrijedi ¢”).

Cetvrto, za bilo kakvu formulu moZemo uvesti skra¢eni zapis, dok god u tom zapisu spo-
menemo sve slobodne varijable u toj formuli. Primjerice, ,formula” x € y nam je po-
krata za (Vz € x)(z € y), §to je pak pokrata za Vz(z € x — z € y) (x i y su slobodne, z
je vezana). Peto, za bilo kakvu formulu ¢ u kojoj je y slobodna, ako znamo da vrijedi
Ay, moZemo uvesti funkcijsku oznaku za taj y, u kojoj moramo spomenuti sve ostale
slobodne varijable u ¢. Primjerice, {x;, X2} nam je oznaka za jedinstveni y takav da vrijedi
X1EYyAXx2€ yAN(Vz € y)(z= X1V zZ=X) (postojanje i jedinstvenost takvog y slijedit Ce iz
aksioma). Specijalno, ako ¢ nema drugih slobodnih varijabli osim y, takav jedinstveni y je
konstanta, pa za njega uvodimo oznaku koja ne spominje nikakve varijable. Primjerice, @
nam je oznaka za jedinstveni y takav da vrijedi Vx(x ¢ y) (opet, postojanje i jedinstvenost
tog objekta slijedit Ce iz aksioma).



0.8 Formalni govor o klasama

Neka je y formula s jednom slobodnom varijablom x. Klasu svih skupova za koje vrijedi
¥ oznacCavamo s {x : ¥}. To opcCenito nece biti skup — recimo za ¥ = (x ¢ x) dobijemo
Russellov paradoks — i zapravo bismo mogli reéi da je vaZzan zadatak moderne teorije sku-
pova, karakterizirati sve ,,dobre” formule v takve da je {x : ¥} skup. Mnogi aksiomi bit ¢e
upravo tog tipa, odnosno propisivat ¢e neke specijalne oblike ,,dobrih” formula. Dva vazna
specijalna slucaja su:

(separacija) Ako je z skup, {x € z:w} nam oznacava skup {x: x € z A y}.

(zamjena) Ako je z skup te f(x) funkcijska oznaka za jedinstveni y za koji vrijedi ¢,
tadaje {f(x) : x € z} skracena oznaka za skup {y : (3x € z)}.

Ponekad ¢emo uvoditi i konstantne oznake za prave klase, ali one ¢e uvijek biti masno otis-
nute (recimo, V je oznaka za klasu svih skupova) i atomarne formule s njima bit ¢e samo
pokrate za formule koje ne koriste masno otisnuta slova. Konkretno, ako nam je A oznaka
za klasu {x : y}, te A’ oznaka za {x : ¢}, tada x € A zapravo znaci y; y = A (i A = y) zapravo
znaci x € y < y; te A=A’ znadi v < y'. S druge strane, A € x i A € A’ ne znace nista (to
su sintaksne greske) jer, kao $to smo rekli, prave klase ne mogu biti elementi skupova niti
klasa.

I za kraj, ponekad ¢emo neku oznaku koju smo uveli za skupove koristiti i za klase: pri-
tom treba razumjeti da se definicije tih oznaka zapisu u osnovnom jeziku (eliminirajuci sve
pokrate), te se tada atomarne formule s masnim slovima umjesto slobodnih varijabli in-
terpretiraju kao u prethodnom odlomku. Recimo, A € A’ znaci Vx (x € A — x € A’), dakle
zapravo Vx(y — y'). S druge strane, {A,A’} ne znaci nista, jer bi svojstvo jedinstvenog y
oznacenog tom oznakom, u sebi ukljucivalo sintaksnu gresku A € y.
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1 Osnovni aksiomi

1.1 Aksiom ekstenzionalnosti

Na nekoliko mjesta ve¢ smo se pozivali na intuiciju da skupovi ,nemaju nista drugo” osim
svojih elemenata. Redoslijed nije bitan, i ,broj pojavljivanja” nema smisla: za sve skupove
yixvrijedi y € xili y ¢ x, i time je njihov odnos u potpunosti opisan. Stovise, sam skup x
je veé u potpunosti opisan odgovorima na pitanja y €’ x za sve y. Odnosno, ako dva skupa
imaju iste elemente, onda su jednaki. To je jedan od najvaznijih aksioma teorije skupova,
aksiom ekstenzionalnosti:

Vz(zex—zey)—x=y. (1.1)

Obrat tog aksioma vrijedi po logickom znacenju jednakosti: za svaku formulu ¢ s jednom
slobodnom varijablom iz ¢(x) i x = y slijedi ¢(y). Konkretno (za formulu z € x) izx =y
slijedi z € x — z € y. Takoder iz x = y slijedi y = x, pa vrijedii z € y — z € x. Formalizacija
toga je komplicirana, ali takvo zakljucivanje, kao i oznake poput ¢(y) za uvrStavanje jedne
varijable umjesto druge, smatramo intuitivno jasnim.

Drugim rije¢ima, da nije specijalnog logickog statusa jednakosti, atomarnu formulu x = y
mogli bismo smatrati skracenim zapisom za lijevu stranu u (1.1), koju moZemo zapisati i
kao x < y A y < x. U tom bi slucaju jedina , prava” atomarna formula bila oblika x € y. Jed-
nako tako, pomocu =i — mogli bismo izraziti sve ostale veznike, a kvantifikator 3 pomocu
=11V, ¢ime bismo bitno smanjili broj osnovnih simbola u jeziku — ali to nam nece biti cilj.
Primijetimo samo da su pravila za jednakost klasa, kao i jednakost skupa i klase, u skladu s
tim shvacanjem.

1.2 Aksiom praznog skupa

Ostali aksiomi teorije skupova uglavnom navode neke specijalne formule ¢ sa slobodnom
varijablom z, za koje moZemo zakljuciti da je klasa {z : ¢} skup. Na jeziku teorije skupova to
mozemo reci u obliku 3y(y = {z: ¢}) gdje y nije slobodna u ¢ (jer kvantificiramo samo po
skupovima), odnosno, uzevsi u obzir pravilo za jednakost klase i skupa, AyVz(z € y < ¢).

Napomena 1.1. Cim smo dokazali (ili propisali kao aksiom) formulu 3yVz(z € y < ¢), mo-
zZemo uvesti funkcijsku oznaku za y, jer takav y uvijek mora biti jedinstven. <
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Dokaz. Pretpostavimo da su y; i y» takvi da vrijedi Vz(z € y; < ¢) i Vz(z € y, < ¢). Tada
za svaki z imamo da su sve tri formule (z € y;, ¢ i z € y») ekvivalentne, pa specijalno vrijedi
Z € y1 < zZ € ¥». Po aksiomu ekstenzionalnosti, iz toga slijedi y; = y». d

Recimo, da bismo uopce zapoceli izgradivati kumulativnu hijerarhiju (Cije su razine sku-
povi), moramo znati da je prazna klasa Vj skup. To nam kaZe aksiom praznog skupa:

AyVz(z ¢ y). (1.2)

Primijetimo da je ta formula oblika iz prvog odlomka, za neku formulu ¢ koja je uvijek
lazna (recimo z # z). Time imamo osigurano postojanje praznog skupa, a po napomeni 1.1
i jedinstvenost — te moZemo uvesti oznaku @ za njega. To je konstanta, jer formula z # z
nema drugih slobodnih varijabli osim z.

1.3 Aksiom partitivhog skupa

Da bismo nastavili izgradivati kumulativnu hijerarhiju a da pritom razine ostanu skupovi,
treba nam partitivni skup, odnosno aksiom da je klasa svih podskupova zadanog skupa x
ponovo skup. Svojstvo ¢ je tada z < x, te aksiom partitivnog skupa glasi

Vx3dyVz(zey— z<x). (1.3)

Strogo govoreci, ovaj kvantifikator Vx na pocetku nam ne treba jer je u skladu s nasim shva-
Canjem istinitosti formula sa slobodnim varijablama, ali stavili smo ga radi jasnoce. Opet
po napomeni 1.1, (za svaki x) postoji jedinstveni y €iji su elementi upravo podskupovi od
X, te za njega mozemo uvesti oznaku £?(x). Ta oznaka mora spominjati x, jer formula z < x
pored z sadrzi i x kao slobodnu varijablu.

Pomo¢u aksioma partitivnog skupa moZzemo za svaki n € N dobiti da je V, skup. Sto je
s V,,? Pokazuje se da je potrebno dosta ,sastojaka”’: prvo moramo vidjeti da je uopce w
skup, zatim da iz toga slijedi da je familija {V}, : n € w} (po principu zamjene, to je skraceni
zapis za {y : (An € w)(y = Vy,)}) skup, i napokon, da je unija te familije skup.

1.4 Aksiom unije

Prva dva koraka odgodit ¢emo za kasnije, kad preciznije definiramo prirodne brojeve kao
skupove. Zasad se pozabavimo tre¢im korakom. Na prvi pogled Cini se da za to trebamo
precizirati pojam familije skupova, ali to zapravo nije potrebno: svaki skup je familija, jer
su njegovi elementi opet skupovi. (Indeksirane familije su kompliciranije, ali one ¢e nam
trebati tek mnogo kasnije.)
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Dakle, neka je x proizvoljni skup, shva¢en kao familija {¢ : ¢ € x}. Unija te familije U;cy ¢
tada sadrzi sve one z koji se nalaze bar u jednom ¢ € x. Dakle, svojstvo ¢ je (3t € x)(z € 1),
pa aksiom unije glasi:

Vx3dyVz(zey— @Arex)(ze ). (1.4)

Po napomeni 1.1, (za svaki x) takav y je jedinstven, te moZemo uvesti oznaku za njega koja
spominje x. Sluzbena oznaka je Ux, iako Cesto zbog jasnoce koristimo i oznaku ey £,
podrazumijevajuci da je ¢ vezana varijabla.

Propozicija 1.2. Za svaki skup x vrijedi |2 (x) = x.

Dokaz. Zbog aksioma ekstenzionalnosti, dovoljno je dokazati dvije inkluzije U2 (x) € x i
x € UZ(x). Prva je univerzalno kvantificirana po z, pa neka je z € [JZ?(x) proizvoljan. Po
definiciji unije, to znaci da postoji ¢t € 2?(x) takav da je z € t. Po definiciji partitivnog pak
skupa, t € 22(x) znaci t < x. Sada po definiciji relacije < iz z € ¢ slijedi z € x, $to smo trebali
doikazati.

Za drugu inkluziju, uzmimo proizvoljni z € x. Pitamo se: postoji li t € 22(x) takav da je
z € 1?2 Naravno: f:= x je sasvim u redu. (Mogli bismo poZeljeti uzeti ¢ := {z}, ali iz dosad
navedenih aksioma ne slijedi da je to skup.) OCcito je x < x, dakle x € 2?(x). Sadaiz z€ x €
2 (x) (skraceni zapis za z € x A x € 22(x)) slijedi z € UZ?(x), §to smo trebali. d

1.5 Aksiom para

Dokazali smo x = J2?(x). Vrijedilii x = 22 (Jx)? Intuitivno, ne (iako jedna inkluzija vrijedi
— dokazite!): partitivni skup uvijek ima broj elemenata koji je potencija od 2. Dakle, samo
za kontraprimjer trebamo staviti neki skup koji ima 3, ili 5, ... elemenata. Postoji li takav?
Prazan skup jest takav (0 nije potencija od 2), ali postoje li drugi? Zacudujuce, iz dosad
navedenih aksioma to ne slijedi. Sto se trenutno aksiomatizirane teorije tice, sasvim je
moguce da su jedini skupovi oblika V;;, n € N.

Jo§ jedna tema za razmiSljanje: uniju smo uveli u obliku koji nam je bio pogodan za V,,
(ili opc€enito V) gdje je A granicni ordinal), ali zapravo, unija se obi¢no uvodi kao binarna
operacija. Za skupove a i b, htjeli bismo reci da je au b skup. Na prvi pogled, to je specijalni
slucaj aksioma unije, primijenjenog na familiju {a, b} — ali tko nam kaZe da je ta familija
skup? Doista, za opCenite skupove a i b, to ¢e nam reci novi aksiom, aksiom para:

YaVb3IyVz(zey—z=aVvz=D>). (1.5)

Vidimo da je svojstvo ¢ oblika z = a Vv z = b, sa slobodnim varijablama z, a i b — i opet,
kao i ranije, zapravo nismo morali pisati ,Va Vb” na pocetku aksioma. Po napomeni 1.1,
moZemo uvesti oznaku za taj y, koja spominje a i b. Uvodimo oznaku {a, b} — naravno,
ako znamo da je a = b, to radije piSemo kao {a} umjesto {a, a}. Sada za skupove a i b vrijedi
aub:={x:xe€aVxebl=Ula,b}, sto je skup po aksiomu para i aksiomu unije. Drugim
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rijeCima, klasa V je zatvorena na unije. Zatvorenost na druge skupovne operacije dokazat
¢emo kasnije.

Vidjeli smo da iz aksioma para slijedi da su ne samo parovi (dvoclane klase) skupovi, vec i
singletoni (jednoclane klase), jednostavno tako da uzmemo a = b. No zapravo iz aksioma
para i unije slijedit ¢e puno viSe: sve konacne klase su skupovi.

Propozicija 1.3. Neka je k € N prirodan broj, te x1, Xz, ..., X Skupouvi.
Tada jeiklasa{xy,...,x} :={x: X=X VX=X V-V X=Xg} Skup.

Dokaz. Matematickom indukcijom po k. Za k = 0, ta klasa je prazna, te tvrdnja slijedi po
aksiomu praznog skupa. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za k = [, te neka su x;, xp, ...,
x1+1 skupovi. Po pretpostavci indukcije {x1, X2, ..., x;} je skup, a po aksiomu para singleton
{x;+1} je takoder skup. Po aksiomu para i unije tada je i {xy,...,x;} U {x;41} = {x1,..., X741}
skup, pa tvrdnja vrijedi za k = [ + 1. a

Napomena 1.4. Formalno, u nasoj teoriji dokazali smo sve formule ¢, gdje je n € N, za-
dane s
Qp:=Vx1Vx - Vx,dyVz(z€Ey s z2=x1VZ=X2V -V Z=Xp). (1.6)

Konkretno, formula ¢, je upravo aksiom para (s preimenovanim vezanim varijablama).
@9 je aksiom praznog skupa, ako praznu disjunkciju shvatimo kao laz. Primijetimo da ne
moZemo na pocCetak formule dopisati (V7 € N) i time objediniti sve formule u jednu, iz dva
razloga: prvo, N jo§ nismo formalno uveli, i ne znamo je li to skup; a drugo, duljina formule
¢ ovisi 0 n, pa ne mozemo nakon (Vn € N) napisati formulu kao kona¢ni niz znakova. Ta-
koder, matematicku indukciju smo koristili ,izvana”, da bismo njome konstruirali dokaze:
svaki pojedini dokaz formule ¢, (recimo, dokaz formule ¢5) ne koristi matematicku induk-
ciju, ve¢ samo logicke aksiome i aksiome teorije skupova koje smo naveli. <

1.6 Uredeni par

Skupove moZemo koristiti kao spremnike podataka, ali pritom bismo cesto htjeli sacuvati
informaciju o njihovu redoslijedu. Za skupove a i b moZemo napraviti par {a, b}, ali je on
(po ekstenzionalnosti) jednak paru {b, a}, cakiza a # b. Treba nam uredeni par: par zajedno
s informacijom o tome koji element u paru je prvi, a koji je drugi element. Zanimljivo je
da se uredeni parovi mogu implementirati u teoriji skupova, odnosno reprezentirati kao
skupovi. Zasad ¢emo samo navesti definiciju, a objaSnjenje zasto tako izgleda dat ¢emo
kasnije (napomena 3.30).

Definicija 1.5. Neka su x i y skupovi. Oznakom (x, y) oznacavamo skup {{x}, {x, y}}. <

Primijetimo da je (x, y) doista skup, trostrukom primjenom aksioma para: jednom na x i x,
drugi put na x i y, te tre€i put na tako dobivene skupove {x} i {x, y}. Sada dokaZimo da ima
osnovno svojstvo koje bi uredeni par trebao imati.
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Lema 1.6. Za bilo koje skupove x, y i z, jednakost {x, y} = {x, z} povlaciy = z.

Dokaz. Po aksiomu paraje y = xVvy = z,itakoder z=xVvz=y. U tri od Cetiri tako dobivena
slucaja je odmah y = z, au Cetvrtom je y = xi z= x, paje opet y = z. d

Propozicija 1.7. Neka su a, b, c i d skupovi. Ako je (a,b) = (c,d), tadajea=cib=d.

Dokaz. Po pretpostavci je {{a}, {a, b} = {{c},{c,d}}. Tada je po aksiomu para {a} element
tog skupa, pa je opet po aksiomu para {a} = {c} ili {a} = {c, d}. Sada gledano s desne strane,
u svakom slucaju je c € {a}, pa po aksiomu para vrijedi c = a Vv c = a, dakle c = a.

Uvrstavajuci to u pretpostavku dobijemo {{a}, {a, b}} = {{a},{a,d}}. Primjenom leme 1.6
dobijemo {a, b} = {a, d}, i onda jo$ jednom primjenom iste leme b = d. d

Lema 1.8. Akojexe aiye€b, tadaje(x,y) € P(P(aub)).

Dokaz. 1z x € a € {a, b} slijedi x € U{a, b} = aub, iz Cega je {x} < aub, odnosno {x} € Z(aub).
Analogno je y€ au b, te je {x, y} < au b, dakle {x, y} € Z2(a U b). 1z tog dvojeg slijedi (x, y) =
{{x}, {x, y}} =€ 2(au b), odnosno tvrdnja leme. O

Lema 1.9. Ako je (x,y) € R, tada su x,y € UUR.

Dokaz. 1z {x, y} € (x, y) € R imamo {x, y} € UR, paondaiz x € {x, y} e UR imamo x € JUR, i
analogno za y. d

1.7 Shema aksioma separacije

Vec¢ smo rekli da klase opcenito nisu skupovi, ali pritom su jedini problem , prevelike” klase.
Ako na bilo koji na¢in moZemo ograniciti veli¢inu klase, ona ¢e zapravo biti skup. Jedan
vrlo jednostavan ali efektan nacin da ograni¢imo klasu jest da kazemo da je potklasa nekog
skupa: ako je {z: ¢} < x, tada y(y = {z: ¢}). Ako je ¢ formula sa slobodnom varijablom z,
pretpostavku moZzemo zapisati kao ¢ — z € x, iz Cega slijedi ¢ © z € x A ¢, pa radi jednos-
tavnosti moZemo smatrati da ¢ vec jest takvog oblika.

Varijabla x je obicna slobodna varijabla u iskazu aksioma, ali ¢ je proizvoljna formula (u
kojoj y nije slobodna), pa zapravo nemamo jedan aksiom, ve¢ po jedan za svaku formulu
¢. Napisati ,V¢” na poCetku nema smisla iz barem dva razloga, slicnih kao u napomeni 1.4:
formule nismo formalizirali kao skupove, a i nema nekog uniformnog oblika da u osnov-
nom jeziku referiramo na proizvoljnu formulu (nemamo formalizirane varijable za for-
mule). Takvu kolekciju aksioma zovemo shemom. Sve u svemu, shema aksioma separacije
glasi:

dyVz(zey—(zexng)), (1.7)

gdje je ¢ proizvoljna formula koja ne sadrzi (slobodnu) varijablu y.
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Opet, na pocetak aksioma moZemo dodati Vx, ali isto tako i Vx; za svaku slobodnu varijablu
x; u . Radi jednostavnosti, ovaj put ne¢emo napisati sve te univerzalne kvantifikatore, ve¢
¢emo se osloniti na nase shvacanje istinitosti formula sa slobodnim varijablama.

Kao i obi¢no (napomena 1.1), y je jedinstven, te za njega uvodimo oznaku {z € x : ¢}. Pri-
mijetimo da ona svakako spominje x, ali i sve slobodne varijable u ¢, samim njenim na-
vodenjem. Recimo, za svaka dva skupa a i b, njihov presjek {z: z € a A z € b} je skup po
aksiomu separacije (preciznije, po instanci sheme aksioma separacije), jer se moze zapisati
kao anb ={z € a: z € b}. Slitno se moZe pokazati (ucinite to!) da je klasa V zatvorena na
skupovnu razliku, a onda pomocu unije i na simetri¢nu skupovnu razliku.

Napomena 1.10. Jednom kad imamo shemu aksioma separacije, ostale aksiome koji go-
vore da su neke klase skupovi mozemo iskazati u slabijem obliku, navodeci samo jedan
smjer. Primjerice, aksiom partitivnog skupa bi onda glasio Vx3yVz(z € x — z € y). Za
zadani x, separacijom iz takvog y pomocu svojstva z < x dobili bismo 22 (x).

Posebno se aksiomi unije 3y(Vt € x)(t < y) i para dy(a € y 3 b) mogu puno konciznije za-
pisati koristeci tu tehniku. Kako nam je razumljivost aksioma vaZznija od kratkoce njihova
zapisa, ostavit ¢emo ih u ve¢ napisanom obliku — ali tehnika je korisna za kompliciranije
aksiome, i dobro ¢e nam do¢i kasnije, kod zapisa aksioma beskonacnosti. <

1.8 Kartezijev produkt

Individualni uredeni parovi su dobri za pamcenje dva podatka, no op¢enito bismo njima
htjeli modelirati neke odnose medu skupovima. Skup uredenih parova zovemo relacijom.
Relacije najce$c¢e zadajemo kao binarne relacije, tako da navedemo neke skupove a i b, te
medu parovima (x, y), gdje je x € a Ay € b, odaberemo one koji zadovoljavaju neku formulu
s dvije slobodne varijable, x i y. To moZemo formalizirati primjenom aksioma separacije,
ali prethodno nam treba skup svik uredenih parova (x, y) takvihdajexe€aiye€ b.

To doista jest skup, i zovemo ga Kartezijevim produktom skupova a i b. 1z sljedece propo-
zicije i napomene 1.1 slijedit ¢e da moZemo uvesti oznaku za njega, a x b.

Propozicija 1.11. Neka su a i b skupovi.
Tada je klasa{(x,y): x € a, y € b} (5to je pokrataza{p: 3x € a) 3y € b)(p = (x,))}) skup.

Dokaz. Taj skup moZzemo dobiti primjenom aksioma separacije. Formula piSe u iskazu
propozicije, ali iz kojeg skupa mora biti p? Ovdje nam moZe pomoci lema 1.8. Prema njoj,
svaki uredeni par elemenata iz a i iz b, dakle svaki p koji zadovoljava tu formulu, mora biti
u skupu 2(2(au b)). Dakle,

axb={peP(Paub)): Fxca)@yeb)(p=(x)} (1.8)

je skup po aksiomu separacije. d
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2 Relacije i funkcije

2.1 Relacije

Relacije i funkcije upoznali ste, i mnoga njihova svojstva dokazali, na Elementarnoj mate-
matici. Ovdje uglavnom ponavljamo i naglaSavamo svojstva koja ¢e nam biti bitna.

Neka su a i b skupovi. Relacijaizmedu a i b je bilo koji podskup njihova Kartezijeva pro-
dukta: R < a x b. Umjesto (x, y) € R skraceno piSemo x R y. Zbog leme 1.9 za svaku relaciju
R postoji skup c:=UUR takavda je R < ¢ x ¢ (R je relacija izmedu c i c, §to kratko zovemo
yrelacija na c”). Domena relacije R je skup (po aksiomu separacije primijenjenom na c)
domR:={x:3y(x R y)}. Analogno, slikarelacije R je skup rng R :={y : 3x(x R y)}.

Zadatak 2.1. DokaZite: svaka relacija R je izmedudomR irngR.

Inverz relacije R je relacija R~! izmedu rng R i dom R zadanas y R"! x:< x R y. Cesto ¢emo
tako (formulom) zadavati relacije izmedu zadanih skupova. To je pokrataza R™! := {(y,x) €
rmgRxdomR:x Ry} ={p ermgRxdomR :3ydx(p = (,x) Ax R y)}. Kompozicija dviju
relacija R1i S jerelacija So R izmedu domRirngS, zadanas x (SeR) z: dy(x RyAy S 2).
Formulu pod kvantifikatorom skrac¢eno zapisujemo xR y S z.

Za relaciju R i skup ¢ (obi¢no je ¢ < dom R, ali ne mora biti), restrikcija R na c je relacija
Rl := Rn(cxrngR). Sliku te restrikcije zovemo jo$ slikom skupa c po relaciji R i oznatavamo
R[c]. Sliku skupa d po inverznoj relaciji R~! zovemo jo$ praslikom skupa d po R.

Relacija R je simetricna ako vrijedi x R y — y R x. (Po konvenciji o istinitosti formula sa slo-
bodnim varijablama, podrazumijevamo da ispred piSe Vx Vy. Jo$§ kaZzemo da x R y povlaci
¥ R x,1ipiSemo x R y = y R x.) Antisimetricnaje ako x R y R x = x = y. Tranzitivna je ako
vrijedi x R y R z= x R z. Irefleksivna je ako vrijedi Ax(x R x).

KaZemo da je relacija R na skupu a refleksivna na a ako vrijedi (Vx € a)(x R x).
Tada je dom R = rng R = a, pa se a moze rekonstruirati iz R.

2.2 Parcijalni uredaji

Definicija 2.2. Neka je a skup, i R relacija na a. Kazemo da je R refleksivni parcijalni uredaj
na a ako je R refleksivna na a, antisimetri¢na i tranzitivna.
KaZemo da je R strogi parcijalni uredaj na a ako je R irefleksivna i tranzitivna. <
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Lema 2.3. Ako je R refleksivni parcijalni uredaj na a,
tadajesx Sy:e x Ry Ax# y zadan strogi parcijalni uredaj na a.

Dokaz. Ocito, S je dobivena separacijom iz R, pa vrijedi S € R < a x a, odnosno S je takoder
relacija na a. Kad bi bilo x S x, vrijedilo bi x R x i x # x, Sto je o¢ito nemoguce — dakle, S je
irefleksivna.

Za tranzitivnost, nekaje xSy Sz. ToznaCix Ry Rz, tex #yiy # z. Izovog prvogje xR z
jer je R tranzitivna, ali iz ovog drugog ne mozemo zakljuciti x # z. No kad bi bilo x = z, tada
bismo imali x R y R x, pa bi po antisimetri¢nosti vrijedilo x = y, kontradikcija. Dakle doista
vrijedi x # z, odnosno x S z. d

Lema 2.4. Ako je S strogi parcijalni uredaj na a,
tadajesx Ry:< xS yV x=ye€ azadan refleksivni parcijalni uredaj na a.

Dokaz. R je unija S irelacije id, :={(x,x): x€ a} :={peaxa:3x(p = (x,x)} (koja je skup
po aksiomu separacije), pa je skup po aksiomu unije. Takoder, i Si id, su podskupovi od
a x a, pa je i njihova unija takva— odnosno, R je relacija na a.

Refleksivnost na a je ocita: za svaki x € a vrijedi x S x v (x = x € a). Za antisimetri¢nost,
pretpostavimo x R y R x. Ako vrijedi x = y, gotovi smo. Inace bi vrijedilo x S y S x, te po
tranzitivnosti x S x, Sto je nemoguce zbog irefleksivnosti od S. Za tranzitivnost,izx Ry R z
imamo Cetiri slucaja:

1. xSy Sz izcega x S z zbog tranzitivnosti od S;
2. xSy=1zea,izcega x S z po logickim svojstvima jednakosti;
3. x=y Sz, iz Cega opet x S z, analogno;
4. x=y=1z€ a,izCegaslijedi x =z € a.
Dakle, u svakom slucaju je x S zili x = z € a, odnosno x R z. O

Definicija 2.5. Neka je a skup, i < strogi parcijalni uredaj na njemu. Tada kaZemo da je
(a, <) parcijalno ureden skup, ili da je a parcijalno ureden relacijom <.
Odgovarajuci refleksivni parcijalni uredaj (u smislu leme 2.4) oznacavamo s <. <

Upravo dokazane leme pokazuju da je svejedno je li nam na skupu zadan strogi ili reflek-
sivni parcijalni uredaj. Zato ¢emo Cesto govoriti i da je (a, <) parcijalno ureden skup, gdje je
< refleksivni parcijalni uredaj na a, pritom zapravo misleci na (a, <) gdje je < odgovarajuci
strogi parcijalni uredaj (u smislu leme 2.3).

Napomena 2.6. Cesto samo kaZemo , a je parcijalno ureden skup”, ako znamo na koji ure-
daj se misli. Takav govor — zamjena strukture (S,...) njenim nosacem S — je uobicajen u
matematici, recimo kad kaZzemo ,vektorski prostor V” umjesto ,,(V, F, +,)". <
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Neka je (a,<) parcijalno ureden skup, i b < a (tada je i (b, (<) N b x b) parcijalno ureden
skup — ponekad kaZzemo i da je (b,<) parcijalno ureden skup). Za x € a kaZzemo da je
minimalan (maksimalan) ako ne postoji y € a takav da je y < x (x < ). KaZemo da je x
najmanji (najveci) element skupa a ako za svaki y € a vrijedi x < y (y < x). KaZzemo da je x
donja (gornja) meda za b ako za svaki y € b vrijedi x < y (y < x). KaZemo da je x supremum
(infimum) skupa b ako je x najmanja gornja (najveca donja) meda skupa b.

Primjer 2.7. Neka je a skup. Tada je (%?(a), <) parcijalno ureden skup. U njemu, najmanji
(i jedini minimalni) element je @, najveci (i jedini maksimalni) element je a, a supremum
skupa b < 22(a) je Ub. Sto je infimum proizvoljnog b < % (a)? <

2.3 Uredeni skupovi

Ako su x i y proizvoljni elementi parcijalno uredenog skupa a, mogu biti jednaki (x = y), a
moZe i jedan od njih biti manji: x < yili y < x. Ta tri slucaja se medusobno iskljucuju zbog
irefleksivnosti i tranzitivnosti uredaja (dokazite!), ali ne pokrivaju sve moguénosti. Ako ne
vrijedi nijedna od te tri tvrdnje, kaZemo da su x i y neusporedivi.

Mnogo je lakSe kad nemamo neusporedivih elemenata, jer u uobicajenoj matematickoj
praksi rijetko na njih nailazimo (iako ih ima ponekad: recimo, za a # b, skupovi {a} i {b}
su neusporedivi s obzirom na <). Ako su svi elementi od a usporedivi, uredaj < zovemo
totalnim, odnosno kazemo da je (a, <) totalno ureden skup.

Propozicija 2.8. U svakom totalno uredenom skupu, pojmovi minimalnog i najmanjeg
elementa su ekvivalentni, te su pojmovi maksimalnog i najveceg elementa ekvivalentni.

Dokaz. Dokazimo samo prvu tvrdnju, druga je sasvim analogna. Neka je (a,<) totalno
ureden skup i x € a. Trebamo dokazati da je x minimalan ako i samo ako je najmanji.

Za smjer (=), neka je x minimalan i neka je y € a proizvoljan. Zbog totalnosti vrijedi x = y,
x < yili y <x. No ovo trece je nemoguce jer je x minimalan. Dakle za sve y € a je x < y,
odnosno x je najmanji element u a.

Smjer (<) zapravo vrijedi u svakom parcijalno uredenom skupu: neka je x najmanji. Kad
ne bi bio minimalan, postojao bi y € a takav da je y < x. No x je najmanji, pa vrijedi x < y.
Iz x < y < x po tranzitivnosti dobivamo x < x, §to je u kontradikciji s irefleksivnoscu. d

Parcijalno ureden skup ne moZe imati viSe najmanjih (niti najvecih) elemenata: ako su x i
y najmanji elementi u a, tada vrijedi x < y < x, odnosno x = y po antisimetri¢nosti.

Dakle, u totalno uredenim skupovima je minimalni element jedinstven, $to opravdava na-
ziv minimum i oznaku mina (odnosno naziv maksimum i oznaku maxa za maksimalni
element), ako takav element postoji.

Zadatak 2.9. Dokazite: u svakom parcijalno uredenom skupu,
najmanyji element (ako postoji) je jedinstveni minimalni element.
Je li minimalni element, ako je jedinstven, nuzno najmanji? DokaZzite ili opovrgnite.
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Postojanje minimuma je vazno svojstvo, koje moZe a i ne mora vrijediti: recimo, u R, seg-
ment [0, 1] ima minimum, dok ga otvoreni interval (0, 1) nema. Naravno, da bi skup imao

minimum, mora biti neprazan. Kasnije ¢e nam biti vazni skupovi €iji svaki neprazni pod-
skup ima minimum.

Definicija 2.10. Za parcijalno ureden skup (a, <) kazemo da je dobro utemeljen ako svaki
njegov neprazni podskup ima minimalni element, a kaZzemo da je dobro ureden ako svaki
njegov neprazni podskup ima najmanji element. <

Teorem 2.11. Parcijalno ureden skup je dobro ureden
ako i samo ako je totalno ureden i dobro utemeljen.

Dokaz. Smijer (<) slijedi iz propozicije 2.8. Za smjer (=), dobra uredenost ocito povlaci
dobru utemeljenost zbog zadatka 2.9; jo$ treba vidjeti da povlaci i totalnu uredenost.

Neka je (a, <) proizvoljni parcijalno ureden skup. Za svaka dva njegova elementa x,y € a
je par {x, y} neprazni podskup od a, pa mora imati najmanji element z. Po definiciji para,
z € {x,y} znaci z = x ili z = y. Prvo povlaci x < y a drugo y < x, pa u svakom sluc¢aju xi y
moraju biti usporedivi. d

VaZan (zasad samo intuitivni) primjer dobro uredenog skupa je skup prirodnih brojeva N.
Mnogo viSe o dobro uredenim i dobro utemeljenim skupovima rec¢i ¢emo kasnije, kad bu-
demo formalno uvodili ordinale. Zasad samo dokazimo da su kona¢ni skupovi (u smislu
propozicije 1.3) uvijek dobro utemeljeni.

Propozicija 2.12. Neka je k € N\ {0}. Tada svaki parcijalno uredeni skup
oblika ({x1, x2, ..., X}, <), ima minimalni (i ima maksimalni) element.

Dokaz. Matematickom indukcijom po k od 1 nadalje. Baza: za k = 1, skup {x;} o€ito ima
minimalni (¢ak najmanji) element x;. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za k = [, i pogle-
dajmo skup oblika {x,..., x;, x;4+1}. Po pretpostavci indukcije, skup {xi,...,x;} ima mini-
malni element: uzmimo jedan od njih i oznac¢imo ga s m. Ako je m minimalni i u pocet-
nom skupu, gotovi smo. Inace, postoji x; takav da je x; < m. Ne mozZe biti i < [, jer m jest
minimalni medu prvih / elemenata. Dakle, mora biti i = [ + 1, odnosno x;;; < m. Kad bi
postojao x; takav da je x; < x;,1, moralo bi biti j < I (zbog irefleksivnosti nije x;;1 < x;41)
i x; < m po tranzitivnosti, $to je kontradikcija s minimalno$¢u m medu prvih / elemenata.
Dakle, u slucaju da m nije minimalni i u veCem skupu, x;;; jest takav, pa u svakom slu-
¢aju imamo minimalni element. Po principu matematicke indukcije, tvrdnja vrijedi za sve
k € N\ {0}. Egzistencija maksimalnog elementa dokazuje se sasvim analogno. d

Korolar 2.13. Svaki konacni parcijalno uredeni skup je dobro utemeljen.
Svaki konacni totalno uredeni skup je dobro ureden.

Samo napomenimo da nam za dokaz tog korolara treba Cinjenica da je podskup konacnog
skupa konacan. Za ,nabrojene” skupove u smislu propozicije 1.3 to se lako dokaZze indukci-
jom po k, ali jednom kad formalno definiramo konac¢ne skupove, to ¢emo morati preciznije
dokazati.
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2.4 Antileksikografski uredaj

Prikazat ¢emo relativno standardni nacin na koji mozZemo urediti razne skupove parova,
ako su prva i druga komponenta para ve¢ nekako uredene. Formalno to definiramo za
Kartezijev produkt, ali zapravo je definicija primjenjiva i Sire.

Definicija 2.14. Neka su (a, <) i (b, <) parcijalno uredeni skupovi.
Antileksikografski uredaj je relacija < na a x b zadana s

(s, )<, v):=t<vVv(t=vAsS<u). (2.1)

Propozicija 2.15. Ako su (a,<) i (b, <) (1) parcijalno uredeni, (2) totalno uredeni, (3) dobro
utemeljeni, (4) dobro uredeni; tada je takav i (a x b, <) ureden antileksikografski.

Dokaz. Za tvrdnju (1), kad bi bilo (s, 1) < (s, £) to bi znacilo ili < ¢ (nemoguce zbog ireflek-
sivnosti <) ili £ = £ A s < s (nemoguce zbog irefleksivnosti <). Dakle, (<) je irefleksivna.

Tranzitivnost: neka je (s, t) < (4, v) < (x, y). Prema (2.1) imamo Cetiri mogucnosti.

[t <v<yl: Tadaje t < y po tranzitivnosti <, paje (s, t) < (x, y).
[t<v=yAu<x]ili[t=v<<yAs<u]: Opetje t<ypail(s,t)<(x,y).
[t=v=yAs<u<x]: Tadaje t = yis < x po tranzitivnosti = i < redom, paje (s, f) < (x, y).

Za tvrdnju (2), neka su (a, <) i (b, <) totalno uredeni, i neka su (s, £), (1, v) € a x b. Znamo da
su t, v € b usporedivi. Ako je t < v, tadaje (s, t) < (u, v), aako je v < ¢, tada je (u, v) < (s, 1).
Ako je pak t = v, tada usporedimo s, u € a. Ako je s < u, tadaje (s, t) < (u, t) = (u,v), a ako
jeu<s, tadaje (u,v) < (s,v) = (s,t). Ako jei s = u, tada je (s, t) = (u, v). Dakle u svakom
slu¢aju su usporedivi.

Za tvrdnju (3), neka su (a,<) i (b, <) dobro utemeljeni, i neka je R < a x b neprazan skup
(relacija). Tada je rng R neprazni podskup od b paima minimalni element: fiksirajmo jedan
i oznac¢imo ga s n. Takoder je R™![{n}] neprazni podskup od a (jer je n € rngR) pa ima
minimalni element: fiksirajmo jedan i ozna¢imo ga s m. Tvrdimo da je (m, n) minimalni
element u R: kad ne bi bio, postojao bi (p,q) € R takav da je (p,q) < (m, n), $to vodi na
dvije mogucnosti. Prva je zbog g € rng R u kontradikciji s minimalno$cu n, a druga je zbog
p € R1[{g}] = R™![{n}] u kontradikciji s minimalno$éu m.

Tvrdnja (4) slijedi iz tvrdnji (2) i (3), po teoremu 2.11. a

Vidimo da antileksikografski moZemo urediti Kartezijev produkt, i to je prirodno smatrati
opcenitim ,mnoZenjem” uredenih skupova, koje cuva strukturu uredaja. No antileksiko-
grafski se uredaj moze koristiti i za ,zbrajanje”: konkatenacija uredenih skupova (a, <) i
(b, <) je skup a x {0}u b x {1} < (aU b) x {0, 1}, ureden ,antileksikografski”. Pritom elemente
prvog faktora a U b usporedujemo samo ako se druge komponente (0 ili 1) podudaraju, a
onda su oni iz istog skupa (a ili b) pa ih znamo usporediti (relacijom < odnosno <).

Zadatak 2.16. Dokazite da za konkatenaciju vrijedi analogon propoziciji 2.15.
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2.5 Relacije ekvivalencije

Kao §to relacije uredaja predstavljaju generalizaciju pojma ,manji”,
relacije ekvivalencije predstavljaju generalizaciju pojma ,jednak”.

Definicija 2.17. Neka je a skup, i ~ relacija na a. Kazemo da je ~ relacija ekvivalencijena a
ako je ~ refleksivna na a, simetri¢na i tranzitivna. <

Ako nemamo zadan skup nego samo relaciju, skup mozemo rekonstruirati iz relacije, a
onda je i refleksivnost na tom skupu posljedica preostalih svojstava.

Lema 2.18. Neka je ~ simetricna i tranzitivna relacija.
Tada postoji jedinstveni skup a takav da je ~ relacija ekvivalencije na a.

Dokaz. Za egzistenciju, tvrdimo da je a := dom(~) takav skup. OCcito iz x ~ y slijedi x €
dom(~) = a te po simetri¢nosti y ~ x odnosno y € a, pa je (~) € a x a, odnosno ~ jest
relacija na a. Jo$ je potrebno dokazati refleksivnost.

Neka je x € a proizvoljan. Po definiciji domene to znaci da postoji y takav da je x ~ y. Po
simetriCnosti je tadai y ~ x, a onda po tranzitivnosti x ~ y ~ x povlaci x ~ x.

Za jedinstvenost, pretpostavimo da pored upravo definiranog a = dom(~) postoji jo$ jedan
skup b takav da je ~ relacija ekvivalencije na b. Upravo smo vidjeli da x € a povlaci (x, x) €
(~) € bx b, dakle x € b. S druge strane, x € b povlaci x ~ x po refleksivnosti, iz cega x €
dom(~) = a. Po aksiomu ekstenzionalnosti, b = a. d

MozZemo li precizirati tvrdnju da relacija ekvivalencije generalizira jednakost? U jednom
smjeru, jednakost na svakom skupu svakako jest relacija ekvivalencije. (Stovise, ¢itava jed-
nakost kao klasa {(x, x) : x € V} zadovoljava svojstva relacije ekvivalencije do na Cinjenicu
da nije skup. Takve klase zovemo klasnim relacijama.) No i u drugom smjeru, svaka rela-
cija ekvivalencije mozZe se prikazati kao jednakost na odgovarajuci nacin ,transformiranih”
elemenata. Ta transformacija se zove kvocijentnim preslikavanjem, a njene vrijednosti se
zovu klasama ekvivalencije.

Definicija 2.19. Neka je a skup, R relacija ekvivalencije na a, i x € a. Klasa ekvivalencije
elementa x s obzirom na R je [x]g := R[{x}] (slika skupa {x} po relaciji R). PiSemo samo [x]
ako se R podrazumijeva. Kvocijentni skup skupa a po relaciji R je a/g :={[x]lgp:x€a}. <

Sada moZemo formalizirati ideju ,svaka ekvivalencija je jednakost”. (Dokaz je potpuno isti
kao na Elementarnoj matematici, ali je dobra vjeZba vidjeti moZete li ga reproducirati.)

Lema 2.20. Neka je a skup, ~ relacija ekvivalencije na a, te x, y € a. Tada:
1. x ~ y akoisamo ako je [x] = [y] (klase ekvivalentnih elemenata su jednake).

2. x # y akoisamo ako je [x] N[yl = @ (klase neekvivalentnih elemenata su disjunkine).
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Cinjenica da je svaka relacija ekvivalencije svojevrsna jednakost ne znac¢i nuzno da se po-
nasa kao jednakost u formulama, u smislu da uvrStavanjem jednakih objekata u razne pos-
tupke ponovo dobivamo jednake objekte. Ako Zelimo provesti neki postupak na [x] -, Cesta
je strategija objasniti kako se provodi na x (rezultat tog postupka oznac¢imo s x'), ali tada
moramo dokazati da x ~ y povla¢i x' ~ y’, odnosno da je svejedno koji element (repre-
zentant) klase [x] smo odabrali. Ta neovisnost o reprezentantima bit ¢e prilicno vazna u
daljnjem razvoju teorije.

2.6 Particije

Promatrajuci svojstva kvocijentnog skupa, vidimo da nijedna klasa ekvivalencije nije pra-
zna, razlicite klase su disjunktne, te je svaki element polaznog skupa u nekoj klasi. Bilo koju
familiju skupova s tim svojstvima zovemo particijom.

Definicija 2.21. Neka su a i P skupovi. Kazemo da je P particija od a ako vrijede svojstva:
ogdP,UP=ateb=cvbnc=¢@zasve b,ce P. <

Kao kod leme 2.18, ako nam a nije zadan, uvijek ga moZemo jedinstveno rekonstruirati
kao a := UP. No nas Ce zanimati particije unaprijed zadanog skupa, zbog njihove veze s
relacijama ekvivalencije na tom skupu. Prvo samo ustanovimo da smo dobro formalizirali
particije kao generalizacije kvocijentnih skupova.

Korolar 2.22. Neka je a skup i ~ relacija ekvivalencije na a. Tada je al . particija od a.

Dokaz. Prvo svojstvo slijedi iz ¢injenice da je svaki element od a/- oblika [x] za neki x € a,
pa je neprazan jer sadrzi x po refleksivnosti. Trece svojstvo slijedi direktno iz leme 2.20.

Drugo svojstvo dokazujemo pomocu dvije inkluzije:
(S): Nekaje ye[x]€al/.. Tadaje x ~ ypaje y € ajer je ~ relacija na a.
(2): Zasvaki x € aje x € [x] € a/~, odnosno x € (a/-). O

Medutim, vrijedii svojevrsni obrat: particije nisu u pravom smislu rijeci generalizacije kvo-
cijentnih skupova, jer je svaka particija zapravo kvocijentni skup s obzirom na neku relaciju
ekvivalencije. Dokazi te i slicnih tvrdnji predstavljaju dobru vjeZbu.

Zadatak 2.23. Neka je a skup. Za njegovu particiju P definiramo relaciju P
pomocéu x P y:<= (b € P)({x, y} < b). Dokazite:

1. za svaku particiju P skupa a, P je relacija ekvivalencije na a.
2. za svaku particiju P skupa a vrijedi jednakost P = a | B

3. za svaku relaciju ekvivalencije ~ na a vrijedi jednakost (~) = al-.
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2.7 Funkcije

Kao i relacije, funkcije ste upoznali na Elementarnoj matematici.
Medutim, teorija skupova modelira funkcije na nesto drugaciji nacin od onog koji ste tamo
vidjeli, pa je dobro unekoliko raspisati detalje.

Definicija 2.24. Nekasu ai b skupovi, i f relacijaizmedu njih. Kazemo da f ima funkcijsko
svojstvoako x f y1 Ax f y» = y1 = ¥». Ako uz to vrijedi dom f = a, kazemo da je funkcija sa
a ubipisemo f:a— b. Za funkciju f, ako inverzna relacija f~! ima funkcijsko svojstvo,
kazemo da je f injekcija, a ako je rng f = b, kaZzemo da je f surjekcija na b. Ako za funkciju
f vrijedi oboje, zovemo je bijekcijomizmedu ai b. <

Primijetimo da uz takve definicije ne postoji jedinstvena ,kodomena” funkcije: kad god je
f:a— bcc tadajei f: a— c (uElementarnoj matematici to su dvije razliCite funk-
cije). Posljedica toga je da ne postoji op¢i pojam ,surjekcije”: svaka funkcija je surjekcija na
neki skup, konkretno na svoju sliku. (Jednako tako, svaka relacija s funkcijskim svojstvom
je funkcija s nekog skupa: konkretno, sa svoje domene.) No injektivnost, kao i domena
funkcije, pojmovi su koji ovise samo o funkciji kao takvoj.

Napomena 2.25. Dakle, ¢cim imamo bijekciju f izmedua ibte sca,
funkcija f|; je bijekcijaizmedu s i f[s]. <

Ono §to ovdje zovemo funkcijom u Elementarnoj ste matematici zvali grafom funkcije.
Lema2.26. Zasvea,bif, f:a— b jeekvivalentnos f<caxb A (Vxea)@yeb)(x [ y).

Dokaz. (=) f:a— b svakako znaci da je f relacija izmedu a i b, dakle f < a x b. Uzmimo
proizvoljni x € a. Zbog a = dom f postoji y takav da je x f y. Takav y mora biti iz b zbog
f € ax b, amora biti jedinstven zbog funkcijskog svojstva od f.

(<) Opetimamo da je f relacijaizmedu a i b, no sada trebamo dokazati da ima funkcijsko
svojstvo i domenu a. Ovo drugo slijedi po aksiomu ekstenzionalnosti: ako je x € dom f,
tadaje x f y zaneki y, no (x,y) € f < a x b povlaci x € a. Takoder, po pretpostavci za svaki
X € a postoji y (iz b, jedinstven) takavdaje x f y, paje x e dom f.

Za funkcijsko svojstvo, nekaje x f y;ix f y,. Prema prethodno dokazanom je x e dom f = a
(i y1,y2 € b), pa za njega postoji jedinstveni y € b takav da vrijedi x f y. To znacCidaje y, = y
1y2=y,paiy =y O

Prema upravo dokazanoj lemi, za f : a — b i x € a postoji jedinstveni y takav da vrijedi
x f y, pamozemo uvesti funkcijsku oznaku za njega koja spominje x i f. Naravno, oznaka
koju uvodimo je f(x). Takva oznaka ima smisla jedino za x € dom f, ali ponekad se radi
odredenosti definirai f(x) := @ za x ¢ dom f.

Primjer 2.27. Neka je a skup. Jednakost na a, relacija id, := {(x, x) : x € a}, oCito ima funk-
cijsko svojstvo, i vrijedi id, : a — a. Stovise, id, je bijekcija izmedu a i a. <
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Mnoge operacije na relacijama cuvaju funkcije, u smislu da primijenjene na funkcijama
ponovo daju funkcije. IstiCemo tri najvaznije.

Propozicija 2.28. Neka su a, b i c skupovi, i f : a — b. Tada vrijede sljedece tvrdnje:
1. akojec<a, tadaje f|.:c— b.
2. akojeg:b—c,tadajego f:a— c.
3. ako je f bijekcijaizmedu aib, tadaje f~':b— a.

Dokaz. Za (1),iz f caxbicc<aslijedi flc=fn(cxmgf)<(axb)n(cxrngf)<cxb.
Takoder, za svaki x € ¢ je x € a pa postoji y € b takav da je x f y. Tada je y € rng f, pa
je (x,y) € c xrng f, §to zajedno s x f y daje x (f|.) y. Jedinstvenost takvog y € b slijedi iz
funkcijskog svojstva od f, jer x (f|.) y povlaci x f y.

Za (2),iz x (go f) z slijedi da postoji y takav da vrijedi x f y g z, paiz (x,y) € f slijedi x € a,
aiz (y,z) € g slijedi z € c. Tada je (x,z) € a x ¢, pa je go f relacija izmedu a i c. Uzmimo
sada x € a. Za njega postoji y € b takav da je x f y, a za njega pak postoji z € ¢ takav da je
¥y g 2. Sve u svemu, imamo x (go f) z za z € ¢, jo§ samo trebamo dokazati jedinstvenost.
Neka je x (go f) z1i x (go f) z2. Tada postoje y1i yo takvidajex fy1gz1ix fy. 8 2. 1z
funkcijskog svojstva od f slijedi y; = y», a onda iz funkcijskog svojstva od g slijedi z; = z,.

Dokazati (3) lake je po definiciji: inverzna relacija f~! je izmedu b i a, njeno funkcijsko

svojstvo je upravo injektivnost od f, a dom (f~1) = rng f = b zbog surjektivnosti. d

Neke od tih operacija ¢uvaju i dodatna svojstva.

Propozicija 2.29. Kompozicija relacija s funkcijskim svojstvom je ponovo relacija s funkcij-
skim svojstvom. Kompozicija injekcija je ponovo injekcija.

Dokaz. Prva tvrdnja dokazuje se slicno kao jedinstvenost u tvrdnji (2) propozicije 2.28.
Neka su f i g injekcije. Lako se vidi daje (go f)™! = f~1og™! — naime, x (go f)~! y znaci
y (go f) x, odnosno postoji z takav da vrijedi y f z g x. To pak moZemo zapisati kao x g!

z f~!y, odnosno x (f'og™!) y. Sada druga tvrdnja slijedi iz prve i iz upravo dokazane
jednakosti: ako f~1 i g7! imaju funkcijsko svojstvo, onda ga ima i njihova kompozicija. O

Propozicija 2.30. Ako su a, b i c skupovi te f bijekcija izmedu a i b,
i g bijekcija izmedu b i c, tada je:

1. go f bijekcijaizmedu aic;

2. {1 bijekcijaizmedu b i a.
Dokaz. Zatvrdnju (1), ve¢ smo dokazali da je go f funkcijaizmedu ai c, te daje injekcija. Jo$
trebamo dokazati surjektivnost, i to samo inkluziju ¢ € rng(go f). Neka je z € ¢ proizvoljan.
Jer je g surjekcija na c, postoji y € b takav da je z = g(y), a jer je f surjekcija na b postoji i
x€atakavdaje y= f(x). Sadax f y g zznacidaje z=(go f)(x) erng(go f).

Za tvrdnju (2), veé smo dokazali da je f~! funkcija izmedu b i a, ¢ija injektivnost slijedi iz
funkcionalnosti od (f~!)~! = f. Surjektivnost na a slijedi iz rng(f~!) = dom f = a. a
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Vrijedi i svojevrsni obrat propozicije 2.30(2), koji ponekad koristimo kad Zelimo dokazati
da je neka funkcija bijekcija.

Lema 2.31. Nekasu aib skupovite f:a— b. Tada je f bijekcija izmedu a i b
ako i samo ako postoji funkcija g : b — a takvadajego f=1id, i f o g = id).

Dokaz (Skica; raspisite!). Za smjer (=), uzmimo g := 1. Lako je vidjetidaje f~'o f = id,
i fof~!=id, akoje f bijekcija. Za smjer (<), injektivnost slijedi iz postojanja funkcije g sa
svojstvom go f = id, (lijevog inverza), a surjektivnost iz postojanja funkcije g sa svojstvom
fog=idy (desnog inverza). O

Zadatak 2.32. Sto mislite, moZe li se samo iz injektivnosti funkcije zakljuciti da
ona ima lijevi inverz? MoZe li se samo iz surjektivnosti zakljuciti da ima desni inverz?

2.8 Shema aksioma zamjene

Cesto funkciju f definiramo tako da specificiramo domenu a (i kodomenu, ali ona je za-
pravo nebitna u prije opisanom smislu) te pravilo pridruZivanja f(x) := 7, gdje je T neki
izraz (logicki term) koji najcesce ima slobodnu varijablu x (primjeri: x x {@}, xN22(x), U x).
To zapravo znaci da definiramo f :={(x, 1) : x € a} — ali kako znamo da je to skup?

Kad bismo znali da je slika te funkcije, odnosno klasa {7 : x € a}, skup, dalje bi bilo lako. Ako
je oznacimo s b, tada je f dobivena separacijom iz a x b pomoc¢u formule sa slobodnom
varijablom p, koja glasi (3x € a)(3y € b)(p = (x,y) Ay = 7). Logitko opravdanje terma 7
je (u nasoj teoriji) jednostavno: svaki term moZemo zapisati u obliku 7 = {z : ¢} gdje je ¥
»dobra” formula sa slobodnim varijablama z i x. Dakle, dio y = 7 je zapravo pokrata za
formulu ¢ := Vz(z € y < ). Puno je zanimljivije pitanje: kako znamo da je b skup?

Rekli smo da su ,,male” klase uvijek skupovi. Ako ve¢ imamo skup a, i za svaki x € a imamo
jedinstveni objekt 7, oCito takvih objekata ne moze biti viSe nego elemenata od a; pa ako
je a ,dovoljno malen”, mora i b biti takav. To ¢emo formalizirati u sljedecoj tocki — ekuvi-
potentnoscu skupova, ali da bismo uopce znali da govorimo o skupovima, treba nam novi
aksiom zamjene (tako nazvan jer u skupu a svaki x ,zamjenjujemo” odgovarajuéim 7).
Zapravo, radi se o shemi aksioma, jer za svaku formulu ¢ (odredenu, kako smo napisali,
»dobrom” formulom ) imamo zasebnu instancu.

Da bismo opisali sve moguce instance, mogli bismo odgovarajuce formule ¢ karakterizirati
sintaksno, sli¢no kao $to smo to ucinili kod sheme aksioma separacije; ali ovdje je to kom-
pliciranije, jer ne znamo sintaksno karakterizirati ,dobre” formule . Mnoge familije tak-
vih formula znamo karakterizirati, ali u tim slu¢ajevima nam ne treba novi aksiom. Kons-
trukcija situacije u kojoj se bas ne moZemo izvuci bez koriStenja aksioma zamjene dosta je
komplicirana, ali intuitivno, zamislimo nastavak kumulativne hijerarhije nakon V,:

Vo1 :=22Vy), V2 :=2Vys1), ..., Vo= Ui<w Vi (2.2)
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Da bismo konstruirali V,,., moramo primijeniti aksiom unije na familiju {V,,+; : i < w}, no
da bismo to mogli, moramo prvo znati da je ta familija skup — a to ¢e slijediti iz aksioma
zamjene (jednom kad znamo da je w skup, za Sto ¢e nam trebati jo$ jedan aksiom).

Zato ¢emo pri zapisivanju aksioma zamjene koristiti drugi, ,semanticki” pristup: formule ¢
koje nas zanimaju bit ¢e opisane kao one koje zadovoljavaju uvjet (Vx € a)3!y ¢. Tako nas
ne zanima koje su formule dobre, dok god imamo jedinstveni skup y za sve x € a. Primije-
timo da prije navedeni oblik formule ¢ := Vz(z € y — ) zadovoljava taj uvjet: egzistenciju
jer je v ,dobra” formula (rekli smo da vezane varijable uvijek oznacuju skupove!), a jedins-
tvenost po napomeni 1.1.

Shema ¢e biti iskazana u obliku implikacije s tim uvjetom, tako da ¢e one instance cije for-
mule ¢ ne zadovoljavaju taj uvjet biti trivijalno istinite. Sli¢ni trik smo koristili kod iskaziva-
nja univerzalne kvantifikacije po skupu a, gdje je iskaz Vx(x € a — --) sluZio da restringira
ostatak formule samo na elemente od a. Sve u svemu, shema aksioma zamjene glasi:

(Vxea)Ilyp —IbVy(yeb— @xeca)p), (2.3)

gdje je ¢ proizvoljna formula u kojoj varijabla b nije slobodna. Kao $to smo ve¢ nekoliko
putarekli, moZemo ispred napisati Va, ali isto tako i Vx; za sve slobodne varijable formule ¢
— ali ne trebamo, u skladu s dogovorenim shva¢anjem istinitosti formula sa slobodnim
varijablama.

Aksiom zamjene nam omogucuje da funkciju f zadamo samo navode¢i domenu a i pravilo
pridruzivanja (term 1), i budemo sigurni da smo dobili skup, odnosno objekt u nasoj teoriji.
To ¢emo ubuduce cesto koristiti. U vecini slucajeva (recimo, kad ve¢ imamo kodomenu —
neki skup b takav da je 7 € b za svaki x € a) se moZemo izvuci i lakSe, ali za sasvim opcenitu
definiciju funkcije tog oblika aksiom zamjene je nuZan.

Zamjenjujuci a klasom u takvoj formuli dobivamo i pojam klasne funkcije: klase uredenih
parova s funkcijskim svojstvom. VaZni primjeri su klasni hipernizovi (definirani na klasi
svih ordinala), i skupovne operacije (recimo, presjek je klasna funkcija (n) : VxV—V).
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3 Kardinalnost

3.1 Ekvipotentnost

Formalizacija pojma funkcije (a posebno pojmova injekcije i bijekcije) omogucéuje nam
preciziranje intuicije koja stoji iza odredivanja broja elemenata nekog skupa. Iako je broje-
nje elemenata konacnih skupova vrlo jednostavna operacija, formalnije zaklju¢ivanje nam
je potrebno za beskonacne skupove — prvo, jer nam prirodni brojevi viSe nisu dovoljni,
a drugo, jer neke zakonitosti koje smo naucili za konac¢ne skupove (recimo, da skup ima
strogo viSe elemenata od svog pravog podskupa) ne vrijede opcenito.

Sto smo zapravo uginili kad smo utvrdili da neki skup A ima 3 elementa? Operativno, uzeli
smo (ili pokazali na) neki element skupa A i pritom rekli ,,jedan”. Tako uspostavljamo funk-
ciju f izmedu nekog skupa hrvatskih imena za prirodne brojeve, i skupa A. Zatim smo
uzeli neki element skupa A razli¢it od upravo uzetog i pritom rekli ,dva”. Uzimanje uvi-
jek razlic¢itih (jo§ neodabranih) elemenata znaci da je f injekcija. Onda smo ponovo uzeli
neki jo§ neupotrijebljeni element od A i pritom rekli ,tri”. Tada smo shvatili da smo iscr-
pili sve elemente od A, odnosno da je f surjekcija na A, i time bijekcija izmedu skupova
{,jedan”,,dva”’, ,tri’} i A. Posljednji upotrijebljeni element domene (,tri”) zovemo brojem
elemenata od A.

Ako taj postupak Zelimo provesti za beskonacni skup A, prvi problem koji upada u o¢i je
nezgrapnost imena za brojeve — ovisno o tome kojeg jezikoslovca pitate, hrvatski jezik
ili nema imena za sve prirodne brojeve, ili ih ima, ali su vrlo nespretna za formalizira-
nje. No fundamentalniji je problem u tome $to ne postoji uvijek , posljednji upotrijebljeni
element domene” (recimo, ako prebrajamo skup N standardnim redoslijedom). Oba pro-
blema ¢emo rijesiti, formalnim uvodenjem prirodnih brojeva (kao skupova) u poglavlju 4
te njihovom generalizacijom na ordinaleu poglavlju 6. Zasad se usredoto¢imo na drugi dio
postupka prebrajanja: uspostavljanje bijekcije izmedu skupova.

Definicija 3.1. Za skupove a i b kazemo da su ekvipotentni, i piSemo a ~ b,
ako postoji bijekcija izmedu njih. <

Teorem 3.2. Ekvipotentnost je klasna relacija ekvivalencije (na klasi V svih skupova).
Dokaz. Refleksivnost je posljedica primjera 2.27: id, pokazuje a ~ a.
Simetri¢nost slijedi iz propozicije 2.30(2): ako f pokazuje a ~ b, tada f~! pokazuje b ~ a.

Tranzitivnost je posljedica propozicije 2.30(1): ako f pokazuje a ~ b, a g pokazuje b ~ c,
tada go f pokazuje a ~ c. O
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Klase ekvivalencije ekvipotentnosti zovemo kardinalnostima, i oznacavamo £(a) := [a]-.
To su prave klase (osim K(@) = {®}, koja je jednoclana), pa ¢emo trebati razviti posebne
metode da bismo ih reprezentirali pomocu skupova (kardinalnih brojeva ili kardinala).
Ako ih budemo trebali stavljati u skupove (sjetimo se da prave klase ne mogu biti elementi
skupova), pretvarat ¢emo se da ve¢ imamo neke fiksirane reprezentante koje cemo zapravo
stavljati u skupove. Kasnije (teorem 7.13) ¢emo objasniti kako fiksirati te reprezentante.

Zasad samo opiSimo §to s kardinalnostima moZemo raditi. To ¢emo opisati preko repre-
zentanata, ali se neCemo baviti specificnim reprezentantima, nego ¢emo dokazati da pro-
vedeni postupci ne ovise o reprezentantima. Tako ¢emo, jednom kad uvedemo kardinale
kao konkretne reprezentante, znati da sva dokazana svojstva tih operacija i dalje vrijede.

3.2 Operacije na kardinalnostima

Najjednostavnija operacija na kardinalnostima vjerojatno je mnoZenje.

Princip produkta iz Diskretne matematike kaZze nam da je broj elemenata u Kartezijevu
produktu dva konacna skupa jednak umnosku brojeva elemenata pojedinih skupova.

To moZemo generalizirati na beskonacne skupove kao definiciju umnoska.

Propozicija 3.3. Za bilo koje skupove a, b, cid,a~cib~d povlaceax b~ c xd.

Dokaz. Neka je f bijekcija izmedu a i c te g bijekcija izmedu b i d. Definiramo funkciju
h:axb— cxdkao h(x,y):=(f(x),g(y),itvrdimo da je to bijekcija izmedu a x bic x d.

Zasve (x,y) € a x b je po definiciji Kartezijeva produkta x€e ai y € b, paje f(x) ecig(y) €
d, odnosno h(x,y) € ¢ x d, pa imamo funkciju izmedu ta dva skupa. Za injektivnost, iz
h(x,y) = h(x',y") slijedi (po propoziciji 1.7) f(x) = f(x") i g(y) = g(y/). Po injektivnosti
funkcija f i g imamo x = x'i y = y/, odnosno (x, y) = (¥, ). Za surjektivnost, lako se vidi
dajerngh=rng f xrngg, §to je jednako c x d zbog surjektivnosti funkcija fi g. d

Definicija 3.4. Za proizvoljne kardinalnosti R(a) i R(b) (dakle za proizvoljne skupove a i b,
ali neovisno o reprezentantima), definiramo umnozak f(a) - R(b) := K(a x b). <

Neovisnost o reprezentantima definicije 3.4 izreCena je u propoziciji 3.3. Tako ¢emo i za
ostale operacije, prije definicije pomocu reprezentanata dokazati propoziciju koja kaze da
definicija ne ovisi o reprezentantima.

Zbrajanje je takoder jednostavna operacija, i odgovara uniji, ali moramo osigurati da su
skupovi disjunktni. Sre¢om, to nije tesko.

Zadatak 3.5. DokaZite da za svaka dva skupa postoje disjunktni ekvipotentni skupovi. Pre-
cizno, za proizvoljne skupove a i b postoje skupovi a’' ~ a i b' ~ b takvi da je a' nb' = @.
Uputa: promotrite skupove a x {@} i b x {{g}}.

Propozicija 3.6. Za bilo koje skupove a, b, c i d takvedajeanb=cnd =@,
a~cib~d povlaceaub~cud.

29



Dokaz. Neka je f bijekcija izmedu a i ¢ te g bijekcija izmedu b i d. Definiramo funkciju
h:aub — cud pomocu h(x) := {Qﬁ iig Zbog an b = @ je definicija po slucajevima
dobra (pokuSajte precizirati odgovarajuci term t!), a zbog f(x) e cza x € a te g(x) € d za

xebjeh(x)ecud.

Za injektivnost, neka je h(x) = h(x'), za x, x' € au b. Kad bi x i x’ bili u razli¢itim skupovima,
recimo x € a A x' € b, tada h(x) € ¢ i h(x') € d ne bi nikako mogli biti jednaki zbog disjunkt-
nosti cid. Dakle, x i x" suuistom skupu. Ako je to skup a tadaje f(x) = h(x) = h(x) = f(x)
paje x = x’ zbog injektivnosti od f; analogno, ako su oba u b tada su jednaki zbog injektiv-
nosti od g. Za surjektivnost, opet, lako se vidi rng h = rng f Urng g, §to je jednako cu d zbog
surjektivnosti funkcija fi g. d

Definicija 3.7. Za proizvoljne kardinalnosti K(a) i R(b) skupova takvihdajean b= @,
definiramo zbroj kao K(a) + R(b) := K(au b). <

Pri definiranju zbrajanja i mnoZzenja kardinalnosti posluzili su nam kombinatorni principi
sume i produkta redom. MoZemo reciida nam je za definiciju jednakosti kardinalnosti (ek-
vipotentnosti) posluZio princip bijekcije. Za potenciranje trebamo malo razmisliti. Sto bro-
jimo kad kaZemo da je 3* = 812 ,Permutacije s ponavljanjem”, odnosno uredene tetvorke
Cije su komponente elementi nekog troclanog skupa. Ve¢ znamo da uredene cetvorke mo-
zZemo shvatiti kao funkcije s cetveroclanom domenom, i eto nam odgovora: pri racunanju
Ab)E@ brojimo sve funkcije s a u b. Precizno, za skupove a i b definiramo

“b:={f:(f:a— b)}. (3.1

To jest skup jer je svaka f podskup od a x b, pa je “b dobiven separacijom iz Z?(a x b),
$to je skup po aksiomu partitivnhog skupa i propoziciji 1.11.

Propozicija 3.8. Za bilo koje skupove a, b, cid, a~ cib~ d povlace “b ~ “d.

Dokaz. Neka je f bijekcijaizmedu a i c te g bijekcijaizmedu bi d. Za svaku funkciju u € b
definiramo h(u) := gouo f~1. Iz propozicije 2.28 slijedi da je h(u) € °d. Zelimo dokazati da
je h bijekcija izmedu “b i “d.

To moZzemo elegantno po lemi 2.31: tvrdimo da je s k(v) := g~ o vo f zadan inverz funk-
cije h. Doista, za sve u € “bizasve v € °d vrijedi

k(h(w)=g to(gouof Nof=(gtoglouo(ftof)=idyoucid,=u,i (3.2)
h(k(y)) :go(g_lo yof)of_1 = (gog_l)ouo(fof_l) =idgovoid.=v, (3.3)

koristeci asocijativnost operacije komponiranja i Cinjenicu da su identitete
svojevrsni ,neutralni elementi” za tu operaciju. d

Definicija 3.9. Za proizvoljne kardinalnosti £(a) i (b) definiramo £(b)%@ := R(?h). <«
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3.3 Uredaj na kardinalnostima

Vidjeli smo kako kardinalnosti mozemo preko njihovih reprezentanata usporedivati s ob-
zirom na jednakost, zbrajati, mnoziti i potencirati. Sada ¢emo vidjeti i kako ih moZemo
usporedivati ,po veli¢ini”. Precizno, definirat ¢emo refleksivni parcijalni uredaj na klasi
svih kardinalnosti, tako da definiramo refleksivnu i tranzitivnu relaciju na reprezentantima,
takvu da odgovarajuca relacija na klasama ne ovisi o tome koje smo reprezentante uzeli.
Antisimetri¢nost te relacije (na klasama) je nesto kompliciranija, i dokazat ¢emo je kasnije.
Zasad ¢emo dokazati da su operacije iz prethodne tocke (uz neka ogranic¢enja) monotone
(rastuce) s obzirom na tu relaciju.

Valjda je najprirodniji uredaj na skupovima, koji smo ve¢ vidjeli, inkluzija. Zelimo je iskoris-
titi za definiciju uredaja: podskup ima manju kardinalnost od nadskupa. S tim pristupom
postoje dva problema. (Za njihovu ilustraciju koristimo neformalne prirodne brojeve.)

Prvi je da takav uredaj ne moze biti strog: za beskona¢ne skupove, sasvim je moguce da je
(pravi) podskup ekvipotentan nadskupu. Recimo (sjetite se, 0 € N!), N ~ N\ {0}: sljedbenik
je bijekcija izmedu ta dva skupa. Zato ¢emo morati definirati refleksivni uredaj, a strogi
uredaj cemo definirati iz njega pomocu leme 2.3.

Drugi problem je da inkluzija sama po sebi ovisi o reprezentantima: recimo, {1} < {1,2},
ali {1} ~ {3} ¢ {1,2}. Zato ¢emo morati ,zatvoriti” inkluziju s obzirom na ekvipotentnost.
Precizno, Zelimo relaciju < koja zadovoljava sljede¢a dva svojstva:

inkluzivnost: akoje ac b, tadaje a < b;

neovisnost o reprezentantima: akojea<h,a~cib~d,tadajeic<d.

Propozicija 3.10. Najmanja klasna relacija koja zadovoljava inkluzivnost i neovisnost o
reprezentantima je
a S b :< postoji injekcijasa u b. (3.4)

Dokaz. Prvo dokazimo da tako definirana relacija ima traZena svojstva. Za inkluzivnost,
znamo da je id, : a — a injektivna, a iz a < b slijedi i id, : a — b. Kako je injektivnost
svojstvo funkcije same (koje ne ovisi o kodomeni), nasli smo injekcijus a u b.

Zaneovisnost o reprezentantima, neka je f : a — b injekcija te g: a — ¢ bijekcijaizmedu a i
¢,ih:b— dbijekcijaizmedu bi d. Iz toga vidimo da je g! : ¢ — a bijekcijaizmedu ci a, te
je ho f : a— d injekcija kao kompozicija dvije injekcije. Na kraju je ondaiho fog™':c—d
injekcija kao kompozicija dvije injekcije, Sto smo trebali dokazati.

Trebamo jo$ dokazati da je to najmanja relacija s tim svojstvima, odnosno da ¢im klasna
relacija R ima ista svojstva, vrijedi (S) < R. Ova ideja ,najmanje relacije s nekim svojstvima”,
u smislu ,ima ta svojstva i potklasa je svake druge relacije koja ima ista svojstva” sasvim je
analogna definiciji najmanjeg elementa u parcijalno uredenom skupu, osim §to formalno
klase (pa tako ni klasne relacije) ne mogu biti elementi skupova.
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U svakom slucaju, neka klasna relacija R ima zahtijevana svojstva, i neka je a < b. Trebamo
dokazati a R b. Po pretpostavci, postoji injekcija f : a — b. Tada je i (po zadatku 2.1) f :
a— c:=rng f < b. Kako je f injekcija, vidimo da je i bijekcija izmedu a i c (surjekcija je po
definiciji skupa c), pa vrijedi a ~ c. Jer je R inkluzivna, iz ¢ < b slijedi c R b, a jer je neovisna
o reprezentantima, iz a ~ ¢ R b ~ b napokon dobivamo a R b, §to smo htjeli. d

Zadatak 3.11. Neka je a skup i R relacija na a.
Dokatzite da je RU R™! najmanja simetric¢na relacija koja sadrZi R.

Definicija 3.12. Za proizvoljne skupove a i b definiramo K(a) < K(b) :© a < b. <

Propozicija 3.10 kaZe da ta definicija ne ovisi o reprezentantima. Primijetimo da uredaj na
kardinalnostima nije nuzno skup, jer sve kardinalnosti ne ¢ine skup. Jednom kad defini-
ramo kardinalne brojeve kao reprezentante kardinalnosti, vidjet ¢cemo da se zapravo radi
o klasnoj relaciji (to¢nije, o pravoj klasi uredenih parova kardinalnih brojeva). Zasad samo
dokazimo neka njena svojstva (za koja uopce nije bitno radi li se o skupu).

Korolar 3.13. Klasna relacija < na kardinalnostima je refleksivna i tranzitivna.

Dokaz. Za refleksivnost, id, je injekcija s a u a, za bilo koji skup a. Za tranzitivnost, samo
treba primijetiti da je kompozicija injekcije s @ u b i injekcije s b u c, injekcijas a u c. d

Antisimetri¢nost, koja ¢e nam pokazati da se radi o parcijalnom uredaju, je mnogo kompli-
ciranija: ako imamo injekciju s a u b i neku drugu injekciju s b u a, mozemo li konstruirati
bijekciju izmedu a i b? Pokazat ¢e se da moZemo, i to Ce biti prvi ,0zbiljniji” teorem te-
orije skupova koji ¢emo dokazati. Zapravo, puno kasnije cemo ¢ak dokazati da se radi o
totalnom, paio dobrom uredaju na kardinalnim brojevima.

3.4 Svojstva operacija na kardinalnostima

S obzirom na jednakost i uredaj, ve¢ sad moZemo dokazati mnoga svojstva uvedenih ope-
racija na kardinalnostima: zbrajanja, mnoZenja i potenciranja. Svi ti dokazi su vrlo sli¢ni:
konstruiramo injekcije ili bijekcije medu skupovima odredenog oblika, eventualno koris-
teci ve¢ zadane injekcije.

Teorem 3.14. Neka su «, (3 iy proizvoljne kardinalnosti, 0 = R(®) i1 = RK{@}). Tada vrijedi:
a+(B+y)=(a+p)+y a-B-y)=(-p)y

a+pf=p+a a-f=p-«
a+0=a-l=a'=a a-0=0A1=a’=1
a#z0Af<sy=>al<a’ a#0=>0%=0
(@+PB)-y=a-y+pB-y (a.ﬁ)Y:aY.ﬁY
Pt =P a¥ aPr = (aﬁ)Y

a<f=>a+y<f+yra-y<B-yrna’<p’
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Dokaz. Neka su a, b i c reprezentanti takvi da je @ = R(a), p = R(b) i y = R(c). Dokazali
smo da nije bitno koje reprezentante odaberemo. Dokazat ¢emo neka svojstva za primjer,
svakako je korisno raspisati i ostala.

[asocijativnost zbrajanjal: Pogledajmo skupove a’ := ax {@}, b':= bx {{g}} i ¢’ := c x {{{g}}}.
Lako se vidi da su svi ti skupovi u parovima disjunktni: recimo, z € b'n¢’ bi morao biti oblika
z=(x,{{8}}) = (y, {{{z}}}), $to bi povlacilo {@} € {{®}} = {{{z}}}, odnosno po aksiomu para
{@} = {{®}}, i opet istim razmisljanjem @ = {@}, odnosno @ € @, §to je nemoguce po aksiomu
praznog skupa.

Kako su a' i b’ disjunktni s ¢, takva je i njihova unija, zbog distributivnosti unije prema
presjeku: (a'ub)nc' = (@ nchud'nc’)=pug = @. Jednako tako, a’ je disjunktans b'uc’.
To znaci da na lijevoj strani stoji kardinalnost skupa a’ U (b’ U ¢’), a na desnoj kardinalnost
skupa (@' ub’) U ¢/, no to je jedan te isti skup zbog asocijativnosti unije.

[@® = 1]: Trebamo konstruirati bijekciju izmedu skupova %ai{p}. Stovise, dokazat ¢emo
da su ta dva skupa jednaka po aksiomu ekstenzionalnosti. Elementi skupa ?a su funkcije
f: @ — a; svaka takva mora biti relacija izmedu @ i a, dakle f < @ x a = @, iz Cega slijedi da
je f =@ € {@}. S druge strane, @ je svakako relacija izmedu @ i a, i ima funkcijsko svojstvo:
za sve parove iz @ vrijedi $to god Zelimo. Dakle, ?a = {}, pai®a ~ {®} po refleksivnosti.

[@ #0A B <y= af < a¥]: Prva pretpostavka po kontrapoziciji kaze da je a neprazan, dakle
ima element. Uzmimo jedan njegov element i oznac¢imo ga s ¢. Druga pretpostavka kaze da
imamo injekciju f : b — c. Zelimo konstruirati injekciju & sa skupa ”a u skup °a, odnosno
svakoj funkciji g : b — a pridruziti funkciju h(g) : ¢ — a, i to tako da razli¢itim funkcijama
pridruzimo razlicite funkcije. Kako to uciniti?

Neka je z € ¢ proizvoljan. Kad bismo imali neki y € b, mogli bismo z jednostavno pres-
likati u g(y). Imamo li ga? Ako je z € rng f, zbog injektivnosti od f postoji jedinstveni
y:= f71(2) € b koji se u njega preslika. Tada definiramo (h(g))(2) := g(f~'(2)). No §to ako
z ¢ rng f? Sve §to trebamo je neki element od a, a njega smo fiksirali na pocetku. Dakle, za
z ¢ g f definiramo (h(g))(2) := t. Time je h(g) : ¢ — a u potpunosti definirana, a kako je
g € Pabila proizvoljna, na taj na¢in smo definirali i funkciju h.

Dokazimo da je h injekcija: u tu svrhu, neka su g # g’ dvije funkcije s b u a. Nije tesko
vidjeti da su funkcije s istom domenom, koje se razlikuju kao skupovi, razli¢ite i u smislu
kolegija Elementarna matematika: postoji element domene na kojem poprimaju razlicite
vrijednosti. Dakle, uzmimo jedan y € b takav da je g(y) # g'(y). Oznacimo z:= f(y) € c.
Tada je (h(g))(2) = g(f (f(¥) = 8(») # &' () = (h(g")(2), pa mora biti h(g) # h(g").

[@PY = (aP)"]: Trebamo uspostaviti bijekciju h izmedu skupova funkcija **¢a i ¢(Ya), od-
nosno svakoj funkciji f : b x ¢ — a pridruziti bijektivno neku funkciju h(f) : ¢ — Pa. Da
bismo definirali /(f), moramo je definirati u svakom elementu od c, pa neka je z € c. Tada
(h( f))(z) mora biti funkcija s b u a, odnosno svakom elementu y € b mora pridruZiti neki
element iz a. Koji? Prirodno se namece da primijenimo f na uredeni par (y, z). Dakle, de-
finicijom ((h(f))(2))() := f((3,2)) je definirana funkcija & : ?*°a — ¢(Ya), samo jos treba
vidjeti da je bijekcija.
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Za injektivnost, ako su f # f’ dvije razli¢ite funkcije s b x ¢ u a, postoji konkretni ure-
deni par (svi elementi Kartezijeva produkta su uredeni parovi) (y',z’) € b x ¢ takav da je
f(/,2)) # f((v/,2)). To mozemo zapisati kao ((h(f))(2)) () # ((h(f)(2))(), iz Cega
dvaput primijenjenom kontrapozicijom dobijemo h(f) # h(f").

Za surjektivnost, neka je g : ¢ — ?a proizvoljna. Zelimo definirati f : b x ¢ — a takvu da je
h(f) = g. Gledaju¢i definiciju funkcije h, nemamo bas izbora: za proizvoljni (y,z) € b x c,
definiramo f((y,2)) := (g(2))(p). [Ova tehnika, gdje se funkcija viSe argumenata definira
tako da se primijeni na jedan argument, pa rezultat na drugi argument, zove se currying i
Cesta je u raCunarstvu.] Sada h(f) i g jednako djeluju na svakom z € c (jer njihove vrijed-
nosti jednako preslikavaju svaki y iz njihove zajednicke domene b), pa su jednake. d

Zadatak 3.15. Za kardinalnosti definiramo svojstva N i ] kao ,jednaka 0" i ,jednaka 1". Ka-
rakterizirajte N i ] na zbroju, umnosku i potenciji pomocu N i ] na njihovim operandima.
Recimo, N(a - ) & N(a) v N(B), jer jea - =0 ako i samo ako jea =0 ili = 0.

3.5 Cantorov osnovni teorem

Za konacne skupove kardinalnost, prakticki po definiciji, odgovara uobicajenom broju ele-
menata kakav se proucava u kombinatornoj i diskretnoj matematici. No iz te perspektive,
beskonacni skupovi se ne promatraju posebno detaljno, a jednostavne bijekcije koje svi
znamo iskonstruirati, koje pokazuju N ~ N\ {0} ili N ~ Z, mogu nas navesti da pomislimo
da su svi beskonac¢ni skupovi medusobno ekvipotentni, odnosno da su sve moguce kardi-
nalnosti upravo 0, 1, 2, 3, ..., co.

Najvazniji Cantorov uvid je da to ne moZze biti dalje od istine: kardinalnosti beskona¢nih
skupova ¢ine jednu od najkompliciranijih struktura ikad prouc¢avanih u matematici, o kojoj
se i danas piSu visoko rangirani radovi i postoje brojni nerijeSeni problemi. Neki od njih,
iako vrlo jednostavni za iskazati (kao Sto je hipoteza kontinuuma: postoji li kardinalnost
izmedu K(N) i K(R)?), dokazano se ne mogu rijesiti (ni pozitivnho ni negativno) koristeci
samo opceprihvacene aksiome teorije skupova.

Ovdje ¢emo dokazati jedan od prvih Cantorovih rezultata: da ne postoji maksimalna kardi-
nalnost, odnosno da od svake kardinalnosti postoji strogo veca. Premalemi 2.3, R(b) > £(a)
znaCi a S b A a ~ b. Prvo kaze da postoji injekcija f : a — b, a drugo da ne postoji bijekcija
izmedu ai b, ne samo da f nije bijekcija. Dakle, tu trebamo dokazati negaciju egzistencije:
nije dovoljno naci jednu injekciju koja nije surjekcija na b.

Teorem 3.16 (Cantorov osnovni teorem). Za svaki skup a je ﬁ(@(a)) > R(a).

Dokaz. Preslikavanje g: a — %?(a) zadano s g(x) := {x} je injekcija: po aksiomu para,
{x} ={y} povlaci x = y. Dakle, a < % (a). Jos je potrebno dokazati a ~ Z(a).

Pretpostavimo suprotno, da je f neka bijekcija izmedu a i 2?(a). Po aksiomu separacije,
b:={xea:x¢ f(x)}jeskup, podskup od a. Kako je f surjekcijana %(a), postoji r € a takav
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daje b = f(r). Ta jednakost znaci da Vz(z € b — z € f(r)), paposebno r € b < r € f(r). No
definicijaod bkaZzedajere b reanr¢ f(r) o r¢ f(r) (jer je r € a). Sve zajedno daje
re f(r) e ré¢ f(r), Stoje ocito nemoguce. d

Uocimo sli¢nost provedenog dokaza (za f = id) s Russellovim paradoksom. Jo$ neke
primjere tog dijagonalnog postupka vidjet €ete u nastavku matematickog obrazovanja.

Intuitivno, to znaci da je kumulativna hijerarhija ne samo rastuca, vec je strogo rastuca po
kardinalnosti: svaka sljede¢arazina V1 = 22(V,) je strogo ,brojnija” od prethodne, a onda
jejasnoidaje V) za granicni A strogo brojnija od svih prethodnih (raspisite!).

Primijetimo da iz toga odmah slijedi i da V nije skup: kad bi bio, svaki podskup od V bi bio
u'V, odnosno imali bismo £ (V) €V, po inkluzivnosti £(2(V)) < £(V), 5to je u kontradikciji
s Cantorovim osnovnim teoremom (jednom kad dokaZemo antisimetri¢nost).

Zadatak 3.17. DokaZite: za svaki skup a je 2 (a) ~ “{0,1}. [Zbog R({0,1}) = 2,
Cantorov osnovni teorem mozZemo iskazati u obliku: za svaku kardinalnost a je 2% > a.]

3.6 Knaster—Tarskijev teorem o fiksnoj tocki

Vrijeme je da se pozabavimo antisimetri¢no$cu relacije < na kardinalnostima.
Ipak, prethodno trebamo jedan tehnicki rezultat za parcijalno uredene skupove.

Definicija 3.18. Neka su (a, <) i (b, <) parcijalno uredeni skupovi,i f: a — b.

Kazemo da f cuva strogi uredaj ako za sve x, y € a, x < y povlaci f(x) < f(y).

KaZemo da f cuva refleksivni uredaj ako za sve x, y € a, x < y povlaci f(x) < f(y).

KaZemo da je f slicnost ako je bijekcijaizmedu a i b, te fi f! obje Cuvaju uredaj.
Kazemo da su a i b slicni, i piSemo (a, <) = (b, <), ako postoji slicnost izmedu njih. <

Napomena 3.19. Ako f Cuva strogi uredaj, onda i cuva refleksivni uredaj — jer
x = y uvijek povlaci f(x) = f(y). Iz istog razloga, obrat vrijedi ako je f injekcija.
Zato u definiciji sli¢nosti ne treba specificirati kakav uredaj ¢uvaju fi f!. <

Slicnostima, posebno onima na totalno i dobro uredenim skupovima,
bavit ¢emo se kasnije. Zasad nas zanimaju funkcije koje ¢uvaju uredaj.

Teorem 3.20 (Knaster-Tarski). Neka je a parcijalno ureden skup, i f : a — a funkcija koja
cuva refleksivni uredaj. Ako svaki podskup od a ima supremum, tada f ima najvecu fiksnu
tocku. Ako svaki podskup od a ima infimum, tada f ima najmanju fiksnu tocku.

Dokaz. Dokazimo samo prvu tvrdnju; druga se dokazuje sasvim analogno. Oznacimo s <
refleksivni parcijalni uredaj na a. Po aksiomu separacije, b:={x € a: x < f(x)} je skup. Kao
podskup od a, on ima supremum, i taj supremum je jedinstven (kao najmanji element u
skupu c¢ svih gornjih meda od b), pa ga ozna¢imo s ¢ := supb = minc € c¢. Tvrdimo da je ¢
traZena najveca fiksna tocka od f.

35



Za svaki x € b vrijedi x < t zbog t € c. Jer f ¢uva refleksivni uredaj, vrijedi i f(x) < f(#).
S druge strane, za x € b je x < f(x) po definiciji od b. Spojivsi to dvoje po tranzitivnosti,
dobivamo da za sve x € b vrijedi x < f(#). To znacida je f(?) € ¢, odnosno ¢t =minc =< f(#).

Na to jo§ jednom primijenimo to da f ¢uva uredaj: dobijemo f(#) < f(f(#)). No to znaci
daje f(t) € b (opet po definiciji od b), paje f(¢) < t. To dvoje po antisimetricnosti povlaci
f(t) =t, odnosno t je fiksna tocka od f.

Jo§ moramo dokazati da je najveca, odnosno da je veca od svake fiksne tocke od f. Neka je
u proizvoljna fiksna toc¢ka od f. 1z u = f(u) € a po refleksivnosti uredaja slijedi u < f(u), pa
jeueb.NotoznaCidajeu=t,jerjetec. d

Napomena 3.21. Uvjet ,svaki podskup ima supremum” ¢esto se promatra posebno za pra-
zan podskup. OCcito, svaki element od a je gornja meda od @ (c = a), pa je sup @ upravo
najmanji element od a. Dakle, uvjet Knaster-Tarskijeva teorema moZemo iskazati u obliku
»a ima najmanji element, i svaki neprazni podskup od a ima supremum”.

Sli¢no izdvajanje praznog skupa vidjet cemo kad budemo proucavali Zornovu lemu. <

Korolar 3.22. Neka je A skup i neka je F : 22(A) — 22 (A) funkcija takva da
X <Y < Apovlaci F(X) € F(Y). Tada postoji S < A takav da je F(S) = S.

Dokaz. Primijenimo teorem o fiksnoj tocki na (@(A), g). Otprije znamo (primjer 2.7) da
je to refleksivno parcijalno ureden skup, u kojem svaki B € #(A) ima supremum (JB. O

3.7 Cantor—Schroder—Bernsteinov teorem

Propozicija 3.23. Nekajea skupif:a— a. Tadab < c < a povlaci f[b] < flclia\c< a\b.

Dokaz. Za prvu inkluziju, y € f[b] znaci da postoji x € b takavdaje y = f(x).
Zbogb < cjeixe€ c,odnosno y€ f[c].

Za drugu inkluziju, x € a\ c znac¢i x € ai x ¢ c. Pretpostavka x € b bi vodila
(zbog b < ¢) na kontradikciju s x ¢ c, dakle x ¢ b, $to zajedno s x € a daje x € a\ b. O

Lema 3.24 (Banach). Nekasuaib skupovitef:a—big:b— a.
Tada postoji s < a takav da je g[b\ fIs]] = a\s.

Dokaz. Definiramo F: 2 (a) — 2 (a) formulom F(x) := a\ g[b\ f[x]].
Cetverostrukom primjenom propozicije 3.23 imamo (za x, y € a):

xcy= fIxIc flyl= Db\ flyl<b\ flx] =
= g[b\ flyl] cg[b\ fIx]] = a\g[b\ flx]] ca\g[b\ flyl] < F(x) < F(y), (3.5)
dakle F ¢uva skupovnu inkluziju. Po korolaru 3.22 postoji s < a takav da je s = F(s) = a\ t,

gdjeje t:= g[b\ fIs]]. Sada s = a\ t zna&i (si ¢ su disjunktni i unija im je a) isto §toi t = a\s,
$to smo trebali. O
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Teorem 3.25 (Cantor—Schréder-Bernstein). Za skupoveaib, a < b < a povlaci a ~ b.

Dokaz. Pretpostavka znaci da imamo injekcije f:a — b1i g: b — a. Po Banachovoj lemi,
postoji s € a takav da je g[b\ f[s]] = a\ s. Prema napomeni 2.25, vrijedi s ~ f[s] i b\ f[s] ~
g[b\ flsl] = a\ s. Kako je otito s disjunktan s a\ si f[s] disjunktan s b\ f[s], prema propo-
ziciji 3.6 slijedi su (a\ s) ~ fs]u (b\ f[s]), odnosno a ~ b. O

Korolar 3.26. Klasna relacija < na kardinalnostima je refleksivni parcijalni uredayj.

Dokaz. U korolaru 3.13 smo dokazali da je refleksivna i tranzitivna, a sada smo dokazali da
je i antisimetri¢na. Doista, £(a) < K(b) < £(a) znaci a < b < a, §to po Cantor-Schroder—
Bernsteinovu teoremu (CSB) povlaci a ~ b, odnosno RK(a) = K(b). O

Kao §to smo nagovijestili, radi se o totalnom (za svaka dva skupa postoji injekcija s jednoga
od njih u drugi), pa ¢aki o dobrom uredaju, ali za dokaze tih svojstava trebat éemo dodatne
aksiome, kao i preciznu formulaciju pojma kardinalnog broja.

3.8 Reprezentacija parcijalno uredenih skupova

Definicija 3.27. Neka je (a, <) parcijalno ureden skupi x € a.
Tada (otvoreni) pocetni komad elementa x u a definiramo kao p,(x):={y€a:y<x}.
Zatvoreni pocetni komad elementa x je p,(x) :={y€a:y = x}. <

Sljedeci rezultat je u odredenom smislu pojacanje napomene 2.25.

Propozicija 3.28. Neka su (a,<) i (b, <) parcijalno uredeni skupovi, f slicnost izmedu njih,
i x € a. Tada je restrikcija funkcije f slicnost izmedu p4(x) i pp(f(x)).

Dokaz. Restrikcija f1,,x) ¢uva uredaj, kao i njen inverz, jer su f i f ~1 takve. Slika joj je
podskup od pp,(f(x)) jer z < x povladi f(z) < f(x). No vrijedi i druga inkluzija, jer w < f(x)
povlaci f~1(w) < x, izato je w = f(f~1(w)) € fIpa(2)]. a

Bas kao strogi i refleksivni parcijalni uredaj, otvoreni i zatvoreni pocetni komad su medu-
sobno definabilni: p,(x) = ps(x)\{x}, odnosno p,(x) = p,(x) U{x}. Ubuduce ¢emo se puno
viSe baviti otvorenim pocetnim komadima, ali zatvoreni su bitni za sljedeci teorem, koji
pokazuje kako se bilo koji parcijalni uredaj moZe reprezentirati skupovnom inkluzijom.

Teorem 3.29. Za svaki parcijalno uredeni skup (a, <)
postoji skup A c 2 (a) takav da vrijedi (a,<) = (A, ).

Dokaz. Promotrimo funkciju p, : a — #?(a) koja svaki x € a preslikava u p,(x).
Ona ne moZe biti surjekcija na Citav £2(a) jer oCito ne poprima @, pa je A:=rng p, < P (a).

Tada je p, surjekcija na A po definiciji. Za injektivnost, pretpostavimo da je p,(x) = p4(y).
Tada x € p,(x) = pa(y) povlaci x < y, i analogno y < x, paje po antisimetricnosti x = y.
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DokaZzimo da p, ¢uva refleksivni uredaj (tada zbog injektivnosti ¢uva i strogi uredaj). Neka
je (x,y)e(x). Tadaz=<=x < ypovlati z< y, paje pu(x) < pa(y).

Dokazimo da i p,' : A — a takoder ¢uva refleksivni uredaj (ona je sigurno injekcija jer joj
je inverz funkcija p,): neka su X,Y € A takvi da je X € Y. Po definiciji skupa A, postoje
X,y € a takvi da je X = p,(x) i Y = p,a(y). Zbog injektivnosti p,, upravo je x = p,1(X) i
y=p,(Y). Tada x€ X C Y povladi x € Y, odnosno x < y. a

Napomena 3.30. Sada napokon mozZemo opravdati ,éudnu” definiciju 1.5. Naime, ako
uredeni par razlicitih skupova x i y shvatimo doslovno kao (totalno) uredeni dvoclani skup
t:= ({x, y}, <) uredajem u kojem je x < y, njegova reprezentacija u smislu teorema 3.29 je

g pr = Pelix, yH = {p:(x), p: (M} = {{x}, {x, y1}. (3.6)

To ne mozZze biti formalna definicija (jer nam za definiciju uredaja < i uredenog skupa t
treba pojam uredenog para), ali dobro pokazuje zasto je definicija ba$ takva, odnosno da
uopce nije tako ,proizvoljna” kako se u prvi mah ¢ini. <

Zadatak 3.31. Zasto dokaz teorema 3.29 ne bi prosao s otvorenim pocetnim komadima?
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4 Skup prirodnih brojeva

4.1 Motivacija

Na nekoliko mjesta su nam ve¢ dosad (uglavnom za ilustracije) zatrebali prirodni brojevi, i
oslanjali smo se na to da ve¢ imamo intuitivhu predodzbu o njima. Mogli bismo ih pokusati
formalizirati kao kardinalnosti kona¢nih skupova (kao $to smo ¢inili za 0 = R(@), 1 = K({@})
i 2 = K({0,1})), ali nismo precizno definirali ni kardinalnosti (kao skupove) ni konac¢nost.

Takoder, za dokaze smo koristili princip matematicke indukcije, opet ,,na vjeru”. Obi¢no se
prirodni brojevi uvode aksiomatski, Peanovim aksiomima, i onda je matematicka indukcija
jedan od aksioma na tom popisu. Ako teorija skupova Zeli biti temelj matematike, trebalo
bi u njoj moci: * definirati prirodne brojeve kao skupove, ¢ formalizirati svojstvo ,biti priro-
dan broj” kao neku formulu koju zadovoljavaju to¢no oni skupovi koji oznacavaju prirodne
brojeve, i ® dokazati Peanove aksiome, medu kojima i aksiom matematicke indukcije, po-
mocu aksioma teorije skupova. To ¢emo uciniti ovdje.

Peanovi aksiomi zapravo ne definiraju svaki prirodni broj pojedina¢no — niti to mogu, jer
ih ima beskona¢no mnogo. Ono $to se zapravo definira je pocetak (nula ili jedan, ovisno o
preferencijama — u teoriji skupova poc¢injemo od nule) i sljedbenik, za koji se postuliraju
svojstva koja osiguravaju da je prirodnih brojeva beskona¢no mnogo, odnosno da operaci-
jom sljedbenika uvijek dobivamo nove brojeve.

Sto uzeti kao nulu? Vrlo prirodnim odabirom ¢&ini se prazan skup. Sljedbenik je komplici-
raniji: radi se o klasnoj funkciji koja uvijek mora davati nove elemente. Jedan jednostavni
nacin da osiguramo, barem intuitivno, da sve prirodne brojeve reprezentiraju razliciti sku-
povi, je da zahtijevamo da skup n ima n elemenata. Zasad je to ispunjeno: 0 := @ ima nula
elemenata, a primijetimo da i ostali , kanonski reprezentanti” kardinalnosti koje smo uveli
imaju to svojstvo: 1 := {@} = {0} ima jedan element, a 2 := {0,1} ima dva elementa (razli-
Citi su upravo jer je svaki novi prirodni broj doista novi skup). To moZemo nastaviti i dalje:
3:=1{0,1,2},4:={0,1,2,3} i tako u beskonacnost.

Kao Sto rekosmo, sigurno neéemo sve prirodne brojeve pojedinacno tako definirati, ve¢
¢emo postupak dobivanja uvijek novoga broja generalizirati kroz funkciju sljedbenika. Po-
gledajmo: kojom skupovnom operacijom iz 3 dobijemo 42 Dokaz propozicije 1.3 daje ideju:
{0,1,2,3} = {0,1,2} U {3}, odnosno 4 = 3 U {3}. Isti postupak moZemo provesti za bilo koji
skup.

Definicija 4.1. Za skup a definiramo sljedbenik od a kao skup a* := au{a}. <
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Lako se vidi, koristeéi aksiome para i unije, da je a* doista skup za svaki skup a. Zasto
smo dobili novi element? Intuitivno, zato $to dodani element a nije bio medu ve¢ navede-
nima (elementima od a). Zacudo, ta Cinjenica (a ¢ a za svaki skup a) nije posljedica dosad
navedenih aksioma — iako slijedi iz naSeg intuitivnog poimanja izgradnje kumulativne hi-
jerarhije, da skupove gradimo tek nakon §to su svi njihovi elementi ve¢ izgradeni. Morat
¢emo dodati novi aksiom, koji ukratko kaze da je klasna relacija € dobro utemeljena.

4.2 Aksiom dobre utemeljenosti *

Kako iskazati dobru utemeljenost relacije ,biti element” formulom? Doslovno, to znaci da
svaki neprazni skup x, kad ga ,, uredimo” relacijom €, ima minimalni element y. Navodnici
su tu jer € ne mora doista biti relacija parcijalnog uredaja na x: konkretno, nema razloga
ocekivati da bude tranzitivna — i doista nije, recimo na skupu {@, {#}, {{®}}} (raspisite!).

Ali svejedno mozemo raspisati svojstvo: y je minimalni element od x ako ne postoji z € x
koji bi bio manji od y. No relacija ,manji” je upravo €, pa to zapravo kaze da ne postoji
z € x takav da je z € y — drugim rijeCima, da su x i y disjunktni. Dakle, aksiom dobre
utemeljenosti glasi:

(x#@)—EFyex)(xny=9) (4.1)

— pritom smo koristili ve¢ uvedene oznake #, @ i n. Takoder smo ispustili kvantifikator Vx
na pocetku formule, kao $to smo ve¢ mnogo puta radili.

Intuitivno, ako x ima elemente, oni se nalaze na nekim razinama kumulativne hijerarhije.
Od svih tih razina postoji najniza V,, i bilo koji element od x s te razine (oznacimo jedan
takav s y) mora biti disjunktan s x — jer svi elementi od y nalaze se ispod razine V,, a
svi elementi od x su iznad ili na razini V,,. Drugim rije¢ima, aksiom dobre utemeljenosti
opravdan je intuitivnom idejom da su razine kumulativne hijerarhije dobro uredene.

Pogledajmo sada formalne posljedice tog aksioma.

Lema 4.2. (1) Ne postoji skup a takav da je a € a. (2) Ne postoje skupovi a i b takvi da
vrijedi a€ b € a. (3) Ne postoje skupovi a, b i ¢ takvi da vrijediae b e c € a.

Sli¢no kao kod propozicije 1.3, mogli bismo iskazati niz formula oblika ,ne postoje skupovi
X1,X2,..., X takvi da vrijedi x; € xp € --- € x; € x1”, pa bi navedene tri tvrdnje bile samo
specijalni slucajevi, ali zapravo ¢e nam trebati te tvrdnje samo za do tri skupa. Dokazi su
viSe-manje isti (provedite ih sva tri!); pokazat ¢emo kako dokaz izgleda za dva skupa.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoje takvi skupovi a i b. Po aksiomu para postoji
x :={a,b}. On je neprazan zbog a € x, pa po aksiomu dobre utemeljenosti postoji y € x
takav da su y i x disjunktni. No po aksiomu para, y € x znaci y = a ili y = b, a nijedan od
njih nije disjunktan s x: a i x imaju (barem) zajednicki element b, a b i x imaju zajednicki
element a. To je kontradikcija, pa takvi skupovi a i b ne mogu postojati. d

Propozicija 4.3. Sljedbenik je injekcija bez fiksne tocke. Nula nije u slici sljedbenika.
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Dokaz. Za prvu tvrdnju, pretpostavimo suprotno da je a* = b* za neke razlicite skupove a
ib.Izbeb"=a" slijedi be av b= a, odnosno b € a jer smo pretpostavili da nije b = a.
Potpuno analogno dobijemo a € b. To je u kontradikciji s lemom 4.2(2).

Za drugu tvrdnju, pretpostavimo suprotno da je a = a* fiksna tocka sljedbenika.
Tada je a € a* = a u kontradikciji s lemom 4.2(1).

Za tre¢u tvrdnju, pretpostavimo da je @ = a* za neki skup a.
Tada je a € a* = @, §to je u kontradikciji s aksiomom praznog skupa. d

Zadatak 4.4. Nadite skupovnu operaciju koja odgovara prethodniku!

Sto se aksioma tice, jos je preostalo formalizirati i dokazati matemati¢ku indukciju — ali to
nije sve. Naime, aritmeticke operacije se u Peanovoj aritmetici uvode aksiomatski, ali u te-
oriji skupova bolje bi bilo dokazati da doista postoje (kao skupovi) funkcije sNxNu N, koje
odgovaraju operacijama zbrajanja i mnoZenja (a vrlo sli¢cno i potenciranja). To se moZe, ali
nije bas jednostavno: klju¢ni teorem je Dedekindov teorem rekurzije, koji cemo dokazati.

4.3 Karakterizacija prirodnih brojeva

U svakom slucaju, matematicka indukcija trebala bi biti neka shema teorema, po jedan
za svako svojstvo P koje se odnosi na prirodne brojeve, koji kaze da ako vrijedi P(0) i ako
P(n) povlaci P(n") za svaki prirodni broj n, tada vrijedi P(n) za svaki prirodni broj n. Ako
svojstvo P iskaZemo u obliku formule s jednom slobodnom varijablom, vidimo da moramo
pronaci nacin da kvantificiramo tu varijablu samo po prirodnim brojevima.

Najjednostavnije bi bilo da imamo formulu v, s jednom slobodnom varijablom n, koja
kazuje da je n prirodan broj, i onda ,za svaki prirodni broj vrijedi ¢” formaliziramo kao
Vn(v — ¢). MoZemo li pronaci takvu formulu v?

”»

Na prvi pogled, ¢ini se neuhvatljivim: trebali bismo rec¢i ,,n je ili 0 ili 07 ili (0*)* ili...”, no
to je beskonacna disjunkcija. MoZemo pokusati s , 7 je 0 ili postoji prirodni broj m takav
da je n = m*”, no da bismo iskazali da je m prirodni broj trebamo upravo formulu koju
pokuSavamo konstruirati. MoZemo pokusati s ,7n je dobiven kona¢nim brojem primjena
sljedbenika na nuli”, no ovo ,kona¢nim brojem” zapravo znaci ,prirodnim brojem” pa se
opet vrtimo u krug. Mogli bismo, kao §to smo ve¢ €inili, napraviti shemu formula , 7 je
prirodni broj manji od m”, po jednu za svaki m, i onda napraviti egzistencijalnu kvantifi-
kaciju po m, ali te formule su razliite duljine i ne moZemo ih upotrebljivo generalizirati.

Pokus3ajte sami smisliti jo§ neke nacine prije nego Sto pogledate rjeSenje.

A rjeSenje se sastoji u tome da prijedemo na viSu razinu. Snaga teorije skupova je u tome
$to nam je jednako lako govoriti o objektima i o skupovima koji ih sadrze, jer su svi oni
istog ,tipa”. U ve¢ini matematickih grana nije tako: recimo, bitno je teZe formulirati tvrdnje
o vektorskim potprostorima nego o vektorima. U geometriji imamo tocke, pravce i ravnine
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na istoj razini, ali to seZe samo ,do dubine 1” (ravnine nisu skupovi pravaca, ve¢ tocaka):
snopovi pravaca ili sveZnjevi ravnina su opet kompliciraniji objekti.

To znaci da trebamo pokusSati karakterizirati skup prirodnih brojeva. Na prvi pogled ni-
smo puno profitirali jer nam je zadati skup viSe-manje isto $to i zadati formulu; ali ovdje
idemo na vi$u razinu, odnosno ne opisujemo ,moguce prirodne brojeve n” kao elemente
fiksnog skupa N, ve¢ opisujemo moguce skupove prirodnih brojeva w formulom s jednom
slobodnom varijablom w. Jasno je $to ta formula treba reéi: w sadrzi nulu i zatvoren je na
operaciju sljedbenik.

1:=(0ewA(Vme w)(m'ew)) 4.2)

Skupovi koji zadovoljavaju ¢ zovu se induktivni skupovi, zbog ocite asocijacije na princip
matematicke indukcije: efektivno, uobicajeni oblik matematicke indukcije glasi ,,ako je S
induktivni podskup od N, tada je S = N”. No ako ve¢ imamo jednu inkluziju kao pretpos-
tavku pa dobijemo jednakost kao zakljucak, ono $to nam induktivnost daje je druga ink-
luzija: ,,ako je S induktivni skup, tada je N < S”. To na ve¢ dobro poznati na¢in moZemo
iskazati kao ,N je najmanji induktivni skup”.

Ovo zadnje nije tesko iskazati formulom: elementi od N (prirodni brojevi) su upravo oni
skupovi koji su elementi svih induktivnih skupova.

v:=VYwli—new) (4.3)

4.4 Aksiom beskonacnosti *

Tako smo napokon dobili formulu koja kazuje da je n prirodan broj, i moZemo konstruirati
klasu w := {n : v} koja bi trebala predstavljati formalizaciju skupa N. No dosad uvedeni
aksiomi ne omogucavaju nam da zaklju¢imo da je v ,dobra” formula, odnosno da je w
skup. Zapravo, sa svim dosada$njim aksiomima je sasvim konzistentno da su svi skupovi
konacni, dok bi w, barem intuitivno, trebao biti beskonacan. Zato se aksiom koji osigurava
postojanje w zove aksiom beskonacnosti.

Taj aksiom bismo mogli napisati u obliku 3w (w = w), koristeci ¢injenicu da kvantificirane
varijable uvijek oznacavaju skupove; odnosno, koristeci pokratu za jednakost klase i skupa,
JwVn(v < n € w). No moZemo traziti i manje, ako se sjetimo napomene 1.10: dovoljno je
zahtijevati da postoji jedan induktivni skup, koji sigurno po definiciji sadrZi sve prirodne
brojeve. Tada se w moZe dobiti iz tog skupa separacijom s formulom v. Dakle, aksiom
beskonacnosti glasi w1, ili raspisanije,

Jw(@ewn(Vnew)(nuin} e w)). 4.4

Propozicija 4.5. Klasa w:={n: v} je skup. Stovise, to je najmanji induktivni skup.
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Dokaz. Po aksiomu beskonacnosti postoji induktivni skup: fiksirajmo jedan i oznacimo
ga s w. Tvrdimo da je w = {n € w : v}, iz Cega ¢e odmah slijediti da se radi o skupu po
aksiomu separacije. U skladu s konvencijom o jednakosti klase i skupa, zapravo trebamo
dokazati Vn(v < (n € wAv)): smjer < je ofit, a za = je dovoljno pokazati da v povlati
n € w. No v kaZe da se n nalazi u svakom induktivnom skupu, a w je takav prema aksiomu
beskonacnosti.

Za dokaz da je w induktivan, trebamo dokazati da je 0 prirodni broj, te da je sljedbenik
svakog prirodnog broja prirodni broj. Za prvo, neka je u proizvoljni induktivni skup. Po
definiciji induktivnosti vrijedi 0 € u, pa je 0 prirodni broj. Za drugo, neka je n prirodni broj,
i u proizvoljni induktivni skup. Zelimo dokazati da je n* € u. No oé&ito je n € u (jer je svaki
prirodni broj u svakom induktivnom skupu), a onda je i n* € u jer je u kao induktivni skup
zatvoren na operaciju sljedbenik.

Dokazimo jo$ da se radi o najmanjem induktivnhom skupu. Neka je u proizvoljni induktivni
skup; Zelimo dokazati w < u. U tu svrhu, neka je n € w proizvoljan. To znaci da je n prirodan
broj — element svakog induktivnog skupa, pa tako i u. d

Primijetimo (dokaZite!) da je presjek bilo koje neprazne familije (pa ¢ak i klase) induktivnih
skupova ponovo induktivan. Skup w je presjek klase svik induktivnih skupova, i kao takav
je podskup bilo kojeg od njih. Jedino $to je bilo potrebno za dokaz da se doista radi o skupu
jest da je ta klasa neprazna, odnosno da postoji barem jedan induktivni skup.

Korolar 4.6. Ne postoji induktivni prirodni broj.

Dokaz. Pretpostavimo da je skup a takav. Tada bi a (kao prirodni broj) morao biti element
svakog induktivnog skupa, pa tako i samog sebe, §to je nemoguce po lemi 4.2(1). d

Kad generaliziramo prirodne brojeve na opcenite ordinale, vidjet c¢emo da postoje induk-
tivni ordinali: zvat ¢emo ih granicnim ordinalima. No o tome kada dode vrijeme.

4.5 Matematicka indukcija

Kao $to smo ve¢ spomenuli, sada imamo i formalno opravdanje dokazivanja svojstava pri-
rodnih brojeva matematickom indukcijom.

Teorem 4.7. Neka je P svojstvo prirodnih brojeva iskazivo formulom, takvo da (baza) vrijedi
P(0) te (korak) P(n) za n € w povlaci P(n™"). Tada svi prirodni brojevi imaju svojstvo P.

Dokaz. Oznacimo s ¢ formulu sa slobodnom varijablom 7 koja formalizira svojstvo P. Za
term 7, oznacimo s ¢; formulu dobivenu od ¢ zamjenom svih pojava varijable n s 7 (ako
term 7 oznacava prirodni broj m, ta formula iskazuje da m ima svojstvo P). Po aksiomu
separacije, postoji skup s := {n € w : ¢}, i tvrdimo da je taj skup induktivan. Zbog baze
vrijedi ¢p9 odnosno 0 € s; joS§ je preostalo dokazati da je s zatvoren na operaciju sljedbenik.
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Neka je n € s proizvoljan. To znaci da vrijedi n € w i ¢. 1z toga zbog koraka slijedi ¢+,
alii n* € w jer je w induktivan (propozicija 4.5). Dakle je n* € s, §to smo trebali.

Iz induktivnosti s slijedi (opet po propoziciji 4.5) w < s, odnosno Vn(v — ¢),
$to to¢no znaci da svi prirodni brojevi imaju svojstvo P. d

Primijetimo suptilnost: ako samo kazemo: ,u teoriji skupova moZemo dokazati P(0)” i za
svaki prirodni n, ,,u teoriji skupova mozemo dokazati P(n) — P(n*)” (konkretno, moZemo
dokazati sve formule P(0) — P(1), P(1) — P(2), P(2) — P(3), ... — mozda bitno razli¢itim
dokazima) tada moZemo zakljuciti da za svaki prirodni broj n ,u teoriji skupova mozemo
dokazati P(n)” (konkretno, moZemo dokazati sve formule P(0), P(1), ... — uvrStavajuci
gornje dokaze jedne u druge), ali to je nezanimljiva primjena matematicke indukcije, na
dokaze u teoriji skupova ($to smo ve¢ imali dosad; pogledajte napomenu 1.4). Teorem 4.7
kaZe nesto drugo: ako u teoriji skupova moZemo dokazati0 € si jednu formulu (Vn e w)(n €
s — n* € 5), tada o¢ito mozemo dokazati i njihovu konjunkciju, koja kaze da je s induktivan,
pa zakljuciti (Vn € w)(n € s). To je primjena matematicke indukcije u dokazima u teoriji
skupova ($to dosad nismo imali).

Tako matematicka indukcija za nas viSe nije aksiom, nego teorem — precizno, shema te-
orema, po jedan za svaku formulu s jednom slobodnom varijablom, koja iskazuje neko
svojstvo prirodnih brojeva. A zapravo, to samo znaci da moZemo nastaviti dokazivati (for-
mulama iskaziva) svojstva, sada formalno definiranih, prirodnih brojeva matematickom
indukcijom kao i prije. Evo jednog jednostavnog primjera takvog dokaza; malo komplici-
ranije primjere vidjet ¢emo u iduc¢im tockama.

Propozicija 4.8. Svaki element prirodnog broja je prirodni broj.

Dokaz. Matematickom indukcijom po m dokazujemo da n € m povlaci v, odnosno n € w.
Baza je ocita: n € 0 povlaci §to god Zelimo, jer je 0 prazan skup. Pretpostavimo da za pri-
rodni broj m vrijedi n € m — v, i neka je n € m* = mu {m}. To zna¢i da imamo dva slucaja.
U prvom je n € m, pa je prirodan po pretpostavci indukcije. U drugom je n € {m}, od-
nosno n = m— pa je prirodan jer smo pretpostavili da je m prirodni broj (to formalno nije
»pretpostavka indukcije”, ve¢ pretpostavka konteksta indukcije, jer se matematicka induk-
cija odnosi samo na prirodne brojeve). d

Korolar 4.9. Vrijedi Uw = w.

Dokaz. Po aksiomu ekstenzionalnosti. Jedna inkluzija je direktna posljedica upravo doka-
zane propozicije: n € Jw znaci n € m za neki m € w, odnosno n € w. Za drugu inkluziju,
n € w povlaci (jer je w induktivan) i n* € w, a o¢ito je n € n*. O

4.6 Uredaj na prirodnim brojevima

Na pocetku poglavlja rekli smo da nam je ideja vodilja pri definiciji pojedinacnih prirodnih
brojeva, da svaki broj bude upravo skup svih brojeva manjih od njega. Sad kada imamo for-
malne prirodne brojeve, tu intuiciju mozemo formalizirati kao definiciju pojma ,, manji”.
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Definicija 4.10. Za n, m € w kaZzemo da je n manji od m,ipiSemo n<m, akojenem. <
Propozicija4.11. S upravo definiranim uredajem, (w, <) je parcijalno ureden skup.

Dokaz. Trefleksivnost vrijedi direktno po lemi 4.2(1).

Za tranzitivnost, dokazujemo da a < b < ¢ povlaci a < ¢ matematickom indukcijom po c.
Baza vrijedi trivijalno, jer a < b < 0 nije moguce. Pretpostavimo da a < b < ¢ povlaci a < c,
ineka je a < b < ¢*. Druga nejednakost znaci b € cU {c}, odnosno b < ¢V b = ¢, pa imamo
dva slucaja. U prvome vrijedi a < ¢ po pretpostavci indukcije, a u drugome jer b i ¢ kao
jednaki skupovi imaju jednake elemente. d

Polemi24imamon<men<mvVvn=menemvne{imjeone muimon<m'.
Relacija < je tranzitivna, StoviSe a< b < c (kaoia < b < ¢) povlaci a < ¢ (dokazite!).

Lema4.12. 1. Za svaki prirodni broj x vrijedi0 < x.

2. Sljedbenik ¢uva strogi uredaj: x < y povlaci x* < y* (za prirodne brojeve x i y).

Dokaz. (1) Matematickom indukcijom po x: 0=0,a0 < x povlac¢i 0 < x*, pai0 < x™.

(2) Matematickom indukcijom po y. Baza: x < 0 kao laz povlaci bilo $to. Pretpostavimo
x<y=x" < y" (tada svakako x < y = x* < y*, jer je sljedbenik funkcija na w), i neka je
sada x < y*. To znaci x < y pa po pretpostavci indukcije x* < y*, odnosno x* < (y")*. O

Propozicija 4.13. (w, <) je totalno ureden skup.

Dokaz. Dokazujemo a< bV a=>bV b < a (Sto se ekvivalentno moze zapisatia<bvb< a
ili a < bV b < a) matematickom indukcijom po b. Baza: polemi4.12(1) je 0 < a.

Pretpostavimo da je (za neki b) a< bV b < a za sve a, i dokazimo tu tvrdnjuza b*.Iza<b
sigurno slijedi a < b*; aiz b < a po lemi 4.12(2) slijedi b < a*, odnosno b™* < a. O

Napomena 4.14. Pomoc¢u principa matematicke indukcije moZemo dokazati i princip jake
ili totalne indukcije, koji kaZe: ako pretpostavka ,svi prirodni brojevi manji od n imaju
svojstvo Q” povlaci , n ima svojstvo Q”, tada svi prirodni brojevi imaju svojstvo Q.

Doista, potrebno je samo primijeniti obi¢ni princip matematicke indukcije na svojstvo

P(n) :< ,svi elementi od n imaju svojstvo Q”. (4.5)

Baza je trivijalna: svi elementi od 0 imaju koje god svojstvo Zelimo, jer ih nema. Pretposta-
vimo da vrijedi P(n). Gornja pretpostavka kaze da P(n) povlaci Q(n), pa povlaci i njihovu
konjunkciju (Q(n) A P(n)), koja je upravo ekvivalentna s P(n™). (,Svi elementi od n*” su
upravo ,svi elementi od n”, i sam n). Po principu (obi¢ne) matematicke indukcije, za sve n
vrijedi P(n), a kako P(n) povlaci Q(n), vrijedii Q(n) za sve n. <

Zadatak 4.15. Dokazite razne druge varijante principa matematicke indukcije
(s pocetkom 1, s korakom 2, itd.) koristei obicni princip matematicke indukcije.
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Sada pomocu totalne indukcije moZemo dokazati da je w dobro ureden. Pokusajte: za pro-
izvoljni a < w, jakom indukcijom po n dokazite da n € a povlaci da a ima najmanji element.
Ipak, moZemo i puno jednostavnije.

Propozicija 4.16. (w, <) je dobro utemeljen, pa onda i dobro ureden, skup.

Dokaz. Dovoljno je dokazati dobru utemeljenost; dobra uredenost ¢e onda slijediti iz pro-
pozicije 4.13. Neka je @ # a < w proizvoljan. Po aksiomu dobre utemeljenosti, postoji m € a
takav da je mna = @. Tvrdimo da je m minimalni (pa onda i najmanji po propoziciji 2.8)
element od a. Pretpostavimo suprotno, da postoji n € a takav da je n < m. No tada je
n € anm = @, kontradikcija. O

Ovaj fenomen, koji smo vidjeli kod dobre uredenosti od w, odrazava opcenitu situaciju
vezanu uz aksiom dobre utemeljenosti. I induktivni i aksiomatski dokaz imaju prednosti i
mane. Dokaz pomocu aksioma dobre utemeljenosti obi¢no je puno kradi, ali zahtijeva novi
aksiom i Cesto zahtijeva dodatna svojstva poput totalnosti uredaja (koja se moraju dokazati
induktivno). Induktivno se mogu dokazati sve vazne tvrdnje za prirodne brojeve, ali ne i za
opcCenite skupove, gdje nam dobra utemeljenost nije induktivno zadana.

Zadatak 4.17. U dokazu propozicije 4.11, aksiomom dobre utemeljenosti smo vrlo jednos-
tavno dokazali irefleksivnost, dok smo tranzitivnost dokazali induktivno. Pokusajte obr-
nuto: dokaZzite tranzitivnost aksiomom dobre utemeljenosti, a irefleksivnost induktivno.

4.7 Konacnost i beskonacnost

Sad kada imamo izgraden prvi (neformalno) beskonac¢ni skup, vrijeme je da pogledamo
kako ga tretira nasa teorija kardinalnosti (koju smo razvili upravo jer kombinatorni prin-
cipi prebrajanja sami po sebi nisu dovoljno jaki za beskonacne skupove). Za pocetak isko-
ristimo formalno definirane prirodne brojeve za formalizaciju kona¢nosti.

Definicija 4.18. Za skup a kazemo da je konacan ako postoji n € w takav da je a ~ n.
Inace kazemo da je a beskonacan. <

Lema 4.19. Za svaki n € w, svaka injekcija f : n — n je i surjekcija na n.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo matematickom indukcijom po n. Baza: svaka funkcija koja
ide u 0 = @ je surjekcija na 0, jer rng f < @ povlaci rng f = @. Pretpostavimo da je svaka
injekcija s n u n surjekcija, i neka je f : n* — n" injekcija. Ako je f(n) = n, tada je f|,
injekcija kao restrikcija injekcije, i ide s n u n, jer za svaki i < n vrijedi i # n pai f(i) #
f(n) =n.

Po pretpostavci indukcije f|, je surjekcija na n, paje
mgf = fln"]=flnu{n}] = finlu flin}] = mg(fl) Uif(W}=nuin}=n". (4.6)

Inace je u := f(n) < n. No funkcija f mora poprimati i vrijednost n, jer inace bi opet f|,
bila injekcija s n u n, po pretpostavci indukcije bila bi surjekcija na n, pa bi specijalno
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poprimala i u € n: postojao bi i € n takav da je f|,(i) = f(i) = u. No i € n znaci i # n po
lemi 4.2(1), pa bi f(i) = u = f(n) bila kontradikcija s injektivno$¢u od f.

Dakle, postoji v € n* takav da je f(v) = n. Slucaj v = n smo ve¢ razrijesili, pa preostaje
slucaj v < n.

4 0
|
i 5

U tom slucaju ,preusmjerimo strelice” (pogledajte sliku): definiramo funkciju g: n — n
pomocu g(x) := {f g‘) iiz, i tvrdimo da je to injekcija. Doista, neka su x, x' € n razli¢iti:
tada najviSe jedan od njih moZe biti jednak v.

Ako su x i x’ oba razli¢iti od v, tada je g(x) = f(x) # f(x) = g(x) jer je f injekcija. Ako je
jedan od njih (bez smanjenja opcenitosti x’) jednak v, tadaje g(x) = f(x) # u (jerje f(n) = u
te x < n, a f je injekcija), dok je g(x') = g(v) = u pa su razliciti.

Po pretpostavci indukcije, g je surjekcija na n. Tvrdimo da iz toga slijedi da je i f surjekcija
na n*. Doista, neka je y € n* proizvoljan. Ako je y = n, tada je y = f(v). Inale je ye n =
rng g pa postoji x € n takav da je g(x) = y. Ako je x # v, tadajei f(x) = g(x) = y, a ako je
x = v, tada mora biti y = g(v) = u = f(n). U svakom slu¢aju nasli smo element iz n* koji f
preslikava u y. d

Teorem 4.20. 1. Niza jedan n € w ne vrijedi n* < n.
2. Svi prirodni brojevi su medusobno neekvipotentni.

3. Skup w je beskonacan.

Dokaz. Za prvu tvrdnju, pretpostavimo suprotno, daje n€ wi f: n* — n injekcija. Tada je
fln : n — n injekcija kao restrikcija injekcije, pa je prema lemi 4.19 surjekcija na n: speci-
jalno, poprima vrijednost f(n) € n, pa postoji i € n takav daje f1,(i) = f(i) = f(n). No to je
nemoguce jer je f injekcija.

Za drugu tvrdnju, neka su m i n razli€iti prirodni brojevi. Po propoziciji 4.13 jeili n < m
ili m < n; bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo ovo prvo. Tada je prema lemi 4.12(2)
n* < m* odnosno n* < m, drugim rije¢ima n* < m, pa kad bi postojala bijekcija f izmedu
m i n, njena restrikcija f|,+ bila injekcija s n* u n, koja ne postoji prema prvoj tvrdnji.

Treca tvrdnja se dokazuje isto kao i druga: pretpostavimo suprotno da postoji n € w i bijek-
cija f izmedu w i n. Iz n € w slijedi n* < w (dokazite!), pa je f|,+ injekcija s n* u n, $to je
nemoguce prema prvoj tvrdnji. a

Zadatak 4.21. Dokazite (indukcijom): za svaki n € w, za svaki a c n, postojime n
takav da je a ~ m. Posljedica: Svaki podskup konacnog skupa je konacan.
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4.8 Dedekindov teorem rekurzije

Kao $to smo rekli, sada bismo htjeli definirati osnovne operacije na prirodnim brojevima.
Uzmimo zbrajanje; mnoZenje je sasvim analogno (jednom kad imamo zbrajanje).
Zbrajanje u Peanovoj aritmetici se obi¢no definira rekurzivnim jednakostima

m+0:=m, m+nt:=(m+n)*, zasvem,new 4.7)

— no kako opravdati tu definiciju u teoriji skupova? Zelimo funkciju g : w x v — o takvu
da je g((m,n)) = m+ n za sve m,n € w. lako je ona nesumnjivo dobro definirana pra-
vilima (4.7), nije a priori jasno da se ta pravila mogu zapisati u obliku formule, tako da
tom formulom moZemo iz (w x w) x w separirati odgovarajuce ,uredene trojke” (x, y, z) :=
((x, ), z) za koje vrijedi z = x + y. Naravno, formula ne moZe koristiti funkcijsku oznaku +,
jer to tek Zelimo definirati. Ipak, pokazat e se da je teorija skupova dovoljno jaka da dokaze
postojanje i jedinstvenost takvih funkcija.

Ideja je graditi funkciju g ,korak po korak”, odnosno aproksimirati je odozdo tako da iz-
gradujemo njene restrikcije g|, na prirodne brojeve. Jo$ jedna korist od takvog pristupa
je da u rekurzivnoj definiciji pri zadavanju g(n) mozZemo koristiti sve prethodno izracu-
nane vrijednosti (funkciju g|,), a ne samo onu neposredno prethodnu. 1z istog razloga ne
moramo ni odvajati bazu: slu¢aj n = 0 jednostavno prepoznamo tako §to je tada gl, = @.
Jedan nedostatak je $to je malo kompliciranije opisati domenu rekurzivne definicije, ali nije
strasno.

Definicija 4.22. Za skup ¢, oznac¢imo t* := U, " t (skup svih konacnih nizova u t). <

Teorem 4.23 (Dedekind). Neka je t neprazni skup i neka je F : t* — t funkcija.
Za funkciju f kazemo da je F-rekurzivna ako n f m povlaci f|, F m.
Tada postoji jedinstvena F -rekurzivna funkcija g : w — t.

Dokaz. Prvo, B:={"t: n € w} je skup po aksiomu zamjene primijenjenom na skup w (pos-
ljedica aksioma beskonacnosti) i formulu ¢ := (y = *¢). Sada je ¢t* = B skup po aksiomu
unije, paje G:={f € t* : f je F-rekurzivna} takoder skup po aksiomu separacije, primije-
njenom na skup ¢* i formulu (Vn € dom x)(x(n) = F(x|)).

Elementi skupa G predstavljaju dobre aproksimacije trazene funkcije g: svaka od njih ima
vrijednost koju treba imati do neke (konacne) granice, a onda , posustane”. To znaci da je
svaka f € G podskup od g, odnosno prirodno je definirati g := JG. Ona postoji po aksiomu
unije; samo jo$ trebamo strogo dokazati da ima sva traZena svojstva, i da je jedina takva.

(g je relacija izmedu w i t]: Svaki element p € g = UG mora biti element neke f € G. Svaka
feGijeelementod t* =B jerje G < t*, pa to zapravo znaci da postoji n € w takav da je
f:n—t. Sadape fznactidajep=(x,y)zanekexeniyet, aiz x € nslijedi da je x
prirodni broj po propoziciji 4.8. Sve u svemu, vrijedi pew x t, paje g S w x .

[g ima funkcijsko svojstvo]: Upravo smo vidjeli da su svi elementi od g uredeni parovi.
Neka su (x, ), (x, y) € g s istom prvom koordinatom x € w. Dokazujemo y=y'. 1z (x,y) € g
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slijedi da postoji f € G takvadaje y = f(x), a f € G < t* znaci da postoji n € w takav da je
f:n— t. Sasvim jednako, postoje n' € wi f': n’ — t takvidaje y' = f'(x).

Dakle, x mora biti iz obje domene: x € nn n'. Po propoziciji 4.8 je x prirodni broj, pa
tvrdnju f(x) = f'(x) moZemo dokazati jakom indukcijom po x. U tu svrhu, pretpostavimo
da je f(z) = f'(z) za sve z € x. No to upravo znaci da je f|; = f'lx, pa (jer su f i f’ obje
F-rekurzivne) vrijedi f(x) = F(flx) = F(f'ly) = f'(x).

Jednom kad smo dokazali da je g funkcija, vidimo da se sve funkcije iz G moraju ,slagati”
na presjeku svojih domena, jer se slazu s g.

[g je F-rekurzivna]: Neka je (n, m) € g. Tada postoji f € G takva da je g(n) = m = f(n) =
F(f1n) = F(gln) (jerje f F-rekurzivna, a f i g se slaZzu na n i svim njegovim elementima).

[domg = w]: 1z g € w x t odmabh slijedi dom g < w, trebamo dokazati drugu inkluziju: za
svaki n € w indukcijom dokazujemo da postoji f € G takvadaje f : n — t. (Iz toga Ce slijediti
tvrdnja, jer je dom g = Ugegdom f 2 Upew 7 = w po korolaru 4.9.) Za n =0 uzmimo @:0 — ¢
koja je trivijalno F-rekurzivna. Ako je f : n — ¢ F-rekurzivna, tada za h:= fu{(n,F(f))}
vrijedi h: n* — t, i h je F-rekurzivna: za svaki m € n* je ili m < n pa je h(m) = f(m) =
F(flm) = F(hly),ilije m = npaje h(m) = h(n) = F(f) = F(hl,).

[g je jedinstvena takva funkcija]: Pretpostavimo da je g’ : w — t jo$ jedna takva, i jakom
indukcijom po n dokazimo g(n) = g'(n). Ako vrijedi g(m) = g'(m) za sve m € n, tada je
gln=g'lnpaje g(n) =F(gly) = F(g'ln) = g'(n). O

Najjednostavniji slucaj rekurzije, tzv. primitivnu rekurziju, dobijemo po analogiji s princi-
pom matematicke indukcije: zadamo f(n*) pomocu f(n), a f(0) zadamo posebno.

Korolar 4.24. Nekajet skup, se ti G:t— t. Tada postoji jedinstvena
funkcija g : w — t takva da je g(0) = s i g(n*) = G(g(n)) za sve n.

Dokaz. Primijenimo teorem rekurzije na funkciju zadanu s F(f) := { Gl f(chi,om ), i{;g; .
Tada ¢e biti g(0) = F(glo) = F(®) = s,i g(n") = F(gl,+) = G((gl,»)(Unh)) = G(gn)). O

4.9 Operacije na prirodnim brojevima

Sada napokon moZemo pomocu primitivne rekurzije uvesti zbrajanje, a onda i mnoZenje i
potenciranje, prirodnih brojeva.

Primjer 4.25. Neka je m € w proizvoljan. Primijenimo korolar 4.24 na t := w, s:=m i
G(x) :=x".

Dobijemo jedinstvenu funkciju z, : @ — w zakoju je 2, (0) = mi z,,(n") = (2, (1))
Sada je z: w — “w zadana s z(m) := z,, funkcija, pa tehnikom currying mozemo definirati
jednu funkciju + : w x w — w, Cije vrijednosti +((m, n)) := z,,(n) oznacavamo s m + n.

+
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Primijenimo korolar 4.24 na ¢t := w, s:=01i G := z,,. Dobijemo funkciju u,, :  — w za koju
je um(0) =01 uy(n™) = m+ uy(n). Currying daje - : w x w — w, i u,,(n) oznatavamo s m- n.

I jo$ jednom, primjenjujuci korolar 4.24 na t := w, s:=11i G := u,,, dobijemo funkciju (Ciju
vrijednost u n oznatavamo s m") takvu daje m® =1i m"" = m-m". <
Iz toga moZemo rekonstruirati €itavu aritmetiku prirodnih brojeva.

Zadatak 4.26. Uz oznake 5:=4"i6:=5", dokaZite2+3=51i2-3 = 6. Koliko je23?

Teorem 4.27. Neka su a,b,ce w, te 0= ¢ i1 ={@}. Tada vrijedi:

a+b+c)=(a+b)+c a-(b-c)=(a-b)-c
a+b=b+a a-b=b-a
O+a=1l-a=a'=a 0-a=0A1%=a"=1
a>1Ab<c=a’<a’ a>0=>0%=0
a-(b+c)=a-b+a-c (a-b)°=a" b°
ab+c:ab_ac ab'C: (ab)c

a<bAnc>0=>a+c<b+cha-c<b-cnhna‘<b

Dokaz. Primijetimo da su tvrdnje vrlo slicne tvrdnjama teorema 3.14 o aritmetici s kardi-
nalnostima (do na ¢injenicu da operacije Cuvaju strogi uredaj), no dokazi su bitno drugaciji
(induktivni) jer su definicije rekurzivne. Napomenimo jo$ da, za razliku od teorema 3.14
gdje su se tvrdnje mogle nezavisno dokazivati, ovdje je prilicno bitan redoslijed kojim se
dokazuju, jer mnoge tvrdnje koriste neke druge u svojm dokazima. Ipak, uobicajena ,po-
hlepna tehnika” (poku$amo nesto dokazati, a ako vidimo da nam pritom treba neka druga
tvrdnja, prvo nju dokaZemo i onda nastavimo dokaz prethodne) funkcionira. Opet, dobra
je vjezba raspisati svaki od tih dokaza; ovdje ¢emo pokazati samo neke.

[komutativnost zbrajanjal: Indukcijom po b. Baza: trebamo dokazati a+0 = 0+ a. Lijeva
strana je a po definiciji, a desna po ve¢ dokazanom svojstvu. Korak: pretpostavimo da je
a+b=Db+a.Tadajea+b™ = (a+b)" = (b+a)*,izelimo dokazati da je to jednako b* + a. Taj
dokaz provodimo (ugnijezdenom) indukcijom po a: (b+0)* = b* = b*+0,a (b+a)* = b* +a
povladi (b+a")* = ((b+a@)*)" = (b* +@)* =b* +a*.

[distributivnost potenciranja prema mnoZenjul: Indukcijom po c. Baza: a®-b°=1-1=
1-0F=14+1-0=14+0=1= (a-b)°. Korak: pretpostavimo da je (a-b)¢ = a‘- b°. Tada je
(a-b) =(a-b)-(@-b)=(a-a®-(b-b%) =a b zbog (ve¢ dokazanih) komutativnosti i
asocijativnosti mnozenja.

[zbrajanje ¢uva strogi uredaj]: Neka je a < b (pretpostavka ¢ > 0 ovdje nije potrebna).
Indukcijom po ¢ dokazimo a+c< b+c. Baza: a+0=a<b=>b+0. Korak: a+c<b+c
povlaci (a+c¢)" < (b+c)" polemi4.12(2),atoznatia+c < b+c*.

Posljedica upravo dokazanog i komutativnosti zbrajanjaje a< banc<d = a+c< b+d.
Pomocu toga se lako dokaze da mnoZenje (brojem ve¢im od nule) Cuva strogi uredaj. O
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Posljedica monotonosti (Cuvanja strogog uredaja) je da, iako nemamo operaciju oduzima-
nja na prirodnim brojevima, ipak moZemo , ponistiti” iste pribrojnike u jednakostima.

Korolar 4.28. Za svea,b,c€ w vrijedia+c=b+c=a=0Db.

Dokaz. Kad ne bi bilo a = b, zbog totalnosti uredaja bilobi a < b (paondaia+c<b+c)ili
a>b (paondaib+c<a+c). Usvakom slucaju dobijemo kontradikcijus a+c=b+c. O

Za kraj dokazimo postojanje ,, ogranicenog oduzimanja”.
Propozicija 4.29. Za sve a,b € w, ako je a < b, tada postoji c € w takav da je a+ c = b.

Dokaz. Indukcijom po b. Ako je a <0, po lemi 4.12(1) i antisimetri¢nosti je a =0,
pazac:=0vrijedi0+0=0.

Pretpostavimo da a < b povlaci postojanje c takvog daje a+c= b, inekaje a< b*.

Po lemi 2.4 to znati a < b* ili a = b*. U prvom slucaju je a < b pa po pretpostavci indukcije
postoji ¢ takav da je a+ ¢ = b — no tada za ¢ vrijedi a+ ¢t = (a+¢)* = b". U drugom
slucaju za ¢ = 0 vrijedi b*+0=b". O

Zadatak 4.30. DokaZite: ako je a € b € w, tada postoji c € w takav da je a+ c* = b.
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5 Skupovi brojeva 7, Q, R i C

5.1 Skup cijelih brojeva

Sada je cilj, pomoc¢u skupa w, operacija na njemu i njihovih svojstava, definirati vece sku-
pove brojeva, operacije na njima, i dokazati njihova svojstva. Gotovo sve to ste ve¢ napravili
na Elementarnoj matematici.

Prvi na redu je skup cijelih brojeva. Cijele brojeve dobivamo kao razlike prirodnih, s tim da
moramo poistovjetiti npr. razlike 1 —51 3 —7. Pri tome svojstvo da su razlike a—bic—d
jednake treba izraziti koriste¢i samo operacije na prirodnim brojevima.

Propozicija5.1. Naw x w, s (a, b) o (¢c,d) ¢ a+d = c+ b jezadana relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetricnost slijede iz istih svojstava relacije jednakosti.

Za tranzitivnost, neka je (a,b) < (¢,d) < (e,f). Toznati a+d =c+bic+f=e+d, iz
Cega zbrajanjem dobijemo (a+ d) + (c + f) = (c + b) + (e + d). RearanZiranjem pribrojnika
(asocijativnost i komutativnost zbrajanja, teorem 4.27) dobijemo (a+f) + (c+d) = (e+ b) +
(¢ + d). Ponistavanjem (korolar 4.28) dobijemo a + f = e+ b, odnosno (a,b) < (e, f). d

Klasu ekvivalencije [(a, b)]+ oznacavamo s a— b i zovemo razlikom a i b.
Specijalno, razliku 0 — x piSemo skraceno kao —x, a x — 0 kao +x.
Kvocijentni skup w x w/+ zovemo skupom cijelih brojevai oznacavamo ga sa Z.

Teorem 5.2. Na razlikama definiramo operacije i uredaj pomocu:

(a=-b)+(c—-d):=(a+c)—(b+d) (5.1
(a-b)-(c—-d):=(a-c+b-d)—(a-d+b-c) (5.2)
a-b<c-d:oa+d<c+b (5.3)

(na desnoj strani se radi o operacijama i uredaju na prirodnim brojevima,).
1. Te definicije ne ovise o reprezentantima razlika.
2. Uz tako definirane operacije, (Z,+,) je integralna domena.
3. (Z,<) je totalno ureden, zbrajanje cuva uredaj, a mnoZenje cuva pozitivnost.

4. Preslikavanje x — +x je ulaganje w u Z (injekcija koja c¢uva operacije i uredaj).
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Dokaz. Opet, necemo dokazati svih 3 +8 + 5+ 4 = 20 svojstava, ali mnoga su vrlo jednos-
tavna ili jednostavno slijede iz svojstava prirodnih brojeva. Evo nekih dokaza koji pokazuju
koriStene tehnike. (Oznaku za mnoZenje obi¢no ispustamo.)

[neovisnost definicije mnoZenja o reprezentantimal: Neka su (a, b) b (e,f)il(c,d) L (g, h).
Zelimo dokazati da je (ac+bd, ad +bc) < (eg+ fh,eh+ fg). Zbog tranzitivnosti dovoljno je
dokazati da su oba para u relaciji s parom (ce + d f,de + cf), koji se dobije tako da se samo
prvi faktor (a, b) zamijeni ekvivalentnim (e, f), dok drugi faktor (c, d) ostane isti.

DokaZimo samo prvu ekvivalenciju, druga je sasvim analogna. Dakle, imamo pretpostavku
a+ f = e+ b, iraspisujemo:

ac+bd+de+cf=cla+f)+db+e)=cle+b)+d(a+f)=ce+bc+ad+df, (54)

iz tega slijedi (ac + bd, ad + bc) £ (ce+df,de+cf).

[neutralni elementi]: Ocito je 0 —0 = +0 = —0. To je neutralni element za zbrajanje, jer je
(a—b)+(0-0)=(a+0)-(b+0)=a-b. Takoder, +1 je neutralni element za mnoZenje, jer
je(1-0)-(a—b)=1a+0b)—(1b+0a)=(a+0)—(b+0)=a—Db.

Za element x € Z kazemo da je pozitivan ako je x > +0. Lako je vidjeti da je b — a aditivni
inverz za a— b, jerje (a—b)+ (b—a)=(a+b)—(b+a)=0-02zboga+b+0=0+b+a.
Takoder (dokazite sami!), za svaki x € Z\ {+0} je ili x pozitivan ili je njegov aditivni inverz
—x pozitivan (tada kazemo da je x negativan).

[umnoZak pozitivnih je pozitivan]: Nekajea—b>+0ic—d > +0. Toznatib<aid <c, pa
po zadatku 4.30 vrijedi a = b+ u* i ¢ = d + v* za neke u i v. Trebamo (a— b)(c — d) > +0,
odnosno ac+ bd > ad+ bc. No lijeva strana je (b+ u*)(d+v*)+ bd = bd+bd+bv* +du* +
utvt =bld+vH)+db+ut)+utvt =bc+ad+ utv*, paje dovoljno dokazati ut vt >0,
§to lako slijediiz u*v* = (uv+u+v)*.

Sada se lako pomocu distributivnosti dobije (-x) - y = —(x- y), pa je umnoZak pozitivnog i
negativnog negativan, a umnozak negativnih pozitivan. Iz toga i totalnosti uredaja odmah
dobivamo da nema djelitelja nule. (Vjerojatno ste to dokazali na Algebarskim strukturama.)

[x — +x Cuva strogi uredaj]: Neka je x < y u w. To moZemo zapisati kao x+0 < y+0,
odnosno x—0< y -0, dakle +x < +y u Z. Iz toga odmabh slijedi i da se radi o injekciji. O

Slika unarnog plusa je upravo skup nenegativnih brojeva (dokazite!), koji oznacavamo sa
Z +o. Zbog posljednje stavke, poistovjeCujemo n € w s +n € Z ., i viSe uglavnom ne piSemo
unarni plus. Primjerice, kad kaZemo 6 € Z, zapravo mislimo +6 € Z. U tom smislu kaZzemo
daje w € Z. To moZemo i doslovno napraviti tako da stavimo Z := (w x w)/ +\ Z ;o Uw (iz kvo-
cijentnog skupa izvadimo sliku ulaganja i umjesto nje ubacimo prave prirodne brojeve) uz
odgovarajucu redefiniciju operacija po slu¢ajevima — ali ne trebamo biti toliko precizni.

Zadatak 5.3. DokaZite: svaki cijeli broj je oblika +x ili oblika —x, za neki x € w.
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5.2 Skup racionalnih brojeva

Analogno uvodenju cijelih brojeva kao razlika prirodnih, racionalne uvodimo kao koli¢nike
cijelih. Ipak, treba paziti da djelitelj nije nula, i zapravo smijemo pretpostaviti da je poziti-
van. Skup pozitivnih cijelih brojeva oznatavamo sa Z,.

Propozicija5.4. Na Z x 7., s (a,b) ~ (¢,d) :< ad = cb je zadana relacija ekvivalencije.

Dokaz. Refleksivnost i simetri¢nost slijede iz istih svojstava relacije jednakosti (kao za <).
Za tranzitivnost, neka je (a, b) ~ (c,d) ~ (e, f). To znaci ad = cbicf = ed, dakle mnoZenjem
adcf = cbed, odnosno 0 = acdf —bcde = cd(af —eb). U Z nema djelitelja nule, pa imamo
tri mogucnosti ovisno o tome koji faktor na desnoj strani je nula:

1. af —eb=0:to znaci (a, b) ~ (e, f), Sto smo trebali.
2. d =0: ovo je zapravo nemoguce, jer je (c,d) € Zx Z, a0 ¢ Z, zbog irefleksivnosti.

3. ¢=0:tadaje ad = cb=0b =0, dakle a = 0 (jer d nije) i analogno e = 0, pa svakako i
0f =0b =0, odnosno (0, b) ~ (0, f), §to je traZzena tvrdnja zbog a = e = 0. d

Klasu ekvivalencije [(a, b)] . 0znacavamo s 7 i zovemo razlomkom s brojnikom a i
nazivnikom b. Kvocijentni skup Z x Z, /. zovemo skupom racionalnih brojeva Q.

Teorem 5.5. Na razlomcima definiramo operacije i uredaj pomocu:

a,c_adtch ac _ac a_c._acch (5.5)
b d  bd ’ b d  bd’ b d’ ’ ’

(na desnoj strani se radi o operacijama i uredaju na cijelim brojevimay).
1. Te definicije ne ovise o reprezentantima razlomaka.
2. Uz tako definirane operacije, (Q, +, -, <) je uredeno polje (karakteristike 0).

3. Preslikavanje x — 1 je ulaganjeZ u Q.

Dokaz. Prvo primijetimo da je nazivnik bd novodefiniranih razlomaka pozitivan kao um-
nozak pozitivnih cijelih brojeva. Opet, dokazat cemo samo neke reprezentativne tvrdnje.

[neovisnost definicije zbrajanja o reprezentantimal: Neka su (a, b) ~ (e, f) i (c,d) ~ (g, h).
Tadajeaf =ebich=gd, paje

(ad+cb)fh=afdh+chbf =ebdh+gdbf = (eh+gf)bd, (5.6)

odnosno (ad + cb,bd) ~ (eh+ g f, fh), §to smo i trebali.

[inverz s obzirom na mnoZenje]: Lako je vidjeti da je % neutralni element za zbrajanje, a

1
neutralni za mnoZenje. Neka je sad 4 # $; trazimo razlomak § takavdaje 4-< = 1, odnosno
(ac,bd) ~ (1,1). Pretpostavka kaZze 1a # 0b, odnosno a # 0, pa a ili —a mora biti pozitivan.

Ako je a pozitivan, 7 := % je traZeni inverz: (ab, ba) ~ (1,1) zbog komutativnosti mnoZenja.
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Ako je pak —a pozitivan, £ := =L je trazeni inverz: (a- (-b),b- (-a)) ~ (1,1) kao posljedica

distributivnosti (oba ¢lana para na lijevoj strani su aditivni inverzi od ab).

[karakteristika 0]: Trebamo dokazati da suma % + % + % +-e % nikad nije %; indukcijom po
broju pribrojnika (barem 1) dokazat ¢emo da je uvijek veca od %. Baza: % > %jerje 1-1>0-1
u Z (ato vrijedi jer se radi o prirodnim brojevima, uz ulaganje w u Z). Korak slijedi iz baze,
pretpostavke i Cinjenice da zbrajanje ¢uva strogi uredaj (Sto vrijedi u svakom uredenom
polju). O

Slicno kao za w < Z, moZemo shvatiti da je Z € Q poistovjecujuci x € Z s 7 € Q. Opet, to mo-
Zemo napraviti sasvim formalno, redefinirajuci @ tako da iz kvocijentnog skupa (Z x Z )/ -
izvadimo sliku ulaganja i umjesto nje ubacimo pravi Z (koji prema prethodnom sadrzi kao
podskup pravi w); ili neformalno, shvacajuci npr. 4 € Q kao pokratu za % € Q odnosno
i—‘ll € Q. O tome viSe neCemo eksplicitno govoriti, ali potpuno isti fenomen imat ¢emo i s
Q<cRisR<C (aisvetim skupovima brojeva ako ih budemo trebali izgraditi).

5.3 Prebrojivost

Zbog teorema 4.20(2) sve su kardinalnosti £(n), n € w razlicite i prirodno je svaku od njih
reprezentirati kardinalnim brojem n. No zbog teorema 4.20(3) kardinalnost f(w) mora biti
neki novi broj. Mogli bismo koristiti sam w, ali s time postoji jedan problem.

Uredaj i rekurzivno definirane operacije na induktivno definiranim prirodnim brojevima
podudaraju se s uredajem i operacijama na kardinalnostima konacnih skupova uvedenima
u poglavlju 3. No prirodno prosirenje indukcije na beskonacne skupove — transfinitna
indukcija — daje operacije koje se viSe ne podudaraju s operacijama na kardinalnostima.
Recimo, vidjet ¢emo da je u induktivnom smislu 2¢ = w, $to je u direktnoj kontradikciji s
Cantorovim osnovnim teoremom ako w shvatimo kao kardinalni broj.

Taj problem teorija skupova rjeSava na pomalo nekonvencionalni nacin: kardinalni brojevi
definiraju se kao (neki) ordinalni brojevi, ali se za njih (na beskona¢nim skupovima) koriste
druge oznake. Tako cemo R(w) oznacavati s Ry, i bit Ce 2% > Ry u skladu s Cantorovim os-
novnim teoremom. To treba shvatiti tako da se radi o dvije razliCite operacije potenciranja
(koje se podudaraju na prirodnim brojevima) ali se iz tradicionalnih razloga za obje koristi
ista oznaka, evocirajudi razli¢itost operacija razli¢itim oznakama za operande.

Definicija 5.6. Za skup a kaZzemo da je prebrojiv ako je a ~ w. Definiramo Ry := R(w).
Kazemo da je a neprebrojiv ako je K(a) > Ry. <

Napomenimo da se u nekim granama matematike (recimo, u teoriji mjere) konacni sku-
povi takoder smatraju prebrojivima — u teoriji skupova to ne ¢inimo. Nezgodna posljedica
toga je da neprebrojiv ne znaci negaciju od ,prebrojiv”’: kona¢ni skupovi nisu ni jedno ni
drugo.
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Lema 5.7. Neka je a < w neprazan.
Ako a ima maksimum, tada je a konacan. Ako a nema maksimum, tada je a prebrojiv.

Dokaz. Pretpostavimo da a ima maksimum i oznacimo ga s n.
Tada za svaki x € a vrijedi x < n, odnosno a € n* pa je a konacan po zadatku 4.21.

Inace, za svaki x € a postoji veci element, pa je skup {y € a: y > x} neprazni podskup od
a < w,ikao takavima jedinstveni minimum (zbog dobre uredenosti od w). Aksiom zamjene
nam daje funkciju s : a — a koja preslikava svaki x € a u najmanji y € a vec¢i od x. Takoder,
Citav a kao neprazni podskup od w ima minimum, oznac¢imo ga s m. Sada korolar 4.24
daje funkciju f : w — a takvu da je f(0) = mi f(n*) = s(f(n)). Ocito je s(x) > x, pa se
lako indukcijom dobije da f ¢uva strogi uredaj, i zato je injekcija. 1z toga slijedi w < a, §to
zajedno s a < w (po CSB) daje a ~ w. d

Korolar 5.8. Svaki podskup prebrojivog skupa je ili konacan ili prebrojiv.

Dokaz. Neka je b prebrojiv skup: to znaci da postoji bijekcija izmedu b i w. Uzmimo jednu
i oznacimo je s f. Neka je ¢ < b proizvoljan. Oznacimo a := f[c] < w: tada je f|. bijekcija
izmedu c i a. Ako je a prazan, tada je i ¢ prazan pa je konacan (¢ ~ 0 = a € w). Ako a ima
maksimum, tada je a konacan pa je i c konacan (c ~ a ~ n € w). Inace je a prebrojiv pa je
takavic (c ~ a ~ w). d

Zadatak 5.9. Dokaczite (slicno kao korolar 5.8): svaki skup a < w je konacan ili prebrojiv.

Zadatak 5.10. /[Minimum teorije parnih i neparnih brojeva za iduc¢u lemu.] DokaZite (in-
dukcijom) da za svaki b € w postoji u € w takav da je 3? = 2- u+ 1. Takoder dokaZite da ne
postoje u, v € w takvida je 2u+ 1 = 2v (uputa: dokaZite da nije moguceni u < v niu = v).

Lema 5.11. Kartezijev produkt prebrojivih skupova je prebrojiv.
Kvocijentni skup prebrojivog skupa je konacan ili prebrojiv.

Dokaz. Za prvu tvrdnju, zapravo trebamo dokazati Xy - Ry = Rp, a za to je dovoljno doka-
zati w x w ~ w (jer mnoZenje kardinalnosti ne ovisi o reprezentantima). OCcito je w S w x w
jer je x — (x,0) injekcija; za drugi smjer, tvrdimo da je s g(x, y) := 2* - 3Y zadana injekcija
s w x w u w. Doista, pretpostavimo da je 2%-3% = 2¢.34, Ako je a = c, tada je (zbog mono-
tonosti mnoZenja) 2¢ = 0 ili 3% = 3¢: po svojstvima potenciranja prirodnih brojeva prvo je
nemoguce (dokazite!), a drugo daje b = d, odnosno (a, b) = (¢, d).

Ako je pak a # ¢, jedan je veci: bez smanjenja opcenitosti ¢ > a, odnosno (po zadatku 4.30)
c=a+e" zanekiee€ w. Sada je 2a.3b = pa. 2‘3+'3d, odnosno (slicno prethodnom) 3b=2.
2¢-39 —noto je nemoguce po zadatku 5.10. Dakle, g(a, b) = g(c,d) povlaci (a, b) = (¢, d),
odnosno g je injekcija. Po CSB to znaci w x w ~ w.

Za drugu tvrdnju, neka je a prebrojiv skup, f bijekcijaizmedu wi a, i R relacija ekvivalencije
na a. Lako je vidjetidajes P:={(m,n) ew xw: f(m) R f(n)} zadana relacija ekvivalencije
na w, te je w/p ~ al/g: konkretno, K — f[K] je bijekcija. No w/p je konacan ili prebrojiv po
zadatku 5.9, jer je preslikavanje K — minK injekcija s w/p u w: dobro je definirano jer su
sve klase ekvivalencije neprazni podskupovi dobro uredenog skupa w, a injekcija je jer su
one u parovima disjunktne. O
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Teorem 5.12. Skupovi w =N, Z i Q su prebrojivi.

Dokaz. Prvo, w je prebrojiv jer je oCito w ~ w, a Z.. jer je kompozicija unarnog plusa i sljed-
benika x — +x" bijekcija izmedu w i Z,. Takoder, w x w je prebrojiv pa je Z konacan ili
prebrojiv (kao njegov kvocijentni skup), no zbog Z, < Z znamo da mora biti prebrojiv.

Sada je Z x Z, prebrojiv kao Kartezijev produkt dva prebrojiva skupa, te je Q@ konacan ili
prebrojiv kao njegov kvocijentni skup, no zbog Z € Q (ili Z < Q ako Zelimo razlikovati x i {)
mora biti prebrojiv. U

Zadatak 5.13. Dokaczite: ako je A neprazan konacan ili prebrojiv skup, tada je A* prebrojiv.
(Uputa: smislite injekciju s ™ u w, i dokaZite da je to dovoljno).

5.4 Skup realnih brojeva

Dobro poznata konstrukcija Dedekindovih rezova (vidjeli ste je ve¢ na Elementarnoj mate-
matici, a mozda i na Matematickoj analizi) daje nam realne brojeve i operacije s njima.

Definicija 5.14. Za a < Q kaZzemo da je realan broj ako je a:
* netrivijalan: @ cac Q;
e zatvoren nadolje: x < y € a povlaci x € a; i
* nema maksimum: (Vx € a)(Jy € a)(x < y).

Separacijom iz 22(QQ) dobijemo skup realnih brojeva, koji oznacavamo s R. <

Na ovako definiranim realnim brojevima je lako definirati zbrajanje i uredaj:
a+b:={x+y:x€anyecbj, a<b:each. (5.7)

Takoder je lako definirati ulaganje x — pg(x) :={y € Q: y < x} iz Q u R. Malo je teze do-
kazati da je zbroj realnih brojeva doista realan broj, a zapetljano je i definirati mnoZenje:
,0Cita” definicija a- b := {xy : x € a A y € b} prolazi samo ako se ograni¢imo na pozitivne
(realne i racionalne) brojeve. U opem sluc¢aju moramo dodati Q \ Q+ na desnu stranu, a za
negativni a ili b moramo koristiti definicije poput a- b := —((-a) - b), uz prikladno definiran
suprotni realni broj. Naravno, umnozak s nulom definiramo da je nula.

Sve te tehnikalije ovdje nam nisu bitne — realni brojevi se dovoljno detaljno obraduju u
matematickoj analizi i ovdje nas neCe previSe zanimati svojstva realnih operacija i funk-
cija. Zanimat Ce nas kardinalnost i svojstva uredaja. Ovdje samo navedimo (bez dokaza;
koga zanima, moZe pogledati Mardes$i¢, Matematicka analiza u n-dimenzionalnom real-
nom prostoru) teorem koji karakterizira skup R.

Teorem 5.15. Struktura (R, +,-,<) je potpuno uredeno polje.
Stovise, svako potpuno uredeno polje je izomorfno s R.
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Teorem govori, medu ostalim, o potpunosti.
Kako se radi o svojstvu uredaja, precizno definirajmo i dokazimo to svojstvo.

Propozicija 5.16. Skup R je potpun:
svaki neprazni podskup od R koji ima gornju medu u R, ima i supremum u R.

Dokaz. Osnovna ideja je vrlo jednostavna: kako je uredaj na realnim brojevima definiran
inkluzijom, prirodno je ocekivati da supremum bude unija. Dakle, neka je X < R neprazan
i s gornjom medom g: sve Sto treba dokazati je da je U X realni broj. OCcito to jest skup po
aksiomu unije, i ocito je podskup od Q jer je Q@ jedna gornja meda za X (iako Q ¢ R).

[netrivijalan]: Neprazan je jer je X # @ i svi elementi od X su neprazni.
Takoder, g € R je pravi podskup od @, pajeilUX < gcQ.

[zatvoren nadolje]: Neka je x € JX i y < x. Prvo znaci da postoji t € X takavdaje x € t.
No ¢ jerealan broj zbog X € R, pa je zatvoren nadolje, iz Cega slijedi y € £, odnosno y € U X.

[nema maksimum]: Pretpostavimo da je m € JX najveci. Tada po definiciji unije postoji
v € X takav da je m € v, no v je realan broj pa m sigurno nije maksimum od v: postoji
s € v takavdaje s > m. No tadajei s € JX, §to je kontradikcija s pretpostavkom da je m
maksimum tog skupa. d

Zadatak 5.17. Dokazite: (R, <) je totalno ureden skup.

Prvi veliki uspjeh Cantorove teorije skupova bio je dokaz neprebrojivosti skupa R, ¢ime je
prvi put utvrdeno da ,ne postoji samo jedna beskona¢nost”, odnosno postoje beskonacni
skupovi razlicitih velicina. Nama to u ovom trenutku nije iznenadenje jer znamo za Canto-
rov osnovni teorem (po kojem je npr. 22(w) neprebrojiv), ali zanimljivo je vidjeti da postoji
i dublja veza. Oznacimo ¢ := R(R).

Propozicija 5.18. R ~ & (w), odnosno ¢ = 280,

Dokaz. Prvo, ekvivalentnost te dvije tvrdnje slijedi odmah iz zadatka 3.17. Dokazat ¢emo
ih pomoc¢u Cantor-Schréder-Bernsteinova teorema. Prvo, zbogR < 22(Q) je ¢ < 28(@) = oo

U drugom smjeru, promotrimo funkciju f : “{0,1} — R koja svakom nizu nula i jedinica
pridruzuje realni broj s tim nizom decimala: f((an)n) := ao.a1az---. Preciznije, f(a) :=
Umew Po(g(m), gdje je g definirana pomocu teorema 4.23 (¢ := Q; F(f) := f(Un) + 42
za n:=dom f > 0; F(®) := a(0)). Neka rudimentarna realna analiza sada daje injektivnost
funkcije f. Recimo, za razliCite a, b : w — {0, 1} postoji najmanji n takav da je a, # by;

bez smanjenja opcCenitostije a, =0i b, =1 (te a; = b; zasve i < n), paje

f(a) =dg.ay - aAp-10ap4+1--- = bo.bl cee bn_100n+1 cee = bo.bl s bn_l()lll e <

<Do.b1--bp_11000--- < bo.by - by—11bps1--- = f(b), (5.8)

dakle f(a) # f(b). Iz te injektivnosti zaklju¢ujemo preostalu nejednakost 2% < . d

Napomena 5.19. Za bazu brojevnog sustava u dokazu propozicije 5.18 moZemo koristiti
standardnu 10 :=2-5, ali mozemo i bilo koju drugu osim baze 2 (zasto?). <

Korolar 5.20. ¢ > Ry, odnosno R je neprebrojiv.
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5.5 Skup kompleksnih brojeva

Skup kompleksnih brojeva C :=R x R je, uz operacije
(a,b)+(c,d):=(a+c,b+d), (a,b)-(c,d):=(ac—bd,ad + bc), (5.9)

algebarski zatvoreno polje karakteristike 0. Algebarsku zatvorenost je vrlo tesko dokazati
[moZete pogledati Gogi¢ i Tomasevi¢, Gelfand-Mazurov teorem i osnovni teorem algebre],
a ostala su svojstva jednostavna, jednom kad ih imamo za skup R (teorem 5.15).

Preslikavanje x — (x,0) je ulaganje R u C i omogucuje nam identifikaciju R s R x {0} < C.
Uz oznaku i := (0,1) € C, svaki kompleksni broj je oblika (x, y) = (x,0) + (3,0) - i = x + yi.

Propozicija 5.21. Ne postoji uredaj < na C takav da je (C,+,-, <) uredeno polje.

Dokaz. Pretpostavimo da takav uredaj postoji: tada mora biti totalan, pa 1 # 0 znaci 1 > 0
ili 1 < 0. Lako se vidi da suprotni brojevi (inverzi s obzirom na zbrajanje) moraju imati
suprotne predznake: x > 0i—x > 0 zbrajanjem daju0>0,ax<0i—-x<0daju0<0.

Dakle, 1 < 0 bi povlacilo da je —1 > 0. Kako u uredenom polju umnoZzak pozitivnih mora biti
pozitivan, (—=1) - (—1) = 1 je kontradikcija. Zaklju¢ujemo da je nuzno 1 >0, aonda -1 <0.

Sada promotrimo i i —i. Prema gornjem, barem jedan od njih je pozitivan, no obje moguc-
nosti vode na kontradikciju: i -i = (i) - (—i) = —1, $to smo vidjeli da je negativan broj. O

Propozicija 5.22. C ~R, odnosno ¢> = ¢ (C je neprebrojiv).
Dokaz. Prvo, iz 1 €2 c wslijedi 1 <2 <Ry, pa je po monotonosti mnoZenja kardinalnosti
Ro=Ng-1=Rp-2=<Rg-Rg =Ny, (5.10)
odnosno po CSB, Ry -2 = Ny. Sada je
RO =ARxR) =c-c=c' -l =ct == (2%)* =22 =% = O (5.11)
Dokaz propozicije 5.22 dobro pokazuje snagu kardinalne aritmetike: jednom kad usvojimo

zakone racunanja s kardinalnostima, po¢evsi od jednakosti kao $to su X2 = Ry i 2% = ¢, mo-
Zemo mnoge jednakosti dokazati , aritmeticki”, bez mukotrpne potrage za injekcijama.

Zadatak 5.23. DokaZite R ~NR ~ZC ~ Ms3(C) ~ SLy(R) = 2 ~RR ~ 2(R).

5.6 Invarijante slicnosti

Vrijeme je da se detaljnije pozabavimo uredajima na standardnim skupovima brojeva (osim
C, zbog propozicije 5.21). Svi su oni totalni, pa je prirodno ograniciti razmatranja na totalne
uredaje. Prisjetimo se, slicnost je bijekcija (injekcija i surjekcija) izmedu dva parcijalno
uredena skupa, takva da i ona i njen inverz ¢uvaju uredaj. No u slucaju totalno uredenih
skupova, dovoljno je dokazati dvostruko manje: dva svojstva umjesto cetiri.
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Lema 5.24. Neka su (a,<) i (b, <) totalno uredeni skupovi te
f : a— b surjekcija na b koja cuva strogi uredaj. Tada je f slicnost.

Dokaz. Trebamo dokazati injektivnost, i da f~! ¢uva uredaj. Za prvo, neka su s, € a razli-
Citi. Po totalnoj uredenosti, vrijedi s < ¢ili £ < s. U prvom slucaju je f(s) < f(#), au drugom
je f (1) < f(s) (jer f Cuvastrogi uredaj), dakle u svakom slucaju f(s) # f(¢) po irefleksivnosti.

Za drugo, neka su u, v € b takvi da je u < v. U ovom trenutku znamo da je f bijekcija, pa
oznac¢imo s := f‘l(u) it:= f‘l(v); Tadaje s < ¢, jerinaCe bi bilo s = f (nemoguce jer je u # v
a f je funkcija) ili ¢ < s ($to bi povlacilo v = f(t) < f(s) = u < v, kontradikcija). d

Ipak, glavnina ove tocke bit e rezultati u suprotnom smjeru, pomocu kojih moZemo za-
kljuciti izostanak slicnosti. Samo napomenimo, totalno uredeni skupovi uvijek ¢e dolaziti
s nekim podrazumijevanim uredajima (za skupove brojeva to ¢e biti ve¢ definirani uredaji
koji cuvaju operacije), pa cemo Cesto koristiti napomenu 2.6.

Definicija 5.25. Za svojstvo P totalno uredenih skupova kazemo
da je invarijanta slicnosti ako P(a) i a = b povlace P(b). <

Ekvivalentno, to se moze zapisati kao P(a) A 7P(b) = a # b. Odnosno, u¢inkovit nacin da
se dokaze da totalno uredeni skupovi a i b nisu sli¢ni sastoji se u tome da se nade neka
invarijanta slicnosti koju jedan od njih ima a drugi nema.

Definicija 5.26. Neka je (a, <) totalno ureden skup i b < a. KaZemo da je b gust u a ako
za sve (x,y) € (<) postoji z€ btakavdaje x < z<y. ,aje gust” znaci ,a je gustu a”. <

Teorem 5.27. Sva sljedeca svojstva (totalno uredenog skupa a) su invarijante slicnosti:
* ,R(a) = a” (za bilo koji fiksni a), konacnost, beskonacnost, prebrojivost, neprebrojivost
e ,aima minimum’ (i analogno ,a ima maksimum”), ,a je dobro ureden”
e ,svaki pocetni komad p,(x) je konacan’, ,svaki segment [x, yl, je konacan”
* gustota (u samom sebi), separabilnost (,postoji prebrojiv podskup od a gust u a”)

* potpunost (,svaki neprazan odozgo ogranicen podskup ima supremum’)

Zadatak 5.28. Za standardne skupove brojeva sa standardnim (definiranim) uredajima
ustanovite (i dokazite) koja od svojstava navedenih u teoremu 5.27 imaju a koja nemaju.
Izradite tablicu! Zakljucite da su svi standardni skupovi brojeva medusobno neslicni.

Dokaz (ideja dokaza teorema 5.27). Svi dokazi da je neSto invarijanta slicnosti su ,na isti
kalup”: sli¢nosti Cuvaju kardinalnost (jer su bijekcije) i uredaj, pa je svako svojstvo koje se
moZe opisati samo koriste¢i kardinalnost i uredaj, invarijanta slicnosti.

Ako je f: a — b slicnost i a ima neko svojstvo koje pocinje egzistencijalnim kvantifikato-
rom, uzmemo neki ,svjedok” za to x € a i dokazujemo da je f(x) svjedok iste tvrdnje u b.
Ako svojstvo pocinje univerzalnim kvantifikatorom, uzmemo proizvoljni y € b i za njega
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dokaZemo §to veé treba koriste¢i analognu tvrdnju za f~1(y) u a. Isti postupak se moze
umjesto na elemente primijeniti na podskupove ¢ < a (prelaskom na f[c]) i d < b (prela-
skom na f~1[d]).

Primjera radi, dokaZzimo da je separabilnost invarijanta slicnosti. Neka su (a,<) i (b, <)
sli¢ni totalno uredeni skupovi, f: a — b slicnost, i postoji ¢ < a koji je prebrojiv i gust u a.
Tvrdimo daje d := f[c] < b prebrojivi gust u b. Prebrojivost odmabh slijedi iz ¢injenice da je
d ~ ¢ ~ w, jer je f|. bijekcija izmedu c i d (injekcija je kao restrikcija injekcije, a surjekcija
jerje d:= flcl =mg(fl).

Za gusto¢u, uzmimo proizvoljne (¢, v) € (<). Tada je s:= f‘l(u) <t:= f‘l(v) jer f‘1 c¢uva
uredaj, pa jer je ¢ gust u a postoji r € c takavdaje s < r < t. Iz toga djelujucéi s f (koja Cuva
uredaj) odmah dobijemo daza w:= f(r) € flc] =d vrijedi u < w < v. d

5.7 Uredajne karakterizacije

Lako je vidjeti da je svaka konjunkcija invarijanata slicnosti ponovo invarijanta sli¢nosti.
No neke specijalne konjunkcije su i bolje, u smislu da omogucuju zakljuc¢ak da dva skupa
jesu slicni (a ne samo da nisu).

Definicija 5.29. Za svojstvo P totalno uredenih skupova kaZzemo da je
uredajna karakterizacija ako P(a) i P(b) povlace a = b. <

Obicno se skup a (s nekim standardnim uredajem) fiksira pa se govori o uredajnoj karak-
terizaciji skupa a. Navest ¢emo uredajne karakterizacije kona¢nih skupova i standardnih
skupova brojeva. Sve €e one biti u obliku konjunkcija (,popisa”) invarijanti slicnosti koje
uvjetuju slicnost s odgovaraju¢im standardnim skupom — pa ¢emo zapravo uvijek u teore-

Propozicija 5.30. Neka je (a, <) totalno ureden skup i n € w. Ako je a ~ n tada je a = n.

Dokaz. Indukcijom po n. Baza: a ~ 0 znaci a = ¢ (inace ne moZemo imati ni funkciju u 0,
a kamoli bijekciju). Korak: pretpostavimo da b ~ n povlaci b = n (za sve totalno uredene
skupove b), i neka je a ~ n*. Zbog induktivnosti w je n* € w, pa je a konac¢an. Oznac¢imo s f
jednu bijekciju izmedu a i n™.

Zbog n* #0je a # @, pa a ima maksimum (dokazite formalni ekvivalent propozicije 2.12).
Oznacimo m := maxai b := p,(m) = a\ {m} — tada je b konacan kao podskup konacnog
skupa, oznatimo ¢ := R(b) € w. Sada su b i {m} disjunktni i unija im je a, paje n* = R(a) =
A(b) + R{m}) = t+1 = t*, te zbog injektivnosti sljedbenika imamo n = t. Dakle je b ~ n,
pa je po pretpostavci indukcije b = n; ozna¢imo s g jednu sli¢nost, i definirajmo h:a — n*
pomocu h(x) := {ggjf)' Xeb  Tvrdimo da je to slitnost: po lemi 5.24 je dovoljno dokazati
surjektivnost i cuvanje strogog uredaja. Prvo slijedi zbog rng h = h[bu{m}] = h[b]U{h(m)} =
glblu{ni=nuin}=n".
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Za drugo, neka je x < x’. U svakom slucaju x ne moZe biti m (jer od njega postoji veci x'),
ali x’ moze, paimamo dva slucaja. Ako x’ # m, tada je h(x) = g(x) < g(x') = h(x') jer g tuva
strogi uredaj. Ako je pak x’ = m, tada je h(x) = g(x) € n = h(m) = h(x'). O

Teorem 5.31. Neka je (a,<) totalno ureden skup. Ako je a beskonacan,
a svaki pocetni komad mu je konacan, tada je a = w.

Dokaz. Konac¢nost svih pocetnih komada daje ideju: definiramo h(x) := &(p,(x)) € w,
i opet koristimo lemu 5.24 da dokaZzemo da je to slicnost.

Da h ¢uva uredaj vidimo ovako: ako je x < x" tada je p,(x) € po(x') ert<x=>t < x’'
po tranzitivnosti, a x € p,(x') \ p4(x)). Sad po zadatku 4.21 slijedi &(pq(x)) € R(pa(x).

Za surjektivnost, neka je n € w proizvoljan. Iz upravo dokazanog (h Cuva strogi uredaj)
slijedi da je h injekcija, pa je rngh ~ a beskonacan. Zato je rngh € n* (podskup konatnog
skupa je konacan), pa postoji m > n takav da je m = h(u) za neki u € a. Po definiciji h
je m ~ pg(u); oznacimo s f jednu bijekciju izmedu tih skupova. Sada je hof : m — m
injekcija kao kompozicija dvije injekcije (ide u m jer h ¢uva uredaj: v < u = h(v) € m), pa
je surjekcija po lemi 4.19. Posebno to znacidaje ne m=rng(hof) = hirng fl<rngh. O

Teorem 5.32. Neka je (a,<) totalno ureden skup. Ako je a neprazan,
nema ni minimum ni maksimum, i svaki segment mu je konacan, tada je a = Z.

Dokaz. Pretpostavka je da je a neprazan: fiksirajmo jedan njegov element i nazovimo ga
z. Kad bi skup p:=a\ p,(z) = {x € a: z < x} bio konacan, imao bi maksimum (neprazan
je zbog z € p), koji bi onda bio i najveci u ¢itavom a, $to je kontradikcija. Dakle, p je be-
skonacan, no svaki pocetni komad mu je konacan, jer je p,(x) < [z, x],, podskup kona¢nog
skupa. Po teoremu 5.31 postoji slicnost f izmedu p i w.

Lako je vidjeti da totalno ureden skup (p,(2),>) ima ista svojstva, pa po teoremu 5.31
postoji slicnost g izmedu (p4(2),>) i (,<), a time i izmedu (p,(2), <) i (@, >).
S t(x) := —x—1je zadana sli¢cnost izmedu (w,>) i Z_ := Z\ Zy.

+f(x), xep

Definiramo h: a — Z pomoc¢u h(x) := { Hg (o), x<z - Ocito je

rngh=rng((+)o flurng(tog) =+[rg flutirnggl = +lwlUtlwl=ZcUZ_=7Z (5.12)

jer su sve slicnosti (¢, f, g) surjekcije, pa je i h surjekcija. Po lemi 5.24, jo§ samo trebamo
dokazati da h ¢uva strogi uredaj. Neka je x < x’. Ovisno o tome gdje xi x’ ,padnu” u odnosu
na z, imamo tri slucaja.

Ako je z < x < x/, tada su x i x’ oba iz p, pa tvrdnja slijedi iz Cinjenice da f (i unarni plus)
¢uva uredaj. Ako je x <z < x/, tadaje h(x) € Z_ a h(x') € Z,¢, paje h(x) <0< h(x').
Aakoje x < x' <z, tada je g(x) > g(x'), paje h(x) = t(g(x)) < t(g(x") = h(x". a

Vaznost upravo dokazanog teorema nije toliko u samom rezultatu, koliko u tehnici doka-
zivanja: kao $to je Z ,proSirenje” od w, slicnost a sa Z se dobije tako da se nade podskup
p c aslitan s w, i onda se slicnost ,prosiri” na ¢itav a. Uskoro ¢emo vidjeti vaZzniji primjer
upotrebe te tehnike, pri prosirenju s Q na R.
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5.8 Karakterizacija uredaja racionalnih brojeva

Teorem 5.33. Neka je (A, <) totalno ureden skup.
Ako je A prebrojiv, gust i nema ni minimum ni maksimum, tada je A = Q.

Dokaz. Po pretpostavci je w ~ A: fiksirajmo jednu bijekciju a : w — A. Po teoremu 5.12, Q je
prebrojiv: fiksirajmo jednu bijekciju g : @ — Q. Nemamo razloga ocekivati da go a™! bude
slicnost, jer a i g ,ne mare” za uredaje na A odnosno Q. No ono §to nam a daje je dobar
uredaj na A (neovisan o <), u smislu da kad god postoji element iz A s nekim svojstvom
P, postoji i prvi takav element na popisu dy, d;, dz,... — PIECIZNO, Aminjicw:P(a;)}- SASVIM
analognozaQig.

Takoder, bijekcije s w (tzv. enumeracije) omogucavaju primjenu Dedekindova teorema re-
kurzije: sli¢nost h: A — Q ¢emo konstruirati kao skup uredenih parova f(n) = (d(n), e(n)),
gdje je n € w. Precizno, h:=rng f, gdje je f : w — t:= A x Q definirana teoremom 4.23. Za
to moramo precizirati d(n) i e(n) pod pretpostavkom da ve¢ imamo d(i) i e(i) zasve i < n.
Pritom moramo osigurati da d bude surjekcija na 4, i e surjekcija na Q.

Zapravo je moguce, kako je Cantor to originalno napravio, d(n) uvijek definirati tako da
bude prvi jo§ neupotrijebljeni element u A (dakle d := a), a e(n) kao prvi jo§ neupotrijeb-
ljeni element u enumeraciji g §to zadovoljava uvjete koje ve¢ treba da bi & cuvala uredaj —
ali je tako bitno teZze dokazati da je i (odnosno e) surjekcija.

Mi ¢emo slijediti moderniju varijantu dokaza, koja alternira uloge elemenata od A i raci-
onalnih brojeva: za parne n ¢emo napraviti doslovno kako pise u prethodnom odlomku,
a za neparne ¢emo obrnuto: definirati e(n) kao prvi jos neupotrijebljeni racionalni broj, a
onda definirati d(n) kao prvi jo$§ neupotrijebljeni element od A koji prema prijasnjim ele-
mentima d (i) stoji u istom odnosu kao e(n) prema odgovarajucim e(i), i < n.

Dakle, neka je n paran, i pretpostavimo da imamo f(i) = (d(i),e(i)) za sve i € n, tako da
f[n] €uva strogi uredaj. Zelimo definirati u =: d(n) i v =: e(n) tako da f[n*] = fln] U {(u, v)}
i dalje ¢uva uredaj. [Tehnicki, da bismo primijenili teorem 4.23, moramo F definirati i na
funkcijama f : n — t Cija slika ne ¢uva uredaj, ali zapravo je svejedno kako tamo djeluje:
radi odredenosti recimo da je tada F(f) := (ao, qo).]

Skup rngd ~ n je konacan, pa je pravi podskup od A: prvi element u A\ rngd nazovimo
u =:d(n). To je bio laksi dio, sada treba definirati v =: e(n). U tu svrhu primijetimo da za
sve i € n treba vrijediti d(i) < u = e(i) < vid(i) > u= e(i) > v (ne moze biti d(i) = u jer
je u ¢ d[nl]). Zato podijelimo e[n] u dva dijela, p := {e(i) : d(i) < u} i s:={e(j) : d(j) > u}.
To su konacni totalno uredeni skupovi, pa je svaki od njih ili prazan, ili ima minimum i
maksimum. Dakle, imamo Cetiri slucaja.

p=@=s Ovoznacidajee[n] =pU® =g, §to je jedino moguce za n = 0, pa nemamo nikakvih
uvjeta na v. Definiramo v := ¢ (prvi racionalni broj koji zadovoljava ,sve” uvjete).
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p=@ #s Ovoznacidaje e[n] = s. OznaCimo s v prviracionalni broj takav da je v < min s (takav
postoji jer Q@ nema minimum). Tada je v < x za sve x € s = e[n], odnosno v ¢ rnge i
svi uvjeti cuvanja uredaja ostaju zadovoljeni.

p # @ = s Sasvim analogno, definiramo v kao prvi racionalni broj za koji je v > maxp.

p#@#s Zasvee(i) € pie(j) € svrijedi d(i) < u<d(j), po tranzitivnosti d(i) < d(j), paondai
e(i) < e(j) jer f[n] Cuva strogi uredaj. Zato je max p < mins, pa zbog gustoce skupa Q
postoje racionalni brojevi izmedu njih: oznac¢imo s v prvi takav.

Opet, e(i) € pie(j) € s povlaCe e(i) < v < e(j), pa vrijedi v ¢ pU s = e[n] i svi uvjeti
Cuvanja uredaja ostaju zadovoljeni.

h~lpl] u=d(6) h=1s]
d(4) d(3) / d@) do) dG) dd)
i — f } 4 (A,<)
\V\ /»// ¥ 4 /A/ h
L [ oy P ©Q,<)
e(4) e(3) X e(2) e(0) e(d5) e(l)
p v=-e(6) N

Primijetimo da smo od svojstava skupa Q koristili samo to da nema minimum ni maksi-
mum, i da je gust. Kako A ima ta ista svojstva, moZemo za neparne n provesti isti postupak,
samo za zamijenjenim ulogama A i Q (zapravo Ce biti tri slucaja tada: prvi je nemoguc jer
n = 0 nije neparan broj). Time smo za bilo koju f|, € ¢* definirali F(fl|,) := (u,v) € t,ito
tako da ako k|4, = f[n] Cuva strogi uredaj, to ¢inii f[n*] = f[n]u{(y, v)}. Kako f[0] = @
trivijalno Cuva strogi uredaj, indukcijom slijedi da ¢e ga cuvati sve funkcije kg, = f[nl], pa
tako i njihova unija h. Iz toga odmah slijedi injektivnost, kao i da h~! ¢uva uredaj.

Jo§ treba dokazati domh = Airngh = Q, no to je opet prilicno simetri¢no; pokazimo prvu
jednakost. Zapravo Zelimo pokazati da je d : w — A surjekcija. Indukcijom ¢emo doka-
zati da je aln] < d[2n] za sve n; tada tvrdnja slijedi iz Cinjenice da je a surjekcija. Baza je
trivijalna: @ < @. Ako je a[n] < d[2n], tada ¢emo u (2n). koraku imati ve¢ definirane d ()
za j < 2n; specijalno, za svaki i < n Ce biti a; € a[n] < d[2n]. Ako jei a, € d[2n], tada je
aln*]=alnluia,} cd2nlud[2n] = d[2n] c d[(2n)"]. Ako nije, tada ¢e u (2n). koraku prvi
neupotrijebljeni element skupa A biti upravo a,, pa ¢e biti a, = d(2n) € d[(2n)*], i opet
aln*tlcd(2n)tlcd2n+2]=d[2n*]. (]

5.9 Karakterizacija uredaja realnih brojeva

Teorem 5.34. Neka je (A, <) totalno ureden skup.
Ako je A separabilan, potpun i nema ni minimum ni maksimum, tada je A =R.
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Dokaz. Kao $to smo ve¢ nagovijestili, koristit ¢emo tehniku proSirenja ve¢ postojece slic-
nosti. Zbog separabilnosti, postoji B < A koji je prebrojiv i gust u A. Tada je ocito i gust u
sebi (ako izmedu svaka dva elementa iz A postoji element skupa B, tada to specijalno vri-
jedi za svaka dva elementa iz B). Pretpostavimo da B ima minimum m — tada m ne moze
biti minimum od A, pa postoji a € A takav da je a < m. No B je gust u A, pa postoji b € B
takav da je a < b < m, §to je u kontradikciji s m = min B. Dakle, B nema minimum, a sa-
svim jednako nema ni maksimum. Po teoremu 5.33 postoji slicnost f : Q — B. Definiramo
F:R— A's F(x):=sup f[x] i tvrdimo da je to sli¢nost.

Prvo se uvjerimo da je definicija dobra, odnosno da f[x] ima supremum. Svaki x € R je
neprazan skup racionalnih brojeva, paje f[x] neprazni podskup od B < A. Takoder je x c Q
pa postoji g € @\ x. Kad bi postojao u € x takav da je u > ¢, bilo bii g € x jer je x zatvoren
nadolje, kontradikcija— dakle g je gornja meda za x, odnosno f(g) je gornja meda za f[x].
Sada supremum postoji zbog potpunosti skupa A.

Drugo, pokazimo da je F|g = f (uz uobicajeno poistovjecivanje g s pg(q)), odnosno da za
svaki g € Q vrijedi s:=sup f[pg(q)] = f(q). Nejednakost (<) vrijedi jer je f(q) gornja meda
za fpg(q)], Sto pak vrijedi jer je po definiciji g gornja meda za pg(q).

Akad bibilo s < f(q), tada bi izmedu njih postojao element skupa B; oznacimo jedan takav
s b. Jer 7! tuva uredaj, b < f(q) povlati f~1(b) € pg(q), odnosno b € flpg(q)], $to je
kontradikcijas b > s.

TreCe, dokaZimo da F ¢uva strogi uredaj. Neka su x i y realni brojevi takvi da je x < y.
Tada postoje g,r € Q takvida je x < g < r < y (zasto?), pasu f(q), f(r) € flyl\ flx] jerje f
injekcija. Tvrdimo da vrijedi

F(x)=sup flx] = f(q) < f(r)<sup flyl = F(y), (5.13)

iz cega odmabh slijedi F(x) < F(y). Druga (stroga) nejednakost u (5.13) slijediiz g < r jer f
Cuva uredaj. Treca slijedi jer je f(r) € f[yl. Prvaslijedi jer je g gornja meda od x, pa je f(q)
gornja meda od f[x].

I cetvrto, dokazimo da je F surjekcija. Za a € A, ozna¢imo S:={be€ B: b < a}, i tvrdimo da
je x := f~1[S] € Q realan broj, &ija je slika po F jednaka a.

Netrivijalnost: A nema ni minimum ni maksimum, pa u A postoje i manji i veci element od
a: m'<a< M'. Bjegustu A, papostoje m, M € Btakvidaje m'<m<a< M < M'. Sadaje
flmexif (M) ¢x, dakle g # x # Q.

Zatvorenost nadolje: S € B je o&ito zatvoren nadolje (tranzitivnost), a to svojstvo f~! ¢uva.

Pretpostavimo da f~![S] ima maksimum: tada bi gaimaoi S (invarijanta sli¢nosti). No tada
izmedu max S i a ne bi mogao biti nijedan element iz B (pogledajte i sljedec¢i odlomak), $to
je kontradikcija s gustocom B u A.

Sada je F(x) = sup f[x] =sup f[f'[S]] =supS§, i tvrdimo da je to jednako a. Po definiciji je
a gornja meda od S, pa je sup S < a. A kad bi bilo sup S < a, izmedu njih bi postojao neki
b e B. Tada bi b < a znacilo b € §, §to je kontradikcija s b > sup S. d
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6 Ordinali

6.1 Motivacija

U ovom poglavlju cilj nam je generalizirati prirodne brojeve na skupove koji mogu poslu-
ziti kao indeksi razina kumulativne hijerarhije. Vidjeli smo da na razinama indeksiranim
prirodnim brojevima dobivamo samo konacne skupove, i natuknuli kako bi otprilike i$lo
dalje: Vo, V1, Va,...,Vy, Viyt1, Vw+2,... — zasad sve te indekse moZemo formalizirati (ope-
racijom sljedbenika), ali §to nakon njih? Po analogiji, trebalo bi i¢i w + w, ali kakav je to
skup?

Zapravo imamo sli¢an problem kao kod izgradnje prirodnih brojeva: individualne ordinale
koji nas zanimaju uvijek moZemo izgraditi ,ru¢no”; problem nastaje kad ih pokuSamo ka-
rakterizirati opCenito. Doslovno isti pristup ne prolazi jer svi ordinali ne ¢ine skup, ali morat
¢emo naci neka svojstva skupova koja karakteriziraju ordinale, a ne ,napikavati” ih jedan
po jedan.

Kod prirodnih brojeva osnovni su bili nula i sljedbenik. Ovdje znamo da nam to nije do-
voljno: granic¢ni ordinal moramo shvatiti kao skup svih manjih ordinala. Jednom kad osvi-
jestimo tu intuiciju, moZemo je primijeniti na sve ordinale, ¢ak i one konac¢ne: doista, nula
je takoder skup svih manjih od nje (dakle prazan skup, jer takvih nema), a sljedbenik od n
je skup svih manjih od 7 i jo$ n, dakle upravo skup svih manjih od n™.

Ta osnovna intuicija: ordinal a je skup svih f takvih da je f < @ (opcenite ordinale ozna-
¢avamo grckim slovima s pocetka alfabeta), moze se iz druge perspektive reci ,f € a ako i
samo ako je f < a”, pa nam (slicno kao kod kombinatorike prebrajanja) to moze posluziti
kao definicija uredaja: ordinali su skupovi uredeni relacijom €. Za prirodne brojeve to je
bio dobar uredaj, no kako je dobra utemeljenost aksiom, dovoljno je bilo dokazati totalnost.
Za prirodne brojeve to je iSlo indukcijom; ovdje ¢e totalnost biti ugradena u definiciju.

6.2 Svojstva dobro uredenih skupova

Kao pripremu dokazimo neka korisna svojstva dobro uredenih skupova.

Lema 6.1. Ako je (a,<) dobro ureden skupi f : a — a funkcija koja cuva strogi uredayj,
tada za svaki x € a vrijedi f(x) > x.
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U dokazu ove leme uvodimo tehniku najmanjeg protuprimjera, koju ¢emo Cesto koristiti.
Ako Zelimo dokazati da neko svojstvo imaju svi elementi dobro uredenog skupa, pretpos-
tavka suprotnog znaci da postoji najmanji element bez tog svojstva.

Dokaz. Kad tako ne bi bilo, skup p := {x € a: f(x) < x} bi bio neprazni podskup od a,
pa bi imao najmanji element m := min p. Svakako je m € p, paje f(m) < m, i zbog toga
f(m) ¢ p (jer je m = min p). S druge strane, f ¢uva uredaj, Sto znaci da iz f(m) < m slijedi
f(f(m) < f(m), pa po definiciji skupa p imamo f(m) € p, kontradikcija. O

Primijetite slicnost upravo provedenog dokaza s dokazom Knaster-Tarskijeva teorema.

Propozicija6.2. 1. Neka je (a,<) dobro ureden skup, t € a i funkcija f: a— pqa(t).
Tada f ne moze cuvati strogi uredaj.

2. Dobro ureden skup ne moze biti slican podskupu svog pocetnog komada.
3. Razlicitim elementima dobro uredenog skupa odgovaraju neslicni pocetni komadi.
4. Izmedu dva dobro uredena skupa postoji najvise jedna slicnost.

5. Identiteta je jedina slicnost dobro uredenog skupa sa samim sobom.

Dokaz. [1]: Po lemi 6.1, kad bi f ¢uvala strogi uredaj, bilo bi f(#) > t,
$to bi znacilo da f neide u p,(?).

[2]: Svaka slicnost izmedu dobro uredenog skupa a i (podskupa) njegova pocetnog komada
pa(t) bila bi funkcija s a u p,(t) koja ¢uva strogi uredaj — kakva ne postoji po (1).

(3]: Ako su x, y € a razliCiti, bez smanjenja opcenitosti je x < y. Tada je ps(x) = pp,(y) (x)
(raspiSite!), pa bi p,(x) = p4(y) bilo u kontradikciji s (2).

[4]: Pretpostavimo da su (a,<) i (b, <) dobro uredeni te f i g slicnosti izmedu njih. Tada
prema propoziciji 3.28 za svaki x € a vrijedi pa(x) = pp(f(x)) i pa(x) = pp(gx)), pa je
po(f(20) = pp(g(x)), iz Cega po (3) slijedi f(x) = g(x). Zbog proizvoljnosti x je f = g.

[5]: Ocito je id, slicnost izmedu a i a, a jedinstvena je po (4). O

Teorem 6.3. Za svaki totalno ureden skup (a, <) vrijedi: a je dobro ureden skup
ako i samo ako za svaki b < a, svojstvo (Vx € a)(pa(x) € b — x € b) povlacib = a.

Dokaz. [=] Neka je a dobro ureden, i pretpostavimo suprotno da postoji b c a takav da
pPa(x) € b povlaci x € b. Oznacimo ¢ := min(a\ b) (najmanji protuprimjer — postoji jer je
a\b# @). Tada za svaki y € p,(t) vrijedi ye aiy ¢ a\ b, paje y € b. Dakle je p,(t) < b, §to
po pretpostavci povlaci ¢ € b, a to je kontradikcijas t € a\ b.

[<]: Pretpostavimo da (Vx € a)(pa(x) = b — x € b) povlati b = a, i neka ¢ € a nema najma-
nji element. Ozna¢imo s b:={d € a: (VYy € c)(d < y)} skup svih strogih donjih meda skupa
¢ (zbog irefleksivnosti su b i ¢ disjunktni), i tvrdimo da p,(x) < b povlaci x € b. Kontrapo-
zicijom, kada x ne bi bio u b, postojao bi z € ¢ takav da je z < x. No z nije najmanji u c, pa
postoji w € c takavdaje w < z < x, odnosno w € p,(x). Zbog disjunktnosti bicje w ¢ b, pa
smo dobili p,(x) € b.
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Po pretpostavci bi moralo biti b = a, §to (opet zbog disjunktnosti) povlaci ¢ = @. Dokazali
smo da je svaki podskup od a bez najmanjeg elementa prazan, odnosno (kontrapozicijom)
da je a dobro ureden skup. d

Teorem 6.4. Za sve dobro uredene skupove a i b vrijedi tocno jedno od sljedeceg:
* aib suslicni,
* a jeslican nekom (jedinstvenom) pocetnom komadu od b, ili

* b jeslican nekom (jedinstvenom) pocetnom komadu od a.

Dokaz. Definirajmo relaciju Scaxbkao xSy :¢ p,(x) = pp(y). S ima funkcijsko svojstvo
prema propoziciji 6.2(3), i cuva uredaj zbog propozicije 3.28 (raspiSite!). Zbog simetrije isto
vrijedi za S~1. Dakle, S je sli¢nost izmedu c := domS < aid :=rngS < b. Prema tome jesu li
inkluzije prave, imamo Ccetiri slucaja.

c=aNnd=>b Tadaje a=c=d = b, §to odgovara prvoj tvrdnji u teoremu.

ccand=>b Oznacimo u:=min(a)\ ¢) i tvrdimo ¢ = p,(u) (to odgovara trecoj tvrdnji u teoremu).
Inkluzija (2) je oCita: x < u znaci x ¢ a\ ¢, dakle x € c. Za inkluziju (<), neka je x € c;
Zelimo x < u. Suprotno bi znacilo u € p,(x) (uredaj je totalan, a x = u je nemoguce
jer su u disjunktnim skupovima). No x € ¢ znaci da postoji y € b takavdaje x S y, od-
nosno p,(x) = pp(y) — oznacimo s f (jedinstvenu) slicnost izmedu njih. Sada prema
propoziciji 3.28 imamo p,(u) = pb(f(u)), odnosno u S f(u), $to je u kontradikciji s
u ¢ c. Dakle, p,(u) = ¢ = b. Jedinstvenost u slijedi iz propozicije 6.2(3).

¢=aAndcb Sasvim analogno, ovo odgovara drugoj tvrdnji u teoremu.

ccaAndcb Ovaj slucaj je zapravo nemoguc¢: oznacimo u := min(a\c) i v := min(b\ d). Prema
prethodna dva slucaja, vrijedi ¢ = p,(u) i d = pp(v). Sada je S slicnost izmedu ta dva
skupa, pa biispalo u S v, odnosno u € ¢ A v € d, kontradikcija.

Dakle, sigurno vrijedi jedna od tri navedene tvrdnje. Jo$ treba vidjeti da ne moze vrijediti
viSe njih istodobno. Prva i tre¢a ne mogu vrijediti jer bi a = b = p,(u) bilo u kontradikciji
s propozicijom 6.2(2). Analogno ne mogu vrijediti prva i druga. Druga i treca tvrdnja ne
mogu istovremeno vrijediti jer bi a = p,(v) i b = p,(u) prema propoziciji 3.28 povlacilo
(oznatimo li s f sli¢nost izmedu a i py(v)) b = pa(u) = pp,w (fW) = ps(f (W), Sto je opet
u kontradikciji s propozicijom 6.2(2). d

6.3 Tranzitivni skupovi

Definicija 6.5. Za skup a kazemo da je tranzitivan ako x € y € a povlaci x € a.
Kazemo da je a ordinal ako je a tranzitivan i svi elementi su mu usporedivi relacijom e. <

Tranzitivnost moZemo shvatiti kao implikaciju y € a = y c a (raspiSite!).
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Lema 6.6. Svaki ordinal je dobro ureden (relacijom €).

Dokaz. Moramo dokazati da je € irefleksivna, tranzitivna (tada ¢e zbog usporedivosti biti
totalni uredaj) i dobro utemeljena (dobra uredenost tada ¢e slijediti po teoremu 2.11). Trece
i prvo svojstvo su direktne posljedice aksioma dobre utemeljenosti, odnosno leme 4.2.
Drugo svojstvo takoder, iako je malo kompliciranije.

Neka su x, y,z € a, gdje je a ordinal, takvi da je x € y € z. Zbog usporedivostije xe zilix = z
ili z € x, no drugi slucajbivodiona x € y € x,atreina x € y € z € x, §to je (oboje) nemoguce
po lemi 4.2. Dakle, mora biti x € z. d

Intuicija ,ordinal je skup svih manjih ordinala” formalizira se i preko pocetnih komada.
Lema 6.7. Neka jea ordinalib e a. Tada je b ordinal, i p,(b) = b (skraceno, pq = idy).

Dokaz. Neka je x € y € b. Tada (zbog tranzitivnosti @) iz y € b € « slijedi y € @, pa opet
iz x € y € a slijedi x € a. No relacija € je tranzitivna na a (ne brkati tranzitivnost skupa s
tranzitivno$¢u uredaja na njemu!) po prethodnoj lemi pa (sad kada znamo dasu x, yi b
elementi od a) x € y € b povlaci x € b. Dakle, b je tranzitivan. Takoder, tranzitivnost od a
daje b c a, pa su svi elementi od b ujedno elementi od «, i kao takvi usporedivi relacijom €.
Dakle, b je ordinal.

Sada x € pq(b) znaci x € a i x € b, drugim rijeCima x € @ N b, §to je jednako b zbog b c a.
Dakle, jednakost p,(b) = b vrijedi po aksiomu ekstenzionalnosti. d

Po upravo dokazanom, svi elementi ordinala su ordinali,
pa ¢emo ih ubuduce implicitno uvijek oznacavati grckim slovima.

Lema 6.8. Neka su « i ordinali, f : a — [ slicnost, i y € a. Tada je fy] = f(y).

Dokaz. Direktno koriStenjem leme 6.7, propozicije 3.28 i ponovo leme 6.7:

fIY1= flpa = mg(flpay) = p(f () = f(1). O 6.1)
Propozicija 6.9. Ako su « i § ordinali, tada a = 3 povlaci a = .

Dokaz. Neka je f: a — f slicnost; tehnikom najmanjeg protuprimjera pokazujemo da je
f =id,. Kad ne bi tako bilo, postojao bi najmanji y € a takav da je f(y) # y. No tada su svi
elementi od y fiksne tocke od f, pa imamo

f=flyl={f@):0€y}={0:9€y}t=y, (6.2)

kontradikcija. Sada je zbog surjektivnosti § =rng f = rngid, = a. d

Primijetite da propoziciju 6.9 ne bismo mogli dokazati (na ovaj nacin) kada bismo kodo-
menu smatrali sastavnim dijelom funkcije — jer bismo za jednakost funkcija f = id, prvo
trebali vidjeti da im se kodomene podudaraju, a je to upravo tvrdnja koju pokuSavamo do-
kazati!

U ,pravoj” teoriji skupova nema tih problema: i f i id, su jednostavno neki skupovi urede-
nih parova, i Zelimo vidjeti da su jednaki.
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6.4 Teorem enumeracije

Propozicija 6.10. Za svaka dva ordinala a i p vrijedi tocno jednood: a € f, a = fili f € a.

Dokaz. Premalemi 6.6, (a,€) i (B, €) sudobro uredeni skupovi,
pa prema teoremu 6.4 vrijedi jedna od sljedece tri moguénosti:

[a = (] Tada je po propoziciji 6.9 a = f.
[a = pg(6) zaneki 6 € f] Tada je po propoziciji 6.9 ilemi 6.7 a = pg(6) =6 € B.
[B = pa(y) zaneki y € a] Sasvim analogno, tada je f € a.

Da ne moze vrijediti viSe od jedne tvrdnje u propoziciji, slijedi direktno iz leme 4.2. d
Korolar 6.11. Svaki tranzitivni skup ordinala je ordinal.
Teorem 6.12. Klasa On svih ordinala je prava klasa, dobro uredena klasnom relacijom €.

Dokaz. Za pocetak, primijetimo da imamo formulu
vi=(Vxea)Vyex)(yea)h (Vxea)(Vyea)(xeyvx=yVvyex) (6.3)

s jednom slobodnom varijablom «, koja kazuje da je a ordinal. Dakle, On := {a : v} jest
klasa. Pretpostavimo da je skup. Tada bi taj skup bio tranzitivan po lemi 6.7 (b € @ € On
povlaci b € On) pa bi bio ordinal prema korolaru 6.11 — odnosno vrijedilo bi On € On, §to
je nemoguce prema lemi 4.2(1). [Ovaj paradoks je prvi opazio Cesare Burali-Forti.]

Irefleksivnost relacije € na On je ocita posljedica leme 4.2(1). Za tranzitivnost, neka je a €
B € vy € On. Tada je po propoziciji 6.10ili @ € y ili @ = y ili y € a, no drugi i treéi slucaj su
nemoguci bas kao u dokazu leme 6.6. Dakle, € je klasni parcijalni uredaj na On. Totalnost
slijedi iz propozicije 6.10; jos treba vidjeti dobru utemeljenost.

[Pazite! Ovdje se ne moZemo samo pozvati na aksiom dobre utemeljenosti, jer on tvrdi da
svaki neprazni skup ima e-minimalni element. Mi Zelimo dokazati viSe: da svaka neprazna
potklasa od On ima takav element. Trebamo biti svjesni razlike tih dviju tvrdnji.]

Neka je A neprazna klasa ordinala, zadana formulom v s jednom slobodnom varijablom
x. Nepraznost znaci 3xy, pa fiksirajmo jedan element za koji vrijedi ¢ i ozna¢imo ga s a.
[Slova s kraja grckog alfabeta oznacavaju formule, a slova s poCetka ordinale.]

Promotrimo ¢ := {x € a : ¢} — to je skup po aksiomu separacije. Ako je ¢ prazan, po defini-
ciji je « = minA pa smo gotovi. Inace je t # @, pa po aksiomu dobre utemeljenosti postoji
P e ttakavdaje fnt=@. (Zbogt < aje B € a, pasmo ga oznacili grckim slovom.) Tvrdimo
daje f = minA (s obzirom na relaciju €).

Pretpostavimo suprotno, da postoji y € A takav da je y € 5. 1z y € A slijedi da y zadovo-
ljava ¥ (uvrSten umjesto x), aizy € f € a slijedi y € a, paje y € . No to je u kontradikciji s
disjunktnod¢u f i ¢ (nasli smo im y u presjeku). d
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Upravo dokazani teorem opravdava definiciju: za ordinale « i 8, piSemo a < f za a € B.
Svaki ordinal, kao i klasu svih ordinala On, standardno smatramo uredenim relacijom €.
VaZzni teorem enumeracije je analogon teorema 3.29: ba$ kao $to se svaki parcijalni uredaj
moZe shvatiti kao c, svaki se dobar uredaj moZe shvatiti kao €.

Zadatak 6.13. Za dobro ureden skup (a,<) uredimo sljedbenik a* relacijom (<) U a x {a}.
DokaZite da je to dobro ureden skup, i da je p,+(a) = a, te je ps+(x) = pa(x) za sve x € a.

Teorem 6.14. Za svaki dobro ureden skup a postoji jedinstveni ordinal a takav da je a = «.

Dokaz. Prvo, dovoljno je dokazati egzistenciju; jedinstvenost lako slijedi iz propozicije 6.9.

Neka je (a, <) dobro ureden skup. Prema zadatku 6.13, a* je takoder dobro ureden. Do kraja
ovog dokaza podrazumijevamo da su svi pocetni komadi u a*, §to radi preglednosti ne pi-
Semo: umjesto p,+(x) piSemo samo p(x). Oznacimo b := {x € a* : p(x) je slican ordinalu}.
Dovoljno je dokazati p(t) € b = t € b: tada prema teoremu 6.3 slijedi b = a*, pajeac bi
zato je p(a) = a slitan ordinalu.

Pa neka je p(t) podskup od b: to znaci da za svaki x € p(t) postoji ordinal n takav da je
p(x) = 7. Stovise, taj 17 je jedinstven — doista, p(x) =n A p(x) =’ povlacin =n'izaton=1n'
po propoziciji 6.9. To znaci da za formulu ¢ := (y € On A p(x) = y) vrijedi (Yx € p(1))Iy o,
pa po aksiomu zamjene postoji skup s u kojem se nalaze svi takvi 17, a onda (standardno,
separacijom iz p(f) x s) i funkcija f : p(t) — s koja svakom x € p(¢) pridruZzuje odgovarajuci
1. Tvrdimo da je s ordinal i * f slicnost, iz Cega Ce slijediti ¢ € b.

Za prvu tvrdnju, po definiciji je s skup ordinala, pa je po korolaru 6.11 dovoljno dokazati da
je tranzitivan. Neka je f € n € s: to znaci da postoji x € p(¢) takavdaje p(x) =n = f(x).

Ako s g : 7 — p(x) oznacimo (jedinstvenu) slicnost izmedu njih, po propoziciji 3.28 je
Pr(B) = ppx(&()), odnosno po lemi 6.7, f = p(g(P)), pajei f€s.

Za drugu tvrdnju, po definiciji je s = rng f, pa je po lemi 5.24 dovoljno dokazati da f cuva
strogi uredaj. Neka je u < v (u uredaju prosirenom na skup a*). Tada je ili f(u) € f(v)
ili f(u)= f(v)ili f(v)€ f(w) po propoziciji 6.10. Drugi slucaj je nemoguc jer bismo imali
Ppw(pw) = p(w) = f(u) = f(v) = p(v), $to bi bilo u kontradikciji s propozicijom 6.2(2).

U treCem slucaju, ako s i oznacimo jednu slicnost izmedu f(u) i p(u), prema propozi-
ciji 3.28 imali bismo p ) (f(1)) = ppw (R(f(¥))), odnosno p(v) = f(v) = p(h(f(v))) po
lemi 6.7. Zbog propozicije 6.2(3), moralo bi biti v = h(f(v)) € rng h = p(u), kontradikcija.
Dakle, doista mora vrijediti f(u) € f(v).

U prethodna dva odlomka dokazali smo p(#) = s € On, dakle ¢ € b. Kako je ve¢ opisano,
iz toga slijedi b = a* 3 a, odnosno a je sli¢an ordinalu — $to smo htjeli. d

6.5 Transfinitna indukcija

Korolar 6.15. Sljedbenik ordinala je ordinal. Unija bilo kojeg skupa ordinala je ordinal.
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Dokaz. To su jednostavne posljedice definicije ordinala, korolara 6.11 i leme 6.7. Zbog njih
je dovoljno dokazati sljedece dvije tvrdnje.

[sljedbenik tranzitivnog skupa je tranzitivan]: Neka je a tranzitivan i x € y € a*. Tada je
Yy € a (paje x € a zbog tranzitivnosti skupa a), ilije y = a (paje x € a zbog x € y). U svakom
sluCajuje xe ac a”*.

[unija bilo kojeg skupa tranzitivnih skupova je tranzitivni skup]: Neka je s skup tranzitivnih
skupova i x € y € Us. Tada po aksiomu unije postoji z € s takavda je x € y € z. No z je
tranzitivan kao elementod s, pax € ye zpovlaCix € z. Sadax € z€ sznaCidajexeUs. O

Za ordinale smo definirali uredaj kao relaciju €, ali zbog tranzitivnosti ordinala to je ekvi-
valentno s relacijom <. To zapravo znaci da je klasa On dobro uredena relacijom <, pa su
supremum i infimum zadani upravo kao unija i presjek familije ordinala. Stovise, infimum
(koji mora biti minimum, zbog teorema 6.12) se mozZe definirati za bilo koju nepraznu klasu
ordinala — dok se supremum mora definirati za skup (koji moZe biti i prazan) ordinala.

sups=|Js ={x: 3tes)(xe )} zasvakiskup s On (6.4)
mins =infs={")s:={x: (Vres)(x € 1)}, zasvaku klasu g cs < On (6.5)

Definicija 6.16. Za ordinal a kaZemo da je sljedbenik ako postoji d takavdaije a =d™.
Ordinal je granicni ako nije ni 0 ni sljedbenik. <

Zadatak 6.17. Dokazite: ordinal je granicni ako i samo ako je induktivan.

Lema6.18. 1. Ordinal a je granicni ili 0 ako i samo ako je @ = sup a.

2. Ordinal a je sljedbenik ako i samo ako je a = (supa)™.

Dokaz. Kako sljedbenik nema fiksnu to¢ku (propozicija 4.3), nikada nije supa = (supa)™,
pa je dovoljno dokazati smjerove (=) obiju tvrdnji (obrazloZite!).

Za prvu tvrdnju, ako je a granic¢ni ili 0, nije sljedbenik (za grani¢ne po definiciji, a za 0 po
propoziciji 4.3). OCcito je @ gornja meda od a po relaciji €, treba jo$ vidjeti da je najmanja
(odnosno minimalna, zbog propozicije 2.8). Uzmimo proizvoljni € a. Po propoziciji 6.10
je Breailif*=ailiacfilia=p. No treci i €etvrti slu¢aj (a € %) nisu mogudéi zbog
leme 4.2(2), a drugi nije moguc jer a nije sljedbenik. To znaci da je " € @, pa  ne moze
nikako biti gornja meda od a: postoji element u a strogo veéi od  (konkretno, §*).

Za drugu tvrdnju, ako je @ = d”* za neki d, tada je d ordinal zbog d € d* = a, pa ga oznac¢imo
s&. To je gornjameda od a: zasvakid € a =61 je ) <. Oznacimo y:=supaif:=y* (tosu
ordinali po korolaru 6.15). Po propoziciji 6.10 jeili € a ili @ = B ili @ € §: ovo zadnje opet
znaci a € y ili @ = y. Prvo je nemoguce kao u prethodnom odlomku: y € y* € a znaci da y
ne moZze biti supremum od a. Trece je nemoguce jer bi znacilo da a nije gornja meda za a.
Cetvrto bi znacilo @ = 6 = y = sup a, $to je nemoguce jer je § gornja meda od @ manja od
&*. Preostaje druga mogucnost, odnosno a = f=y* = (supa)™*. O

Zadatak 6.19. Dokazite: za svaki ordinal a vrijedi a = sup{f*: f € a}.
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Tehnikom najmanjeg protuprimjera dokazali smo teorem 6.3[=], no u njemu zapravo nije
bilo vazno da je a skup. Vazno je bilo da postoji najmanji protuprimjer, a on postoji i u
dobro uredenim klasama poput klase On.

Lema 6.20 (Stroga transfinitna indukcija). Neka je B < On proizvoljna klasa ordinala
takva da o < B povlaci a € B (za sve ordinale a). Tada je B = On.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da B ne sadrzZi sve ordinale. Tada po teoremu 6.12 postoji
najmanji ordinal koji nije u B: oznac¢imo ga s a. Tada su svi § € @ u B (jer je @ najmanji koji
nije), pa vrijedi a < B. No to prema pretpostavci povlaci a € B, kontradikcija. g

Upravo dokazana lema podsjeca na princip jake indukcije za prirodne brojeve (ako je b € w
takav da n < b = n € b za sve prirodne brojeve n, tada je b = w). Najcesc¢i oblik indukcije
kojom dokazujemo tvrdnje o ordinalima je transfinitna indukcija, koja izgleda kao obi¢na
indukcija za nulu i sljedbenike, a kao jaka indukcija za grani¢ne ordinale.

Teorem 6.21 (Transfinitna indukcija). Neka je B < On. Ako B ima sljedeca tri svojstva:
e 0eB,
* a e B= a*€B zasveordinale a, te
* A B = A1€B zasvegranicne ordinale A,

tada je B =0On.

Dokaz. Kao i prije, pretpostavimo suprotno i neka je f najmanji kontraprimjer (po teo-
remu 6.12): dakle vrijedi f < BA § ¢ B. Tada f ne moZze biti 0 zbog prvog svojstva, i ne moZze
biti grani¢ni zbog treceg svojstva. Preostaje mogucénost da je f sljedbenik, recimo = a™.
No tada je a € a* = § < B, pa bi po drugom svojstvu bilo a* = € B, kontradikcija. O

6.6 Opci teorem rekurzije

Vidimo da se mnogi rezultati za prirodne brojeve jednostavno generaliziraju na ordinale;
prakticki jedine razlike su postojanje grani¢nih ordinala (fenomen koji nemamo u prirod-
nim brojevima) i Burali-Fortijev paradoks: svi ordinali ne ¢ine skup. Zato je neke rezultate
teZe dokazati (jer se moramo baviti klasama i formulama umjesto skupovima), ali intuitivni
osjecaj zasto vrijede za prirodne brojeve prenosi se i na ordinale. VaZzni primjer je Dedekin-
dov teorem rekurzije, koji kaze da funkcije s domenom w (nizove) mozemo definirati re-
kurzivno, definirajuci g(n) pomocu g|,. Sada ¢emo vidjeti da i klasne funkcije s domenom
On (klasne hipernizove) moZemo definirati na isti nac¢in. Oznacimo klasu svih hipernizova
sH:={f:(3ac0n)(f:a— V).

Teorem 6.22 (Opci teorem rekurzije). Neka je F:H — V klasna funkcija.
Za hiperniz [ kazemo da je F-rekurzivan ako f f y povlaci flgF y.
Tada postoji jedinstveni F-rekurzivni klasni hiperniz g:On — V.
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Dokaz (Skica). Kao $to rekosmo, pratimo dokaz Dedekindova teorema rekurzije,
uzimajuci u obzir da na mnogim mjestima sada ne govorimo o skupovima,

vec¢ o klasama, odnosno o formulama koje ih karakteriziraju.

Konkretno, neka je F = {y : ¢p} zadana formulom ¢ sa slobodnom varijablom y.

Neke stvari su i lak§e: ne moramo fiksirati skup ¢, jer moZemo jednostavno za kodomenu
nasih klasnih funkcija uzeti V. Takoder, ne moramo dokazivati da je H (analogon skupa ¢*)
skup, jer nije niti mora biti. Sve §to trebamo je vidjeti da je ta klasa zadana formulom

y:=3a(va(Vpe HEPea)Iz(p=(B,2)AVBea)Iz (B f 2)) (6.6)

sa slobodnom varijablom f. Dakle, odmah definiramo G := {f € H: f je F-rekurzivan} —
$to zapravo znaci da je G zadana formulom (y A p), gdje formula

p:=(pe HVBVYz(p=(B,2) — Ay(y=(flg,2) A )) 6.7)

kazuje da je hiperniz f F-rekurzivan. Sada g:=JG zadamo formulom y:=3f(y ApAy € )
sa slobodnom varijablom y, i tvrdimo da ima sva traZena svojstva, i da je jedinstvena takva.
Dokazi su sasvim analogni onima iz Dedekindova teorema rekurzije, dok god imamo na
umu da zapravo govorimo o formulama.

Recimo, prvo moramo dokazati g < On x V, §to zapravo znadi Vy(y — Jadz(vAy = (@, 2))),
i dokaz je prakticki isti: iz y slijedi da je y element nekog f koji zadovoljava y, pa je oblika
(B, z) gdje je B ordinal. Ostatak ide analogno, samo je izuzetno komplicirano drZzati sve
detalje pod kontrolom. Umjesto jake indukcije ovdje koristimo lemu 6.20, koja predstavlja
analogon jake indukcije za ordinale.

Na jednom mjestu moramo biti narocito oprezni: kod dokazivanja da g zadovoljava p
(uvrSten umjesto f), moramo paziti da g|s ne tretiramo kao klasu (jer je inaCe ureden par
(glp, 2) sintaksna greska, kako smo opisali na kraju prvog poglavlja) vec kao skup.

To moZemo, jer g|g doista jest skup za svaki , po aksiomu zamjene (pogledajte napo-
menu 6.24). StoviSe, tada se lako vidi da je g| g € H (Sto ne bismo imali samo iz Cinjenice
da formalno zadovoljava y), pa dokaz i tu prolazi. O

Kao i za prirodne brojeve (korolar 4.24), zadavanje funkcije F je najce$ce preopcenito.
Obicno je dovoljno zadati po€etnu vrijednost i korak, a za grani¢ne ordinale uzeti uniju.

Korolar 6.23. Neka je s skup i G : V — V klasna funkcija (,unarna skupovna operacija”).
Tada postoji jedinstveni klasni hiperniz g: On — V takav da vrijedi:

* g0)=s
* g(a™) = G(g(@)) za svaki ordinal a; i

e g(A) =U glAl za svaki granicni ordinal A.

74



Dokaz. Samo treba primijeniti op¢i teorem rekurzije na klasnu funkciju zadanu s

S f=9
F(f):=1 G(f(Udom[f)), dom f je sljedbenik . (6.8)
Urng f, inace a

Napomena 6.24. Kao i ostali teoremi koji govore o op¢enitim klasama, opci teorem rekur-
zije je zapravo shema teorema, koja ima po jednu instancu za svaku formulu ¢ s odgovara-
juc¢im svojstvima. No ovdje je i izlaz teorema (g) klasa, §to znaci da teorem zapravo opisuje
kako iz formule ¢ dobiti formulu y. Ipak, cesto se moZemo zaustaviti na nekom konkret-
nom ordinalu «, pa onda zapravo mozemo dobiti obi¢nu funkciju g : @ — V (po aksiomu
zamjene primijenjenom na « i formulu y A 3z(y = (x, 2))).

Vazni specijalni slucaj dobije se za a := w, §to je jace od Dedekindova teorema jer ne zahti-
jeva specifikaciju skupa t. Stovise, ¢esto se zapravo napravi jos jedan korak (a := w™),

u kojem se formira unija slike tog niza. Jedan primjer smo ve¢ vidjeli u dokazu teorema 5.33.
Drugi ¢emo vidjeti u sljedecoj tocki. <

Korolar 6.25. Neka je s skup i G:V — V skupovna operacija.
Tada postoji jedinstveni niz skupova g takav da je g(0) = s i g(n*) = G(g(n)) za sve n € w.

6.7 Kumulativna hijerarhija formalno

Primjer 6.26. Primjenjujuci korolar 6.23 na s:= @ i G(x) := 22(x) (prazan skup i operaciju
partitivnog skupa), dobijemo klasnu funkciju @ — V,, koju zovemo kumulativna hijerar-
hija. Oznacavamo W := Ugeon Va- <

Zadatak 6.27. Dokazite transfinitnom indukcijom da za svaki a vrijedi:
(1) Vy je tranzitivan skup. (2) Zasve € a je Vg < Vy.

Zelimo dokazati W = V: jedna inkluzija je trivijalna, a za drugu zapravo treba dokazati
Vx3a (v A x € V). Ubuduce ¢emo pretpostavljati da i vezane varijable nazvane grckim slo-
vima oznacavaju ordinale, dakle 3a nam je pokrata za (3a € On) (i analogno za univerzalni
kvantifikator). Prvo dokazimo jedan tehnicki rezultat.

Propozicija 6.28. Za svaki skup a postoji tranzitivni skup t takav da je a € t.

Dokaz. Primijenimo korolar 6.25 na s := {a} i G(x) := U x. Dobijemo niz u
s Clanovima ug = {a}, u; = a, u, =Ua, uz = JUJaitd. Sada definiramo ¢ := 1, = Uyeq Un-

Ocito je a € uy < t, jos treba dokazati tranzitivnost. Neka je x € y € £. Po definiciji skupa ¢
postoji n € w takavdaje y € u,. Sada x € y € u, znaci x e Ju, = G(u,) = uy+ < t. d

Zadatak 6.29. Dokazite da je tako definirani skup (u,, iz dokaza propozicije 6.28)
najmanji tranzitivni skup koji sadrzi a kao element.
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Lema 6.30. Za svaki skup m, m =W povlaci m e W.

Dokaz. Za svaki x € m po pretpostavci je x € W, pa postoji « € On takav da je x € V.

Po teoremu 6.12, postoji (jedinstveni) najmanji ordinal s tim svojstvom; ozna¢imo ga s y.
Tada formula x € V), A (Va € y)(x ¢ V) i skup m po aksiomu zamjene daju

skup ordinala b takav da za svaki x € m postoji y € b takav da je x € V..

Sada 6 := sup b :=Jb ima svojstvo da su svi V), podskupovi od V5 (po zadatku 6.27(2)),
paje svaki x € m element od Vs. To znaci da je m < V5, odnosno me £(Vg) = Vs+<W. O

Teorem 6.31. V=W.

Dokaz. Neka je a € V proizvoljan. Po propoziciji 6.28 postoji tranzitivni ¢ takav da je a € t.
Kad 7 ne bi bio podskup od W, skup u := t\W (skup po aksiomu separacije) bi bio neprazan,
pa bi po aksiomu dobre utemeljenosti postojao m € u takavdaje mnu = @.

Sada m € u < t znaci m € t, zbog tranzitivnosti m c ¢, no disjunktnost m i u = £\ W znaci
daje m < W (raspiSite!) pajeim € W po lemi 6.30. No to je kontradikcijas me u=t\W.

Zakljucujemo da u ipak mora biti prazan, dakle t <W. No tada a € f znaci a e W.
Time smo dokazali V< W, a druga implikacija je naravno trivijalna. d

6.8 Hartogsov ordinal

Teorem enumeracije kaZe da za svaki dobro uredeni skup postoji dovoljno velik ordinal.
Ako skup nije dobro ureden, mozda ga ne moZemo ,dostic¢i” ordinalima,
ali ga sigurno moZemo , presti¢i”: za svaki skup postoji prevelik ordinal.

Lema 6.32. Ako je a ordinal, a skupi f : a — « injekcija,
tada je a moguce dobro urediti tako da bude slican s (rng f, €).

Dokaz. Za x,y € a definiramo x < y:< f(x) € f(y) (lako se dokaZe da je to totalni uredaj).
Po definiciji je f slicnostizmedu (a, <) i (rng f, €), pa tvrdnja slijedi iz leme 6.6 primijenjene
na «, ¢injenice da je podskup dobro uredenog skupa dobro ureden (restrikcijom uredaja) i
Cinjenice da je dobra uredenost invarijanta sli¢nosti. d

Teorem 6.33 (Hartogs). Za svaki skup a postoji najmanji ordinal a takav da a £ a.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da postoji neki ordinal b sa svojstvom b € a:
tada Ce postojanje najmanjeg takvog ordinala slijediti iz teorema 6.12.

Promotrimo klasu svih dobro uredenih skupova (s, <) pri cemu je s € a. Tada ocito mora
biti (<1) € s x s< a x a, paje svaki (s, <) element Kartezijeva produkta £ (a) s Z?(a x a).

Po aksiomu partitivnog skupa i propoziciji 1.11, to je skup, iz kojeg se separacijom moze
dobiti da je i pocetna klasa (svih dobro uredenih podskupova od a) skup: oznacimo ga s D.
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Teorem enumeracije kaze da za svaki (s,<1) € D postoji jedinstveni ordinal i takav da je
(s,<0) = (n,€). Po aksiomu zamjene primijenjenom na skup D i formulu x = (y, €), postoji
skup b svih takvih 1.

Ako je f €n € b, postoji (s,<) € Dislicnost g:n — s. No tada je ¢ := g[f] < s € a s restrin-
giranim uredajem (<) N ¢ x ¢ takoder u D, i po propoziciji 3.28 slican s p, () = p (lema 6.7)
paje B € b. To znaci da je b tranzitivan skup ordinala, pa je ordinal po korolaru 6.11.

Kad bi postojala injekcija h : b — a, njen inverz h™! bibio injekcijasa s := rngh S au b, pabi
po lemi 6.32 postojao dobar uredaj < na s te bismo imali (s, <) € D. Takoder, po istoj lemi bi
taj dobro uredeni skup bio slican s rng(h_l) =dom h = b (dakle, b bi bio medu spomenutim
ordinalima 7)), pa bismo imali b € b, $to je nemoguce po lemi 4.2(1). O

Primijetite slicnost provedenog dokaza s dokazom teorema enumeracije.

Kao $to je Cantorov osnovni teorem dobiven preciznom formulacijom Russellova para-
doksa i pazljivim promatranjem do kakve kontradikcije zapravo dolazimo, Hartogsov te-
orem je rezultat tog istog postupka primijenjenog na Burali-Fortijev paradoks.

Russell : Cantor :: Burali-Forti : Hartogs (6.9)
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7 Aksiom izbora

7.1 Motivacija

Na mnogo mjesta smo dosad bili u situaciji da smo dokazali formulu oblika 3!y ¢ (even-
tualno pod nekim uvjetima na ostale slobodne varijable u ¢), i Cesto smo to koristili da
definiramo funkcijsku oznaku (y = g(x)) koju smo koristili dalje. Specijalno, po aksiomu
zamjene, mogli smo za zadani skup a konstruirati skup {g(x) : x € a} =: b, a onda i funkciju
gkaoskup {(x,y)eaxb:@}={peaxb:3IxTy(p = (x,y) A p)} separacijom iz a x b.

Jelijedinstvenost tu nuzna? Sto bi se dogodilo da za svaki pojedini x imamo dva objekta, y;
i y», koja zadovoljavaju ¢? Ili opcenito, neprazni skup A, takvih objekata? Dakle, na viSoj
razini imamo situaciju iz prethodnog odlomka: ako su svi x koji nas zanimaju elementi ne-
kog skupa I (tada ih obi¢no zovemo indeksima i oznacavamo slovom i), istim postupkom
dobijemo funkciju

=1, A):iell=:(A;:iel),
koju zovemo indeksiranom familijom.
Primijetimo da su nizovi specijalni slucaj indeksiranih familija (za I := w).

Nas zanima moZemo li ipak ,uvesti funkcijsku oznaku”, ili (ekvivalentno po aksiomu za-
mjene, jer je I skup) definirati funkciju ¢ s domenom I, takvu da je c(i) € A; zasve i € I.
Buducdi da c ,izabire” po jedan element iz svakog skupa A;, zovemo je funkcijom izbora.

Zanimljivo je da postojanje funkcije izbora za svaku indeksiranu familiju nepraznih sku-
pova, opcenito ne slijedi iz dosad uvedenih aksioma. Ako Zelimo uvijek biti sigurni da
imamo funkciju izbora, moramo uvesti novi aksiom izbora:

(VAe!(2(D)\{g}))(3ce ! T)(Vie I)(cli) € AQD)). (7.1)

Kao i za ostale ,napredne” aksiome (zamjene, dobre utemeljenosti), u mnogim specijalnim
slu¢ajevima moZemo izbjeci njegovo koriStenje, ali ne u svima.

Slikovito, svaki skup parova cipela sigurno ima funkciju izbora koja svakom indeksu pri-
druZuje lijevu cipelu odgovarajuéeg para, dok je za postojanje funkcije izbora beskonacnog
skupa parova carapa nuzno koristiti aksiom izbora. (Za viSe detalja pogledajte Vukovi¢, O
aksiomu izbora, cipelama i carapama.) Pritom ne mislimo da smo sad najednom poceli
u klasu V ubacivati doslovne cipele i ¢arape, ve¢ nam ,par cipela” metaforicki predstavlja
ureden par matematickih objekata, a ,par carapa” neureden. [Ti parovi ne moraju doista
biti uredeni; bitno je samo da se nekom formulom (poput , x je lijeva cipela’) moZe jednoz-
nacno odrediti jedan element para.]
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7.2 Jednostavne ekvivalentne formulacije

Primijetimo da je bilo nuzno re¢i da se u indeksiranoj familiji ne nalazi prazan skup

(jer njemu funkcija izbora nema $to pridruziti).

Skup T, odnosno Cinjenica da je kodomena bas 22(T) \ {®}, nije nuZzna: T uvijek moZemo
rekonstruirati kao U rng A. (Usporedite sa zadatkom na pocetku tocke 1.5.)

Za konacan (,nabrojen”) skup I = {iy, ..., ix}, aksiom izbora nikada nije nuzan, jer za svaki
ij pojedinatno mozemo ,ru¢no” odabrati element: kako je A;; neprazan, postoji njegov
element, pa odaberimo jedan takav i dajmo mu neko ime. To je logicki korak u dokazu
(eliminacija egzistencijalnog kvantifikatora) i kao takav ne zahtijeva opravdanje nelogickim
aksiomima, ali je klju¢no da je dokaz (u logici prvog reda koju mi koristimo) konacan niz
koraka. Dakle, tu strategiju ne moZemo upotrijebiti za beskonac¢ne indeksne skupove.

Recimo, za [ :=2 = {0, 1} i skupove Ay i A;, funkcija izbora c: I — Ay U A; je zadana svojim
vrijednostima x := c¢(0) € Ag i y := c(1) € A;, pa je moZemo poistovjetiti s uredenim parom
(x,y) € Ag x A;. Ocito je Kartezijev produkt dvaju nepraznih skupova neprazan, i u dokazu
ne koristimo aksiom izbora: jednostavno, A je neprazan pa postoji x € Ay, A; je neprazan
pa postoji y € A, iondaje (x,y) € Ap x A;. Analogno bismo dobili za n € N skupova, ali za
beskona¢no mnogo skupova, nepraznost Kartezijeva produkta indeksirane familije

[1,c;Ai={ce’(U;c;Ai): (VieD(ci) € A))} # @ (7.2)

(pod pretpostavkom nepraznosti ,faktora” A;) je samo drugaciji zapis aksioma izbora.

Jo§ jedna ekvivalentna formulacija dobije se tako da se ne promatra indeksirana familija,
ve¢ obican skup B nepraznih skupova. Tada umjesto funkcije izbora mozemo traziti izborni
skup koji ima jednoclan presjek sa svakim elementom od B.

Ipak, tada je potrebno zahtijevati dodatni uvjet da su elementi od B u parovima disjunktni:
primijetite da skup nepraznih skupova {{1}, {23,11, 2}} nema izborni skup.

Vazni specijalni slucaj skupa nepraznih u parovima disjunktnih podskupova nekog skupa
T je particija od T, odnosno (zadatak 2.23(2)) kvocijentni skup T'/. po nekoj relaciji ekvi-
valencijena T.

I obrnuto, svaki takav skup P je particija od P, pa se aksiom izbora ekvivalentno moze iz-
reci u obliku ,svaka particija ima izborni skup”. Primjer koristenja takve formulacije vidjet
Cete na kolegiju Mjera i integral (Vitalijev neizmjeriv podskup od R).

Kako je za nas svaki skup zapravo skup skupova, jedna vrlo elegantna formulacija aksioma
izbora glasi
pex— (Ice*Jx)(Vaex)(cla) € a). (7.3)

Zadatak 7.1. Formulirajte precizno sve te varijante aksioma izbora,
i dokazite da su ekvivalentne pod pretpostavkom ostalih aksioma.
[RjeSenja moZete pogledati u Gunja, Zornova lema i srodne tvrdnje.]
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7.3 Zornova lema

Zornova lema je vjerojatno rezultat teorije skupova koji je najkorisniji u drugim
granama matematike. Posljedica je aksioma izbora, i ovdje ¢emo to dokazati.

Definicija 7.2. Neka je (X, <) parcijalno ureden skup i L < X takav da su mu
svaka dva elementa usporediva relacijom <. Tada kazemo da je L lanacu X. <

Lema 7.3 (Zorn). Neka je (A, <) parcijalno ureden skup u kojem svaki lanac
ima gornju medu. Tada u (A, <) postoji barem jedan maksimalni element.

Dat ¢emo dva dokaza: jedan jednostavan i lako pratljiv, ali uz koristenje opceg teorema
rekurzije; i drugi, tehnicki zahtjevan ali sasvim elementaran.

Dokaz (opca rekurzija). Oznacimo s C skup svih lanaca u A (dobiven separacijom iz 22(A)).
Pretpostavka leme kaze da je za svaki L € C skup My :={ye€ A: (Vx € L)(x < y)} neprazan.
Primjenom aksioma izbora na indeksiranu familiju (M} : L € C) dobivamo

funkciju g : C — A takvu da je za svaki L € C, g(L) gornja meda lanca L.

Pretpostavimo suprotno, da A nema maksimalni element.
Tada je za svaki x € A, skup Sy :={y € A: x < y} neprazan. Primjenom aksioma izbora
na (Sy : x € A) dobivamo funkciju v: A — A takvu da za sve x € A vrijedi v(x) > x.

Sada za bilo koji rastudi (precizno, onaj koji cuva strogi uredaj) hiperniz f : n — A defini-
ramo F(f) := v(g(rng f)) (za ostale, nerastuce hipernizove definiramo npr. F(f) := @) —
tada prema op¢em teoremu rekurzije postoji jedinstveni F-rekurzivni klasni hiperniz h.

DokaZzimo da vrijedi (Vf € ) (h(ﬁ) < h(a)) za sve ordinale a, strogom transfinitnom induk-
cijom. Pretpostavka je (¥ € §) (h(8) <h(&)) za sve § € a — drugim rije¢ima h|, ¢uva strogi
uredaj, pa je rng(hly) = hla] € C, odnosno h(a) = F(hl,) = v(g(hlal)) je dobro definirani
element od A. Za svaki § € a je h(f) € h[a], odnosno h(f) < g(hla]) < v(g(hla])) =h(a) po
svojstvima funkcija g i v, ¢ime je korak indukcije proveden.

Oznacimo h:=h|,, gdje je y Hartogsov ordinal od A (teorem 6.33). Iz prethodnog odlomka
slijedi da h ¢uva strogi uredaj, odnosno injekcija je, Sto je nemoguce po definicijiody. O

Dokaz (elementarni). Oznacimo s £ skup svih lanaca u A te za svaki C € £ definiramo
Ge:={xe A: (Vye C)(y <x)} < A\ C. Pretpostavimo suprotno, §to znaci da su svi G¢ # @
(gornja meda od C nije maksimalna u A). Po aksiomu izbora postoji funkcija f takva da je
f(Ge) € G zasvaki C € £. Oznacimo

E:={CeZL:DcCAGp¥Gc= f(Gp)eC}

S =ENTF,
F:={BeP(A):Ce&E=>B\C<Gc}

inekaje H:=J#. Tvrdimodaje He A, §tozna¢i He F i He &.

He %: Ocito je H< A. Neka je C € & proizvoljan i x € H\ C. Tada zbog x € H postoji B € A
takavdaje x€ B,nozbogBe A <% iCe& imamo G¢c2B\C>3 x.
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He Z: Nekasu x,y € H proizvoljni. Tadaje ye Czaneki Ce A< é&.
* Akojeix e C, usporedivjes yjerje C lanac.
* Inacejexe H\C< G¢c (zbog He FiCe&)pajey<xzbogyeC.

H e &: Neka je D < H proizvoljan takav da Gp € Gy. Tada postoji x € Gp takav da x ¢ Gy,
$to znaci y £ x zaneki y € H. Ovo zadnje pak znaci da postoji S € # takavdaije y € S.
Pretpostavimo da postoji ze D\ S< H\ S < Gs (ovo zadnje zbog He i Se A < &).
Tada x € Gpize D povlaCe z< x,te z€ Gsi y € S povlace y < z, §to po tranzitivnosti
daje y < x, kontradikcija. Dakle z ne postoji, odnosno D < S, pa f(Gp)e DS S< H.

Oznacimo u:= f(Gpy) € Gg: dakle u je veci od svih elemenata iz H, paje K:= Hu{u}e€ Zi
u =maxK. Dokazimo K € #, odnosno (jo§) Ke &iKe .

K e &: Nekaje D c K takavda Gp € Gg. Tada u =maxK ¢ D (jer inaCe svaki element veci od
svih iz D mora biti veci i od u, pa tako i od svih iz K). Dakle D < H, iz ¢ega Gy < Gp.
Ako vrijedi i druga inkluzija, imamo jednakost Gy = Gp, a f je funkcija paje f(Gp) =
f(Gy)=ueK;ainace (Gp £ Gp) je f(Gp)e HS K zbog He &.

K e Z: Nekaje C € & proizvoljan. OCitoje R:=K\C=(HuU{u}) \C< H\ CU {uj}.

* Ako postoji x € H\ C, tada je svaki takav x € G¢ zbog H € &, pai u € G¢ zbog x < u.
e U protivnom je H < C (odakle Gc < Gy) i R< @ U{u} = {u}.

— Ako je usto Gy < G¢, tad je i u € G¢ pa opetimamo R < G¢.

- Inaceje u= f(Gy) € C zbog C € &, paje citav K < C te je trivijalno R = ¢ < G¢.

Sadaiz u € K € A slijedi u € U = H, $to je kontradikcija s u € Gy. d

Kao i aksiom izbora, Zornova lema pojavljuje se u mnogim varijantama.
Za pocetak, slicno napomeni 3.21, prazan lanac se promatra odvojeno:
njegova gornja meda je bilo koji element od A, pa je dovoljno traZziti da
je A neprazni skup u kojem svaki nepraznilanac ima gornju medu.

To je posebno korisno kad je uredaj < bas inkluzija: tada je za gornju medu lanca L < A
prirodno uzeti UL, ali U® = @ ne mora biti u A pa moramo naci neki drugi element —
srecom, moZemo uzeti bilo koji, jer je svaki element gornja meda praznog skupa.

Takoder, ponekad nam treba ne bilo kakav maksimalni element,
ve¢ onaj koji je ,iznad” nekog unaprijed zadanog elementa. To se isto lako dokaZe.
Evo jedne formulacije koja uklju¢uje mnoge navedene aspekte.

Korolar 7.4. Neka je t skup i F < 2 (t) takav da za svaki neprazni lanac L < F vrijedi|\JL€ F.
Tada za svaki x € F postojime F takavdajex<midamcnct povlaciné¢ F.

Dokaz. Neka je x € F proizvoljan. Promotrimo A:={y € F: x € y} i uredimo ga inkluzijom.
Svaki lanac L u A je ujedno ilanac u F jer je A < F. Ako je prazan, ima gornju medu x € A.
Ako je neprazan, ima gornju medu UL € F, i trebamo jo$§ samo vidjeti da je UL € A. No
L # @ znaci da postoji y € L, pa je po definiciji unije yc UL—ayeL<c Aznatiye A
odnosno x € y. Po tranzitivnosti imamo x <UL, paje UL € A.
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Po Zornovoj lemi postoji maksimalni element u F, odaberimo jedan i ozna¢imo ga s m.
Kad bibilo mcnc tineF, tadabi n bio pravi nadskup od m u F, §to bi bila kontradikcija
s maksimalnoscu od m. d

Neke tvrdnje ekvivalentne Zornovoj lemi (Teichmiiller-Tukeyeva lema, Hausdorffov prin-
cip) i njene primjene u algebri mogu se pronaci u Gunja, Zornova lema i srodne tvrdnje.

7.4 Primjene unutar teorije skupova

Propozicija 7.5. Neka su a i b skupovii f : a — b surjekcija na b. Tada postoji injekcija
sb u a. [Tu tvrdnju moZemo koncizno izre¢i kao: rg f < dom f za svaku funkciju f.]

Dokaz. Zaindeksni skup uzmimo I := b, i svakom i € b pridruzimo A; := f~1[{i}]. Zbog sur-
jektivnosti, svaki A; je neprazan, i podskup je od a, pa imamo familiju nepraznih podsku-
pova od a. Izborna funkcija c te familije je upravo traZena injekcija: ide s bu a, a c(i) = c(j)
bi znatilo da je i = f(c(i)) = f(c(j)) = j. Naime, c(i) € f~1[{i}] zna¢i da mu je funkcijska
vrijednost po f element od {i}, odnosno po aksiomu para jednaka i (i analogno za j). O

Korolar 7.6. Ako izmedu dva skupa postoje injekcija i surjekcija, tada postoji i bijekcija.
Dokaz. Direktno iz propozicije 7.5 i teorema 3.25 (CSB). O
Propozicija 7.7. Unija prebrojive indeksirane familije prebrojivih skupova je prebrojiva.

Dokaz. Neka je (A; : i € I) proizvoljna takva familija. Dakle, I je prebrojiv skup — odabe-
rimo jednu bijekciju izmedu w i I te je ozna¢imo s f. Takoder, za svaki i € I, oznac¢imo s
B; skup svih bijekcija izmedu w i A;: dobiven je separacijom iz 2?(w x A;), a neprazan je
zbog prebrojivosti A;. Po aksiomu zamjene (na standardni nacin), (B; : i € I) je indeksirana
familija nepraznih skupova, pa postoji funkcija ¢ s domenom I takva da je za svaki i € I,
c; :=c(i) : w — A; bijekcija.

Definiramo g: w x w — Ujes A; formulom g((m, n)) := ¢f(my(n) (currying na co f) — dobro
je definirana jer je f(m) € I za m € w — i tvrdimo da je to surjekcija na uniju. Neka je
x € Ujer Aj: tada postoji (odaberimo jedan; recimo, onaj s najmanjom vrijednoscu funkcije
f) i€ I takav da je x € A;. Oznacimo m := f~!(i) € w. Kako je c; bijekcija na A;, postoji
n:.= cl._l(x) €w. Sadaje (m,n)ewxw,i

g((m, m) = cpimy(n) = cp(p-14y (M) = ¢i(n) = cic; ' (1) = x. (7.4)

Po propoziciji 7.5, RU;e Ai) < Rlw x 0) = Rg? = Ro. S druge strane,
Af0) S Uier Ai povlaCi Rg = 8(Af()) < R(Ujes A1), pa tvrdnja slijedi po CSB. a

Zadatak 7.8. Oznacimo s Nx, Kx i Px redom svojstva skupa X ,biti neprazan’, ,,biti kona-
can’ i ,biti prebrojiv”. PoveZite ta svojstva Ny, Ky i Py na uniji indeksirane familije

sa svojstvima N, K; i Py na indeksnom skupu te svojstvima Ny, K4 i P4 na pojedinim (svim)
skupovima u familiji. Recimo, propozicija 7.7 kaze da P; N P4 = Py.
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Napokon moZemo ispuniti staro obecanje i dokazati da su kardinalnosti totalno uredene.
Teorem 7.9. Za svaka dva skupa a i b postoji injekcija s a u b ili injekcija s b u a.

Dokaz. Promotrimo skup F svih relacija r izmedu a i b takvih da r i ! imaju funkcijsko
svojstvo (F je skup jer je dobiven separacijom iz 2?(a x b)), i uredimo ga inkluzijom. Ako je
L ¢ F lanac, svaki element p € [JL je u nekom elementu iz F, dakle u nekoj relaciji izmedu
aib, odnosno p je uredeni par iz a x b. Drugim rije¢ima, |J L je relacija izmedu a i b.

Ako su (x,y1), (x,y2) € UL, postoje r1,r, € L takve da je x r; y; i x r2 y2. L je lanac, pa je
ili r; € rp ili r» € r; — bez smanjenja opcenitosti ovo prvo. Sada imamo (x,y;) €Erp Sy i
(x,¥2) € r2. No rp € L € F znaci da r» ima funkcijsko svojstvo, pa je y; = y».

Zaklju¢ujemo da JL ima funkcijsko svojstvo, a sasvim analogno (raspiSite!) bismo dobili
da ga ima i njen inverz. Sve u svemu, JL € F je gornja meda lanca L. Po Zornovoj lemi,
u F postoji maksimalni element — odaberimo jedan i oznacimo ga s f. Kako je f S ax b,
vrijedi dom f S airng f =dom(f~1) c b.

Ako je dom f = a, tada je o&ito f: a — b traZena injekcija. Analogno, ako je dom(f™!) = b,
tadaje f~!: b — atraZenainjekcija. Kad ne bi bilo nijedno od toga, postojali bi elementi x €
a\dom fiyeb\rngf,pabig:=fu{(x,y)}> fig !imale funkcijsko svojstvo (pogledajte
sljedec¢i odlomak), §to je u kontradikciji s maksimalno$¢u od f.

Dokazimo funkcijsko svojstvo od g (za g_1 je sasvim analogno). Neka su (xy, y1), (xo, y2) € &.
Ako je xp = x, tada oni ne mogu biti u f, pa moraju biti u drugom ¢lanu unije, $to znaci
(x0, 1) = (x, y) = (X0, y2), iz Cega y; = y». Ako pak xp # x, analogno oba para moraju biti u f,
pa y1 = ¥ slijedi iz funkcijskog svojstva od f. d

Primijetite slicnost provedenog dokaza s dokazom teorema 6.4.
Teorem 7.10 (Zermelo). Svaki skup se moze dobro urediti.

Dokaz. Neka je a skup. Po Hartogsovu teoremu, postoji ordinal a takav da
ne postoji injekcija s @ u a. No prema teoremu 7.9 tada mora postojati
injekcija (fiksirajmo jednu) f: a — a. Sada tvrdnja slijedi iz leme 6.32. d

7.5 Kardinalni brojevi

Definicija 7.11. Za ordinal a@ kaZzemo da je kardinalni broj ako je @ najmanji ordinal
u svojoj klasi ekvipotentnosti; odnosno preciznije, ako vrijedi (Vf € a)(f ~ a). <

Zadatak 7.12. Dokazite da su svi prirodni brojevi, kao i w, kardinalni brojevi,
dok svi ostali ordinali do ukljucivo € := sup {1, w, 0%, w‘”w, ...} nisu kardinalni brojevi.
[Za preciznu definiciju i vaznost ordinala €y pogledajte Basi¢, Ordinalni kalkulator.]

Teorem 7.13. Za svaki skup a postoji jedinstveni kardinalni broj a ekvipotentan s njim.
Zovemo ga kardinalnim brojem skupa a i oznacavamo s card a.
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Dokaz. Postojanje: Po Zermelovu teoremu, skup a se moZe dobro urediti. Po teoremu enu-
meracije, takav dobro ureden skup a je slican jedinstvenom ordinalu, oznac¢imo ga s .
Svaka sli¢nost je bijekcija, pa je specijalno a ~ f. Oznac¢imo s A:= {6 € On: § ~ a} klasu svih
ordinala ekvipotentnih s a. (Pitanje: je li to prava klasa?) Upravo smo vidjeli § € A, pa je
A # @. Po teoremu 6.12 postoji a := minA.

Ocito je a ~ a (zbog a € A); trebamo jo§ dokazati da je a kardinalni broj. Neka je y € a
proizvoljan. Kad bi vrijedilo y ~ &, po tranzitivnosti ekvipotentnosti bismo imaliiy ~ a,
odnosno y € A, to je kontradikcija s y < @ = minA.

Jedinstvenost: Pretpostavimo suprotno, da su razli¢iti kardinalni brojevi a i f ekvipotentni
s a. Po propoziciji 6.10, oni su usporedivi kao ordinali: bez smanjenja opcenitosti je a € 5.

Po teoremu 3.2, iz a ~ ai f ~ a imali bismo a ~ 5, §to je zbog a € f u kontradikciji s time
daje B kardinalni broj. O

7.6 Operacije na kardinalnim brojevima

Klasu svih kardinalnih brojeva oznacavamo s Cn. To je prava klasa (Sto ¢e postati jasno kas-
nije). Kardinalne brojeve obi¢no oznac¢avamo grckim slovima «, A, . Time smo napokon
nasli reprezentante kardinalnosti, i moZemo formalno govoriti o operacijama na kardinal-
nim brojevima, i o njihovu usporedivanju. Svi rezultati iz poglavlja 3 i dalje vrijede, jer su
neovisni o reprezentantima — no treba dokazati da su ono $to smo prije zvali , definici-
jama” uredaja, jednakosti, zbrajanja i mnoZenja na kardinalnostima, sada specijalni slu-
Cajevi istih klasnih relacija odnosno operacija na kardinalnim brojevima kao specijalnim
ordinalima.

Propozicija 7.14. Za svaka dva skupa a i b vrijedi:
1. a~b<carda=cardb;
2. aSb<carda<cardb;
3. card(a x b) =card(carda-card b);

4. anb=@ = card(auU b) = card (card a + card b).

Dokaz. Oznac¢imo «a :=cardai ff:=cardb.

[1.=>]1za ~a~ b~ fimamo a ~ . Kad bi ti ordinali bili razli¢iti, po propoziciji 6.10 jedan
bi bio veci: bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti « € . No to je kontradikcija s
Cinjenicom da je f kardinalni broj.

[1.<] Odmah imamo a ~a = 8 ~ b, iz Cegaje a ~ b.

[2.=] Kako relacija < ne ovisi o reprezentantima, imamo i @ < 8. Kad ne bi bilo a < 8, po
propoziciji 6.10 bismo imali § € a, iz toga  C «a jer je a tranzitivan, zatim f < «a jer je <
inkluzivna, i napokon a ~ f po CSB, §to je kontradikcija s time da je a kardinalni broj.
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[2.<] Iz a < f imamo dva slucaja: ili je a € § pa je @ B zbog tranzitivnosti S, ili je a = B.
U svakom slucaju je @ < B, pai a S B zbog inkluzivnosti, a onda i a S b zbog neovisnosti o
reprezentantima.

[3.] Zbog (1.), dovoljno je dokazati a x b ~ a - §, odnosno zbog neovisnosti definicije mno-
Zenja o reprezentantima (propozicija 3.3), dovoljno je dokazati a x f ~ a - B. No koristeci
teorem o dijeljenju s ostatkom (Basi¢, Ordinalni kalkulator, teorem 2.2.14) lako je dokazati
(ucinite to!) jaCu tvrdnju: da je (a x B,<;) = (a- B,€), gdje je <, antileksikografski uredaj
(slicnost je zadanas f(¢,n) :=a-n+¢).

[4.] Sasvim analogno kao (3.), jednom kad uo¢imo da se ordinali @ i § mogu disjunktificirati
kao a x {0} i B x {1}. Treba dokazati da je konkatenacija ¢ := a x {0} U 8 x {1} ekvipotentna
s a + 3, no opet, lako je dokazati (koriStenjem teorema o oduzimanju — Basi¢, Ordinalni
kalkulator, teorem 2.1.12) daje (¢, <,)) = (a + B, €), iz Cega to dakako slijedi. O

Napomena 7.15. Za potenciranje je situacija mnogo kompliciranija (neke rezultate mozZete
vidjeti u Doko, Kardinalna aritmetika) — ve¢ smo rekli da se ono ne podudara s ordinalnim
potenciranjem, i da se zato za kardinalne brojeve koriste druge oznake nego za ordinale koji
su im jednaki. Recimo, 2% = ¢ je neprebrojiv, dok je 2 = w (Basi¢, Ordinalni kalkulator)
prebrojiv.

Ipak, za prirodne brojeve nam ne trebaju druge oznake, jer se potencija m” kao kardinalni
broj skupa funkcija s n u m podudara s rekurzivno definiranim potenciranjem prirodnih
brojeva kao konac¢nih ordinala. Kako to vidimo? Tako $to dokazemo (indukcijom) da zado-
voljava rekurziju m® = 1A m™'= m"-m, iiskoristimo jedinstvenost iz Dedekindova teorema
rekurzije. Lijevi konjunkt se dobije tako da se dokazZe da je @ jedina funkcija s 0 u m, a desni
dokazom daje s h(f) := (fln, f(n)) zadana bijekcija izmedu " m i m x m.

Stovise, za dokaz u prethodnom odlomku nigdje nismo koristili kona¢nost baze m, dakle

k" za n € w ima isto znacenje u smislu kardinalnog i ordinalnog potenciranja, za bilo koji
kardinalni broj x. Specijalno, x x x ~ k2, ik xk xk ~ k3. To éemo koristiti u dokazu teorema
o kvadratu. <

7.7 Hijerarhija alefa i hipoteza kontinuuma

Propozicija 7.16. Za svaki kardinalni broj x postoji neposredni kardinalni sljedbenik « .

Dokaz. Prema Cantorovu osnovnome teoremu je card 2?(x) > k. Dakle, klasa svih kardinal-
nih brojeva vecih od « je neprazna. Kao klasa ordinala, ona ima najmanji element.
Taj ordinal je element opisane klase, pa je kardinalni broj, po definiciji je veci od
te izmedu « i njega nema drugih kardinalnih brojeva. Dakle, to je upravo x . d

Zadatak 7.17. DokaZite: Za svakix € Cn, k' je upravo njegov Hartogsov ordinal.
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Zadatak 7.18. Neka je S skup kardinalnih brojeva. Tada je \US kardinalni broj.
Ako S ima maksimum, to je upravo UJS.

Inace, S je najmanji kardinalni broj veci od svih elemenata skupa S.
Dokazite sve to, i dokaZite da iz tih tvrdnji slijedi da je Cn prava klasa.

Koristeéi korolar 6.23 (uz s := w, G(x) := x") definiramo klasni hiperniz X:On — Cn s
Ro:=w,  Rge:=Rg!,  Ry:=[Jy, Re za granieniy, (7.5)

i moZe se dokazati da je X klasna bijekcija (¢ak i klasna slicnost) izmedu On i Cn\ w.

Primijetimo da smo sada napokon opravdali X (i opéenito X) kao skup. Stovise, zbog sur-
jektivnosti R, svaku kardinalnost moZemo shvatiti kao njenog reprezentanta na RX-skali.

Zadatak 7.19. Neka je a neprazni skup, i R(a) njegova neformalna kardinalnost
— prava klasa ekvivalencije skupa a s obzirom na ekvipotentnost.

Dokatzite da postoji najniza razina kumulativne hijerarhije koju K(a) sijecCe,

i da je njen presjek s On jednoclan skup: jedini element presjeka je upravo card a.

Mnoge prave klase T imaju slicno svojstvo: skup (dokaZzite da je to uvijek skup — iako ne
mora biti jednoclan) svih elemenata od T koji se nalaze na najniZoj razini kumulativne
hijerarhije koju T sijece, cesto moze posluziti kao vjerni reprezentant klase T u kumulativnoj
hijerarhiji. Tu tehniku je uveo Dana Stewart Scott.

Pored Ry i prirodnih brojeva, uveli smo i kardinalnost ¢ skupa realnih brojeva. Sada vidimo
da ¢ mora biti neki R, — ali koji? Kako je po Cantorovu osnovnome teoremu ¢ = 2%° > R, a
R = Ro' je najmanji takav, oito je ¢ = RX;. Prirodno je zapitati se (3to je veé¢ Cantor u¢inio)
vrijedi li jednakost. To pitanje, odnosno pretpostavka da jednakost vrijedi, zove se hipoteza
kontinuuma. Ne znamo ni za jedan skup c¢iji bi kardinalni broj bio strogo izmedu Xy i ¢,
ali naravno da to ne znaci niSta: mozda nismo traZzili dovoljno revno, a moZzda je i dokaz
egzistencije nekonstruktivan (kao §to je, recimo, primjena aksioma izbora na 2 (R) \ {@}).
Potpuno isto se moZe reci za injekciju s ¢ u RX;.

Istina je, pokazalo se, mnogo cudnija— Paul Cohen je 1963. tehnikom forcinga dokazao da
je hipoteza kontinuuma nezavisna od ZFC: ako su aksiomi koje smo dosad naveli konzis-
tentni, ona se iz njih ne moze dokazati. Ve¢ je Kurt Godel 1940. izgradnjom konstruktibilne
hijerarhije pokazao da je hipoteza kontinuuma relativno konzistentna sa ZFC, pa imamo
primjer tvrdnje neodlué€ive u ZFC: ili su aksiomi koje smo dosad naveli inkonzistentni pa
dokazuju sve i nisu zanimljivi, ili su konzistentni (§to imamo razloga vjerovati) i tada ne
dokazuju niti hipotezu kontinuuma niti njenu negaciju.

Analogno razmisljanje moZe se provesti za svaki beskonac¢ni kardinalni broj x: pretpos-
tavka da je 2¢ = kT za svaki takav, zove se generalizirana hipoteza kontinuuma. Istim sred-
stvima se moZe dokazati da je i ona neodluciva u ZFC. Stovise, pokazalo se da se forcingom
moze dokazati neodlucivost raznih tvrdnji o kardinalnim brojevima.
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Jo§ jedan veliki uspjeh te metode bio je dokaz da je aksiom izbora neodluciv u ZF, dakle
niti on niti njegova (univerzalno zatvorena) negacija ne slijede iz preostalih aksioma teorije
skupova koje smo naveli. To znaci da bilo da vjerujemo da aksiom izbora vrijedi u kumula-
tivnoj hijerarhiji ili da vjerujemo da ne vrijedi, to svoje vjerovanje ne¢emo moci opravdati
koristeci iskljucivo ostale aksiome teorije ZF. Ta situacija je prilicno analogna situaciji s
petim postulatom (tzv. ,aksiom o paralelama”) u Euklidovoj formalizaciji geometrije. Vise
o forcingu, konstruktibilnoj hijerarhiji i o jo§ ponekim metodama dokazivanja neodluci-
vosti moZete naéi u Catié, Nezavisnost i relativna konzistentnost aksioma izbora i hipoteze
kontinuuma.

7.8 Teorem o kvadratu

Za kraj cemo dokazati veliki rezultat kardinalne aritmetike, da kvadriranje ne mijenja be-
skonacne kardinalne brojeve. Taj rezultat nije toliko zanimljiv sam po sebi, ali ima vaznu
posljedicu da su zbrajanje i mnoZenje beskonac¢nih kardinalnih brojeva u odredenom smi-
slu trivijalne operacije i svode se na usporedivanje.

Propozicija 7.20. 1. Svaki beskonacni skup ima prebrojiv podskup.
2. Za svaki beskonacni skup a jea ~ a*.

3. Svaki beskonacni kardinalni broj je induktivni skup.

Dokaz. [1]: Neka je a beskonacan. Po teoremu 7.9 postoji injekcijas w u ailis a u w.
U prvom sluc¢aju smo gotovi: slika te injekcije je prebrojiv podskup od a.
U drugom slucaju, po zadatku 5.9, a je prebrojiv, pa je sam svoj prebrojiv podskup.

[2]: Prema (1), a ima prebrojiv podskup; oznac¢imo jedan takav s b,
i oznaCimo s f neku bijekciju izmedu w i b. Nije tesko vidjeti da je s

f(0), x=a
gx):=1 f(f ') +1), xeb (7.6)
X, inace

zadana bijekcija izmedu a* i a. Slikovito, sve elemente od b smo ,pomaknuli udesno” i
stavili a u tako stvorenu ,rupu” — pogledajte pricu o Hilbertovu hotelu u Doko, Teorija
skupova (vjeZbe), tocka 2.1.1.

[3]: Neka je x beskonac¢ni kardinalni broj (tada ocito nije 0). Zbog zadatka 6.17 je dovoljno
dokazati da x nije sljedbenik. Pretpostavimo suprotno da je x = * za neki ordinal .
Prema (2) je tada x ~ B, a kako je o€ito € f* = «, to je u kontradikciji

s pretpostavkom da je x kardinalni broj. O

Teorem 7.21. Za svaki beskonacni kardinalni broj x vrijedi x* = x.
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Dokaz. O¢ito je xk = w > 1, pa je (monotonost mnoZenja) x> = k, odnosno dovoljno je do-
kazati x? < x. Pretpostavimo suprotno, i neka je x ba$ najmanji protuprimjer (minimum
neprazne klase {n:n = w An xn g n} — lako se vidi da to doista jest kardinalni broj).
Promotrimo , graf binarne operacije maksimum na x” (to je skup po aksiomu separacije),

M:={(a,B,y)exxxxKk:a<f=vVp<a=ry}, ureden antileksikografski. (7.7)

Ocito je x x k ~ M: funkcija zadana s f(«, ) := (a, §, max{a, B}) je bijekcija izmedu njih.
M je dobro ureden, kao podskup dobro (propozicija 2.15(4)) uredenog skupa x x x x k.

Po teoremu 6.4, ili je M = «, ili M = 6 za neki 6 € x, ili x = py/(u) za neki (jedinstveni)
u = (a,B,y) € M. Prve dvije moguénosti moZemo zapisati kao M = § < «, Sto bi znacilo
K x Kk ~ M ~ 6 €k, kontradikcija.

Preostaje treCa mogucénost. Zbog u € M je y € k, dakle po propoziciji 7.203) i x > y* =
cardy® =: A. Antileksikografski je u = (a,8,y) < (y*,y",y") =: ve M, paje x ~ py(u)
pum(v) =: T,dakle x € T, pak = cardk < card T. Za svaki (&', 8,y') € T vrijedi &/, ' <y’ < y*,
paje T < (y")3, dakle card T < A3. Sveukupno, imamo A <k < card T < A3.

Medutim, x je najmanji beskonacni kardinalni broj manji od svojeg kvadrata, pa kardinalni
broj A < x mora biti ili konacan, ili (ve¢i ili) jednak svom kvadratu. Prvo je ocito nemoguce:
A3 bi tada bio konacan, $to je kontradikcija s x < A%. No i drugo je nemoguce, jer A = A2 bi
poviaciloA=A1-1=222-A=A3 =2k > A. d

Korolar 7.22. Za svaki beskonacni skup a je a x a ~ a.

Jo§ davno smo to vidjeli za N (lema 5.11) i R (propozicija 5.22), a sada vidimo da je koriSte-
njem aksioma izbora moguce (iako mnogo teZe) to dokazati za sve beskonacne skupove.

Propozicija 7.23. Za svaka dva kardinalna brojax i A od kojih je barem jedan beskonacan,
njihov zbroj je jednak vecem od njih.
Ako usto nijedan od njih nije nula, njihov umnozak je takoder jednak vecem od njih.

Dokaz. Neka su zadani takvi x i A. Prema teoremu 7.9 i propoziciji 7.14(2), oni su uspo-
redivi: bez smanjenja opcenitosti neka je A < x. Kad bi x bio konacan, postojao bi n € w
takav da je k ~ n — no « je najmanji ordinal u svojoj klasi ekvipotentnosti, pa bismo imali
A <« < n, iz Cega bi slijedilo da sui A i x prirodni brojevi, dakle oba su konacni $to znaci da
ne zadovoljavaju uvjete.

Dakle, x je beskonacan. Sada koristeci teorem 3.14 (svojstva operacija definiranih na kar-
dinalnostima neovisno o reprezentantima, pa vrijede za kardinalne brojeve) dokaZzimo niz
nejednakosti. Prvo, po usporedivosti, vrijedi x = 2 (jer bi k¥ < 2 znacilo da je x konacan, pa
bismo dobili kontradikciju kao u prethodnom odlomku). Takoder, lako dobijemo

K-k =k -x! =x1*! =«2, i sasvim analogno x +x = k - 2. Sada imamo

K=K+0<K+A<Kk+K=Kk-2<K-K=K> =K, (7.8)
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iz Cega (CSB) slijedi x + A = x. Za umnozak, ako A nije 0, tada je (opet po usporedivosti)
A =1. Sadaimamo
K=k-1<k-A<k-K=k>=K, (7.9)

iz Cega (CSB) slijedix - A = k. d
Zadatak 7.24 (Poopcenje zadatka 5.13). DokaZite: za svaki beskonacni skup A je A* ~ A.
Zadatak 7.25. DokaZite da za beskonacni A, card A > card B povlaci AUB ~ A\ B ~ A.

Zadatak 7.26. Dokazite: za bilo koju konacnu familiju beskonacnih medusobno ekvipo-
tentnih skupova, njihova unija je ekvipotentna sa svakim od njih.
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