Teor1ja skupova
Prvi kolokvij — 28. studenoga 2022. godine

Zadatak 1. (6 bodova)
(a) Iskazite aksiom unije. Koji je joS aksiom potreban za definicijua U b ?
(b) Definirajte kompoziciju dviju relacija. Je li to asocijativna operacija?
(c) Iskazite Knaster-Tarskijev teorem o fiksnoj tocki. Gdje se taj teorem koristi?
(d) Postoji li skup x za koji je x* € x ? Navedite takav skup ili objasnite zasto ne postoji.
(e) Postoji li neinduktivni nadskup od w ? Navedite neki ili objasnite zaSto ne postoji.

(f) Tocno ili netocno (ne morate obrazlagati): (1) V, ~ w;
(2) postoji niz skupova (xo, x1, xp, ... ) takav da je x; € x;4; zasve i € w;
(3) svaka funkcija koja Cuva refleksivni uredaj Cuva i strogi ureda;j.
Rjesenje.
(a) YxIyVz(z € y & (Ar € x)(z € 1)); aksiom para.
(b) Ro Q :={(a,c) € dom Q X rng R : Ab(aQbRc)}; da.

(c) Neka je a PUS 1 f : a — a Cuva refleksivni uredaj. Ako u a svaki podskup ima supre-
mum/infumum, tada f ima najveCu/najmanju fiksnu toCku. Koristi se (njegov specijalni
slucaj za partitivni skup) pri dokazivanju Banachove leme.

(d) Ne. Kad bi postojao, imali bismo x € x* € x, pa neprazni skup {x,x"} ne bi imao
e-minimalni element, kontra aksioma dobre utemeljenosti.

(e) Da, w* 2 w nije induktivan jer w € w* ali w* ¢ w™.

(f) (1) To¢no. (2) To¢no. (3) Netoc¢no.

Ukratko za tvrdnje iz (F): (1) 3 2% =0+ 14244+ 16+ 65536 +... = No.

n potenc.
2)0ele2e€ld3e--- (x;:=1)
B)f:2—1;f(x):=0cCuva<,alinei <.

Zadatak 2. (4 boda) DokaZite: parcijalno uredeni skup je dobro ureden
ako 1 samo ako je totalno (linearno) ureden i dobro utemeljen.
RjeSenje.

Neka je (a, <) PUS koji je DUS.



(TUS) Za bilo koje x,y € a, {x,y} je neprazni podskup od a, pa ima najmanji element z.
Noz € {x,y} znaCiz = xili z = y. Prvo znaCi da je y < x, a drugo x < y. Dakle, x 1
y su usporedivi, a kako su bili proizvoljni, a je TUS.

(DUT) Neka je b proizvoljan neprazan podskup od a. Kako je a DUS, b ima (jedinstveni)
najmanji element, ozna¢imo ga s m. Kad bi u b postojao r < m, bilobii1im < r (jer
je m = min b), odnosno r < r #. Dakle, m je minimalni element u b. Kako je b bio
proizvoljan, a je DUT.

Neka je (a, <) PUS koji je TUS 1 DUT. Neka je b proizvoljni neprazni podskup od a. Jer
je a DUT, b ima (barem jedan) minimalni element: odaberimo jedan i ozna¢imo ga s m.
Neka je r € b proizvoljan. Jer je a TUS, r 1 m su usporedivi: r <m\/r =m\/ m < r.
Prvo je nemoguce jer je m minimalan, a drugo i treCe vode na m < r. Kako je r bio
proizvoljan, m je najmanji u b. Kako je b bio proizvoljan, a je DUS.

Zadatak 3. (5 bodova) Neka je (A,)nen niz skupova. Ispitajte odnos skupova

Ul N &l Us| & Uaoe.oa,

neN \n2<k<(n+1)2 k<n? neN\{0}

Svoje tvrdnje argumentirajte dokazima, odnosno kontraprimjerima.

Prije samog rjeSenja zadatka, prisjetimo se Sto je dokazano na vjeZbama:

Nekasu A, Ay, ... A, skupovi. Tada se skup A;AA;A ... AA, sastoji tocno od onih
elemenata koji pripadaju A; za neparno mnogo indeksa i.

Rjesenje.
Uvedimo oznake radi jednostavnijeg zapisa u nastavku:

Lzzu[ N | UAk], Di= | ) dga ... 5,

neN \nm2<k<(n+1)? k<n? neN\{0}

Pokazujemo da vrijedi LC D1 D € L.

(3 boda) Neka je x € L proizvoljan. Tada postoji n € N takav da vrijedi

xe ﬂ Ak\ UAk,tj.xe ﬂ Arix¢ UAk. Iz toga slijedi:

n?<k<(n+1)? k<n? n?<k<(n+1)? k<n?

(1) za svaki k € N takav da n® < k < (n + 1)? vrijedi x € A,

(2) za svaki k € N takav da k < n? vrijedi x ¢ Ay.



Tvrdimo da vrijedi x € ApA ... AA(,11)2. Za to je prema tvrdnji s vjezbi dovoljno pokazati
da vrijedi x € A; za neparno mnogo indeksa i € {0,1,...,(n+ 1)?}. Iz (1) i (2) slijedi da
vrijedi x € A; samo za i € {n*> + 1,...,(n + 1)*}. Kako je u posljednjem skupu ukupno
(n+1)>=n? = > +2n+1-n? = 2n+1, dakle neparno elemenata skupa {0, 1,... (n+ 1)},
dobivamo trazenu tvrdnju. Dakle, za m := (n + 1)? e N\ {0} vrijedi x € ApA...AA, pa
slijedi x € D. Zaklju€ujemo da vrijedi L C D.

(2 boda) Definirajmo Ag = {1} 1A; = 0,zasvakii e N\ {0}. [z1 € Agi 1 ¢ A; slijedi
1eAy\Ai CAyArA; CD. Prematome, 1 € D.

Pretpostavimo suprotno, tj. D € L. Tadaiz 1 € D slijedi 1 € L, tj. postoji n € N takav
da izmedu ostalog vrijedi 1 € Ay, zan®> < k < (n+ 1)>. No, tada 1 € A1y, Sto je u
kontradikciji s Ag,.12 = 0 (er (n + 1)> > 0).

Dakle, D € L. |

Zadatak 4. (5 bodova) Neka je A neprazan skup. Za nepraznu relaciju R na A re¢i ¢emo
da je 2-ciklicka ako vrijedi R o R = I4 (pritom /4 oznaCava dijagonalnu relaciju na A).
Dokazite da je svaka 2-ciklicka relacija simetri¢na te pokaZzite da obrat ne vrijedi opCenito.

RjeSenje.

Neka je A proizvoljan neprazan skup 1 R proizvoljna 2-ciklicka relacija na A. Pokazimo prvo
da je R simetri¢na relacija. Neka su a, b proizvoljni takvi da vrijedi aRb (tada posebno, jer je R
relacijana A, vrijedia,b € A). 1z b € A slijedi blb. Kako je R 2-ciklicka, vrijedi RoR = I4 pa
1z prethodnog dobivamo b(R o R)b. Prema tome postoji ¢ € A za koji vrijedi bRc 1 cRb. Sada
1z aRb 1 DRc slijedi a(R o R)c pa zbog R o R = 14 slijedi alyc, tj. a = c. 1z posljednjeg i bRc
slijedi bRa, pa zakljuCujemo da je relacija R simetri¢na.

Dokazimo da obrat tvrdnje iz zadatka ne vrijedi opéenito. Definiramo A := {0, 1}, te R :=
{(0,0)} (uo¢imo da je R jedna relacija na A). Tada vrijedi R~! = {(0,0)} = R pa znamo s vjeZbi
da je R simetri¢na relacija. Medutim, relacija R nije 2-ciklicka jer ne vrijedi Ro R = I4: za
1 € A vrijedi 1141, ali ne vrijedi 1(R o R)1 (u protivhom postoji y € A takav da vrijedi 1RyR1,
Sto je u suprotnosti s definicijom relacije R) - dakle, R o R # I,.

]

Zadatak 5. (4+1=5 bodova) Neka je G skup svih zatvorenih kugli u R3, te neka je
H skup svih funkcija f : R — R takvih da je f lz bijekcija izmedu Z 1 N.

(a) Vrijedi li G ~ H? Dokazite!

(b) Tocno ili netocno (ne morate obrazlagati): (1) (G, C) = (H, C);
(2) ako je (G, ©) pseudoreSetka, tada je i (H, C) pseudoreSetka.

U (b) podzadatku samo oba ispravna odgovora donose > 0 bodova.

Nekoliko napomena prije samog rjeSenja ovog zadatka:

e Zatvorena kugla u R3 oko tocke x € R? radijusa r > 0 je skup
K(x,r) ={y € R?:d(x,y) < r} (pri éemu je d standardna metrika na R?).



e Koristimo oznaku R, za skup {re R : r > 0}.
RjeSenje.
(a) Dakle, G = {K(x,r) : x €R3 reR, r > 0}. Prema tome, vrijedi G ~ R? x R,.. Slijedi
k(G) = k(R3 X R+) = k(R3) -k(R,) = ¢+ ¢ = ¢. U prethodnom smo koristili:
O s vjezbi znamo ¢ - ¢ = ¢, pa posebno k(R3) =C-C-C=c-C=C
O {0,1) € R, € R povlaci ¢ = k({(0,1)) < k(R,) < k(R) = ¢. Po CSB slijedi
k(R,) = c.
S druge strane, vrijedi H = {f :R—>R ' f|Z L — N} iz Cega slijedi H € ®R. Time

dobivamo k(H) < k (RR) = ¢ =2 Zak(H) = 2° po CSB je dovoljno pokazati da vrijedi
2° < k(H).

Definirajmo funkciju y %" (0,1) — H koja svakoj funkciji f : (0,1) — (0, 1) pro-
druzuje funkciju y(f) : R — R definiranu ovako:

f(x), x €40,1),
2x, x €N,
XDI=3 5 1 rez\N
0, xeR\(0,15U7).

Pokazujemo da je funkcija y dobro definirana, te da je ta funkcija injekcija.

— Neka je f: (0,1) — (0, 1) proizvoljna funkcija. Pokazujemo da vrijedi y(f) € H,
. da je x( f)|Z . Z = N bijekcija.

* Injektivnost: pretpostavimo da su xj, x, € Z proizvoljni takvi da vrijedi x; #
xp. Iz toga slijedi 2x; # 2xp, —2x1 =1 # —2x5—1,2x1 # 2x,—11-2x1—1 #
2x, (u posljednja dva slucaja jedan broj jest djeljiv s 2, a drugi nije). Dakle, u
svakom slucaju vrijedi y/( f)|Z(n1) #x(f )'Z(nz).

+ Surjektivnost: neka je n € N proizvoljan. Ukoliko je n paran, vrijedi n = 2k, za
neki k € N, pa vrijedi y/( f)|z(k) = 2k = n. InaCe (n neparan), vrijedi n = 2k+1,
zaneki k € N, pa vrijedi —k — 1 € Z \ N iz Cega slijedi y(f) Z(—k -1) =
—2(-k-1)-1=2k+1=n.

— Neka su fi, f>» € ®1%0,1) proizvoljne funkcije takve da vrijedi f; # f,. Tada

postoji x € {0, 1) takav da vrijedi fi(x) # f>(x). Za taj x sada dobivamo y(f;)(x) =

(er x €0, 1)) = fi(x) # fo(x) = (er x € {0, 1)) = x(f2)(x). Prema tome, x(fi) =
x(f2). Zakljucujemo da je funkcija y injekcija.

Dakle, vrijedi k&(G) = ¢ < 2° = k(H) (Sto povlaci k(G) # k(H)), pa zakljucujemo da ne
vrijedi G ~ H.

(b)



(I) Netocno.
(2) Tocno.

Ovdje ¢emo navesti 1 obrazlozenja za dane odgovore u (b) podzadatku (no istaknimo da se to
nije trazilo - trebalo je samo napisati je li pojedina tvrdnja to¢na ili netoCna!):

(D

2)

Pretpostavimo da su (G, C) 1 (H, C) sli¢ni (tj. G ~ H). To znaci da postoji barem jedna
slicnost f : G — H. Kako je po definiciji slicnost ujedno 1 bijekcija, slijedi G ~ H, Sto
je u kontradikciji s dobivenim rezultatom u (a) podzadatku.

Dakle, ne vrijedi (G, C) ~ (H, Q).

Prepostavimo da je (G, C) pseudoreSetka. Tada iz definicije pseudoresetke slijedi da
svaki dvoclani podskup {K;, K;} € G ima infimum. Posebno to mora vrijediti za K; =
K((0,0,0),1) i K, = K((100, 100, 100), 1), tj. postoji zatvorena kugla K’ € G koja je
najveca donja meda skupa {K;, K,}. Kako je K’ donja meda tog skupa, mora vrijediti
K C KiK' C K, iz Cegaslijedi K’ € K; N K, = 0. Prema posljednjem vrijedi K’ C 0,
Sto nije moguce (jer K’ je zatvorena kugla).

Dakle, (G, ©) nije pseudoreSetka. Tada tvrdnja iz zadatka oblika ,,ako 7 onda 7, za
neistinitu tvrdnju 7' vrijedi :)



