Strojno ucenje

6
Linearni modeli

Tomislav Smuc

PMF, Zagreb, 2022



Osnovni pojmovi

 Ulazni vektor varijabli (engl. attributes, features): x = (xq, x5, ..., Xgq)
— Broj ulaznih varijabli: d

* lzlazna ili ciljna varijabla (engl. target variable): y

* Primjer za u€enje (engl. training example): (X, y)

* Skup primjera za ucenje (engl. training examples): D = {(x;,y;);i =



Linearna regresija

Linearna regresija

* f:X - Y jelinearna kombinacija ulaznih varijabli

s f(X)=wy+wx; +Fwyx, + o+ waxg = wy+ Zj-lzl WX,

— W, Wy, ..., wd — parametri modela (tezine)

» Radi pojednostavljenja (vektorski zapis) moZzemo dodati jos jednu
(konstantu) varijablu (x,=1)
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Linearna regresija

Funkcija greske

* Mijeri koliko predikcije odstupaju od .
zeljenih vrijednostiy Yal

* Srednja kvadratna pogreska
(MSE — Mean Squared Error):

1 n
= 5;% — Fx))? -
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Linearna regresija

Minimum funkcije greske => optimizacija

« f:X - Y jelinearna kombinacija ulaznih varijabli
n
1 Ty )2
W) == 3, ~ wix)
i=1

e Zaoptimum (optimalne teZine w) vrijedi da je derivacijaJ (w*) =0

oJ(w
g( ) = __2(3’1 — WoXy o ™ Wik g = wdxi, ; )x; ;=0
w; :




Linearna regresija

Rjesenje linearnog regresijskog problema

aJ] (w
g( ) - __z(yl Woxl’O Wlxul dei’d )_X'L"j =0
]

V.J(w) = ——Z — (i —wix)x;=0
Sistem linearnih jednadzbi sa (d+1) nepoznanicom:
Aw=b

Sistem linearnih jednadzbi — j-ta komponenta

n n

Wozxi’oxi'j-l_wlz 11x11+ +Wz l]x1]+Wdz Zyl l]

i=1 i=1 i=1



Linearna regresija

Rjesenje linearnog regresijskog problema

Jw) = (y — Xw)'(y — Xw)
V,Jw) ==2XT"(y—Xw) =0

RjeSenje — inverzija matrica
w=A"'b

w=(XTX)"1XTy
Sto ako je X —singularna (determinanta =0, kolone matrice linearno ovisne)

RjeSenje — izbaciti redundantne (linearno ovisne ) kolone



Linearna regresija

Alternativno rjesenje

Gradijentno spustanje !

Standardno ucenje

* Funkcija greske — sumacija preko
greSaka na svim primjerima iz skupa
za ucenje

Online ucenje

 Umjesto ove sume - koristimo
gresku za slucajno odabrani primjer
X;:

I

w(t +1) = w(t) — B 7,J (w(t)

1 n
Jw) =) i - wix)?
=1

1
jonline = E (yl _ f(xi))z

w(t +1) = w(t) — B(t+1) V] s W (1))
w(t + 1) = w(t) — B(t+1)(y; — f(x))x,
B(t)>0



Linearna regresija

Prosirenja jednostavnog linearnog modela

Umjesto direktnog koristenja ulaznih varijabli — bazne funkcije (basis
functions) => nelinearni modeli:

FOO = wo+ ) Wi, ®)
j=1

gdje su @;(x) —arbitrarne funkcije x Primjeri baznih funkcija ¢;(x) :
1
¢ 4».1” Y *=(%)
A w2 f(x) p1(x) = x; (x) = x% p(x) = x3
AN ,;”i-ji!"f’_ w, _',___'_. =) :
X, ’/ﬂ {” “ x:(Xl;Xz)
N 91(%) = x5, 9,(x) = (x)%; @3(x) = x,;

P,(x) = (x,)% ps(x) = x1x,

e |ste tehnike ucenja mogu se koristiti za w, kao i za obiCne
linearne modele !




Linearna regresija

Slozenost linearnih modela

e Metoda najmanjih kvadrata — tipi¢no velika varijanca modela (narocito
osjetljiva na outlier primjere!)

* Generalizacija modela moze se poboljsati tako da se neki parametri (tezine)
izjednace s nulom!
* tako se povecava pristranost naustrb varijance modela

RjeSenja

* Regularizacija
* Ridge regression
* Lasso algoritam

» Selekcija (najinformativnijih) varijabli (u jednom od slijedeéih predavanja)
* Regresija sa glavnim komponentama (Principal Component Regression)



Linearna regresija

Ridge regresija (ridge = greben)

1 n
Jw) = = wix )2+ 2w’
i=1

 Gdjeje
d
Wiz =)
i=0
i A=0
o |w]|2=3%,(w,)? penalizira tefine razli¢ite od nule sa A

* |Isti efekt je kao da imamo obicnu gresku najmanjih kvadrata uz ogranicenje
na ukupnu sumu kvadrata w:
d
Z(Wi)z =T
i=0

* Kada imamo nezavisne varijable koje su jako medusobno korelirane njihove
tezine w imaju veliku varijancu - RR uz ogranicenje na ukupnu sumu kvadrata
tezina, rjeSava efektivno ovaj problem.

A — regularizacijski koeficijent (en. ,,shrinkage coefficient”)




Linearna regresija

Lasso regresija / algoritam

1 n
Jw) == (i = w2 + 2 |wl]
i=1

e Gdjeje

d
wll = > llw I
i=0

i A>0
* |Isti efekt je kao da imamo obicnu gresku najmanjih kvadrata uz ogranicenje
na ukupnu sumu apsolutnih vrijednosti w:

a
PNIAES:
i=0

* Sliéno kao i kod ridge regresije — no efektivno Lasso sa smanjenjem A
inkrementalno radi selekciju varijabli (teZine w manje vaznih varijabli postaju
nula ako se A postepeno povecava)

» Kako izgledaju J(w) za ridge i lasso regresiju ? Kako se ponasaju koeficijenti za
razliCite vrijednosti A ?



Linearna regresija

n
Lasso J(w) 1Z(yi — wix))? Ridge J(w)
o n —
- ] o |
///::_ -._.] f.-’/ \ //; ,i:_ff — ) I_;"'I
e /// f S - // /
W, //#z// . (__f;.-'"/.-'z W ’/,z'{:: . -’;,/
VA /4 | S
/ |'I I.__,::", f:/ ,.-fi f L_;_:a’///
b ! T
w *L‘D—-"';f ] o g
L WR*

/ - "
IS /

d
= D wyrsr
i=0

w* - Optimalne teZine/parametri w = (w,, w,) bez ograni¢enja na w

w * - Optimalne teZine/parametri w = (w,, w,) uz Lasso ogranicenje

w;* - Optimalne teZine/parametri w = (w,, w,) uz Ridge ograniéenje
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Linearna regresija

Ponasanje tezina varijabli w za razli¢ite vrijednosti A (odnosno ogranicenje r)

Lasso w

0.6
1

04

0.2

0.0

T T T T T T
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Shrinkage ~ 1/2%;1 w;

Ridge w

/ leavaol

Shrinkage ~ 1/X5_, w;
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Linearna metode

Linearni klasifikacijski modeli



Linearna klasifikacija

* Sto je linearna klasifikacija
— Plohe izmedu primjera razlicitih klasa su linearne
(po dijelovima !)
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Linearna metode

* Sto su Linearne metode klasifikacije?

Metode koje daju linearne granice izmedu razlicitih klasa

{x: B,+ B, x =0}

e Dva pristupa kako definirati granice izmedu klasa

— Modeliranje diskriminantne funkcije 9,(x) za svaku od klasa kao linearne
* Linearna regresija indikatorske matrice klasa
* Logisticka regresija (LOGREG)
* Linearna diskriminantna analiza (LDA)

— Modeliranje granice izmedu klasa kao linearne funkcije
* Metoda potpornih vektora (Support Vector Machines)
* Perceptron



Linearna metode

Modeliranje diskriminantne funkcije J,(x)

* Model - diskriminantne funkcije O,(X) - Razli¢it za linearnu regresiju,
LogReg i LDA
* Nagraniciizmedu klasaji k
{x: 5(x) = o (x)}
* Klasa je odredena kao k za koju je funkcija J,(x) najveca

C(x) =argmax,., 6 , (X)



Linearna metode

Linearna Regresija ciljne (klasne) - indikatorske varijable

Imamo K ciljnih varijabli (indikatorske)
K = broj klasa

Linearni model za k-tu indikatorsku =~ = f, (X) = W, ,+W, X
varijable

Linearna diskriminantna funkcija za — o, (X) = f,(X)
klasu k:

Granica izmedu klasa je skup tocaka za

koje je:
mm) {X:f, (X) = F00}={X: (W — W) + (W, —W, )" x =0}

Klasifikacija novog primjera — u klasu sa
najve¢om o,(x)

mmmm) C(X)=argmax, . o ,(X)
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Linearna metode

Linearna Regresija ciljne (klasne) - indikatorske varijable

* Ako nas klasifikacijski problem C ima K klasa —imamo K klasnih
indikatorski varijabli y,, k=1,K:

-nnﬂﬂn
1 [§

Elo o

Mo o o 0
Mo o o . 1
Elloc 1 o . o

* Odredimo regresijski model za svaku y, :

¥ (x) = X(X'X)" X"y,
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Linearna metode

Linearna Regresija ciljne (klasne) - indikatorske varijable

Klasifikacijska procedura
e Definiramo matricu W:

) W = (X'X)X'Y

e Za neki novi primjer x, izraCunamo:

f, (x)
f,(X)

) F(X) =[LX)W] =] ...

* Na kraju — klasa x odreduje se prema najvecoj komponenti
f(x):

m=m) C(X)=argmax f, (x)

keC

23/3/22 TS: Strojno uéenje — Linearne metode
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Linearna metode

* Pojasnjenje
— Linearna Regresija indikatorske varijable (klase) Y, linearna je
aproksimacija ocekivanja E(Y,[X)
f . (X)=E(Y, | X=x)=P(C=k|X =x)
— Odnosno aposteriorne vjerojatnosti indeksa klase ciljne varijable

E(Y, | X =X)=P(Y, =1| X =x)-1+ P(Y, =0| X =X)-0
= P(Y, =1| X =X)
=P(C=k|X =X)



Linearna metode

* Problemi s linearnom regresijom — ,maskiranje” klasa

C=1,2,3 ve s

05 f--=-====q~z--- #]-------1

X2

0.0 ""‘?E' """"""""

X1

* V,—nikada ne dominiranad v iy,
* Svi primjeri klase C=2 se klasificiraju kao 1ili 3 1?
» ,maskiranje” klasa - za velike K (>3)
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Linearna klasifikacija

LogistiCka regresija
* Definira linearne granice izmedu klasa — diskriminativni algoritam

e Diskriminativne funkcije
g1(x) = gw'x); go(x) = 1 — g(w'x);

 Gdjeje gwlx) = ﬁq = f(x,w) - logistic¢ka funkcija
(sigmoidalna funkcija)

Logistic¢ka funkcija

1 —
'--___.H_H'I.,I ¢
X W _ : : [ f‘ { . ]
| —L__ T . | X,
w, '—'-?;J () 2

. —— —

. -.-.-_.____

. 11'.@:._ -
".:.rf B

* Vrijednosti logisticke funkcije € [0,1] !
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Linearna klasifikacija

Logisticka regresija
ProbabilistiCka interpretacija !

1

P(Y]x,w) = g(x,w)= 1/(1+e™™) p(y = 1lx,w) = f(x,w) = gW'x) = —r

1,E+00 - p(y=0lx,w) =1—-p(y =1|x,w)
Klasifikacija:
Ako p(y = 1|x,w) = 0.5 tada y=1
——P(¥=1X) Inatey = 0
——P(Y=0]X)
wo=0;w,=1
-]I.O -I5 o 0 fI) 1I0
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Linearna klasifikacija

Logisticka regresija
* Definira linearnu diskriminativnu plohu izmedu klasa

e Zasto?
— Na plohi vrijedi da su diskriminativne funkcije jednake: g,(x) = g,(x), dakle:

. (go<x)> e (1 —g(wa)) 4
INg) = P\ g

exp_WTx
go(x) _ 1+exp WX WX\ — T — T
log (—gl(x)) = log——— = log(exp )=—wix=0 !

1+exp~™W X

Xy
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Linearna klasifikacija

Logisticka regresija

Ucenje parametara w
* Vjerojatnost podataka L(D,w) uz w
- D;={x,y); wi=pQ;=1lx,w) = gw'x)
— LO,w) =T P = yilx, w) =TTyt (1 — )@

* Odrediti tezine w koje maksimiziraju izglednost (likelihood) podataka

* Trik: Logaritam izglednosti (Max Log-Likelihood)
— Optimalne tezine Jednake suizaL(D,w) iza log(L(D w)) !

log(L(D,w)) = log ]_[ul - yl>=Zlogui (1 - )=
i=1

= Z(yl- log; + (1= yDlog(1 - )
i=1



Linearna klasifikacija

Logisticka regresija - UCenje parametara w
* Log-likelihood

n
10g(LD.W) = ) (¢ log iy + (1= y)log(1 = )
=1
* Derivacija log(L(D,w)) => negativni gradijent

0
— a—wjlog(L(D, w)) = ; —x;j(y; —gwix))

7ul~log(L(D.W))] = ) ~x,(y; —gW'x))
i=1
* Gradijentno spustanje
w1 = w) — p(I)7, [-log(L(D,W))]_ .,

wkth) = () B(k) Ximi—x,(y; —gw'x))

* Parametri LogReg se takoder mogu uciti korisStenjem online metode !



Linearna klasifikacija

LogistiCka regresija - Algoritam za online ucenje parametara w

Online LogReg (D, broj_iteracija)

Incijaliziraj tezine w(©@=(w, w, w,,... w,)
For i=1:broj_iteracija

do
izaberi primjer iz D=<x,,y,>
postavi 8, = 1/i
odredi nove teZine
w=w+ 8. [y, - g(w'x) ] x;
end for

Vrati tezine w



Linearna klasifikacija

Usporedba Linearna regresija i Logisticka regresija

f(x) =wix f)=pQy=1|xw)=gWwx)
! .
X — W fix) ' . .

Wy

-
-
L} a
-~ -
e -~
o
e =

X, -
X 4 - -
o

w=w+p ) - f)x
i=1

Ucenje modela ima isti oblik !
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Linearna klasifikacija

Nelinearna ekstenzija LogReg i Linearne regresije

Koristenje nelinearnih baznih funkcija
Linearna regresija Logisticka regresija

fx) =w, + Z w;p; (x) fx) = g(wo + ;WJ‘PJ (x))
j=1

@j(x) - arbitrarne funkcije x



Linearna diskriminativna analiza - LDA

LDA

Pretpostavke:

- (viSe-dimenzionalna) Gaussova distribuciju kao model gustoce
uvjetne vjerojatnosti po klasama

- Ista kovarijacija po varijablama za sve klase

Klasifikacija se bazira na odredivanju
aposteriorne vjerojatnosti za klasu:

f (X)7 B
P(C =k|X) = Kk() C p;ﬁséovo

Z fy (X) 7,

7, — apriorna vjerojatnost pojave klase k
Klasa se modelira preko f,(x) — gustoca uvjetne vjerojatnosti (p(x | C=Kk))

1 _;(X_"k )T E T (X—ny)

f (X) — p(X | Ck) — (272')p/2 | Zk |1/2 €

X, = X - kovarijacijska matrica
| ista za sve klase (za LDA) !



Linearna diskriminativna analiza - LDA

Parametri:
Na bazi skupa primjera za ucenje:

apriorne vjerojatnosti: == 7, =N, /N

srednje vrijednosti: ) [y = Z R [N,

kovarijacijska matrica; == § = Z e — ) * (x; — @7

i
rik = 1,ako x;€ Ck,inace rl-k =0

(Parametri su odredeni po principu ML (max likelihood) — uz prethodne pretpostavke).
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Linearna diskriminativna analiza - LDA

uz koristenje log-odds...

0gPC=KIX=X) oo o f
P(C=1|X =x) T, f, (X)
. 1 _ _ 1 _
=(log 7, +x' 71, —EﬂkTE ‘1) —(logz + X E7 —Eu.TE )
N N /
e e
O (X) Diskriminativne funkcije 5, (X)
K za Klasu ki I:
Klasifikacija: C(X)=argmaxo, (X) =argmax P(C =k |x)

Granica izmedu klasa je definirana gdje vrijedi (9,(x)= o(x) ):

1 1
109 7 +X X7t == i Xy =109 7 +XTE g = X



Linearna diskriminativna analiza - LDA

Kvadratna diskriminativna analiza - QDA

* Relaksira pretpostavku-uvjet iste kovarijacijske matrice — gustoce
vjerojatnosti za klase (multivarijantne Gaussove distribucije) mogu imati
razliCite kovarijacijske matrice

* Posljedica — granice izmedu klasa nisu linearne, nego kvadratne !

1

log 7, +X X7 4 —Eﬂgz_lﬂk log 7, —%(x—uk)T Ekl(X—ﬂk)—%mg |y |

5, (x) —LDA 5. (x) —QDA
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Linearna diskriminativna analiza

LDA vs QDA - Granice izmedu klasa

]
y .
Ly 33 L I
. §7, ° 3, °
1 ’ 3 B ! 15 Eby
L ! H n |?':. L= N 1 -_‘""l
. fy i [ 123 o, L o ! -
1 i i Fa - el r ;1Y 5
f i {1 | 1 |1] ! |
R T B RV 100 fn .
1, L PR < il | 1 1 r ]
1 5 %4 = b i 1 ! s q
. ey : . el
i ]
w7 r o
3] '

I DA QDA
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Linearne metode
The Elements of Statistical Learning
Hastie, Tibshirani, Friedman (chapter 4)
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