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Bayesian Learning ; Hidden Markov Models

*The Elements of Statistical Learning
Hastie, Tibshirani, Friedman (Ch 17 Undirected Graphical Models
Chris Bishop: Pattern Recognition and Machine Learning
* Chapter 8: Graphical Models
e Chapter 12: Sequential Models
L.R. Rabiner: "A Tutorial on Hidden Markov Models and Selected
Applications in Speech Recognition”
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» Osnovni koncepti
— Vjerojatnost
— Slucajne varijable
— Bayesovo pravilo

* Bayesove mreze

e Zaklju€ivanje u BM

* Ucenje BM iz podataka

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
Bayesovom pristupu



Vjerojatnost

Dva pristupa

Frekvencijski pristup

-, Fizicka” izglednost da ¢e se dogadaj s ishodom i zbiti

- Aproksimira se kao omjer broja dogadaja s ishodom i / ukupan broj
dogadaja

-, Tockaste” procjene n/N

Bayesov pristup

* \Vjerojatnost je stupanj uvjerenja da ce se dogadaj s ishodom i zbiti

* Vjerojatnosti moraju biti uvjetovane podacima, t.j. p(y/x)

* B. pristup = Optimalan pristup (ako je model dobar, apriorna distribucija
dobra, funkcija gubitaka dobra...

» ,Tockaste” procjene su loSe. Valjane vjerojatnosti su dobivene a posteriori i
bazirane su na evidenciji (podacima) uz dane apriorne vjerojatnosti



Vjerojatnost

* Distribucije vjerojatnosti P(X[ &)
— X sluCajna varijabla
 diskretne
* kontinuirane

— ¢ neko stanje ili informacija o stanju u
,pozadini”



Slucajne varijable

Diskretne slucajne varijable

* Konacni broj ishoda
X €%, Xp1 Xgpeons X, |
P(x)>0 "1
Zn: P(x)=1

binarna X: P(x) + P(X)=1
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Slucajne varijable

Kontinuirane slucajne varijable

* Distribucije vjerojatnosti (funkcije gustoce vjerojatnosti)
preko kontinuiranih vrijedosti

A

X €[0,10] P(x)>0 P(x)

TP(x)dx =1

PGb<x<7)= j P(x)dx
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Bayesovom pristupu



Vjerojatnost

Vjerojatnost (drugi oblici)

e Skupna vjerojatnost
P(x,y)=P(X =XAY =Y)

— Vjerojatnost da su (istovremeno) X=xiY=y
* Uvjetna vjerojatnost

P(x]y)=P(X =x]Y =y)

— Vjerojatnost da je X=x u slucajevima kada je Y=y

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
Bayesovom pristupu



Bayes i vjerojatnost

Bayes i vjerojatnost, osnovni koncepti

* ,Produktno” pravilo
P(X,Y)=P(X[Y)P(Y)=P(Y | X)P(X)

* Marginalizacija
P()= D P(Y,x) BinarnaX: P(Y)=P(Y,x)+P(Y,%)

* Bayesovo prgi/ilo
P(X,Y)=P(X |Y)P(Y)=P(Y | X)P(X)
L :
P(Y [ X)P(X)
P(Y)

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
Bayesovom pristupu

P(X |Y) =




Bayesov pristup

Problem

Iz N pokusSaja bacanja novcic¢a zelimo odrediti vjerojatnost
pojave glave u N+1 bacanju.
Rjesenje
Bayesovo pravilo: aposteriorna vjerojatnost modela 6 uz dane podatke D
i znanje (background knowledge) p:

b oy = PEIRDDI6.)
p(o1D. p) p(D1p)

Gdje je p(Dlp) = [ p(D|6,p) - p(6|p)db

6 je (u ovom slucaju) varijabla ¢ija vrijednost odgovara mogucoj
stvarnoj vrijednosti ,fizicke” vjerojatnosti



Bayesov pristup

11

Funkcija izglednosti(?) (, Likelihood”)

Koliko je dobra/ispravna vrijednost 6 ?

To ovisi o tome koliko dobro moze generirati uoCenu sekvencu !
L(8|D) = P(D|6)

T.j. izglednost sekvence G,P,G,P,P je npr.
LOBID)=60-(1-6)-6-(1—-6)-(1—-0)
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Bayesov pristup

MLE - Maximum Likelihood Estimation

MLE princip.

* Ucenje modela => ucenje parametara koji maksimiziraju
izglednost-vjerojatnost generiranja podataka

* Jedan od najcescih u statistici —i u strojnom ucenju

e Da bi odredili ML — potrebno je imati funkciju (dovoljnu
statistiku) koja iz podataka sumira potrebnu informaciju za
izraCunavanje izglednosti (u sluc¢aju pismo-glava sekvenci =>
broj G/P



Bayesov pristup

Odredivanje P(X|D,x) ....

Prosjek preko vrijednosti 0 da bi se odredila vjerojatnost da ¢e
N+1 bacanje biti G:

P(X =G| D,«) =j®p(®| D, x)d@

P(X|D, k) — ocekivanje & s obzirom na distribuciju p(6/D, «)



Bayesove mreze

Osnove
— Definicije
— Reprezentacija

— Uvjetna nezavisnost
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Bayesove mreze

Bayesova mreza

» graficki model probabilistickih odnosa izmedu grupa varijabli,
koji efikasno definira/kodira zdruzenu distribuciju vjerojatnosti

vrijednosti svih varijabli u skupu

Zasto je pristup (ucenju) preko Bayesovih mreza interesantan ?
e Okvir za ucenje o kauzalnim odnosima

e Zakljucivanje na nekompletnim podacima

e Olaksano kombiniranje znanja u domeni (background knowledge) i
podataka

e Efikasan nacin izbjegavanja overfitting-a podataka



Bayesove mreze

Definicija:

* Bayesova mreza nad skupom varijabli X = {X, X,, ... X,.} je:
- Mrezna struktura S koja kodira ,, tvrdnje” o uvjetnoj nezavisosti medu
varijablamaiz X

- Skup lokalnih distribucija (uvjetnih) vjerojatnosti

Mrezna struktura S je usmjereni aciklicki graf (DAG);
Cvorovi su varijable;

Veze izmedu ¢vorova oznacuju probabilisticku zavisnost
izmedu dvije varijable;

Uvjetne vjerojatnosti kodiraju jacinu veze izmedu vrijednosti
varijabli
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Bayesove mreze

Konstrukcija Bayesove mreze (ekspertski pristup)

Pristup se zasniva na slijedecim prakticnim uvidima:

* Ljudi Cesto dobro poznaju kauzalne odnose izmedu varijabli;

* Kauzalni odnosi tipicno korespondiraju sa tvrdnjama uvjetne
vjerojatnosti;

* Da bi konstruirali BM jednostavno crtamo veze izmedu

varijabli i to od uzroCnih prema njihovim neposrednim
efektima;

* U konacnom koraku odredujemo lokalne distribucije
vjerojatnosti.

Odredivanje u praksi (koristenje) moze dovesti do promjene strukture mreze



Bayesove mreze

Kriteriji za odabir modela

Kriterij mora biti dovoljno dobar da odredi stupanj do kojeg
mreza odgovara prethodnom znanju i podacima

Prmjer kriterija
e Relativna posteriorna vjerojatnost

Logaritam relativne posteriorne vjerojatnosti:

log(p(D|5)) = log(p($)) +\108(P(D|5))}

|
log apriorne log marginalne

vjerojatnosti  vjerojatnosti
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Bayesove mreze

Apriorne vjerojatnosti

Potrebne su za izracun relativne posteriorne vjerojatnosti
e Apriorne strukturne vjerojatnosti p(S)

e Pretpostavka da je svaka hipoteza jednako vjerojatna

e Varijable mogu biti poredane a prisustvo/odsustvo veza su medusobno
nezavisni

* Mogu se koristiti i prije odredene mreze (sa slichom namjenom)

* Parametarske apriorne vjerojatnosti p(0|S)



Bayesove mreze

Koristi od ucenja strukture BM

Efikasno ucenje/modeliranje = tocniji modeli sa manje
podataka
e P(A)iP(B) = velika usteda podataka u odnosu na P(A,B) !

Otkrivanje strukturnih (kauzalnih) svojstava domene
Uredivanje dogadaja koji se dogadaju sekvencionalno
Pomaze u analizama osjetljivosti te u zakljucivanju
Predvidanje efekata nekih akcija



Bayesove mreze

Terminologija i semantika BM

Z je roditelj od X

Z utjeCe na X;
Z uzrokuje X;
XovisioZ

X je dijete od X

BM => DAG => izjave o zavisnosti/nezavisnosti medu varijablama
Nezavisnost => familija distribucija vjerojatnosti
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Bayesove mreze

Primjer: bacanje dva novcica

(Ps(-é):s P(2): Definiranje BM
P'.O '5 G.'O'S 1. Struktura
T P:0.5 (zavisnost ,nezavisnost)
2. Distribucija vjerojatnosti
X GG GP PG PP

P(x|y,z): 0.25 0.25 0.25 0.25

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Bayesove mreze

BM

Kompaktna reprezentacija odnosa varijabli

Faktorizacija distribucije vjerojatnosti

Svaka distribucija vjerojatnosti konzistentna sa
nekim DAG — morase faktorizirati prema:

P(Xy, X5, Xn):HP(Xi |Ri)
gdje je
R. —oznaka zaroditelje X,
(pravilo produkta za BM!)
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bayesove mreze

/Zdruzena vjerojatnost - faktorizacija

P(D,S,Z,Pu,R,SC,Rp)
=P(D)-P(S)-P(Z| D)
-P(Pu|D,S)-P(R|Pu,Z)
-P(SC|R)-P(Rp|R)

Zagadenje

Rak pluca
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Bayesove mreze

Nezavisnost varijabli

Dob i spol su nezavisni =% P(D,S) = P(D)P(S)

P(D|S)=P(D) D LS
P(S|D)=P(S) S.LD

P(D,S) = P(S|D) P(D) = P(S)P(D)
P(D,S) = P(D|S) P(S) = P(D)P(S)

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Bayesove mreze

Uvjetna nezavisnost u BM

Ukoliko znamo status varijable
@ @ Pusenje, Rak postaje nezavisna o

Dobi i Spolu.

@ P(R|D,S,Pu) = P(R|Pu) R_LD,S | Pu

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Bayesove mreze

Uvjetna nezavisnost u BM
Varijabla (Cvor) je uvjetno nezavisan od svojih ne-
potomaka, uz zadane roditelje

} Ne-potomci

Rak je nezavisan od Dobi i
@ }Roditelji Spola uz zadano

Zagadenje i Pusenje.

}Potomci

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Bayesove mreze

Nezavisnost i odvojenost u DAG

* Uz dane (neke) opservacije, da li je neki
skup varijabli neovisan o drugom skupu ?

* Opservacije induciraju zavisnosti !

e d-separacija (Pearl 1988) — kako graficki
provjeriti uvjetnu nezavisnost u grafu



Bayesove mreze

Prediktivno zakljucivanje

Koliko je vjerjatno da
Stariji muskarci
Obole od Raka?

P(R=Da | Dob > 60, Spol= muski)

Rak pluca
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Bayesove mreze

Prediktivno zakljucivanje

Koliko je vjerojatno da
stariji muskarci

Sa povisenim SC dobiju
Rak?

P(R=Da | Dob > 60, Spol= muski,
SC=Visok)

Rak pluca

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Bayesove mreze

Efekt “objasnjavanja” (explaining away)

e Ako smo otkrili Rak pluca,
vjerojatnost povisenog pusenja i
zagadenja rastu |

* Ako smo dodatno ustanovili
prisutnost zagadenja vjerojatnost
povisenog pusenja pada |

Rak pluca

TS: Strojno ucenje — Tehnike uéenja zasnovane na
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Bayesove mreze

Osnovno zakljucivanje: Pravilo produkta

P(Rj, Pu,)

Pul R=| ne | da

ne 0.70| 0.05

malo 0.13| 0.07

puno 0.03| 0.02

Pu < {ne,malo,puno Rak € {ne,daj
Pusenje Rak

P(Rj | Pu))
| Pusenje= ne malo puno
P( R=ne) 0.933 |0.65 0.6
P( R=Da) 0.067 |0.35 0.4
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Bayesove mreze

Pravilo produkta Marginalizacija
P(R,Pu)=P(R|Pu)P(Pu)

P(R,Pu) Pl R=> ne da ukupno
Pul R=| ne | da ne 0.70 0.05 0.75
ne 0.70| 0.05| -—> malo 0.13 0.07 0.20|P(Pu)
malo 0.13| 0.07 puno 0.03 0.02 0.05
puno 0.03| 0.02 ukupno| 0.86 0.14
/ W
p(PU|R) = P(R|Pu)P(Pu) _P(R,Pu) PRI PU) = P(Pu|R)P(R) _ P(R,Pu)
P(R) P(R) P(Pu) P(Pu)
Pul R=| ne da Pul R=| ne da
ne 0.70/0.86| 0.05/0.14 ne 0.70/0.75| 0.05/0.75
malo 0.13/0.86| 0.07/0.14 malo 0.13/0.20| 0.07/0.20
puno 0.03/0.86| 0.02/0.14 puno 0.03/0.05| 0.02/0.05
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Bayesove mreze

Osnovno zakljuCivanje

O &= W

P(b) = Z P(a, b) = Z P(b | a) P(a)

P(©) =3 P(c| b) PE)

P(c) =& P@b ¢)= = P(c|b)P(b | a) P(a)
=X P(|b)Z P(b | a) P(a)

¥

P(b)



Bayesove mreze

Osnovno zakljuCivanje

Stabla

P(x) =2 Pxlzy) Pz y)
Z.ato Sto su z, y nezavisne
=Zz; P(x|z,y) P(z) P(y)

TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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Bayesove mreze

Eliminacija varijabli

A) P)=2P(c|b)ZP(b|a)P(a)
J’ A — /
B) P(A) P(B|A) P(b)
I N
C X
P(B,A)—i2 > P(B) P(C|B)
N
s
P(C, B)—{2 ) P(C)

36



Bayesove mreze

Zdruzena stabla (Join trees)
Parcijalna faktorizacija

D, S, Pu
%/, P(D,Pu)
Z, Pu,R
R, SC R, Rp
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Bayesove mreze

BM zakljuCivanje kao eliminacija varijabli

* Faktorizacija preko X je funkcija koja preslikava
vrijednosti X na [0,1]:
— Tablica uvjetnih vjerojatnosti
— Zdruzena distribucija vjerojatnosti

* BM zakljuCivanje:
— Faktore mozemo mnoziti da bi dobili nove
— Mozemo sumirati po varijablama (marginalizacija) i
time ih “izbaciti” iz daljnjeg razmatranja
— Varijabla se moze izbaciti (sumirati) kada su svi
faktori koji je koriste izmnozeni



Bayesove mreze

Ucenje Bayesovih mreza iz podataka

Zadaci

* Ucenje parametara
— Kompletni podaci
— Nekompletni podaci (missing values)

e Ucenje strukture



Ucenje BM

DSZPuR

<30 z v p ne —

<40 m ? m da

Rak pluca

skup za ucenje

e Ulaz: kompletni ili nekompletni podaci?

e Model: Parametri uz zadanu mrezu ili
parametri +struktura?

40 TS: Strojno ucenje — Tehnike ucenja zasnovane na
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MLE (podsjetnik)

* Ulaz: rezultat bacanja
X, ... X, ={G,G,G,PPP.......... ,G,P}

-~

Procjena O
Izglednost P(X,, ..., X, | 0)=0¢(1-0)°

ML rezultat: ,_ G
G+P




Bayesove mreze

Ucenje BM parametara
 Kompletni podaci:

9. = #primjerax,z Z}I (.2 | dj)
iz = — —
#primjera z Zj 1(z| dj)
_ 1 Ako Z=z za podatak d.
I(Zldj) - 0 inace |

Nekompletni podaci /(z/d; ) nije poznato?!
Procijeniti / : f(x, z|dj) — P@ (X, Z|dj)
No — ne znamo O !

42



Bayesove mreze

BM ucenje parametara u slucaju nekompletnih
podataka — EM algoritam

Iteriraj do konvergencije (| 48 | ~0)

* |zradunaj oCekivanje (Expectation — E step)
— Koristi trenutne parametre 6, da bi popunio MV u podacima

[(x,z|d,) =P, (x,z|d)

* lzracunaj novi 6 ,,, (Maximization -M step)
— Koristi komplet(ira)ne podatke da bi dobio novi MLE &

, > H(x,z]d))
o > d(x|d))




Bayesove mreze

Ucenje strukture BM
Cilj:
“Dobra” BM (u odnosu na podatke)

Tipicno rjeSenje:
Heuristicko pretrazivanje prostora struktura



Bayesove mreze

Ucenje strukture BM = pretrazivanje

Prostor pretrazivanja = prostor mreznih struktura
Operatori = dodaju/brisu veze; mijenjaju usmjerenje veza
Algoritmi pretrazivanja= greedy, hill-climbing, GA...

B

26 o900

?é_ € O/l Eval(BM)
—) _
~ HH

O R N W b U

. . . S E
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Bayesove mreze

Evaluacija BM strukture

* Uz popunjene parametre (CPT) koristenjem
tehnika (faktorizacija, eliminacija varijabli)
moguca je evaluacija kompletne mreze

e Evaluacija => ML funkcija:
ML (BM) = P(podaci | BM)

Tipicno => potpuni graf !? (overfitting)



MDL mjere

e MDL - Minimum Description Length:

(regularizacija!) uzima u obzir kompleksnost modela
(broj parametara ~ veza u BM)

Eval(BM) = P(data | BM) — kompleksnost (BM)



Bayesove mreze

Online materijali i tutoriali

K. Murphy (2001) http://www.cs.berkeley.edu/~murphyk/Bayes/bayes.html

W. Buntine. Operations for learning with graphical models. Journal of Artificial
Intelligence Research, 2, 159-225 (1994).

D. Heckerman (1999). A tutorial on learning with Bayesian networks. In Learning in
Graphical Models (Ed. M. Jordan). MIT Press.

Knjige:
Daphne Koller and Nir Friedman, "Probabilistic graphical models: principles and
techniques", MIT Press 2009

J. Pearl (2000). Causality: Models, Reasoning, and Inference. Cambridge University
Press.

M. I. Jordan (ed, 1988). Learning in Graphical Models. MIT Press.

Algoritmi:

C. Huang: Inference in Belief Networks: A Procedural Guide PPTC (Probability
Propagation in Trees of Clusters)


http://www.cs.berkeley.edu/~murphyk/Bayes/bayes.html

Bayesove mreze

Software

* B-Course (Online course + demo; CoSco — University of Helsinki)

e List of free BayesNet software:
http://www.cs.ubc.ca/~“murphyk/Bayes/old.bnsoft.html

*  WinBUGS: https://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/software/bugs/the-bugs-
project-winbugs/
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