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Osnovni tipovi podataka u racunalu

Osnovni tipovi podataka u racunalu su cjeline (blokovi) bitova
s kojima racunalo moze (zna) raditi neovisno o njihovom sadrzaju.

Primjer: osnovne cjeline koje mozemo adresirati.

Postoje instrukcije koje rade s tim cjelinama bez obzira na njihov
tip (interpretaciju, znaCenje sadrzaja).

Primjer: instrukcije za transfer tih cjelina izmedu memorije i
registara procesora.

Racunalo moze raditi i s ve¢im i s manjim cjelinama (ovisno o
veli¢ini stranice, byte se ne dijeli).

Osnovni tipovi ovise o arhitekturi racunala. Jedina informacija
koju imamo o osnovnim tipovima je njihova duljina u bitovima.
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Osnovni tipovi podataka u racunalu

Primjer: Intelova 32-bitna arhitektura /A — 32.

Osnovna cjelina (duljina stranice): 1 byte = 8 bitova.

Naziv Duljina (bita) | Broj byteova
word 16 2
doubleword 32 4
quadword 64 8
double quadword 128 16

76543210

oznake za bitove - standardno.
nacin adresiranja - specificno za pojedinu arhitekturu.
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Osnovni tipovi podataka u racunalu

® Najnizi byteovi na najnizim adresama - little endian encoding.

® Vode¢i dio na najnizim adresama - big endian encoding.
Standardno u C-u: najniza adresa (na kojoj pocinje cjelina) je
ujedno i adresa citave cjeline.

Osnovni tipovi podataka 1A-32:

byte
word
N+1 N
31 16 15 0
high word | low word | doubleword
N+2 N
63 32 31 0
high doubleword ‘ low doubleword | quadword
N+4 N
127 64 63 0
. . . . double
high quadword ‘ low quadword | Oadword
N+38 N
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Jednostavni tipovi podataka

Za raCunanje trebamo: a) dodatnu interpretaciju sadrzaja (cjelina,
bitova), b) operacije s takvom vrstom podataka.

Skup podataka i operacije nad njima Cine neku algebarsku strukturu
(tip podatka).

Jednostavni tipovi podataka: tipovi podataka za koje racunalo
moze prikazati pripadni skup podataka i izvesti pripadne
operacije nad njima.

Podjela: a) nenumericki tipovi (znakovni, logicki), b) numericki
(cjelobrojni, realni).
Nenumericki tipovi se svode na numericke.
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Nenumericki tipovi podataka

Znakovi:
® Prikaz u nekom kodu (obi¢no nadskup ASCII koda) - cijeli
brojevi.
® Nema operacija sa znakovima (osim prebacivanja u memoriji).
Operacije se svode na elementarne operacije nad cijelim
brojevima.

Znakovima dobivamo €ovjeku razumljiv ulaz/izlaz, koriste se i kao
dijelovi slozenijih struktura podataka.
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Nenumericki tipovi podataka

Primjer koristenja znakova u C-u

#include <stdio.h>

int main(void){
char ¢ = 227,

printf ("%c\n",c); /*2+/
printf ("%d\n",c); /*50%/

return O;

}

—
QO OVWoO~NOOL WM

%c - pise vrijednost kao znak (char).
%d - pise vrijednost kao cijeli broj (int), decimalno.
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Nenumericki tipovi podataka

Logicki tip:
e |Logicke vrijednosti prikazuju se bitovima: (laz - 0, istina - 1).
Mozemo prikazati i kao cijele brojeve.
® Osnovne operacije ne (NOT), i (AND), i1i (OR) se svode na
aritmeticke operacije u bazi 2.
Logicke operacije se mogu izvesti bit-po-bit nad skupinama
bitova u veéoj cjelini.
Mi ¢emo koristiti logicki tip i pripadne operacije za
formulaciju i kombiniranje uvjeta u uvjetnim naredbama i
petljama.

C nema posebni tip za logicke vrijednosti ve¢ izravno koristi cijele
brojeve (laz - 0, istina - 1).
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Nenumericki tipovi podataka

Primjer logickih vrijednosti u C-u

1 #include <stdio.h>

2

3 int main(void){

4 int i=5, j=10;

5

6 printf ("%d\n",i<j); /*1+/
7 printf ("%d\n",i>=j); /*0*/
8 printf ("%d\n",i==j); /*0*/
9 printf ("%d\n",i&&j); /*1%*/
10 printf ("%d\n",illj); /*1+/
11 printf ("%d\n",'i); /*0%/
12 printf ("Jd\n",tj); /*0*/
13

14 return O;

15 }
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Numericki tipovi podataka

® Moraju realizirati Eetiri osnovne aritmeticke operacije
(+,—,, /) na raznim skupovima brojeva (N, Z, Q, R).

® Problem: navedeni skupovi su beskonacni i ne mogu se
prikazati u racunalu.

® Mozemo prikazati samo konacne podskupove, model
beskonacnog skupa.

Tri glavne kategorije:
® cijeli brojevi bez predznaka - model za Ng = NU {0}.
® cijeli brojevi s predznakom - model za Z.
® realni brojevi - model za R.

Svaka grupa ima nekoliko podtipova ovisno o veliCini pripadnog
konacnog skupa prikazivih brojeva (ovisi o broju bitova
predvidenih za prikaz).
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Numericki tipovi podataka

Prijelaz na konaéne skupove mijenja realizaciju aritmetike na
odgovarajucem skupu.
Za potpuni opis numerickog tipa treba opisati:

e Koji konaéni skupovi modeliraju odgovaraju¢e matematicke
skupove.

e Kako se to¢no prikazuju njihovi elementi u raunalu.

e Kako se realizira aritmetika na tim skupovima.
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Primjer - numericki tipovi na 1A-32

Cijeli broj bez predznaka ote I Cijeli broj s predznakom
syte unsigned integer )
. . g 2 . . byte signed integer
(unsigned integer) — (signed integer) L
6
sign
5 0 1511 0
sign
doubleword signed integer
31 0
3130 0
sign
| quadword unsigned integer
quadword signed integer
63 0
6362 0
Realni brojevi u
sign

floating-point prikazu
2:

3 0
sign
H ‘ double precision floating point
6362 5251 0
sign integer bit
double extended precision
floating point
7978 hlfﬂ 0
63
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Prikaz cijelih brojeva, cijeli brojevi bez predznaka

U n bitova mozemo spremiti maksimalno 2" razli¢itih podataka
(svaki bit moze imati vrijednost 0 ili 1). U praksi se iskoriste sve
mogucnosti za prikaz stoga skupovi imaju tocno 2" elemenata. n
je uglavnom potencija broja dva: 8, 16, 32, 64, 128. Najcece
koristene opcije n =32 i n = 64.

Cijeli brojevi bez predznaka modeliraju skup No = N U {0}.
Prikazuje se najve¢i moguci podskup od Ny koristeéi n bitova.

Zon ={0,1,...,2"2 21}
Prikaz proizvoljnog prikazivog broja je identican prikazu tog

broja u pozicionom zapisu u bazi 2 uz dopunu nulama
sprijeda do n bitova.
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Cijeli brojevi bez predznaka

Najveci prikazivi cijeli broj za n € {8,16,32,64}.

n |[2"—-1
8 | 255
16 | 65 535

32 | 4 294 967 295
64 | 18 446 744 073 709 551 615

Neka je B € {0,1,...,2" "1} neki prikazivi broj i neka je
BZ(bkbk_l...blbo)z:bk~2k—|—~--—{—b1~2+b0

zapis broja B u bazi 2 (mora biti k < n—1).

Bitovi prikaza broja B kao cijelog broja bez predznaka su:

bit: — bj zai=0,...,k
Y0 zai=k+1,...,n—1

Matej Miheléi¢ Prirodoslovno-matematicki fakultet
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Cijeli brojevi bez predznaka - primjer

Neka je n = 8, promotrimo zapis broja 120. 120 < 255 = 28 — 1 pa
je broj prikaziv koriste¢i 8 bitova memorije.
120=64+32+16+8 =
0-274+1-2641.2541.2441.2240-2240-214+0-2°
Binarne znamenke su

by =0, bg=1, bs=1, by =1, b3=1, bp =0, by =0, by =0.

76543210
01111000

Koristit ¢emo i skraceni zapis: [bit,—1bit,—2 ... bit bitg]
120 > [01111000]

Matej Miheléi¢ Prirodoslovno-matematicki fakultet
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Aritmetika cijelih brojeva bez predznaka

Aritmetika cijelih brojeva bez predznaka s n bitova za prikaz brojeva
je modularna aritmetika (aritmetika ostataka modulo 2").

Aritmeticke operacije +, —, - na skupu Zan daju rezultat koji je
jednak ostatku rezultata pripadne cjelobrojne operacije (u skupu
Z) pri dijeljenju s 2".

Za prikazive operande A i B vrijedi: rezultat (A op B):=

(A op B) mOd 21, op e {@2n762n7®2n}.

Racunalo ne javlja gresku ukoliko je rezultat(A op B) prevelik
(neprikaziv) ve¢ postavlja bit prijenosa u kontrolnom registru.
Ponasanje programa u tom slucaju ovisi o programu i vrsti
podataka koji se prikazuju kao cijeli brojevi bez predznaka:

e Kod korisnickih podataka (brojeva) prijenos se ignorira i
program radi s rezultatom dobivenim pravilima modularne
aritmetike.
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Aritmetika adresa, modularna aritmetika

e Kod prikazivanja i aritmetike adresa (postoji aritmetika
pokazivaca) nema ignoriranja registra prijenosa. Javlja se
greska, npr. memory protect violation.

Brojevi i adrese pripadaju razlicitim tipovima podataka.

Dva bitna razloga realizacije aritmetike cijelih brojeva kao
modularna aritmetika:

® Tehnicki: jednostavna realizacija, brzo izvodenje. Racunanje
ostatka modulo 2" se ostvaruje uzimanjem najnizih n bitova
rezultata.

e Matematicki: dobiveni prostor je algebarska struktura
prstena ostataka modulo 2". Vrijede pozeljna matematicka
svojstva: asocijativnost zbrajanja, postojanje neutralnog
elementa i suprotnog elementa, komutativnost zbrajanja,
asocijativnost mnozenja, distributivnost mnozenja u odnosu na
zbrajanje.

Matej Miheléi¢ Prirodoslovno-matematicki fakultet
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Dijeljenje cijelih brojeva

Dijeljenje ima smisla na strukturi polja (npr. Q, R, C). Skupovi
No, Z, Zan(n > 1) nisu polja (nema inverza za mnozenje, Ny niti
za zbrajanje).

Rjesenje: koristimo dijeljenje s ostatkom (podloga je Euklidov
teorem o dijeljenju s ostatkom u skupu Z).

Euklidov teorem: Za svaki cijeli broj a € Z i svaki prirodni broj
b € N, postoje jedinstveni brojevi g, r € Z takvi da je:
a=q-b+r, 0<r<b. qje cjelobrojni kvocijent, r je ostatak pri
dijeljenju a s b.

Vrijedi r € Zp :={0,1,...,b—1}. Uvrstavanjem b = 2" dobivamo
trazeni skup Zon.

Matej Miheléi¢ Prirodoslovno-matematicki fakultet
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Dijeljenje cijelih brojeva

Rezultati cijelobrojnog dijeljenja:

® adiv b:=q € Z (operator / u C-u).

® amod b:=r €7, (operator % u C-u).
Uz uvjet r € Zy, vrijedi a div b= q = L%J

Cjelobrojno dijeljenje s ostatkom vrijedi na domeni Z x N.
Cjelobrojno dijeljenje s ostatkom na racunalu je restrikcija
operacija div i mod (Ng x N C Z x N).

Matej Miheléi¢ Prirodoslovno-matematicki fakultet
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Cijeli brojevi bez predznaka u C-u

e Cijelim brojevima bez predznaka odgovara tip unsigned int,
skraceno unsigned.

e Cijelim brojevima s predznakom odgovara tip koji se zove int.

® QOvisno o broju bitova koristenim za prikaz, postoji nekoliko
veli¢ina: standardna, short, long, ponekad i long long.

e Konstante zapisujemo navodenjem vrijednosti i tipa.
e QOperacije 4+, —, - znakovima +, — *.

® Operacije div i mod znakovima /, %.

Matej Miheléi¢ Prirodoslovno-matematicki fakultet
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Cijeli brojevi bez predznaka u C-u, primjer

Primjer cjelobrojnih vrijednosti bez predznaka u C-u

1 |#include<stdio.h>

2

3 |int main(void){

4 |unsigned short i = 65535;

5

6 |1 = i+3;

7 |printf ("%d\n",1i); /*2%*/

8 1i = i-4;

9 |printf ("%d\n",i); /*65534+*/
10 | printf ("%d\n",i/10); /*6553+%/
11

12 |return O;

13 1%}

USHRT_MAX = 65535 (n = 16).
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Cijeli brojevi bez predznaka u C-

u, primjer

Oprez: %d pise vrijednost uz pretvorbu u tip int.
%hu pise vrijednost kao unsigned short.

Primjer cjelobrojnih vrijednosti bez predznaka u C-u

#include<stdio.h>
int main(void){

printf ("%d\n",(i+3));
printf ("%hul\n",(i+3));

return O;

}

O© o0 ~NO Ol WN

unsigned short i = 65535;

/*65638%*/
/*2x/
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Cijeli brojevi s predznakom

® Modeliraju skup cijelih brojeva Z.
e Zelimo prikazati podjednaki dio negativnih i ne-negativnih
brojeva koriste¢i n bitova.

® Prikazujemo najve¢i moguéi podskup uzastopnih brojeva iz Z
koji je skoro simetrican oko 0 (prikazujemo 1 negativni broj
vise nego pozitivni, puna simetrija bi dala ukupno neparni broj
prikazivih elemenata 5to nije pozeljno).

® Od 2" prikazivih brojeva 2"/2 = 2"~1 je negativno, isti broj je
ne-negativan (0 i 2”1 — 1 pozitivan broj).

® Skup prikazivih cijelih brojeva s predznakom je:

Zow={-2""1 2141 ... -2,-1,0,1,2,...,2" -2 211}

Matej Miheléi¢ Prirodoslovno-matematicki fakultet
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Cijeli brojevi s predznakom

Vrijednosti granica za razli¢iti n:

n | -2t 21

8 | —128 127

16 | —32 768 32 767

32 | —2 147 483 648 | 2 147 483 647

S obzirom na mali raspon prikazivih brojeva sve vise se koristi
n=64. 29 _1=09223372 036 854 775 807.

Prikaz pojedinog (prikazivog) broja s predznakom je odreden s dva
uvjeta:
® Nenegativni brojevi moraju imati isti prikaz kao brojevi bez
predznaka.
e Aritmetika za te prikaze mora dati dobru algebarsku strukturu
na Z,, (zatvorenost zbrajanja i mnozenja, dobra svojstva tih
operacija).

Matej Miheléi¢ Prirodoslovno-matematicki fakultet
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Prikaz cijelih brojeva s predznakom

Zon je potpuni sustav ostataka modulo 2". Z,, uz operacije + i -
tvori prsten s jedinicom.
Da bi dobili prikaz svih nenegativnih cijelih brojeva definiramo:
e iste prikaze imaju oni brojevi koji imaju jednaki pravi ostatak
modulo 2" u skupu Zan i u skupu Zs,.
® ZaB=1,...,2" ! prikaz negativnog broja —B jednak je
prikazu broja 2" — B (bez predznaka).
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Prikaz cijelih brojeva s predznakom - primjer

Usporedba prikaza brojeva u Zg i Zg (n = 3).

BeZg | BeZg | prikaz
0 0 000
1 1 001
2 2 010
3 3 011
4 —4 100
5 -3 101
6 -2 110
7 -1 111

Primjetimo: 0 — 1 = [000] — [001] = [111] = —1,
—1+1=[111] 4 [001] = [000] (zbog modularne aritmetike).
—4+ 1 = [100] + [001] = [101] = -3,

—4 — 1 =[100] — [001] = [011] = 3,

Matej Miheléi¢ Prirodoslovno-matematicki fakultet
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Prikaz cijelih brojeva s predznakom - primjer

Prethodno uocena svojstva vrijede generalno:

—2n=1 ¢y om _on=1 —2n=1 —[100...00].

—1¢» 27— 1=[111...111].

("1 —1)+1)= (2"t - 1)+ 1) mod 2" = 2""! mod 2" =
—2m1 € 75, (2"~1 ¢ Z5,). Isto dobijemo i binarnim zbrajanjem:
[011...111] + [000...001] = [100...000].
—1+1=]111...111] 4+ [000...001] = (1)[000...000] = O.
Prijenos se modularno ignorira.

Primjetimo: svi negativni brojevi imaju pocetni bit vrijednosti 1
dok svi ne-negativni brojevi imaju pocetni bit vrijednosti 0.
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Prikaz suprotnog broja preko komplementa

Za veéi n nije jednostavno racunati 2" — B da bi pronasli prikaz
nekog broja —B, gdje B > 0.

Mozemo koristiti jednostavniji postupak, tehniku dvojnog
komplementa.

® Prikaz broja B treba komplementirati, pretvoriti bitove

vrijednosti 1 u 0 i bitove vrijednosti 0 u 1 (0 « 1).

e Komplementiranom prikazu treba dodati 1 modulo 2".
Zasto to radi?
Za broj B i komplementirani prikaz B vrijedi:
B+ B=[111...111]=2" -1
B + 1 =2" — B sto je prikaz broja —B.
To mozemo pokazati i u modularnoj aritmetici:
B+B+1=2"
B @0 (B @20 1) = 0 (jedinstveni inverz broja B s obzirom na
operaciju zbrajanja @ jednak je B @on 1).
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Prikaz cijelih brojeva s predznakom - primjer

Pronadimo zapis broja —110 u n = 8 bitova. Vrijedi:

—27 = —128 < —110 < 127 = 27 — 1, stoga je —110 prikaziv.
Binarni prikaz broja B = 110 je:

110 =64 +32+8+4+2=
0-2741-2041-2540-24+1-2341-224+1-21+0-20.
110 kao cijeli broj bez predznaka ima prikaz: 110 <> [01101110].

76543210
0/l1101110

Komplementiranjem dobivamo:

76543210
10010/00]1
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Prikaz cijelih brojeva s predznakom - primjer

Dodamo 1 modulo 28 i dobijemo prikaz broja —110.

76543210
1/0/0/10/0/10

Identi¢an rezultat mozemo dobiti racunanjem

28 — 110 = 256 — 110 = 146.

146 = 128+16+2 = 1-27+0-2°4-0-2541-24+0-23+0-22+1-21 4020,
Koriste¢i 8 bitova, —110 <> 146 <+ [10010010].
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Dijeljenje cijelih brojeva - izbor ostatka

Ogranicenje na ostatak 0 < r < b, tj. r € Zj, prirodno odgovara
cijelim brojevima bez predznaka. Zbog toga racunanje funkcionira
prema standardnom Euklidovom teoremu samo na Ng U N.

Kod negativnih brojeva mozda ima smisla dozvoliti i da ostatak
bude negativan. Izbor ovisi o primjeni i zeljenim svojstvima
rezultata.

Standard C90 ne propisuje nacin raunanja ostatka (ovisi o
implementaciji).
Nacin raunanja je precizno definiran u verziji standarda C99.
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Dijeljenje cijelih brojeva s predznakom prema C99

e kvocijent se uvijek zaokruzuje prema nuli:
. ,a a
= s —) . ||=
g =sign(2)- 112}
® ostatak ima isti predznak kao a
r = sign(a) - (|a|mod|b|)

Za ostatak r vrijedi:

® akojea>0ondareZy 0<r<|b|

® akojea< 0, ondare —Zp —|b<r<O0.
Prednosti ovakve definicije:

® Dobivamo iste apsolutne vrijednosti kvocijenta g i ostatka r
bez obzira na predznake od ai b.

® Samo predznaci od g i r ovise o predznacima od a i b.
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Cijeli brojevi s predznakom u C-u

Cijelim brojevima s predznakom odgovara tip int.

Prema broju bitova koji se koriste za prikaz postoje standardni int

(n = 32), short (n = 16), long (n = 32), ponekad i long long

(n = 64).

Primjer cjelobrojnih brojeva s predznakom u C-u

#include<stdio.h>

/*SHRT_MAX = 32767, n=16, (limits.h)x*x/
int main(void){

short int i = 32766;

i+=1;

printf ("%d\n",i); /*32767*/

i+=1;

printf ("%d\n",i); /*-32768+*/

return O;

}

O OVWoO~NOOL WD

—_
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Cijeli brojevi s predznakom u C-u - dodijeljivanje

Modularna aritmetika kod dodijeljivanja u C-u

broj =
broj =
broj =
broj =
return

3

O OO ~NOOL P WN -

—_

#include<stdio.h>

int main(void){
int broj;
10; printf (" broj,=yu%d\n",broj);

2100000000 ;
7000000000 ;
9000000000 ;
0;

printf ("ybroju=,%d\n" ,broj);
printf ("ybroju=,%d\n" ,broj);
printf ("ybroju=,%d\n" ,broj);

Izlaz programa:
broj = 10

broj = 2100000000
broj = —1589934592
broj = 410065408
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Cijeli brojevi s predznakom - ucitavanje

Modularna aritmetika kod ucitavanja u C-u

#include<stdio.h>

int main(void){
int broj;

scanf ("%d" ,&broj) ;
printf ("Ucitani broj,=,%d\n",broj);
return O;

}

O o0 ~NOOlL P W

Za ulaz 9000000000, program ispise vrijednost 410065408.

Matej Miheléi¢ Prirodoslovno-matematicki fakultet

Programiranje 1 35 /38



Cijeli brojevi - klasicne pogreske

Racunanje n! u cjelobrojnoj aritmetici.

Vrijedi:

=1

nl=n-(n-1)!
nN=1-2..... (n—=1)-n

Racunanje 50! u C-u
#include <stdio.h>

int main(void){

int i,f50 = 1; /*n = 32 za int*/

//f50 - 4dnicijalizacija ma neutral za mnozenje
for(i=2;i<=50;i++) £50%=1i;

printf ("£50,=,%d\n" ,£f50); /*f50=0+*/

return O;

}

O 00O ~NO Ol W
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Cijeli brojevi - klasicne pogreske

Zasto je izlaz programa fzo = 07

50! = 30414 09320 17133 78043 61260 81660

64768 84437 76415 63960 51200 00000 00000 n! ima 65 znamenki
i nije prikaziv u cjelobrojnoj aritmetici. Posto je cjelobrojna
aritmetika modularna, rezultat sugerira da je 50! = 0 mod 23.
Odnosno 232 dijeli 50!.

Zadatak: Nadite najve¢u potenciju broja 2 koja dijeli n!.

Rjesenje: Ocito nije dobro rjesenje racunati n! te zatim dijeljenjem
sa 2 traziti najvec¢u potenciju. Razlog - modularna aritmetika,
nemogucnost prikaza n! ve¢ i za relativno mali n.

Umjesto toga potenciju mozemo izracunati analiticki:

m=15]+ 53] + L3z + Lzl + Lgs] -

Zan=50, m=25+12+6+3+1=47.
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Cijeli brojevi - primjer

Zadatak: Pronadite najmanji prirodni broj n za koji je n! =0 u
cijelobrojnoj aritmetici s / bitova za prikaz brojeva (mod 2/).

Rjesenje zadatka

1 |#include<stdio.h>

2

3 |int main(void){

4 | short brojl = 1; /*(1=16)*/

5 |int broj2 = 1,i, minbl = 0, minb2 = 0; /*#1=32%/
6 [for(i=2;;i++){

7 if (!'minbl) brojlx*=i; if (!minb2) broj2*=i;
8 if(brojl == 0 && minbl == 0) minbl = ij;
9 if(broj2 == 0 && minb2 == 0) minb2 = ij;
10 if (minb1!'=0 && minb2!=0) break; 1}

11 |printf ("%d, %d\n" ,minbl, minb2);/*18, 34*/
12 |return 0; %}
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