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Kruskalov algoritam

@ Algoritam za pronalazenje minimalnog razapinjuceg stabla grafa
G=(V,E).

e Kre¢emo od N =|V/| disjunktnih komponenti povezanosti grafa
Si = {v;}.

@ lzabiremo iterativno bridove najkrace duljine.

@ Ukoliko brid povezuje dvije nepovezane komponente, stvorimo vecu
komponentu povezanosti (koja sadrzi obje). Inace, odbacujemo brid
jer bi zatvorio ciklus.

@ Zavrsavamo kada dobijemo samo jednu komponentu povezanosti koja
¢ini MST.
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Kruskalov algoritam

e G=(V,E) - graf
@ / - funkcija udaljenosti
@ T - skup bridova

1 void Kruskal(G, 1, T){ //inicijalizacija

© 0 N o o A~ W N

sort (E, comp.asc) ;//uzlazno po duljinama 1 bridova

T = emptySet(); N = |V];
for(i:{1,...,N}) si = {vi};
do{
(u,v) = minWeightWhiteEdge ()
ucomp = find(u); //nalazimo komponente povezanosti
vcomp = find(v); //kojima pripadaju vrhovi u i v
if (ucomp != vcomp){// prihvati brid (u,v)

merge (ucomp, vcomp) ;
T = setUnion(T, {(u,v)})
}
else continue;
}while (ITI!'=N-1);
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Kruskalov algoritam

Teorem: Za povezan usmjeren graf G, Kruskalov algoritam radi korektno.

Dokaz: indukcija po broju izabranih bridova do tog trenutka uz primjenu
Leme (definirana kod Primovog algoritma).
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Primjer

1 6 4 5 6
~ 3 6 8 a
\ e

Matej Mihelci¢ (PMF matematika) OAA 04. prosinca, 2023.

5/23



Primjer

Bridovi grafa sortirani uzlazno po duljini:
1 2 3 3 4 4 4 5

{1,2} {2,3} {4,5} {6,7} {1,4} {2,5} {4,7} {3,5}
6 6 7 8

{2,4} {3,6} {5,7} {5,6}
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Primjer

korak promatrani brid
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{1,2}
{2,3}
{4,5}
{6,7}
{1,4}
{2,5}
(4,7}

{1}, {23, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}
{1,2}, {3}, {4}, {5}, {6}, {7}
{1,2,3}, {4}, {5}, {6}, {7}
{1,2,3}, {4,5}, {6}, {7}
{1,2,3}, {4,5}, {6,7}
{1,2,3,4,5}, {6,7}
odbacuje se (ciklus)
{1,2,3,4,5,6,7} = V (kraj izvodenja)
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Kruskalov algoritam

Zadatak: Graf moze imati vise minimalnih razapinjucih stabala. Kako se
to odrazava u Kruskalovom algoritmu?

Zadatak: Sto se dogada u Kruskalovom algoritmu ako graf G nije
povezan?

Trebamo 3to efikasnije realizirati operacije:
e find(x) - nalazenje komponente povezanosti u kojoj se nalazi vrh x

e merge(a,b) - spajanje dva disjunktna skupa (dvije disjunktne
komponente povezanosti) u jedan skup (unija disjunktnih skupova).
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Struktura disjunktnih skupova

e Kako efikasno implementirati funkcije find i merge?
@ Struktura disjunktnih skupova.
o Imamo N objekata numeriranih brojevima 1 do N. Zelimo naci particiju
skupa {1,2,...,N}.
@ Operacije:
o find - za dani objekt nadi skup (klasu ekvivalencije kojem on pripada i
vrati oznaku tog skupa).
e merge - spoji dva skupa u jedan (objekte nakon grupiranja vise ne
razlikujemo).

@ Reprezentacija:
o oznaka skupa - najmanji element skupa (pohlepni pristup)
o skup {6,2,1,9} je "skup 1" (skup[9] =1)
e inicijalizacija (jednoclanih skupova):
1 void init(){

2 for(int k = 1;k<=N;k++) skup[k] = k; }
3
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Struktura disjunktnih skupova

Predstavit ¢éemo nekoliko nacina implementacije trazenih funkcija.
o funkcija find1

1 int find1l (int x){
2 return skupl[x];}
3

o funkcija mergel

void mergel (int a,int Db){
int i = a, j = b;
if (i>j) swap (&i,&j);
for(int k=1;k<=N;k++)
if (skup [k] == j) skupl[k] = ij;

N o o A W N R
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Struktura disjunktnih skupova

@ Slozenost:

o findl - O(1)

o mergel - O(N)
@ Niz od n operacija (find1 ili mergel) - O(nN).
@ Promotrimo malo drugaciju reprezentaciju:

o oznaka skupa - korijen (obrnutog) stabla.
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

[(t]2]3]2]1]3]4[3]3][4]

2}\.&
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Struktura disjunktnih skupova

@ void merge2(int a,int b){

2 if (a<b) skup[b]l = a;
3 else skupl[al = b;

4
5

1 int find2(int x){

2 int i = x;

3 while (skup[i]!=i) i = skupl[i];
4 return i;

5 }

6

@ Slozenost:

o £ind2 - O(Amax)
e merge2 - O(1)
o Nakon niza od n operacija (£find2 ili merge2) - Y7_; ck € O(n?).
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Struktura disjunktnih skupova

Pokusat ¢emo ograniciti (kontrolirati) visinu dobivenih stabala.

Kod spajanja kao korijen ostavimo korijen stabla vece visine
(pove¢amo visinu nizeg stabla)

pohlepno kontroliranje visine
korijen stabla je oznaka skupa
kontrola visine odreduje oznaku nakon spajanja

Neka su hy, hy visine stabala koje spajamo.

Tada je h - visina stabla dobivenog spajanjem:

he max{hy, ha}, ako je hy # ho
h1+1, akoje h1=h2
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Struktura disjunktnih skupova

Zadatak: Dokazite matematic¢kom indukcijom da ovom tehnikom
spajanja startajuci iz init, nakon proizvoljnog broja operacija merge,
stablo koje sadrzi k objekata ima visinu h: h < |lgk|.
@ pamtimo visine stabala:
e visinali] = visina objekta (vrha) i u njegovom trenutnom stablu
e pocetna visina: visinali] =0, Vi=1,...,N
@ korijen ima najvecu visinu (obratno korijensko stablo), a listovi imaju
visinu nula.
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Struktura disjunktnih skupova

void merge3(int a,int b){

if (visinal[al] == visinal[b]){
visinalal] = visinala]l + 1;
skup [b] = a;
}
else{

if (visinal[a] < visinalb])
skup[a]l = b;
else skup[b]l = a;

@ Primijetimo da su funkcije mergel i merge2 radile korektno i ako je na
ulazu bilo a = b. To ne vrijedi za merge3 jer bi visina stabla s
korijenom a narasla za 1 bez promjene stabla.
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Struktura disjunktnih skupova

o Zadatak: Dokazite da za ukupno vrijeme potrebno za izvodenje niza
od n operacija tipa £ind?2 ili merge3, u najgorem slucaju vrijedi:

Tw(nx {find2, merge3}) € O(nlogn)

@ Uputa: koristite prethodni zadatak i Cinjenicu da se visine vrhova
koji nisu korijeni vise ne mijenjaju.
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Struktura disjunktnih skupova

e Skracivanje (kompresija puta, eng. path compression) - modifikacija
funkcije find2.

@ Smanjenje visine stabla ubrzava kasnije find operacije.
@ Primjer: £ind(20)

®
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Struktura disjunktnih skupova

int find3(int x){
int r = x;

while (skup[r]!=r)
r = skuplr];

int i = x, j;
while(i'=r){

j = skuplil;
skup [i] = r;

i=3;

@ Ako koristimo skracivanje puteva:

e ne vrijedi da je visina stabla s korijenom a dana s visinala].
e vrijednost visina[al ostaje gornja ograda za pravu visinu.

@ tu vrijednost zovemo rang stabla.
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Struktura disjunktnih skupova

e Ukomponiramo polje rang u funkcije init i merge3.

1 void init () {

2 for(int k = 1; k<=N;k++){
3 skup [k] = k;

4 rang[k] = 0;

5 }

6 b

7

1 void merge3(int a, int b){

2 if (rang[a]l == rang[bl){
3 rang[al] = ranglal + 1;
4 skup [b] = a;

5 }

6 elseq{

7 if (rang[al < rang([bl)

8 skup [a] = b;

9 else skup[b]l = a;

10 ¥

11
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Struktura disjunktnih skupova

Zadatak: Moze li se kod skraéivanja puteva efikasno pratiti i korektno

postaviti prava visina novodobivenog stabla? (kako to utjece na funkciju
find4 koja bi tako pratila visinu i izvodenje n operacija £ind4 ili merge3).

@ analizu slozenosti niza od n operacija tipa £ind3 ili merge3 ne¢emo

detaljno provoditi (analiza je slozena).
@ moze se pokazati da vrijedi

Tw(n x {find3, merge3}) € O(nlogzaN)

@ Funkcija Ig* : N~ N je definirana s:

(1)Ig*N = min{k|logzlog, . .. logaN < 0}

0 N<1
(2)lg"N=1"
1+ Ig*(logaN), N>1

@ Funkcija Ig* izuzetno sporo raste.
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Struktura disjunktnih skupova

N lg* N

1 0

<1,2] 1

@ Vrijedi: <2,4] 2
<4,16]  3(2%)

< 16,21°] 4

< 216, 65536 5

Za sve prakti¢ne potrebe [g*N mozemo smatrati najvise konstantnim,
tj. vrijeme za n operacija £ind3 ili merge3 je prakticki linearno.

Precizna analiza koristi Ackermannovu funkciju koja takoder ne daje
linearno vrijeme u najgorem slucaju.

Nije poznata linearna realizacija funkcija find i merge.
Slozenost (m = |E|, N =|V/|)

o O(mlg*N)

o O(ma&(m,N))
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Slozenost Kruskalovog algoritma

G=(V,E), N=|V|, m=|E|

@ Uzlazno sortiranje bridova ima slozenost O(mlogam). Zbog
N-1<m< w vrijedi logom = ©(logoN). Stoga je slozenost
sortiranja iz O(mlogaN).

@ Inicijalizacija N disjunktnih skupova je u O(N).

@ Pohlepna petlja radi na strukturi disjunktnih skupova nad skupom od
N vrhova. U najgorem sluc¢aju imamo 2m find operacijai N -1
merge operaciju. Ukupan broj operacija je 2m+ N — 1, stoga je
slozenost operacija iz ove petlje u O((2m+ N -1)lg*N), odnosno
(zbog m> N) O(mlig*N).

@ Preostale operacije imaju slozenost najvise O(m).

@ Ukupno potrebno vrijeme je zbroj prije izracunatih vremena. Posto
Ig*N € O(logaN), ukupna slozenost algoritma je iz O(mlogaN).
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Slozenost Kruskalovog algoritma

o Ako je graf G gust, onda m=~ w i Kruskalov algoritam ima
slozenost u O(N?logoN). Primov algoritam ima slozenost u O(N?),
stoga je njega bolje koristiti kod gustih grafova.

@ Ako je graf G rijedak, onda je m~ N — 1, a Kruskalov algoritam ima
slozenost u O(NlogaN). U tom slucaju je Kruskalov algoritam puno
brzi od Primovog algoritma.
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