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Problem stabilnog sparivanjal

@ Promatramo dva skupa S; ={a1,...,an} i So ={b1,...,bp} koji
sadrze odredeni broj elemenata razlicitog tipa (S; muskarce, Sy Zene,
S1 znanstvenike, S fakultete itd).

e 55nS =9

o 51 X 52 = {(Sll.,SQJ.), 51,. € 51, Szj € 52}

e Definicija: Sparivanje S je skup uredenih parova iz S; x S, takvih da
se svaki element s;, € S i svaki element 5, € 52 nalaze u najvise
jednom uredenom paru skupa S.

e Defnicija: Savrseno sparivanje S’ je takvo sparivanje da se svaki
element s, € S i svaki element $2; € S> nalaze u tocno jednom
uredenom paru skupa S.

e Zadatak: konstruirajte primjer sparivanja i savrsenog sparivanja.

YLiteratura: Kristina Udovici¢, Problem stabilnog sparivanja, Diplomski rad,
PMF-MO, 2021
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Problem stabilnog sparivanja

@ Svakom elementu s;; € 1 i 5, € Sy pridruZena je rang-lista preferencija
sparivanja.
e Definicija: Kazemo da element s;, € S; preferira element s2; € S2 vise

od elementa sy, € S, ako je element s, viSe rangiran od elementa s,
na rang listi preferencija od sy,.

o Definicija: Kazemo da element 5, € 52 preferira element s;, € 51 vise
od elementa s;, € 51, ako je element s;; rangiran viSe od elementa s;,
na rang listi preferencija od sp,.

Sl1 ¢ 522 521 S23) 521 ¢ [S11 Sl Sl3
@ Primjer: s1,: |5, s, S, |5, :|51; S1, Si1
S13+ \S2, S23 S2;/ S23° \S1; Si13 S12
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Problem stabilnog sparivanja

o Definicija: Neka je zadano savrseno sparivanje S i neka su (s1;, ),
(s1,,52,) € S takvi da element sy, preferira s, nad s, i da s, preferira
s1; nad s1,. (s1;,5,) zovemo nestabilnost u S.

Cilj je dobiti stabilno sparivanje (ono koje ne sadrzi nestabilnosti).
Definicija: Za sparivanje S kazem da je stabilno ako vrijedi:

e S je savrseno sparivanje.
e S ne sadrzi nestabilnosti.

Definicija: Za sparivanje S kaze se da je nestabilno ako nije stabilno.

Definicija: Za stabilno sparivanje S kazemo da je optimalno ako za
svaki uredeni par (s1,,s2,) € S vrijedi:
o U svakom stabilnom sparivanju S§’ # S, za uredeni par (s1,,5,) € S":

@ sy, preferira sz, nad 52, ili
@ S3, = Szp
o U svakom stabilnom sparivanju S’ # S, za uredeni par (s1,,s;,) € S":
o s, preferira s3; nad sy, ili
@ 51, = 51,
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Problem stabilnog sparivanja

e Teorem: Optimalno sparivanje je jedinstveno.

o Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da su S i S’ dva razlicita
optimalna sparivanja. Buduéi da S # S’, mozemo pretpostaviti
(s1,,52,) €Si (s1;,52,) € s, $; # S,. S1; ne moze imati jednaku
preferenciju prema ;i Sp,. Bez smanjenja opcenitosti, pretpostavimo
da sy, preferira s, Vise od sy, . Slijedi da sparivanje S’ nije optimalno
sparivanje.

@ Optimalno sparivanje ne mora postojati. Zadatak: konstruirajte
primjer skupova S1, S, i matrica preferencija, tako da ne postoji
optimalno sparivanje elemenata iz 51 i S».
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Gale-Shapleyev algoritam

@ inicijalizacija: svi elementi skupa S; i svi elementi skupa S su
slobodni.
o dok postoji slobodan s, € S; koji nije pokusao spajanje sa svakim
52j € 52
o izaberi sy,
o neka je sp, € S» najvise rangirani element na rang listi preferencija
elementa s, s kojim s, nije pokuSao spajanje
e ako je s, slobodan
e S=5u {(51,'7521()}
e inace
o neka je 53, € 51 element t.d (s1,,52,) €S
o Ako je preferencija sz, prema si, veca nego prema si;, si; ostaje
slobodan
@ inace S =5\ {(s1,52, )} U{(sy,s2,)} i s1, je slobodan

@ vrati skup S
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Gale-Shapleyev algoritam

® Za par (s1;,%;) € S kazemo da je sparen.

o Elementi s1, i sp, koji nisu spareni su slobodni.

@ Slobodan element s;, € S; moze zapoceti spajanje s nekim elementom
52, € 5. Element s, moze prihvatiti ili odbiti spajanje (ovisno o
rang-listi preferencija).

@ Inicijalno su svi elementi slobodni.

@ Svaki element s, € S prihvaca prvi prijedlog za spajanje (bez obzira
na poziciju pripadnog elementa skupa S; u rang listi preferencija).
Razlog, da se ne izgubi potencijalno dobar kandidat za spajanje.

@ 5p, € S prihvaca spajanje sa svakim elementom skupa S; koji je vise u
rang-listi preferencija od elementa s kojim je s, trenutno sparen.

o Element s;, € 51 ne radi pokusaje sparivanja ukoliko je ve¢ sparen
(posto on bira najboljeg moguéeg kandidata iz S, za sparivanje).

@ Element s;, € S; moze postati slobodan u nekoj iteraciji (iako je ranije
bio sparen).

@ Elemente skupa S; obradujemo u proizvoljnom poretku.
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Gale-Shapleyev algoritam

@ Lema: Rezultat Gale-Shapleyevog algoritma je sparivanje.

o Dokaz: iz psudokoda vrijedi:

o svaki element skupa S; je sparen s najvise jednim elementom skupa S,.
Takoder, svaki element skupa S, je sparen s barem jednim elementom
skupa S;. Po definiciji sparivanja vrijedi tvrdnja.

e Lema: elementi skupa S; mogu promijeniti stanje iz sparen u
slobodan. Svakim sljede¢im sparivanjem, elementi skupa S; postaju
spareni s elementom iz S, koji imaju manju preferenciju od elementa s
kojim su bili prethodno spareni.

@ Lema: Elementi skupa S, postaju spareni u ternutku prvog sparivanja.
Prihva¢anjem svakog iduceg sparivanja, elementi iz S, se sparuju s
elementom kojeg vise preferiraju od prethodnog sparenog elementa.
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Gale-Shapleyev algoritam

@ Lema: Neka tijekom izvrsavanja Gale-Shapleyevog algoritma postoji
slobodan element s, € 51, tada postoji element s5, € S5 s kojim se sy,
nije poku3ao spariti.

o Dokaz: Neka je |S1| =|S2| = n. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji
slobodan element s;; € S; koji se pokuSao spariti sa svim elementima
2, € S2. Vrijedi da je svaki element s, € Sy primio zahtjev za
sparivanje. Posto elementi Sp; € Sp ostaju spareni nakon prvog
uparivanja i zbog Cinjenice da je s, slobodan vrijedi:

IS| = n, |S2|=n, |S1~{s1,}| = n—-1, 5to je kontradikcija s
pretpostavkom.
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Gale-Shapleyev algoritam

e Teorem: Rezultat Gale-Shapleyevog algoritma je savrseno sparivanje.

o Dokaz: Neka je skup S rezultat Gale-Shapleyevog algoritma. Prema
Lemi taj skup je sparivanje. Treba dokazati da je sparivanje savrseno.

@ Pretpostavimo suprotno, da je sparivanje S rezultat Gale-Shapleyevog
algoritma koje nije savrseno. Posto je S sparivanje niti jedan element
skupa S; ne moze biti sparen s vise elemenata skupa S, i obratno.
Jedini moguéi slucaj je da je neki element skupa S; ili neki element
skupa S, ostao slobodan.

o Pretpostavimo da je element s;, skupa S; ostao slobodan. Tada po
Lemi mora postojati i element skupa S, s kojim se sy, nije pokusao
spariti. Medutim, tada izvrSavanje Gale-Shapleyevog algoritma nije
zavrseno, sto je kontradikcija s pretpostavkom.

o Pretpostavimo da je element s skupa S ostao slobodan. Posto je po
pretpostavci Gale-Shapleyev algoritam izvrsen, slijedi da ne postoji
element s, € S koji se pokusao spariti sa svim elementima skupa S,.
Dakle s, nije primio ponudu o sparivanju. Zbog |S;] =[Sz, mora
postojati element s;, € 51 koji je slobodan. Stoga Gale-Shapleyev
algoritam nije zavrsio izvodenje sto je kontradikcija.
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Gale-Shapleyev algoritam

@ Teorem: Rezultat svakog izvrSavanja Gale-Shapleyevog algoritma je
stabilno sparivanje.

o Dokaz: Neka je S rezultat Gale-Shapleyevog algoritma. Prema
Definiciji, treba pokazati da je S savrseno sparivanje i da ne sadrzi
nestabilnosti. Posto iz Teorema slijedi da je S savrseno sparivanje,
treba dokazati da S ne sadrzi nestabilnosti.

@ Pretpostavimo suprotno, tj. da je S rezultat izvrsavanja
Gale-Shapleyevog algoritma i neka je s, s, nestabilnost u S. Tada
postoje dva para (si;,%,) i (slp,52j) takva da sy, preferira s, i da sy,
preferira s;,. Posto je S rezultat izvrSavanja Galey-Shapleyevog
algoritma zakljuCujemo da se posljednje sparivanje elementa sy,
dogodilo s elementom sp, .

e 51, je pokusao sparivanje s sp; prije sparivanja sa s;,. Tada je s, odbio
sparivanje s s, zbog nekog drugog elementa s;,. Posto je na kraju
izvrsavanja sp; sparen s sy, ili s, = 51, ili 53, preferira 53, nad s1,. Oba
sluaja su u kontradikciji s pretpostavkom.

o s1, je pokusao sparivanje s s, prije sparivanja sa s;.. U ovom slucaju
s1, preferira s, nad sp;, Sto je kontradikcija s pretpostavkom.
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Gale-Shapleyev algoritam

o Definicija: KaZzemo da je element s, valjani partner elementa sy,
ako postoji stabilno sparivanje S koje sadrzi uredeni par (sy,,s;).

o Definicija: Kazemo da je element s, najbolji valjani partner
elementa s;; ako je sp; valjani partner od sy, i ako nijedan element
s, € S koji 51, preferira vise od s2; nije valjani partner od sy;.

@ Definiramo skup S* = {(s1,,f(s1;)) : s1, € S1}}, gdje je f(s1;) najbolji
valjani partner od sy,.
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Gale-Shapleyev algoritam

@ Teorem: Rezultat svakog izvrSavanja Gale-Shapleyevog algoritma je
skup S*.

@ Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. da je X neko izvriavanje
Gale-Shapleyevog algoritma takvo da njegov rezultat nije skup S*.
Slijedi da je rezultat izvrSavanja ¥ stabilno sparivanje S u kojem
postoji element s;, € 51 koji nije sparen s najboljim parom sy, € 55.
Pretpostavimo da je element s;; sparen sa sp, € Sy, koji je njegov
valjan partner. Promotrimo prvi trenutak u izvrsavanju ¥ u kojem je
neki element s, € S; odbijen od strane najboljeg partnera f(sy,).

@ Pretpostavimo da je sp, € S prvi element koji je odbio sparivanje sa
s1;. Posto sy, izvodi sparivanja prema rang-listi preferencija, slijedi da
je s2, njegov najbolji valjani partner, odnonso s, = f(s1;) = s,

@ Element s, je odbio sparivanje iz jednog od razloga:

a) Element s, je sparen s 51, € S kojeg preferira vise od sy,.

b) Element sy, je prihvatio sparivanje s s;, i kasnije ga odbio u korist
elementa sy,.
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Gale-Shapleyev algoritam

o Dokaz (nastavak): Kako je s;; po pretpostavci valjan partner
elementa sy;, prema Definiciji postoji stabilno sparivanje S’ koje
sadrzi par (sy;,52;). Odredimo partnera od s1, u tom sparivanju.

@ Pretpostavimo da je sy, u sparivanju S’ sparen s elementom s, € S,.
Posto je S’ stabilno sparivanje i (s1,,52,) € S', vrijedi 55, # 55,

o U izvrsavanju X, prvo odbijanje nekog elementa s, € 51 je bilo
odbijanje elementa s;; od strane elementa s,,. Slijedi da element sy, do
tog trenutka nije bio odbijen niti od jednog drugog valjanog partnera.
Posto je u tom trenutku s;, sparen sa sy, slijedi da s;, preferira s, u
odnosu na s,. Takoder vrijedi da s, preferira s;, u odnosu na sy,.
Dakle, postoji nestabilnost (s1,,s2) u S’, 5to je kontradikcija sa
stabilnos¢u sparivanja S’ .
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Gale-Shapleyev algoritam

e Definicija: Kazemo da je s1; € 51 valjani partner elementa s, € 5;
ako postoji stabilno sparivanje koje sadrzi uredeni par (s1,,2;).

o Definicija: Kazemo da je si; € 51 najgori valjani partner elementa
s, € S ako je sy, valjani partner elementa s, i ako nijedan element
s1, € S1 kojega 2 preferira manje od sy, nije valjani partner od ;-

e Teorem: U stabilnom sparivanju S, svaki s, € S je sparen sa svojim
najgorim valjanim partnerom.

@ Dokaz: Pretpostavimo suprotno. Neka je S stabilno sparivanje takvo
da za uredeni par (s1;,s2;) € S vrijedi s, nije najgori valjani partner
elementa s,,. Po Definiciji, postoji stabilno sparivanje S’ u kojem je
sp; sparen s sy, € Sy, tako da 2, preferira sy, manje od s,. Element
s1, je u S’ sparen s elementom $2, €52, 52, # 52, Posto je
(51,,521.) € S vrijedi da je sp; najbolji partner elementa sp,, preferira 2,
u odnosu na sp,. Za stabilno sparivanje S’ vrijedi:

(s1,,%2,) €S, (s14,52) € S" i s1, preferira sy, te sy, preferira s,
(s1,,52;) je nestabilnost u S’ 3to je kontradikcija.
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Gale-Shapleyev algoritam - vremenska slozenost

e Teorem: Gale-Shaplyev algoritam zavrsava nakon najvise n? iteracija
petlje (slozenost je iz O(n?)).

o Dokaz: Operacija pokusaja sparivanja se izvrsava prilikom svake
iteracije petlje. U svakoj iteraciji se pokusa upariti jedan par iz 51 x S;.
Posto |S1 x S| = n? zbog |S1| = |S2| = n, te Cinjenice da ¢e u najgorem
slu¢aju svaki element iz S; morati pokusati uparivanje sa svakim
elementom iz Sy, vrijedi tvrdnja teorema.
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Stabilno sparivanje - primjer

Primjer: Neka je zadan skup od M = {my, my, m3} muskaraca i skup
W = {wi,wp, w3} zena. Neka su preferencije dane matricama:

miy: (wy W3 W\ Wi: [mp M M3

mo: W W3 Wi W:|m m3 mp

ms3: \wiy Wy WwW3/) W3:\m mp m3

IzvrsSimo Gale-Shapleyev algoritam na danom primjeru.

korak promatrani par sparivanja
init - S=y
1 (ml,Wl) 52 {(ml,Wl)}
2 (m3,W1) 5:{(m17W1)}
3 (mQ,WQ) 52 {(ml,Wl),(mz,WQ)}
4 (m3, w>) S ={(m1,w1),(ms,w2)}
5 (m2aW3) 5:{(mlvWl)a(m37W2)v(m27W3)}
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