LINEARNA ALGEBRA ZA FIZICARE - drugi kolokvij (grupa A)
5. veljace 2007.

1. (2/0/-2 boda) Da li je W = {(?) € R2’ &H—& = 0} potprostor od R?? DA NE
2

Odgovor: DA.

Objasnjenje: Skup je zatvoren na zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarom, pa mora
biti vektorski potprostor (v. tocku 5.1.1 u skripti).

;c:@)y:(%) EW, \eR=

+ ..
Ty = 1t m eW jerje (&+m)—(&+m)= (& —&)+(m—mn) =0,
§2 + 12
M= () €W jerje A& — A& =A =
xr = )\52 € Jer je 51— 52— (51—52)—0-
2. (5 bodova) Odredite dimenziju potprostora u R?* razapetog
1 2 1
) 0 1.1
vektorima 1 1oty
-1 0 1

RjesSenje: Vektore iz zadatka zapiSemo kao stupce matrice. Elementarnim transformaci-
jama na stupcima matrice ne mijenja se potprostor razapet stupcima, pa ni dimenzija tog
potprostora (usp. teorem 5.1.13 u skripti).
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Vidimo da je dimenzija potprostora razapetog vektorima iz zadatka jednaka 2.

Primjetimo da smo ovdje zapravo racunali rang dane matrice, pa smo mogli koristiti ele-
mentarne transformacije i na retcima i na stupcima i tako brze doc¢i do rjesenja (v. 8§5.5
u skripti). Na taj nacin ne bi dobili isti potprostor koji razapinju stupci, ali bi dimenzija
ostala nepromijenjena.

11 2
3. (7 bodova) Odredite bazu za jezgru matrice A= [4 1 —1
4 2 2

RjeSenje: Jezgra matrice je skup svih vektora z takvih da je Ax = 0, pa sve takve vektore
mozemo dobiti rjeSavajuéi ovaj sustav jednadzbi Gaussovom metodom eliminacije.

1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 0 —1 0
4 1 -1 :0f~lo -3 -9 :0|l~l0o 1] 3 :0]l~|0o1 3 :o0
4 2 2 0 0 -2 -6 0 0 -2 -6 0 00 O 0
Vidimo da matrica A ima jezgru ker A = {(x1,20,23)" € R® : 2y = 23,20 = —313} =

{(t,=3t, )T :te R} ={t(1,-3,1)T : t e R} = ((1,-3,1)") (" je oznaka za transponiranje,
a ovdje je koristimo iskljucivo zato $to retci zauzimaju manje mjesta od stupaca u tekstu;
(S) je oznaka za linearnu ljusku skupa vektora S, v. tocku 5.1.9 u skripti), pa je baza jezgre
dane matrice npr. {(1,—3,1)"}.



. (2/0/-2 boda) Ako je rang linearnog operatora A : R* — R?* barem 2, onda je defekt tog
operatora najvise 1. DA NE

Odgovor: DA.

Objasnjenje: Prema teoremu o rangu i defektu (v. skripta, toc¢ka 5.4.6), za linearni operator
A R" - R™ je rang A + defekt A = n. Ovdje je n = 3 i rang A > 2, pa mora biti
defekt A < 1.

0 2
. (6 bodova) Zadani su vektori z = | =3 | iy = [ 2 |. Izracunajte ||z, ||z + y|| i (y|z).
—4 1
RjesSenje: Imamo:
0
el =1l =3 ] 1l = VP BFFaP = VB =5,
—4
0 2 2
le+yll=11{=3]+{2]l=]-1]=v22+(=1)?+ (=37 =V14,
—4 1 -3
2 0
(ylo)=([2]||-3])=2-0+2-(=3)+1-(—4) =-10.
1 —4

. (2/0/-2 boda) Ako je ||z|| =31 ||y|| = 4, onda je |(x|y)| > 12. DA NE
Odgovor: NE.

Objasnjenje: Cauchy-Bunjakovskij-Schwarzova nejednakost (v. skripta, tocka 6.3.9) nam
ovdje daje |(z|y)| < ||z|| - |ly|| = 3 - 4 = 12. Dakle, nejednakost iz zadatka ne vrijedi ni za
koji medusobni polozaj vektora x i y. Tako, primjerice, ako su vektori z i y okomiti, imamo

(z]y) = 0.

1
Rjesenje: Postupak je detaljno prikazan u toc¢ki 6.5.2 skripte. Koristimo oznake odande:

(1 (2
ay = 1 , Q2 = 1/
1 1 (1)

V] = Qa1 = —=
|lax]] V2 \l

by = as — ZI:(CL2|U1')U2‘ = a2 = (azfvr)vy = <—11//22)

i=1

o 1b—i(1>
Tl V2L

Dobili smo ortonormiranu bazu {vy, v} = {\% (1), \% (1)}

. (5 bodova) Gram-Schmidtovim postupkom ortonormirajte vektore (1), (2)

. (2/0/-2 boda) Ako za vektore x,y € R™ vrijedi = L y, onda je ||z + y|| = ||z|| + ||y]]-
DA NE

Odgovor: NE.

Objasnjenje: Za primjer mozemo uzeti vektore e; i e; kanonske baze za koje imamo e; L e,
ali [[e1 + esl] = V2 # [[e]| + el = 2.

Nije tesko pokazati da iz ||z +y|| = ||=||+ ||y|| slijedi (z|y) = ||=||- ||y||, §to prema tocki 6.3.9
(Cauchy-Bunjakovskij-Schwarzova nejednakost) povla¢i da su vektori z i y linearno zavisni.
Buduéi da je x okomit na y jedina mogucnost je x = y = 0 (za ispravno rijeSen zadatak
dovoljan je, naravno, i samo odgovor ne bez prethodnog objasnjenja).



9.

10.

(6 bodova) Odredite presjek pravca koji prolazi tockama (1,1,0) i (0,3,1) i ravnine zadane
jednadzbom z + 2y = 0.

Rjesenje: Pravac je odreden jednom tockom i vektorom smjera. Ovdje za tocku mozemo
uzeti bilo koju od dvije dane, npr. (1,1,0), a vektor smjera je ¥ = (0,3,1) — (1,1,0) =
(—1,2,1). To znaci da toc¢ka (z,y, z) lezi na pravcu ako i samo ako postoji neki ¢ € R takav
da je (z,y,2) = (1,1,0) + t(—1,2,1). Tako dobivamo parametarski oblik jednadzbe pravca:

r=1-—1¢
y=1+2¢t
z=0+t=1t

Traze¢i presjek pravca i ravnine, mi zapravo trazimo sve tocke koje leze i na pravcu i u
ravnini, tj. rjeSavamo sustav jednadzbi koji se sastoji od jednadzbe pravca i jednadzbe
ravnine.

Ovaj sustav je najlakse rijesiti tako da parametarski zapisanu jednadzbu pravca uvrstimo u
jednadzbu ravnine:

r+2y=0
(1—t)+2(1+2t)=0
3t+3=0
t=-1
Uvrstavanje ove vrijednosti £ u parametarsku jednadzbu pravca dajex =2,y = —1iz = —1

pa je trazeni presjek jednak {(2,—1,—1)}.

(5 bodova) Metodom najmanjih kvadrata rijesite sistem jednadzbi
20 —y =2
2r —y =1

RjeSenje: Jasno je da sistem iz zadatka nema rjeSenja, pa je najbolje $to mozemo odrediti
x 1 y metodom najmanjih kvadrata (usp. primjer 6.6.9 u skripti), tj. tako da minimiziramo
2

|20 — y — 2|> + |2z — y — 1]*>. Mi zapravo trazimo najbolju aproksimaciju vektora b = 1
. : 2\ . —1 . . . .
vektorima iz potprostora razapetog s a; = g taz=1{_1J Svi takvi vektori su oblika

zai + yas (z,y € R), a najblizi je onaj za koji je razlika

v="b— (za +yas) = G) —(z @) +y(j>>

vektor okomit na dani potprostor. Detaljni dokaz ove tvrdnje pogledajte u skripti §6, tocke
6.1 i 6.4. Vektor v mora, dakle, biti okomit na vektore koji razapinju potprostor, tj. na
vektore a; 1 as. Zapisemo li to preko skalarnog produkta dobivamo sustav koji treba rijesiti



poziy:

viaq

|a1)
vlaz)
(

(

Traq +ya2)| ) =0
Taq +ya2)| ) = O
ailar)z + (aglar)y = (blay)
arlaz)r + (az|az)y = (blas)
8r—4y =6

Ay + 2y = —3

(
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(b—
(b—
(
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—NN— —— ——

3
dr — 2y = 3, paje(:v,y)e{(O,—§>+t(1,2):t€R}.

11. (6 bodova) Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore matrice

()

Rjesenje: Svojstvene vrijednosti dane matrice dobivamo kao nultocke pripadnog svojstvenog
polinoma (vidi skriptu §§8.1,8.2 i kopiju vjezbi na web stranici kolegija)

Pa(\) = det(A — AT) :det((_o2 ;) _ (3 2)) _

_‘—A 1

e 3_)\‘:—/\(3—)\)+2:>\2—3)\+2:(>\—1)()\—2).

Dakle, svojstvene vrijednosti su A\y =11 Ay = 2.
Sada trazimo pripadne svojstvene vektore.
x

Za svojstvenu vrijednost A\; = 1 trazimo sve v = -

)

AR

1) € R*\{0} takve da je Av = A\jv. To
znaci da trebamo rijesiti sustav

(A—XI)v=0, 8tomozemo pisati

)6

=0, tj.

To t 1
vektori pridruZeni svojstvenoj vrijednosti A = 1 ¢ine jednodimenzionalni potprostor u R? sa
bazom {(1,1)"}. MoZemo uzeti v; = (1,1)".
Na potpuno isti na¢in dobijemo da svojstveni vektori pridruzeni svojstvenoj vrijednosti A =
2 ¢&ne jednodimenzionalni svojstveni potprostor u R? sa bazom {(1,2)"}. Mozemo uzeti

. . . . t 1 . . .
RjeSenje ovog sustava je oc¢ito v = <x1> = ( ) =t ( ), t € R\{0}, sto znaci da svojstveni

=(1,2)".
1 147 —
12. (2/0/-2 boda) Matrica M = |1—¢ 3 0 | je hermitska. DA NE
1 0 21
Odgovor: NE.

Objasnjenje: Matrica A je hermitska ako vrijedi A = A*, gdje * oznaCava adjungiranje

matrice, tj. A* je dobivena iz A transponiranjem i kompleksnim konjugiranjem svakog
matri¢nog elementa (v. skriptu, toc¢ka 8.3.3). Lako se vidi da sve hermitske matrice imaju
na dijagonali realne brojeve, pa je oc¢ito da matrica M iz zadatka nije hermitska.



10.

11.

LINEARNA ALGEBRA ZA FIZICARE - drugi kolokvij (grupa B)
5. veljace 2007.

. (2/0/-2 boda) Da li je W = {(?) € RQ‘ & = 252} potprostor od R?? DA NE
2
Odgovor: DA.
. (5 bodova) Odredite dimenziju potprostora u R* razapetog
3 2 -1
. 3 31.10
vektorima ol il 1
2 1 -1
RjeSenje: Dimenzija danog potprostora je 2.
1 1 0
. (7 bodova) Odredite bazu za jezgru matrice A= | 2 1 2
-3 -1 —4

Rjesenje: Jedna baza za jezgru dane matrice je {(—2,2,1)"}.

(2/0/-2 boda) Ako je rang linearnog operatora A : R* — R3 barem 2, onda je defekt tog
operatora najvise 1. DA NE

Odgovor: NE.
1 3
. (6 bodova) Zadani su vektori z = | 2 | iy = | =2 |. Izracunajte ||y||, ||z + y|| 1 (z|y).
3 1

Rjesenje: ||y|| = V14, ||z + y|| = 4V2, (z|y) = 2.

. (2/0/-2 boda) Ako je ||z|| = ||y|]| = 3, onda je |(z|y)| < 9. DA NE

Odgovor: DA.

(5 bodova) Gram-Schmidtovim postupkom ortonormirajte vektore (El), (g)

Rjesenje: Ortonormirana baza: {v1,v2} = {5 ('), 75 (1)}-

. (2/0/-2 boda) Ako za vektore x,y € R vrijedi z L y, onda je ||z + y||* = ||=||* + ||y|[*.
DA NE
Odgovor: DA.
Objasnjenje: To je "Pitagorin poucak", vidi tocku 6.4.3 u skripti.
(6 bodova) Odredite presjek pravca koji prolazi tockama (1,2,1) i (0,3, 1) i ravnine zadane

jednadzbom z —y — z = 0.
RjeSenje: Presjek je {(2,1,1)}.

(5 bodova) Metodom najmanjih kvadrata rijesite sistem jednadzbi
20 —y =1
20—y =2
R 3
RjeSenje: 4z — 2y =3, (x,y) € {(O, —§> +t(1,2) : t € R}

(6 bodova) Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore matrice

0 —2
A= (1 . )
Rjesenje: Svojstvene vrijednosti su \; = 1, \y = 2, a pripadni svojstveni vektori su redom
V1 = (2, —]_)T, Vg = (1, —1)T



2 241 4
12. (2/0/-2 boda) Matrica M = [2—4¢ 3¢ i | je hermitska. DA NE
4 - 1
Odgovor: NE.



10.

11.

LINEARNA ALGEBRA ZA FIZICARE - drugi kolokvij (grupa C)
5. veljace 2007.

. (2/0/-2 boda) Da li je W = {(?) € R2’ & = 1} potprostor od R?? DA NE
2

Odgovor: NE.

(5 bodova) Odredite dimenziju potprostora u R* razapetog
2 3 1

. 3 21.1-1

vektorima TR

0 1 1

RjesSenje: Dimenzija danog potprostora je 2.

1

2 1
. (7 bodova) Odredite bazu za jezgru matrice A= (2 3 0

3 4 -1
Rjesenje: Jedna baza za jezgru dane matrice je {(3,—2,1)"}.

(2/0/-2 boda) Ako je rang linearnog operatora A : R — R3 barem 1, onda je defekt tog
operatora najvise 2. DA NE

Odgovor: DA.
1 —1

. (6 bodova) Zadani su vektori z = | =1 | iy = | 2 |. Izracunajte ||z||, ||y — z|| i (y|x).

4 1
Rjesenje: ||z|| = 3v2, |ly — =]| = V22 i (ylo) = 1.

. (2/0/-2 boda) Ako je ||z|| =41 ||y|| = 2, onda je 8 < |(z]y)]. DA NE

Odgovor: NE.

(5 bodova) Gram-Schmidtovim postupkom ortonormirajte vektore (1), (;)

Rjesenje: Ortonormirana baza: {vi, v} = {\/L5 (1), \/Lg (7}

. (2/0/-2 boda) Ako za vektore x,y € R" vrijedi z L y, onda je ||z + y||* = (z]z) + (y|y).
DA NE
Odgovor: DA.

. (6 bodova) Odredite presjek pravca koji prolazi tockama (0, 1,0) i (1,2, —2) i ravnine zadane

jednadzbom z + z = 1.
RjesSenje: Presjek je {(—1,0,2)}.

(5 bodova) Metodom najmanjih kvadrata rijesite sistem jednadzbi
20—y =3
20 —y =10

3
Rjesenje: 4z — 2y =3, (z,y) € {(0, —5) FH(1,2) b e R}

(6 bodova) Odredite svojstvene vrijednosti i pripadne svojstvene vektore matrice

A- (i’ —02).

Rjesenje: Svojstvene vrijednosti su \; = 1, \y = 2, a pripadni svojstveni vektori su redom
v = (1,17, v =(2,1)".



) l 1
12. (2/0/-2 boda) Matrica M = [ —i 2 4 —4i | je hermitska. DA NE
1 4+¢ -3
Odgovor: DA.



