LINEARNA ALGEBRA ZA FIZICARE - rjedenja 1. zadace

1. (10 bodova) Dokazite da vektori a; = (1,1,2), as = (1,-2,1), a3 = (—1,2,2) ¢ine bazu
vektorskog prostora R3.
RjesSenje: ZapiSemo vektore kao stupce matrice A = (aq,as,a3). Sada elementarnim
transformacijama na retcima i stupcima matrice dobivamo matricu kojoj su stupci razli¢iti
vektori iz kanonske baze i eventualno nulvektori.

Elementarne transformacije mozemo provoditi i na stupcima i na retcima jer je rang
matrice po stupcima jednak rangu matrice po retcima (rang je maksimalni broj linearno
nezavisnih stupaca, tj. redaka). Elementarnim transformacijama se ne mijenja linearna
nezavisnost ili zavisnost stupaca i to da li stupci razapinju dani prostor.
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Budud¢i da je matrica A ekvivalentna jediniénoj matrici (kojoj su stupci vektori kanonske
baze prostora R?), zakljuéujemo da dani vektori ¢ine bazu prostora R3.

Vige procitajte u §§1.7, 1.8 skripte (http://web.math.hr/~pejkovic/Linearna/predavanja.htm).

2. (2/0/-2 boda) Kazemo da su vektori linearno nezavisni ako je svaka trivijalna kombinacija
nula. DA NE
Odgovor: NE.
Objasnjenje: Trivijalna linearna kombinacija vektora je ona u kojoj su svi koeficijenti
0. Ocito je svaka trivijalna kombinacija jednaka 0. Vektori su linearno nezavisni ako ne
postoji ni jedna netrivijalna linearna kombinacija koja je jednaka nula. Drugim rije¢ima,
vektori su linearno nezavisni ako je samo trivijalna linearna kombinacija vektora jednaka
nula. ViSe procitajte u §1.3 skripte.

3. (2/0/-2 boda) Da li vektori ey, es + €3, e3 + €4 razapinju R*? DA NE
Odgovor: NE.
Objasnjenje: Mozemo postupiti kao u 1. zadatku, ali jednostavnije je primjetiti da su
dana tri vektora u prostoru R*. Prema teoremu 1.7.7 znamo da skup izvodnica u R™ ima
barem n vektora.

4. (10 bodova) Rijesite sustav

x1 + i) + 2513'3 = 1
_ZUI + 2%2 - LU3 —
—x + 21’2 + 25(73 = -1

RjeSenje: Sustav rjeSavamo koriste¢i Gaussovu metodu eliminacije (sustav piSemo u
matricnom obliku, a elementarne transformacije smijemo, naravno, vrsiti samo na retcima



matrice).
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Dakle, rjesenje danog sustava je (x1, z2, x3) = (
viti provjeru rezultata!

Drugi nacin rjeSavanja ovog zadatka je pokazati da je sustav Cramerov i izrac¢unati rjeSe-
nja (v. skriptu, §4.4). To ostavljamo za vjezbu &itatelju.

5. (5 bodova) Rijesite sustav

ry 4+ 2x9 + 33 = 3
—2.(131 + XT3 = =2
Ty 4+ 29 — x3 = 3
—x1 + 229 4+ 1223 = 2

RjeSenje: Sustav rjeSavamo koriste¢i Gaussovu metodu eliminacije.
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Iz posljednje jednadzbe koja glasi 0 = 1 vidimo da sustav nema rjeSenja.

6. (2/0/-2 boda) Da li je linearan operator zadan matricom
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injekcija? DA NE
Odgovor: DA.

ObjaSnjenje: Stupci dane matrice ocito su linearno nezavisni, pa je prema teoremu 3.1.8
linearni operator kojeg ta matrica predstavlja injekcija.

7. (2/0/-2 boda) Da li je linearan operator zadan matricom
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10.

injekcija? DA NE
Odgovor: NE.

Objasnjenje: Prema korolaru 3.1.9, ako je linearni operator A : R” — R™ injekcija,
onda je n < m. Linearni operator iz zadatka ima domenu (podrucje definicije) R? i
kodomenu (podrudje vrijednosti) R?, pa ne moZe biti injekcija.

Mozemo pokazati da operator iz zadatka nije injekcija i direktno pokazujuéi da su stupci
u matricnom zapisu tog operatora linearno zavisni te koriste¢i teorem 3.1.8.
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RjeSenje:Racunamo inverz matrice (ne zaboravite da je ovo zapravo rjeSavanje tri sustava
istovremeno, pa elementarne transformacije smijemo koristiti samo na retcima matrice).
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Dakle, A=! = —2% % %2 = 1 —11 1 11 , Sto mozemo i provjeriti izracunavsi
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(2 boda) NapiSite matricu permutacije za permutaciju 32541.

RjeSenje: Permutacija o zadana nizom 32541 je bijekcija o : {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5}
dana sa o(1) = 3, 0(2) = 2, 0(3) = 5, 0(4) = 4, o(5) = 1 (v. skriptu, tocka 3.3.10).
Matrica permutacije o je matrica linearnog operatora T, zadanog na kanonskoj bazi sa
T,(e;) = €s(), 1 = 1,...,5 (v. skriptu, tocka 3.3.14). Dakle, trazena matrica je
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(5 bodova) Linearan operator A : R*> — R? ima u kanonskoj bazi matri¢ni zapis
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Odredite njegov matri¢ni zapis u bazi t; = (1,0),ty = (1,1).
RjeSenje: Matrica prijelaza iz kanonske baze u bazu (t1,t3) je T = [(1) ﬂ , pa je matri¢ni
zapis operatora A u bazi (t1,t3) (v. skriptu, tocka 3.5.6)

Ap =T 1AT.
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