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POGLAVLJE 6

Skalarni produkt

1. Norma i skalarni produkt vektora u R"

1.1. Duljina vektora u R2. Zamislimo si elemente z = (£1,&2) iz R?
kao koordinate tocaka u zadanom Kartezijevom sustavu euklidske ravnine, a
elemente kanonske baze e, e2 kao jedini¢ne vektore na koordinatnim osima.
Prema Pitagorinom poucku za pravokutni trokut s vrhovima

A=(0,0), B=(,0), C=(&,&),
kvadrat duljine hipotenuze AC jednak je sumi kvadrata duljina kateta
&+ 6.

—
Ako usmjerenu duzinu AC poistovjetimo s tockom x = (£1,&2), onda je
intuitivno opravdano kad kazemo da je

|lz]| = /&% + &3

duljina (ili norma) vektora x w R2. Primijetimo da za svaki x imamo & +
€2 > 01 da u definiciji mislimo na nenegativan drugi korijen /&7 + &2 > 0.

1.2. Primjer. Duljina vektora = = (1,2) je ||z|| = V12 + 22 = /5.

1.3. Duljina vektora u R3. Zamislimo si elemente z = (&1, &2, &3) iz
R3 kao koordinate toéaka u zadanom Kartezijevom sustavu euklidskog pros-
tora, a elemente kanonske baze e1, e, e3 kao jedini¢ne vektore na koordinat-
nim osima. Prema Pitagorinom poucku za pravokutni trokut s vrhovima

A=(0,0,0), B=(&,0,0), C=(&,6,0),
kvadrat duljine hipotenuze AC jednak je sumi kvadrata duljina kateta
& +6.
Sada, primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut s vrhovima
A=1(0,0,0), C=(£1,62,0), D= (&,8.83)

dobijamo da je kvadrat duljine hipotenuze AD jednak sumi kvadrata duljina
kateta
(G +8) +6
129
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Ako usmjerenu duzinu AD poistovjetimo s tockom = = ({1, &2,&3), onda je
intuitivno opravdano kad kazemo da je

lz|| = /&3 + &3 + &2

duljina (ili norma) vektora x u R3.
1.4. Primjer. Duljina vektora z = (1,2, —2) u R? je
||| = /12 + 22 + (-2)2 = 3.

1.5. Norma vektora u R". Za vektor z = ({1, ...,&,) u R" definiramo
normu (ili duljinu) vektora x kao

lzll = /& + - + &

1.6. Kanonski skalarni produkt na R". Funkciju
([):R"xR" =R, (z,y)—(z]y)=&m+&m+ -+ &,

zovemo kanonskim skalarnim produktom na R". Kanonski skalarni produkt
na R™ ima sljedeéa svojstva:

(1) skalarni produkt je bilinearna funkcija,

(2) skalarni produkt je simetri¢na funkcija, tj. za sve z i y vrijedi
(z|y) = (y [ ),

(3) (z]z)=0,

(4) (z | x) = 0 ako i samo ako je z = 0.

DokAz. Bilinearnost i simetri¢nost skalarnog produkta vrijedi zbog al-
gebarskih svojstava realnih brojeva:

n

Az [y) = (Aa)mi = /\Z&m = Az | y),

i=1

W [y) = S + Zm+25mz—z|y>+<x"|y>
=1

x\y Zgznz anfz— y|$
Ocito je (v | z) =3+ &2+ + & > 0 i jednakost vrijedi ako i samo ako
jesi=L==6=0 O

1.7. Napomena. Primijetimo da se kanonski skalarni produkt
(x| y) vektora x iy iz R podudara s kanonskim produktom (z | y) uvedenim
u tocki 5.6.2.

1.8. Kanonski skalarni produkt i norma vektora u R”. Ocito je

lz]| = /(2 | ).
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1.9. Kanonski skalarni produkt na R. U slucaju R = R! skalarni
produkt vektora (brojeva) £ in u R je

(€ n)=¢n,

a norma |||| je apsulutna vrijednost || broja &:

€l =llgll = vE-¢€

Primijetimo da u polju R relacija (£ | n) = £&n = 0 povladi da je bar jedan
od brojeva £ i n jednak nula.

2. Skalarni produkt vektora u C"
2.1. Kanonski skalarni produkt na C. Polje kompleksnih brojeva
C je skup R? ¢&ije elemente z = (z,y) obiéno zapisujemo kao z = x + iy.
Apsolutna vrijednost |z| = \/z2 + y? je u stvari norma ||z|| elementa z € R2.
Koristimo li konjugiranje i mnozenje u polju C, imamo formulu
|2l =zl = vz - 2.
Za kompleksne brojeve z i w kazemo da je
(zlw)y=z-w

skalarni produkt vektora (brojeva) z i w u C, a

21l = V(=] 2)

zovemo normom vektora z u C.

Primijetimo da u polju C relacija (z | w) = z - w = 0 povlaci da je bar
jedan od brojeva z i w jednak nula. Za razliku od realnih brojeva, skalarni
produkt na C ima svojstvo hermitske simetrije

Zlw=zw=w-z=w-z2=w-z=(w] 2).
2.2. Kanonski skalarni produkti na C i na R?. Primijetimo da je
za kompleksne brojeve z =z + 1y i w = u + v
(z|w) =2z -W=2zu+yv+i(—zv+ yu)

pa je skalarni produkt zu + yv vektora (z,y) i (u,v) u 2-dimenzionalnom
realnom vektorskom prostoru R? jednak realnom dijelu skalarnog produkta
(z | w) vektora z =z + iy i w = u + v u 1-dimenzionalnom kompleksnom
vektorskom prostoru C.

2.3. Kanonski skalarni produkt na C”. Funkciju
([):C"xC"=C, (2,9) = (z|y) =&+ &M + - + &l

gdje je x = (&1,...,&) 1y = (M,...,Mn), zovemo kanonskim skalarnim
produktom na C". Kanonski skalarni produkt na C" ima sljedeca svojstva:
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(1) skalarni produkt je linearna funkcija u prvom argumentu, tj.

(@ +a"[y)=@"1y)+ " [y), Azly)=Aazly),
i antilinearna funkcija u drugom argumentu, tj.
@y +y")=@[y)+@]y"), (@]ly)=Az]y),
(2) skalarni produkt je hermitski simetri¢na funkcija, tj. za sve z iy
vrijedi
(z|y) = (y | ),
(3) (z|z) =0,
(4) (z | x) = 0 ako i samo ako je z = 0.
DokAz. Linearnost i hermitska simetrija skalarnog produkta vrijede

zbog algebarskih svojstava kompleksnih brojeva:

n

Az |y) =) (&M = AZ% = Az | y),

i=1

(.’L'/—FI'//’ ) Z£z+§ 2517724‘251771— )+($”|y)
=1

(x\y)zz&mzzgm anﬁz* y‘x
=1 =1

Antilinearnost u drugom argumentu slijedi iz hnearnostl u prvom argumentu
i hermitske simetrije:
(@ly+c) =W+ |z)=(ylz)+A(v]|z)
=la)+A-(v]2)=(2]y)+ Az |v).

Ocito je (x| ) = |&1]? + &[>+ - -+ |€a]? > 0 jednakost vrijedi ako i samo
akoje &1 =& =---=¢&,=0. (]

2.4. Napomena. Primijetimo da se kanonski skalarni produkt
(x | y) vektora x i y iz C" ne podudara s kanonskim produktom (z | y)
uvedenim u tocki 5.6.2.

2.5. Primjer. Za vektore
r=(2,—1) i y=(1+1)
u C? kanonski skalarni produkt je
(x|y)=2i+ (=) - 1+i=2(=i)+(=i)- (1—i)=—-2i—i—1=—1-3i,
a kanonski produkt tih vektora je
(xly)=2-i+(—i)-(1+i)=2i—i+1=1+1.

2.6. Norma vektora u C". Norma vektora x = ((1,...,(,) je po
definiciji

2] = V(@[ 2) = VIGP + |G+ + |Gl
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2.7. Primjer. Norma vektora x = (2, —i) u C? je ||z|| = /|2|> + | — i|?
=V4+1=+/5.

2.8. Norme vektora u C” i R?". Napisemo li koordinate ¢ = a+if%
vektora

x=(C1y---,Cn)

kao parove (ag, ) realnih brojeva, onda vektor x mozemo shvatiti kao
element

xr = (a1,ﬂ1,u-7amﬁn)

iz R?", a norma je u oba slucaja ista:

Nzl = V(x| 2) = VIGP + - +1Gl? = Vi + B> + - + o[> + B

3. Unitarni prostori

3.1. Skalarni produkt na vektorskom prostoru. Neka je K polje
realnih brojeva R ili polje kompleksnih brojeva C. Neka je V' vektorski
prostor! nad poljem K. Funkciju

(1):VxV =K (z,y)—(z]y)
zovemo skalarnim produktom na vektorskom prostoru V ako vrijede sljedeca
svojstva:

(1) funkcija je linearna u prvom argumentu, tj.

(@' +a" |y) =" [y)+ (@ y), Qxly)=Az]|y),

i funkcija je antilinearna u drugom argumentu, tj.

@y +y")=@y)+@|y"), (@) =Nzly)

(2) funkcija je hermitski simetri¢na, tj. za sve x i y vrijedi
(@ |y)=(y ),
(3) (z]z) =0,
(4) (z | ) = 0 ako i samo ako je z = 0.
Vektorski prostor sa zadanim skalarnim produktom zovemo wunitarnim pro-
storom. U ovom paragrafu pretpostavljamo da je V unitaran.

1Ovdje prije svega mislimo na vektorske prostore R™ za polje K = R ili C" za polje
K = C, te njihove potprostore. No vazni su nam i vektorski prostori funkcija f: S — K
na danom skupu S, pri ¢emu su operacije zbrajanja i mnozenja funkcija skalarom iz K
“definirane po tockama”

(f+9)@) = f@)+g(x), (A=) =Af(z), ze8s
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3.2. Napomena. Za nas su najvazniji primjeri unitarnih prostora vek-
torski prostori R™ i C™ s kanonskim skalarnim produktima. U matematickoj
analizi su vazni primjeri unitarnih prostora vektorski prostori funkcija, kao
Sto je, na primjer, realni vektorski prostor neprekidnih funkcija

f:[-1,1]—-R

sa skalarnim produktom
1
(F19)= [ s@gte)ds.

3.3. Potprostor unitarnog prostora je unitaran. Neka je V' uni-
taran prostor i W vektorski potprostor? od V. Tada je W unitaran prostor
s naslijedenim skalarnim produktom

([): VXV =K (2,9 (z]y),

jer su za vektore iz W o¢ito zadovoljena sva svojstva (1) — (4) u definiciji
skalarnog produkta. Posebno je svaki potprostor od R™ ili C" unitaran
prostor.

3.4. Napomena. Zbog linearnosti skalarnog produkta u prvom argu-
mentu za svaki vektor x imamo

(3.1) (0] x)=0.
Isto tako je (x| 0) = (0] z) =0.

3.5. Napomena. Ako je V kompleksan vektorski prostor, onda je ska-
larni produkt vektora (x | y) kompleksan broj. No zbog hermitske simetrije
je (x | x) = (x| x), pa je za svaki vektor  u V skalarni produkt (z | x)
realan broj. Bududéi da u definiciji skalarnog produkta za taj realni broj
zahtijevamo (z | x) > 0, to postoji drugi korijen +/(z | ) > 0.

3.6. Norma vektora. Norma vektora x u unitarnom prostoru V je po

definiciji
lz]] = /(2 | 2) = 0.

Zbog svojstva (4) skalarnog produkta imamo da je
(3.2) l|z|| =0 ako isamo ako je x =0.

Zbog linearnosti skalarnog produkta u prvom argumentu i antilinearnosti u
drugom, za svaki vektor x u V' i svaki skalar A € K vrijedi

IAz]] = V(A | Az) = \[ ANz [ 2) = VIAP(2 [ 2) = [A] - |||

2Kazemo da je W potprostor vektorskog prostora V ako je zatvoren za operacije
zbrajanja vektora i mnozenje vektora skalarom, tj. ako vrijedi:
(1) zasvea,be W jea+be W,
(2) zasveae Wisve A\€ER jedae W.
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3.7. Normirani vektori. Kazemo da je vektor # u unitarnom prostoru
V' normiran ako je
||| = 1.
Za svaki vektor x # 0 “dijeljenjem” s normom ||z|| # 0 dobijamo normirani
vektor:

el = ryllell = 1.

Kazemo da smo normirani vektor Ww dobili normiranjem vektora x # 0.

Cesto umjesto ﬁx piSemo

S

x|

3.8. Lema. Zbog linearnosti skalarnog produkta u prvom argumentu
za vektore x i y imamo

(@ |2)y—(yla)z|z)=(v]2)(y|z) - (y|z)(x|z)=0.

3.9. Cauchy-Bunjakovskij-Schwarzova nejednakost. Za proizvolj-
ne vektore x 1y vrijedi nejednakost

(3-3) (@ | )] < [l=]| 1]l

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako su vektori x iy linearno zavisni.

DOKAZ. Zay = Az obje strane u (3.3) jednake su |A| ||z||>. Ako jez =0,
onda zbog (3.1) i (3.2) jednakost vrijedi. Zato pretpostavimo da je x # 0.
Zbog antilinearnosti skalarnog produkta u drugom argumentu, prethodne
leme, linearnosti u prvom argumentu i hermitske simetrije imamo

0< i@l @)y = (| @)l = (= |2)y — (y | 2)a | (= | 2)y — (y | 0)a)
—@|a)((@ |2y~ D]y - G| 2y - (] 2)| )

= llP (@ | )y 1) - (| @)z | )
=HﬂF@ﬂHMF z1y)@ | y)
( ?).-

Buduéi da je (po pretpostavci) ||z]|? > 0, to povlagi

= [zl (12| Pllyl* = I(z | )

0 < [f[[*[lyl]* = |(= | y)I*,

pa vadenjem drugog korijena slijedi nejednakost (3.3). Stovise, jednakost u
(3.3) povlaci ||(z | )y — (y | )z|| = 0, a to zbog (3.2) povlaci
(x| )y — (y | z)x = 0, odnosno linearnu zavisnost vektora x i y. O
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3.10. Nejednakost trokuta. Za proizvoljne vektore x i y vrijedi ne-
jednakost

(3-4) |z +yll <l + [lyl-
DokAz. Zbog svojstava skalarnog produkta imamo
lz+yl* = (z+y|z+y)

=(@[z)+(zy)+l2)+yly)
= |zl + (2 | y) + (y [ =) + [[yl]”
= |zl + (2 | y) + (@ [ ) + [yl]”
= [|z|* + 2Re (z | y) + [ly|?
< lzl* +2|(z | )| + [y
< el + 2yl + vl
= (Il + 1yI)?

pri cemu prva nejednakost vrijedi jer je realni dio kompleksnog broja manji
ili jednak apsolutnoj vrijednosti, a druga nejednakost vrijedi zbog Cauchy-
Bunjakovskij-Schwarzove nejednakosti. Sada nejednakost trokuta slijedi
vadenjem drugog korijena. O

4. Ortonormirane baze u R? i vektorski produkt

4.1. Okomitost vektora u R2. Zamislimo si elemente x = (&1, &) iz
R? kao koordinate totaka u zadanom Kartezijevom sustavu euklidske rav-
nine. Po Pitagorinom poucku su vektori x = (£1,&2) i y = (1, 72) okomiti
ako i samo ako je

(4.1) [l +ylI* = ][> + llyl[>

Bududéi da je
[z +yl* = (€1 +m)* + (&2 +m)* = & + & + 2(€um + &) + 0 + 05,
[l + [yl]* = & + & +ni + 15,

to je uvjet okomitosti (4.1) vektora x i y ekvivalentan

(4.2) (z|y) =&m +&ne =0.

4.2. Okomiti vektori. Kazemo da su vektora x i y u unitarnom pro-
storu V' okomiti ili ortogonalni ako je

(z|y)=0,

¢esto pisemo z L y. Primijetimo da je tadai (y | z) = (z |y) =0, tj. y L =.

Kazemo da je vektor x okomit na skup vektora A, pisemo x L A, ako je
x L a za svaki vektor a iz skupa A. Kazemo da je skup vektor B okomit
na skup vektora A ako je svaki vektor b iz B okomit na svaki vektor a iz A,
piSemo B L A. Primijetimo da je tadai A 1L B.
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4.3. “Pitagorin poucak”. Ako je z | y, onda zbog linearnosti skalar-
nog produkta u prvom argumentu, antilinearnosti u drugom argumentu i
hermitske simetrije vrijedi “Pitagorin poucak”

llz +yll? = [2ll* + (@ ] y) + (v | 2) + Iyl = [l]]* + [ly]]*.

4.4. Teorem. Ako je x L x, onda je x = 0. Posebno, ako je x LV,
onda je x = 0.

DokAz. Po definiciji skalarnog produkta (z | ) = 0 povlaéi z = 0.
Posebno, ako je x okomit na sve vektore iz V', onda je okomit i na sebe, pa
mora biti nula. O

4.5. Teorem. Skup vektora vy, ..., v je okomit na skup A ako i samo
ako je (vi,...,vg) L A.

Dokaz. Buduéi da je vq,...,vx € (vi,...,0), to (vi,...,v) L A
povlaé wvy,...,vp L A. Obratno, ako je vi,...,vp L Aia € A, onda
linearnost skalarnog produkta u prvom argumentu za linearnu kombinaciju
daje

(Mvr+- -+ Ao | @) = M (w1 | @) 4+ Aok | @) = A -04- -+ Xk-0=0

Zmaci da je linearna kombinacija Ajv; + - - - + A\pvr okomita na a za svaki a
iz A. O

4.6. Ortonormirani skupovi. Kazemo da je skup vektora vy,..., v
ortonormirani skup ako su vektori medusobno okomiti i ako je svaki od njih
normiran. To mozemo zapisati formulom

(vi |vj) =0i5 zasve i,j=1,... k.

Ortonormirani skup vektora vy, . .., v, koji razapinje prostor zovemo ortonor-
miranom bazom prostora.

4.7. Napomena. U slucaju vektorskog prostora R™ se kanonski pro-
dukt vektora (x | y) i kanonski skalarni produkt vektora (z | y) podudaraju,

pa mozemo re¢i da je ortonormirana baza vi,...,v, u R"” sama sebi dualna
baza.
4.8. Teorem. Neka je vy, ...,v, ortonormirani skup. Ako je
k
z= &ui,
i=1
onda je & = (x| v;) za sve i =1,...,n, odnosno
k
(4.3) x = Z(w | vi)v;.
i=1

Posebno, ortonormirani skup je linearno nezavisan.
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DokAz. Skalarnim mnozenjem

k
r =Y &
i—1

s v; i koriStenjem linearnosti skalarnog produkta u prvom argumenti dobi-
vamo

k k k
(@ |v) = (O &vilvg) =Y &ilvi | vj) =D &bij = &
i=1 =1 =1

Posebno za © = 0 slijedi & = --- = & = 0, pa je skup vektora vy,...,v;
linearno nezavisan. O
4.9. Fourierovi koeficijenti. Ako je vi,...,v, ortonormirana baza

prostora, onda koordinate
i = (z|v)
vektora x zovemo Fourierovim koeficijentima od x.
4.10. Primjer. Vektori v; = (1/v/2,1/v2) i va = (1/v/2,—1/v/2) su
ortonormirana baza u R?. Koordinate vektora = = (2,1) u toj bazi su
f=(lw)=2 H+1- L =3V
=(r|m =2 L +1 (-5 =1V
4.11. Pitanje. Da li su Fourierovi koeficijenti vektora = € C™ u orto-
normiranoj bazi vy, ..., v, dani formulom
fzz(vl\x)'? DA NE

4.12. Ortonormirane baze u R2. Ortonormirane baze u R? lako je
konstruirati. Za svaki vektor f # 0 je

I 1l = gl fll = 1,

pa je vektor fi1 = ﬁf norme 1. Ako je f1 = (o, 3), onda je vektor fo =
(=3, a) takoder norme 1 i vrijedi

(fi | f2) = —aB+ pa=0.

Ocito je i vektor — fo norme 1 i okomit na fi, pa imamo dvije ortonormirane
baze

(f1, f2),  (f1,—f2),

ili zapisano po stupcima kao matrice
a f
f—a)’

(5 7).
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4.13. Zadatak. Pokazite geometrijski i algebarski da su
cos —sin cos sin
<'90 w>’ (_w 90>’ s ER.
singp  cos @ sinp —cosy
sve ortonormirane baze u R2.

4.14. Zadatak. Pokazite da su kvaternioni norme jedan

(5 7). laP+ise=1

ortonormirane baze u C2. Pokazite da su

—\3
(5 5):  laP+isf=1 MW=L asarcc

sve ortonormirane baze u (CQ.

4.15. Vektorski produkt u R3. Za vektore a,b € R? definiramo vek-
torski produkt vektora a i b kao vektor

(44) axb= (2P — asfa)er — (a1f3 — asfi)es + (a1 P2 — azfi)es

u R3, sto kraée zapisujemo kao

ar P oer
(4.5) axb=det | as (B es
as 3 e3

Ocito je vektorski produkt u R3
x:R3xR* = R3  (a,b)—axb

bilinearno alternirajuée preslikavanje.

4.16. Primjer.

1 -1 1 -1 ¢ 6
a=12],b=10],axb=det |2 0 ey| =6e;—4es+2e3=|—4
1 3 1 3 e3 2

4.17. Mjesoviti produkt u R3. Za ¢ = yie; + Y2e2 + 73e3 imamo
(4.6) (axb|c)=(a2fs —azfe)n — (1P — azfi)y2 + (12 — a21)7s,

odnosno

a1 Bf1om
(4.7) (axblc)y=det |az P2 72
as (3 73

Zbog alternirajuceg svojstva determinante slijedi

(4.8) (axb|a)=0, (axb|b)=0.
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4.18. Konstrukcija okomice na ravninu u R>. Neka su a i b line-
arno nezavisni vektori. Tada je linearna ljuska (a, b) ravnina u R3. Iz relacije
(4.8) i teorema 4.5 slijedi da je a x b okomica na ravninu, odnosno

axbl {(ab).

Buduéi da je 2-dimenzionalna ravnina (a, b) u R? zadana jednom jednadzbom,
to je
(a,b) = {z € R®| (z,a x b) = 0}.
Tako je, na primjer, za vektore a i b iz primjera 4.16 ravnina (a, b) zadana
jednadzbom
681 — 4& + 283 = 0,
odnosno

&1
(a,b) = {| & | € R3 | 6& — 4& + 263 = 0},
&3

4.19. Teorem. Za sve a,b € R? vrijedi

@) ol =aer ({519 G = alPlplR - e 07

DokAz. Primijetimo da je

o oy az\ far B m (ala) (alb) (a|c)
B B2 B3 ag B2 oy | =|(]a) (b]b) (blc)],
Y172 3 as (3 3 (cla) (c|b) (clc)

pa iz (4.7) i Binet-Cauchyjevog teorema slijedi

a as az)\’ (ala) (alb) (a]c)
(axble)f>=|det |81 B2 P3 =det | (b]a) (b]b) (b]
Y2 73 (cla) (c|b) (c|

Prema (4.8) za ¢ = a x b imamo (a | ¢) = (b | ¢) = 0, pa Laplaceov razvoj
zadnje determinante po tretem stupcu daje

||c||4=|axb||4=<c|c>det(i‘£\‘2>> EZ;‘SD-

Pokratimo li s ||c||?> = (c| ¢), dobijamo formulu (4.9). O

Primijetimo da iz teorema 4.19 dobivamo Cauchyjevu nejednakost (3.3).
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4.20. Konstrukcija ortonormirane baze u R?. Ako je f; normirani
vektor u R3, onda nije tesko naéi normirani vektor fy okomit na f;. Tako,
na primjer, za

1

1
hi=—711
V3 \4

mozemo “pogoditi” niz vektora okomitih na fi:

1 0 1 ~2 1
-11, 11, 01, 1], 1
0 -1 ~1 1 -2
Uzmemo li, na primjer, prvi od tih vektora i normiramo li ga, dobivamo
1
1
fo=—4 -1
V2 0
Stavimo li
1 1 1 (&) 1 1 1
f3:f1><f2:7det 1 -1 €9 :7<61+€2—263):7 1 7
\/3\/5 1 O €3 \/6 \/6 -9

onda je fi, fo, f3 ortonormirana baza od R3.

4.21. Primjer. Neka su a i b vektori iz primjera 4.16. Zelimo li nadi
ortonormiranu bazu potprostora (a, b), onda mozemo racunati

o 1 (1) axb 1 (6 1 (3
9 =77="7= 1 g3= = -4 =—1|-2
Tl = 5 |2 T~ ves |\ o) Vi o

2
Tada je

1 3 €1 4 2
1 1
det [2 -2 e|=—=] 2 | =

1
= X = — J— 1
VYV Rl A B/ SV W) VT W

vektor iz potprostora (a,b) jer je okomit na okomicu a x b = /56 g3. No
onda je g1, g2 ortonormirana baza potprostora (a, b), tj.

(a,b) = (g1, 92)-

5. Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije

5.1. Teorem. Ako je vy, ...,v; ortonormirani skup vV ix € V, onda
je
k
Qz) =z - (z]vi)vi L (vr,...,v).
i=1
Stovise, Q(x) # 0 ako i samo ako x & (vy,...,vg).
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DoxAz. Skalarnim mnozZenjem vektorom v; dobivamo

N

k

(Q@) | v) = (& =Y (@[ vi)vi | v) = (x| v) = D (x| vi)(vi | vj)

i=1 =1

= (2| v)) Za:]’uz )dij = (@ [ vj) — (x| v;) = 0.

=1

Ea

Znacidaje Q(x) L vy,...,vg, ato je prema teoremu 4.5 ekvivalentno Q(z ) il
(v1,...,v;). Ako je x € <v1,..., k), onda zbog (4.3) imamo Q(x) =
Obratno, ako je Q(z) = 0, onda je ocito x € (v1,...,vg).

DO

5.2. Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije. Ako jeaq,...,a,
linearno nezavisan skup vektora u unitarnom prostoru V', onda postoji orto-
normirani skup vektora vy, ..., v, takav da je

(V1,...,0n) = (a1,...,an).

Posebno, ako je V' konacno-dimenzionalan unitaran prostor, onda se svaki
ortonormirani skup moze dopuniti do ortonormirane baze od V.

Dokaz. Konstruktivni dokaz provodimo u koracima koje zovemo Gram-
Scmidtov postupak ortogonalizacije:

Za n = 1 stavimo v, = Hal 01 Ocito je vy normiran i (v1) = (a1).
Pretpostavimo sada da ve¢ imamo ortonormirani skup vy, ..., v, za k <
n takav da je
(51) <U1,...,Uk> :<a17"'7ak>'
Buduéi da je po pretpostavci aq, ..., ag, a1 linearno nezavisan skup vek-
tora, to agyq nije u linearnoj ljusci (vi,...,vg) = (a1,...,ax), pa iz te-
orema 5.1 slijedi da je
k
b1 = Apq1 — E (arq1 | vi)vi # 0.
i=1
Tada imamo normirani vektor
1 ..
Vk+1 = ku+1||bk+1 U1, ) Uk
pa je vi,..., Uk, Uk4+1 ortonormirani skup vektora. Iz relacije
[bk11]| Vo1 — arp1 = brg1 — agq1 € (U1, ..., V)

i pretpostavke indukcije (5.1) slijedi

<1}1,. . '7Uk7vk+l> = <(11, v 7a'/€7vk+1> = <a'17 s 7ak7ak+1>~



5. GRAM-SCHMIDTOV POSTUPAK ORTOGONALIZACIJE 143

5.3. Primjer. Neka je ¢ = (1,0) i d = (1,1). Primijenimo li Gram-
Schmidtov postupak ortogonalizacije na vektore ¢, d, dobivamo ortonormi-
ranu bazu vq, va € R?

V1 = ﬁc = (LO):

(&
b2 =d— (d ’ Ul)’Ul :d—v1 == (1,1) - (1,0) == (0,1),
vy = pikrby = (0,1).
Primijenimo li pak Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije na vektore
d, ¢, dobivamo ortonormiranu bazu uq, us

5.4. Primjer. Skup P svih polinoma s realnim koeficijentima, defini-
ranih na intervalu [—1, 1], je realni vektorski prostor s operacijama zbrajanja
i mnozenja skalarom definiranih po tockama. Na P imamo skalarni produkt

1
(flg)= /1 f(z)g(z)dz.

Stavimo ay(z) = 2 za k= 0,1,2,.... Tada su polinomi ag, a1, as, . . ., tj.

ap(xz) =1, ay(x) =z, az(z) =2

linearno nezavisni, pa primjenom Gram-Schmidtovog postupka ortogonali-
zacije dobivamo ortonormirani skup polinoma vg, vy, v2,...:
Prvo primijetimo da je

' )7 1 i 1 i+ g g+l 1 (—1)tHil
(a; | aj) = 1acx xr = 1:1c T= ATl = AT

Znaci da je ||ag||? = 2, pa stavimo

5

vy = %ao, tj. wo(z) = Jsao(w) =
Primijetimo da je

_(_1)2
(a1 | v9) = L5(an | ag) = =G =0,

Sada rac¢unamo
b1 = al — (a1 | ’U())U() = ai, tj. bl(:lj') =X.

Bududéi da je

_(_1\3
a2 = =5

v = \/gbl, tj. wvi(z) = \/gbl(:c) = \/gsc

Primijetimo da je

stavimo

— 1 — _ 2
(a2’7’0)—*2(a2|a0)—*2 3 T /A3
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_(_1\4
(ag | v1) = \/g(cm ]a1):\/g71 (41) = 0.

bQ = a2 — (az ’ Uo)’l)() — (az ’ 1)1)’[)1 = ag — %%UQ = ag — 7

Sada rac¢unamo

ii“

tj. bo(z) = 2% — L. Bududi da je

o2l = llaz = aoll* = llaall* = 3@z | a0) + Hlacl P = 2~ 3-3+4-2= &,
stavimo
v = Bh G () = [ Bhi@) = L@ D).

Time smo dobili ortonormirani skup polinoma?

vo(z) = \/g, vi(x) = \/gx, vo(x) = \/gé (322 — 1)

koji je ortonormirana baza u unitarnom 3-dimenzionalnom prostoru
(ao,a1,a2) = {f | f(x) =0 + 12 +122%,70,7,72 € R}.

5.5. Koordinatizacija n-dimenzionalnog unitaranog prostora.
Neka je V' n-dimenzionalni unitarni prostor nad poljem K = R ili C. Prema

teoremu 5.2 postoji uredena ortonormirana baza B = (vi,...,v,) prostora
V. Ako je eq,...,e, kanonska baza u K™, onda je prema teoremu 5.2.6
koordinatizacija

n n
BV — K", Kp: $=Z§ivi'—>$B=Z§i€i
i=1 i=1
linearna bijekcija. Stovise, za

n n
T= &ui 1 oy=) moi

i=1 i=1
imamo
(@]y) Z@“Z | ZW’J ZZ@% vi | vj) ZZ&% ij = 2‘5“7%

=1 j=1 =1 j=1
Znaci da koordinatizacija Kp ¢uva skalarni produkt u smislu
(z|y) = (Kpz | Kpy) = (z5 | yB),

gdje je (z | y) skalarni produkt vektorau V, a (xp | yp) je kanonski skalarni
produkt vektora u K™.

3Polinome P, () = ,/Qfﬁ vn(z) zovemo Legandreovim polinomima.
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5.6. Parsevalova jednakost. Buduéi da su koordinate vektora u or-
tonormiranoj bazi Fourierovi koeficijenti dani formulom (4.3), formulu za
skalarni produkt (z | y) iz prethodnog dokaza mozemo zapisati kao tzv.
Parsevalovu jednakost

n

(5.2) (@ ly) = (& |v)y [ v),

i=1

a za normu vrijedi
(5.3) lz||* = ZI x| i)

5.7. Besselova nejednakost. Ako je vy,...,v; ortonormirani skup u
V, vektor x w'V i Q(z) kao u teoremu 5.1, onda je

(5:4) lzl* = 11Q(=) |I2+Z| (] v)f?

Posebno, vrijedi Besselova nejednakost

k

(5:5) Dol va)l? < [lalf?,

i=1

a jednakost vrijedi ako i samo ako je x € (vq,...,vk).

DokAz. Stavimo
k

Pa) =2 - Qx) = 3 (@ | vi)v

i=1
Tada je po definiciji i teoremu 5.1
= P(z) +Q(x), P(x) L Q(x),

pa je po “Pitagorinom poucku”

(5.6) l2|? = ||P(x)]]* + ||Q(x)||*.
Bududi da je vy, ..., v, ortonormirana baza od (vq,...,v), to prema (5.3)
za P(z) € (vy,...,v) imamo

HP H2 Z‘ 'CC‘U’L I

pa jednakost (5.4) slijedi iz (5.6).

Ako u (5.5) vrijedi jednakost, onda iz (5.4) slijedi ||Q(z)|| = 0. No onda
jeQ(z) =0ixz = P(x) € (v1,...,v). Obratno, ako je z € (vy,...,vx), onda
prema (4.3) imamo x = P(x), pa zbog (5.3) imamo jednakost u (5.5). O
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5.8. Primjer. Uz oznake iz primjera 5.4 imamo da je

|(f [oo) P+ [(F [ o) P+ I(F [ v2)* < |IfI?

za svaki polinom feP.

5.9. Potpunost ortonormiranog skupa. Neka je vy,...,v, ortonor-
mirani skup vektora u unitarnom prostoru V. Tada je ekvivalentno:

(1) vy,...,v, je ortonormirana baza od V.
(2) Zasvex u'V je

n

T = Z(a: | vi)v;

=1

(3) Za sve x u V vrijedi Besselova jednakost

n
el = [( | v)*.
i=1

(4) Za sve x iy u V vrijedi Parsevalova jednakost

n
(@|y) = (z]v)y|vi).

i=1
Doxkaz. (1)=(4) jer vrijedi(5.2).
(4)=-(3) zbog definicije norme.
(3)=-(2) zbog teorema 5.7 i (4.3).
(2)=-(1) jer po pretpostavci vy, . . ., v, razapinje prostor, a ortonormirani

skup jest linearno nezavisan. ([

6. Teorem o projekciji

6.1. Teorem o najboljoj aproksimaciji. Neka je V unitaran prostor
i neka je Y konacéno-dimenzionalni potprostor. Tada za vektor x u V' postoji
jedinstveni vektor P(x) u'Y takav da je

o= P@)l| < llz—yll zasvaki ye Y,

a jednakost vrijedi ako i samo ako je y = P(x).
Kazemo da je od svih vektora iz potprostora Y wvektor P(x) najbolja
aproksimacija od x.

DokAz. Po pretpostavci je Y kona¢no-dimenzionalni potprostor, pa pre-
ma teoremu 5.2 postoji ortonormirana baza v, ...,v; od Y. Stavimo

k

P(z) = Z(l‘ | vi)vi,  Q(x) =z — P(x).

i=1
Tada je po teoremu 5.1

Q(r) L P(z) —y €Y,
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pa je po “Pitagorinom poucku”
lz—yl]” = ||z —P(2)+P(x)=yl|* = [la—P()|[*+|| P(x)=y|* > [[e—P(x)|?,

a jednakost vrijedi ako i samo ako je ||P(z) —y|| = 0, odnosno P(x) —y = 0.
Bududi da je ||z — P(z)|| < ||z — y|| za y # P(z), vektor P(z) € Y mora
biti jedinstven. Stoga P(x) ne ovisi o izboru ortonormirane baze vy, ..., vy
uY. d

6.2. Primjer. Vektori

17_1a0)7 L 171’1)

012%( vg = 5

¢ine ortonormirani skup u R? i razapinju 2-dimenzionalni potprostor Y =
(v1,v2). Za vektor

b=(-1,-2,1)
je tocka
P(b) = (b]vr)vr + (b ] v2)va = 5(1,-1,0) = 3(1,1,1) = (=5, —§,—3)
najbolja aproksimacija od b tockama iz ravnine Y jer je za sve y iz Y

Vektor Q(b) = b — P(b) = (—1,-2,1) — (—¢, —%,—2) interpretiramo kao

vektor-okomicu na ravninu Y sa hvatistem u tocki ravnine P(b) i zavrsetkom
u tocki b = Q(b) + P(b), a duljinu % = ||Q(b)|| tog vektora interpretiramo
kao udaljenost tocke b od ravnine Y.

6.3. Primjer. Zadrzimo oznake iz primjera 5.4. Neka je g(z) = 2z+422.
Tada je

(g1w) =23/3 (gl =4y/3,
pa je polinom
p=1(g|vo)vo+ (g ]|vi)vy = %%ao + %%al, odnosno p(x) = % + 2z,
najbolja aproksimacija polinoma g u potprostoru polinoma
(ag,a1) = {f | f(x) =0 + nz,%, 1 € R}.
Drugim rije¢ima

1 1
[ lata) =k 20dn < [ lotw) 50— el

za sve 9,71 € R.
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6.4. Metoda najmanjih kvadrata. Neka su dani vektori aq,...,a,
u R™ i vektor b koji nije u linearnoj ljusci Y = (ay, ..., a,). Tada sistem od
m jednadzbi s n nepoznanica

nema rjeSenja, a najbolje §to mozemo traziti su takvi x = (&1,...,&,) € R"
za koje je

m
||a1£1 + - +an£n - bH2 = Z |ai1£1 + - +ain£n - ﬁl|2
i=1

najmanje moguce. Ponekad taj problem zapisujemo kao
laréy + -+ + an&n — b|[> — min.

Prema teoremu o najboljoj aproksimaciji rjesenje tog problema su oni x €
R™ za koje je

(6.1) Az = P(b),

gdje je P(b) najbolja aproksimacija od b vektorima iz Y. Bududi da je
P(b) € Y = (a1,...,ay), sistem (6.1) uvijek ima rjesenje x. RjeSavanje
sistema (6.1) zovemo metodom najmangih kvadrata. Zbog kasnije primjene
primijetimo da vrijedi tvrdnja:

6.5. Lema. Sistem (6.1) ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako su
vektori aq, ..., a, linearno nezavisni.

6.6. Teorem o projekciji. Neka je V wunitaran prostor i neka je Y
konacno-dimenzionalni potprostor. Tada za vektor x u 'V postoje jedinstvens
vektori P(z) uY i Q(x) LY takvi da je

x = P(z) + Q(z).

DokAz. Po pretpostavci je Y kona¢no-dimenzionalni potprostor, pa pre-

ma teoremu 5.2 postoji ortonormirana baza v, ...,v; od Y. Stavimo
k
P(x) =) (z|v)v, Qz)=x— P(a).
i=1

Tada je = P(z)+ Q(x) trazeni rastav jer je prema teoremu 5.1 Q(x) LY.

Dokazimo jedinstvenost. Ako je z = P(x)+Q(z) =y+uzanekiy € Y
iulY,ondaje P(x) —y =u— Q(y) i vrijedi

Plz)—yeY i u—Q(z) LY.
Odavle slijedi
u—Q(z) Lu—Q(z),

sto povladi u — Q(x) = 0, odnosno v = Q(x). No onda mora biti i y =
P(z). O



6. TEOREM O PROJEKCIJI 149

6.7. Sistem jednadzbi za metodu najmanjih kvadrata. Neka V
unitaran prostor, b vektor u V.1 Y = (aq,...,a,) potprostor u V razapet
vektorima aq, ..., a,. Prema teoremu 6.6 postoji jedinstveni

Pb)=%&a1+---+&an €Y
takav da je
b—P(b) LY.

To je, prema teoremu 4.5, ekvivalentno

(&1a1+ -+ &an—bla;)) =0 zasve i=1,...,n,
ili, zapisano kao sistem jednadzbi,

(a1 [ a1)& + (a2 | @)+ -+ (an | a1)&n = (b ] a1),
(6.2) (a1 ] az)€1 + (a2 | a2)éa + -+ + (an | a2)én = (b | a2),

(a1 | an)é1 + (a2 [ an)§2 + -+ (an [ an)én = (b ] an).
Znac¢i da najbolju aproksimaciju P(b) = &1aq + -+ - + &ra, mozemo traziti
rjeSavanjem sistema jednadzbi (6.2).
6.8. Primjer. Vratimo se primjeru 6.2: zadan je ortonormirani skup

v =5(1,-1,0), w=z(1,1,1)

u R3 i vektor
b= (_11 _27 1)7

a trazi se najbolja aproksimacija od b u 2-dimenzionalnom potprostoru Y =

a1 = \/§U1 + \/§U2 = (2707 1)7 a2 = \/§U2 = (17 17 1)7
az = \/51}1 — \/§U2 = (O, —2, —1),

pa jos uvijek imamo isti Y = (v, ve) = (a1, az,a3). Sada trazimo
P(b) = &1a1 + &aa2 + E3a3

rjeSavanjem sistema jednadzbi (6.2):

561 +38 — & = —1,

381+ 386 — 383 = -2,

— &1 — 38 + 583 = 3.
Rjesavanjem ovog sistema Gaussovom metodom eliminacija vidimo da sis-
tem nema jedinstveno rjeSenje. Lako se provjeri da je x = (%, —%, 0) jedno
rjeSenje, pa je

P(b) =2a1 — fap = 2(2,0,1) — 2(1,1,1) = (-, —

I

[NE
OO~

).
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6.9. Primjer. Zamislimo si da eksperimentalno mjerimo veli¢ine x i y
koje su vezane “zakonom”

y= Az + B,

a na nama je odrediti koeficijente A i B. Recimo da smo za (z,y) redom
dobili (1,2), (2,3) i (3,5). Tada sistem

A+B=2
24 + B = 3,
34+ B =5,

nema rjeSenja i najbolje sto mozemo je da nepoznanice A i B odredimo
metodom najmanjih kvadrata. Sistem prvo zapiSemo kao Aa; + Bags = b,
tj.

1 1 2
A(1,2,3)+B(1,1,1) = (2,3,5) ili A|2|+B|1|=3
3 1 5

a odgovarajudi sistem (6.2) kao
(a1 ] a1)A+(az|a1)B = (b|a1),
(a1 | a2)A + (ag | az)B = (b | az).
To je u naSem primjeru sistem
14A 4+ 6B = 23,
6A + 3B =10,
a rjeSenje tog sistema je A = %, B = % Zmnaci da je za taj izbor A i B suma
kvadrata
A+ B—2>+|2A+B—-3*+[3A+ B —5)?
najmanja moguca. Nacrtajte pravac y = 3 z + § i tocke (1,2), (2,3) i (3,5)

“dobivene mjerenjem”.

6.10. Ortogonalni komplement potprostora. Neka je V' unitaran
prostor i Y potprostor od V. Tada je zbog linearnosti skalarnog produkta
u prvom argumentu

Yi={zeV|(z|y)=0zasveycY}
potprostor od Y. Potprostor Y1 zovemo ga ortogonalnim komplementom

odY.

6.11. Suma potprostora. Neka su W i U potprostori od V. Skup
svth vektora

W4+U=A{w+u|weWueU}

zovemo sumom potprostora. Suma potprostora W + U je vektorski prostor.
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DoKAz. Za vektore w,w’,w” € W iwu,u',u” € U i skalar A imamo
(W +u" )+ (W +ud") = (W + ")+ (W +u"), Mw+tu) = w+Iue W+U.
O

6.12. Ortogonalna suma potprostora. Neka su W i U potprostor:
0d V. Ako je W 1 U, onda W+U zovemo ortogonalnom sumom potprostora
1 piSemo

Weaol.
U tom sluc¢aju imamo jedinstveni prikaz svakog elementa v € W & U kao
sumu
r=w+u, weW uel.
DokAz. Ako je w+u = w' + v za neke w’ € W iu € U, onda je
w—w =1 —u
element iz W i U, pa okomitost W L U povlaci
llw—w'|? = (w—w|w—w)=(w-w|u—u)=0.

No tada zbog svojstva norme (3.2) mora biti w—w’ = 0, §to povlacéi v’ = w,
a onda i v = u. O

Uz uvedenu terminologiju teorem 6.6 mozemo iskazati na sljedeéi nacin

6.13. Teorem o projekciji. Neka je V unitaran prostor i neka je Y
konacno-dimenzionalni potprostor. Tada je

V=YaY™

6.14. Teorem. Neka je V wunitaran konacno-dimenzionalni prostor 4
neka je Y potprostor. Tada je

dimY +dim(Y+) =dimV i (YHt=V
DokAz. U

Neka je vq,...,v, ortonormirana baza u Y i uy,...,u, ortonormirana
baza u Y+. Tada je vi,..., vk, u1,...,u, ortonormirani skup u V. Buduéi
da je po teoremu o projekciji svaki vektor z iz V suma vektora iz Y i Y,
to je x linearna kombinacija vektora vy, ...,v; i vektora ui,...,u,. No to
onda znaci da je skup

Vlyeoo s U, ULy .oy Up
ortonormirana baza od V', pa je k +r = dim V. Nadalje, vektor

k r
=Y (x|vvi+ Y (| uy)u
i=1 j=1

je okomit na Y+ = (uq,...,u,) ako i samo ako su mu Fourierovi koeficijenti
(x|ur)="---= (x| ur) =0, odnosno ako i samo ako je z € (vy,...,v5) =Y.
Znaéi da je (YL =Y.



