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POGLAVLIJE 5

Potprostori vektorskog prostora R"

1. Potprostor i linearna ljuska vektora

1.1. Definicija potprostora vektorskog prostora R". Neka je W
neprazan podskup od R”. Kazemo da je W potprostor vektorskog prosto-
ra R™ ako je zatvoren za operacije zbrajanja vektora i mnoZenje vektora
skalarom, tj. ako vrijedi:

(1) zasve a,be W ijea+be W,
(2) zasvea € Wisve A€ER je \ae W.

1.2. Nul-potprostor. Neka je W = {0}, tj. skup ¢iji je jedini element
nula u R™. Bududi da je 040 =01 A0 = 0 za svaki A € R, to je W = {0}
potprostor vektorskog prostora R™. Potprostor {0} zovemo nul-potprostorom
vektorskog prostora R™ i oznacavamo ga s 0.

1.3. Trivijalni potprostori. O¢cito je W = R" potprostor od R". Pot-
prostore 0 i R™ zovemo trivijalnim potprostorima vektorskog prostora R"™.

1.4. Primjer. Skup W svih vektora u R? oblika
&
&
0

je potprostor. Interpretiramo li R3 geometrijski, onda je potprostor W ra-
vnina u prostoru koja sadrzi prve dvije koordinatne osi.

1.5. Primjer. Skup

w={(&) ex1a>0]
3

nije potprostor u R2. Doduse, za a,b € W vrijedi a +b € W, ali (—1)a nije
u W, pa opéenito ni Aa nije u W (nacrtajte sliku).

1.6. Pitanje. Da li je skup

w={(8) ewiaz0g20)
§2

potprostor u R?? DA NE

111



112 5. POTPROSTORI VEKTORSKOG PROSTORA R™

1.7. Svojstva operacija zbrajanja i mnozenja skalarom eleme-
nata potprostora. Po definiciji potprostora W vektorskog prostora R,
na W imamo definirane operacija zbrajanja i mnozenja skalarom. Operacija
zbrajanja je asocijativna i komutativna. Ako je w vektor iz W, onda je po
pretpostavei 0 = 0 - w iz W, pa potprostor W ima i element 0 za opera-
ciju zbrajanja. Bududi da je —w = (—1) - w, to zajedno s elementom w
potprostor W sadrzi i suprotan element —w. Znaci da operacija zbrajanja
vektora iz W ima sva algebarska svojstva zbrajanja vektora u R™ popisana
u tocki 1.1.8. Ocito je da i operacija mnozenja vektora iz W skalarom ima
sva algebarska svojstva popisana u tocki 1.1.8.

1.8. Linearna kombinacija elemenata potprostora. Ako je W pot-
prostor i a1, ..., ar vektori u W, onda iz definicije neposredno slijedi da je i
svaka linearna kombinacija Aja; + - - - + Agax element potprostora W.

1.9. Linearna ljuska vektora. Neka su vy, ..., v; vektori u R". Tada
skup
<1)1,...,Uk> :{)\11)1—}—‘.-—1—)\;611;6 | Alyeeoy Ak ER}
svih linearnih kombinacija vektora vy, ..., v zovemo linearnom ljuskom vek-
tora vi,...,Vg.

1.10. Primjer. Neka je eq, ea, e3 kanonska baza u R3. Tada je linearna
ljuska W = (ey, ea) vektora e; i ea skup svih linearnih kombinacija oblika

&1
§re1 + &eer = | &2
0

1.11. Zadatak. Neka je vy = <1>, Vg = (_11) Interpretirajte R? kao
ravninu i nacrtajte linearne ljuske

(vi),  (v2) 1 (v1,02).

1.12. Lema. Linearna ljuska (vi,...,v;) je potprostor vektorskog pro-
stora R™. Nadalje, v; € (v1,...,v%) za svet =1,... k.

DOKAZ. Za v = Avy + -+ Nvg 1 v/ = Njv1 + -+ - + A, v, imamo
v+ =N+ A 4+ e+ AN vk, o = pAog o+ g,

pa su vektori v +v' i pv u (vq,...,vx). Znaci da je (vy,...,vE) potprostor.
Nadalje, za vektor v; imamo

v =0v; + -+ 001 +1-v; + 0vq + - - + Ovg,

paje v; € (V1,..., V). O
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1.13. Linearna ljuska vektora i elementarne transformacije. Ne-
ka je niz vektora vi,...,v) dobiven elementarnim transformacijama iz niza
v1,...,Vg. Tada je

/ /
(V1. 0) = (U1, ..., Uk).

Dokaz. Pretpostavimo da smo proveli elementarnu transformaciju obli-
ka

/ / /
V] = V1 + U2, V9 = V2,..., U = V.
Neka je Ajv] + -+ 4+ Ao, € (v],...,v,). Tada je

AL+ Xy, = Aor + (A + A2)vg 4+ Agvz 4+ Aoy € (V15 vp).

Time smo dokazali (v{,...,v}) C (vi,...,v). Bududi da je inverzna elemen-
tarna transformacija istoga tipa, slijedii (vi,...,vg) C (v],...,v;). Tvrdnja
leme za ostale slucajeve elementarnih transformacija dokazuje se na slican
nacin. ([

1.14. Primjer. Mozemo se zapitati Sto je linearna ljuska vektora

0 0 0

1 1 2,
Ul - 2 ) U2 = 71 ) U3 = 1 *

1 -1 2

U ovom primjeru niz vektora v1, v9, v3 mozemo elementarnim transformaci-
jama na stupcima prevesti u vektore e, e3, e4 kanonske baze u R*. Jedan
od nacina je da prvo ponistavamo elemente u “gornjem trokutu”

0 0 0 0 0 O 0 0 O 0 0 O
1 1 2 . 1 0 2 . 1 0 0 . 1 0 0
2 -1 1 2 31 2 -3 -3 2 -3 0}’
1 -1 2 1 -2 2 1 =2 0 1 -2 2

zatim nastavljamo s elementarnim transformacijama na stupcima ponistavajuéi
elemente u “donjem trokutu”, prvo ponistavajuéi elemente u tre¢em retku
koristeéi treéi stupac

0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
1 0 0 1 0 0 1 0 0 . 1 0 0
2 =3 0 2 -3 0 2 -3 0 2 =3 0}’
1 -2 2 1 -2 1 1 0 1 0 0 1
a potom, pomocu drugog stupca, dovrsimo postupak

0 0 O 0 00 000

1 0 0 1 00 1 00

2 =3 0] |21 0 010

0 0 1 0 01 0 01

Prema tocki 1.13 imamo da je linearna ljuska

<’Ul,1}2,v3> = <€27€37€4> C R4-
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1.15. Lema. Za vektore vi,...,0m, & p < m vrijedi
(U1, .., Up) C (V1. .., Up).
Naime, prosirimo linearne kombinacije vektora v, ..., v, do linearnih kom-
binacija vektora vy, ..., v, “‘dodavanjem nule”

Avr - Apup = Avr -+ Apup + Ovpg + -+ + Ovgy.

1.16. Lema. (v1,...,0m) = (V1,...,Um, Umt1) ako i samo ako je
Vg1 € (U1, .oy Um).
Naime, prema lemi 1.12 je vyy41 € (V1, ..., Um, Um+1), Pa jednakost linearnih
ljuski povlaéi vy,41 € (v1,...,0m). Obratno, ako je vpmt1 € (Vi,...,Un),

0dnosno vp41 = Y iy fiVi, onda za linearne kombinacije imamo

m
AU+ AU, + >\m+1 (Z Mﬂ}z> = )\&Ul 4+ .4 )\;nU'rrm
i=1

sto povlaéi (vi,...,Vm,Vm+1) C (V1,...,0m). Jednakost linearnih ljuski
sada slijedi iz prethodne leme.

2. Baza potprostora i koordinatizacija

2.1. Izvodnice i baza potprostora. Za vektore ay, ..., a; kazemo da
su szvodnice potprostora W #£ 0, ili da razapinju W, ako je

W:<a1,...,ak>.

Linearno nezavisne izvodnice aq, ..., a; potprostora W # 0 zovemo bazom
potprostora W. Drugim rije¢ima, vektori ai,...,ar iz W su baza od W ako
se svaki vektor w iz W moze na jedinstveni nacin prikazati kao linearna
kombinacija

Arar + -+ Agag.
Koeficijente A; u jedinstvenom prikazu w = Y A\;a; zovemo koordinatama

vektora w u bazi ay, ..., ar. Kazemo da je prazan skup 0 baza potprostora 0.

2.2. Primjer. Vektori vi,v2,v3 iz primjera 1.14 su linearno nezavisni
jer se elementarnim transformacijama mogu svesti do linearno nezavisnih
vektora es, e3,e4 u R, Znaéi da su vektori vy, vo, v3 baza potprostora

(v1, v2,v3).

Stovise, vidimo i da je es, e3, e4 druga baza tog potprostora.
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2.3. Teorem o nadopunjavanju linearno nezavisnog skupa do
baze potprostora. Neka je W # 0 potprostor i neka su v1, ..., v, linearno
nezavisni vektori u W. Ako vi,...,v, nije baza od W, onda postoji v € W
takav da su

Viy.no, Up, U

linearno nezavisni vektori w W. Nadalje, svaki linearno nezavisan skup

v1,...,0p u W koji nije baza od W moZemo nadopuniti do baze
U1y, Up, Ups1,---,Vk

potprostora W.

DoxkAz. Ako linearno nezavisan skup v1,...,v, ne razapinje potpros-
tor W, onda postoji vektor v € W koji nije linearna kombinacija vektora
v1,...,Up. Tada su vektori

V,V1,...,Vp
iz W linearno nezavisni. Naime, ako je
A+ g+ -+ Apop = 0,

onda mora biti A = 0, jer bi u suprotnom imali da je v linearna kombinacija

A1 Ap
v:—7v1—~--—7vp.
No A =0 daje
)\101+"'+)\p1}p:0,

pa zbog linearne nezavisnosti vy, ..., v, slijedi Ay = --- = A, = 0. Bududi da
je broj linearno nezavisnih vektora u R™ manji ili jednak n, to proSirivanjem
linearno nezavisnog skupa u W dolazimo do baze v1, ..., vp, Upt1, ...,V pot-
prostora W za neki k < n. O

Veé smo rekli da je prazan skup baza potprostora W = 0. Ako je W # 0,
onda postoji vektor w # 01 {w} je linearno nezavisan skup. Nadopunjava-
njem do baze dobivamo:

2.4. Teorem. Svaki potprostor W wvektorskog prostora R™ ima bazu.

2.5. Koordinatizacija potprostora. Neka je W # 0 potprostor vek-
torskog prostora R™. Neka je B = (b1, ..., bx) uredena baza potprostora WW.
Tada je dobro definirano preslikavanje

Kp: W — RF
koje vektoru w iz W pridruzuje k-torku njegovih koordinata A; u bazi B
A1
w=Aby + -+ ANy —wp = | :
Ak

Preslikavanje K zovemo koordinatizacijom potprostora W.
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2.6. Teorem. Koordinatizacija Kg je linearna bijekcija.

Dokaz. Ocito da jednakost koordinata

povlaédi jednakost vektora x = A\1b1+- - -+ A\ = p1b1+- - -+ pupby = y, pa je
koordinatizacija Kp injekcija. Buduéi da za svaku k-torku brojeva mozemo
napisati linearnu kombinaciju vektora b1, ..., b, to je koordinatizacija Kpg
surjekcija s W na RF.

Zbog jedinstvenosti zapisa vektora u bazi za operacije zbrajanja i mnozenja
vektora skalarom

k k k k k
D oAbty pibi =) (Nt )b,k (Z Aibz-) = (kAi)bi.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

imamo odgovarajuée zbrajanje koordinata u R¥ i mnozenje koordinata ska-
larom

($+y)B:fL‘B+yB, (/-i:U)B:/-m:B.
Znaci da koordinatizacija Kp ima svojstvo linearnosti:

Kp(x+y)=Kp(x)+ Kp(y) i Kp(kxr)=rKpg(x)

za sve vektore x,y € W i skalare k € R. O

2.7. Inverz koordinatizacije je linearno preslikavanje. Kao u do-
kazu teorema 3.2.1 vidimo da i inverzno preslikavanje

Kg':RF =W
ima svojstvo linearnosti:
Kpl'(z+y) = Kzt (x) + Kg'(y) i Kz'(ke) = kK5 (z)
za sve vektore x,y € RF i skalare x € R.

2.8. Dimenzija potprostora. Svake dvije baze potprostora W # 0
vektorskog prostora R™ imaju isti broj elemenata. Taj broj zovemo dimenzi-
jom od W i oznac¢avamo s dim W'.

Doxkaz. Neka su B = (by,...,b;) 1 C = (c1,...,¢) dvije uredene baze
potprostora W i
Kp: W —RF i Ko: W =R
pripadne koordinatizacije. Tada je kompozicija
KcoKg':RF - R”
linearna bijekcija, pa iz teorema 3.1.12 slijedi k = 7. ([

KaZemo da je 0 dimenzija nul-potprostora.
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2.9. Teorem. Neka suV i W potprostori vektorskog prostora R™ i neka
je V.C W. Tada je
(2.1) dimV < dim W
i jednakost dimenzija dimV = dim W povlaci jednakost potprostora V.= W.

DoKkAZ. Prema teoremu 2.3 svaku bazu potprostora V' mozemo nadopu-
niti do baze potprostora W, pa vrijedi nejednakost (2.1). Neka je vq,...,v,
baza potprostora V i neka je dimV = dim W = p. Tada linearno nezavisan

skup vektora vi,...,v, u W mora biti baza od W, jer bi u protivnom,
zbog teorema 2.3, potprostor W imao bazu s vise od p elemenata, suprotno
pretpostavci dim W = p. No tada je V = (vq,...,vp) = W. O

3. Slika linearnog preslikavanja

3.1. Slika linearnog operatora. Neka je A: R¥ — R" linearno pre-
slikavanje. Slika preslikavanja A je skup

imA = {Az € R" | 2 € RF}.
Ocito je A surjekcija ako i samo ako je imA = R™.

3.2. Lema. Slika linearnog preslikavanja A: R¥ — R™ je potprostor
vektorskog prostora R™. Stovise,

(3.1) imA = (Aey,. .., Aey).

Dokaz. Az, Ay € imA povlaci Az + Ay = A(x + y) € imA. Takoder
imamo Mz = A(Ax) € imA. Znadi da je slika od A potprostor vektorskg
prostora R”. Buduéi da za vektor x = ey + - - - + &pep, u RF imamo

Ax =& Aey + - + & Aeg,
to o€ito vrijedi (3.1). O

3.3. Primjer. Slika linearnog preslikavanja A: R? — R* zadanog ma-
tricom

0 0 0
1 1 2
2 -1 1
1 -1 2

je, prema rezultatu primjera 1.14, potprostor (vq,vs,v3) = (€2, e3,e4) u R

3.4. Rang matrice i linearnog operatora. Rang linearnog preslika-
vanja A: RF — R" je dimenzija slike od A, tj.

rang A = dimimA = dim(Aey,. .., Aey).
Rang matrice A = (aq,...,a) je rang pripadnog preslikavanja, tj.

rang A = rang (a1, ...,ax) = dim{ay, ..., ax).
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3.5. Rang i elementarne transformacije. Prema tocki 1.13 elemen-
tarne transformacije ne mijenjaju linearnu ljusku, pa to svojstvo koristi-

mo za racunaje ranga: elementarnim transformacijama svedemo vektore
A= (ay,...,ax) na oblik

(c1,...,¢r,0,...,0)

gdje su cy,...,c- linearno nezavisni vektori, obi¢no u “trokutastoj formi”.
Tada su ti vektori baza potprostora (ai,...,ax), pa je rangA = r. Na
primjer,
1 -1 0 2 1 0 0 2 1 0 0 2
A 1 2 3 -1 . 1 3 3 -1 . 1 3 0 -1
2 -1 1 3 2 1 1 3 2 1 0 3
-1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 0 -1
1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
. 1 3 0 -3 L 1 3 00 . 0 1 00
2 1 0 -1 2 1 00 ’ 5/3 1/3 0 0
-1 -1 0 1 -1 -1 0 0 -2/3 —1/3 0 0

pa zaklju¢ujemo da je rang A = 2.

3.6. Kronecker-Capellijev teorem. Neka je linearno preslikavanje

A: R" — R™ zadano na kanonskoj bazi matricom (ay,...,ay,) i neka je
zadan vektor b u R™. Tada sistem jednadzbi
Ax =1

ima rjesenje ako i samo ako je rang matrice sistema jednak rangu prosirene
matrice sistema, tj. rang (ay,...,a,) = rang(ay,...,an,b).

Dokaz. Sistem jednadzbi Ax = b ima rjeSenje ako i samo ako je b u
slici operatora A, tj.

(3.2) beimA = (ay,...,an).
To je, prema lemi 1.16, ekvivalentno
(3.3) (a1,...,an) = {(a1,...,an,b).

No prema teoremu 2.9 jednakost (3.3) je ekvivalentna jednakosti

dim{aq,...,a,) = dim{ay, ..., an,b).

3.7. Primjer. Sistem jednadzbi
& —&+25=-1,
§1+ 26 — &3 =2,
&1+ 86 +83 =0,
=&+ & + 286 =2.

(3.4)
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iz primjera 2.8.6 nema rjesenja. To smo u tocki 2.8.8 vidjeli Gaussovom me-
todom izvodenjem elementarnih transformacija na recima proSirene matrice
sistema:

1 -1 2 -1 1 -1 2 -1
1 2 -1 2 0 3 -3 3
Ao=14 1 1 o=l 1 1 o™
1 1 2 2 1 1 2 2
1 -1 2 -1 1 -1 2 -1 1 -1 2 -1
o 3 =3 3] o3 =3 3] (03 -3 3
0 0 3 -1 0 0 3 -1 0 0 3 —1}|°
-1 1 2 2 0 0 4 1 o0 o I

pa sistem (3.4) nema rjesenja jer jednadzba
06 + 06 + 06 = 1

nema rjesenja. S druge strane, elementarnim transformacijama na stupcima
prosirene matrice sistema dobivamo

1 -1 2 -1 1 0 0 0
1 2 -1 2 1 3 -3 3
Ao=1_ 1 1 of""|10 3 1|
-1 1 2 2 -10 4 1
1 00 0 1 00 0 1 00 0
lr 3o 0 130 0] [1 300
-1 0 3 -1 -1 0 1 -1 -10 1 0]
-1 04 1 -1 0 3 1 -10 3 %

pa zakljutujemo da je rang A = 3 i rang(A,b) = 4, pa iz Kronecker-
Capellijevog teorema slijedi da sistem (3.4) nema rjesenja.

4. Jezgra linearnog preslikavanja

4.1. Jezgra linearnog operatora. Neka je A: R™ — R™ linearno
preslikavanje. Jezgra preslikavanja A je skup

ker A = {z € R" | Az = 0}.

Prema teoremu 3.1.7 A je injekcija ako i samo ako je ker A = 0.

4.2. Lema. Jezgra linearnog preslikavanja A: R™ — R™ je potprostor
vektorskog prostora R™.

DoOKAz. z,y € ker A povlaéi A(z +y) = Az + Ay = 0, odnosno x + y €
ker A. Takoder imamo A(Az) = Az = 0, pa je Ax € ker A. Znaéi da je
jezgra od A potprostor vektorskg prostora R™. ([l
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4.3. Defekt matrice i linearnog operatora. Defekt linearnog pre-
slikavanja A: RF — R™ je dimenzija jezgre od A, tj.

defekt A = dim ker A.
Defekt matrice A = (a1, ...,ax) je defekt pripadnog preslikavanja.

4.4. Pitanje jedinstvenosti rjeSenja sistema jednadzbi. Pretpo-
stavimo da sistem jednadzbi
Ax =b

ima rjeSenje, oznacimo ga s Tpart 1 zovimo ga partikularnim rjesenjem siste-
ma. Sistem

Ax =0
zovemo pripadnim homogenim sistemom. Po definiciji je jezgra od A skup
svih rjeSenja pripadnog homogenog sistema.

Teorem. Skup svih rjeSenja sistema Ax = b je
Tpart + ker A = {xpare +y | Ay = 0}.
Posebno, xpq je jedinstveno rjesenje sistema Ax = b ako i samo ako je

ker A = 0.

DoxkAz. Po pretpostavci je Azpat = b. Ako je Az = b, onda za y =
& — Tpart imamo Ay = A(x — part) = Az — AZpare = b— b = 0. To znaci da
je svako rjesenje sistema Ax = b oblika
T = Tpart +y, Ay=0.
Obratno, za vektor = tog oblika imamo Az = A(zpart +v) = AZpart + Ay =
b+ 0 =b, tj. x je rjeSenje sistema. U
Napomena. Primijetimo da “odstupanje” od jedinstvenosti rjeSenja “mjeri”
defekt operatora A.
4.5. Primjer. Ocito sistem jednadzbi
261 + 28 — 48 =4,
(4.1) 281 + 38 — 583 =4,
481 + 58 — 983 = 8
ima jedno rjeSenje
2

Lpart = 0

0
Rjesavanjem pripadnog homogenog sistema jednadzbi
261 + 28 — 483 =0,
(4.2) 261 + 382 — 583 =0,
461+ 55 — 98 =0
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dobivamo
2 2 —4 0 11 -2 0 1 0 -1 0
23 -50|l—...~|01 -1 OJ+—...>|0 1 =1 0},
4 5 -9 0 01 -1 0 00 0 O

pa su sva rjeSenja pripadnog homogenog sistema
GB=AcR, H=G=X\ G==A\

Znaci da su sva rjesenja z sistema jednadzbi (4.1) oblika

2 A 24 A
=0+ XN] = A , AeR.
0 A A

4.6. Teorem o rangu i defektu. Neka je A: R — R™ linearno pre-
slikavange. Tada je

rangA + defekt A = n.
DoxkAz. Neka je
UV1y...,Up
baza jezgre od A. Taj linearno nezavisan skup u R™ nadopunimo do baze
V1y---,Up, Upsl,---,Un.
Vektori Avy, ..., Av, razapinju sliku preslikavanja A. No vektori vy, ..., v,
su u jezgri preslikavanja A i za njih je Av; = 0, pa imamo da vektori
Avpi, ..., Av,
razapinju sliku preslikavanja A. Za dokaz teorema dovoljno je dokazati da

je to baza slike preslikavanja A, tj. da je taj skup linearno nezavisan. Zato
pretpostavljamo da je

(4.3) Apt1AUp 11 + -+ -+ ApAvy = 0

i dokazujemo da su svi koeficijenti nula. Zbog linearnosti preslikavanja A iz
(4.3) slijedi

A()\p—i-lvp—i-l 4+ -+ )\n’ljn) = 0.
Znaci da je vektor A,11vpt1+- - -+ A0y, U jezgri preslikavanja A. Prikazemo
li taj vektor u bazi jezgre

)\p+lvp+1 + -+ )\nvn = AIUI + -+ Ap'Up

dobivamo

=AU — = ApUp + Apt1Upt1 + -+ Aquy = 0.
Bududéi da je vy, ..., v, baza prostora R", svi koeficijenti u toj kombinaciji
moraju biti nula. Posebno je A1 =--- = A, =0, §to je i trebalo dokazati.

0



122 5. POTPROSTORI VEKTORSKOG PROSTORA R™

4.7. Primjer. Neka je homogeni sistem jednadzbi Az = 0 zadan ma-
tricom iz tocke 3.5. Bududéi da je rangA = 2, to je defektA =4 — 2 = 2,
tj. jezgra od A ima bazu od dva vektora. RijeSavanjem sistema Gaussovom
metodom dobivamo

1 -1 0 2 1 -1 0 2 101 1
A 1 2 3 -1 0 3 3 =3 01 1 -1
12 -1 1 3|10 1 1 —-1|~{0 00 0|’
-1 0 -1 -1 0 -1 -1 1 0 00 O
pa je pocetni sistem Ax = 0 ekvivalentan sistemu
101 1
(0 11 —1>x“0
koji je oblika
1 0 a13 (14 o
(0 1 asy am)® ™ 0.
Bazu potprostora ker A sada trazimo u obliku
vy = (£1,€2,0,1), vz = (1,72, 1,0),
Sto je lako rijesiti:
vy = (—04, —a24,0,1) = —aq4e1 — aggen + ey,
v3 = (—aa3, —ag3, 1,0) = —auze; — agzes + e3.

U nasem konkretnom primjeru to je
v =(—1,1,0,1) = —e; +ea+eq, wv3=(—1,—1,1,0) = —e; — €2 + es.
Zmaci da je ker A skup svih vektora oblika
Aqv4 + A3v3, Ag, AsR.
4.8. Baza jezgre operatora. Prethodni nam primjer ukazuje na po-

stupak kojim opéenito trazimo bazu jezgre ker A: Gaussovim eliminacijama
m x n sistem Az = 0 svedemo na ekvivalentan sistem

0... 1 051]‘1 ... 0 a1j2 0 a1j3
0... 0 0 1 a2j2 0 Ozgjg
(4.4) 0... 0 0 ... 0 0 ... 1 ag ...|*=0
pri ¢emu je j1 > jo > j3 > .... Ako je rangA = r, onda je matrica sistema
(4.4) oblika
(0,...,0,€1,a4,,...,€2,Qjp, .. €, Q5 ,...),

a stupcima 0 i a; odgovara n — r vektora baze potprostora ker A:

Vi = €j za ]§]1_27
;=
—Qje] — Qigjey — -+ — Qgjes +e; zastupce es,...,a5,...,€511.
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5. Osnovni teorem o rangu

5.1. Racunanje ranga matrice elementarnim transformacijama
redaka. Jezgra linearnog preslikavanja A: R” — R™ je skup svih rjesenja
homogenog sistema jednadzbi

Ax = 0.

Elementarnim transformacijama redaka matrice A = («a;;) dobivamo ekvi-
valentan sistem

Bx =0.
Ovdje je matrica B = (f3;;) matrica linearnog preslikavanja B: R" — R™
koje je (u principu) razli¢ito od A, ali su skupovi rjesenja homogene jed-
nadzbe isti ker A = ker B, pa je onda i

defekt A = dim ker A = dim ker B = defekt B.
Sada iz teorema o rangu i defektu slijedi
rang A = rang B.
5.2. Rang matrice “po recima i stupcima”. Iz gornjeg razmatra-
nja slijedi da pri racunanja ranga matrice mozemo “istovremeno” koristiti
elementarne transformacije i na stupcima i na recima matrice. Na primjer,

postupak na primjeru iz tocke 3.5 mogli smo nastaviti izvodenjem elemen-
tarnih transformacija na recima

1 0O 0 O 1 0 00 1 0 00
A~ 1 3 00 N 0 3 00 N 0 3 00
2 1 0 0 » 2 1 0 0f » 0 1 00
-1 -1 0 0 -1 -1 0 0 -1 -1 0 0
1 0 00 1 0 0 0 1 0 0 0
N 0 3 00 N 0 1 00 N 0 1 0 0
{0 1 0010 1T OO0O]+10 O 0O
0 -1 0 0O 0 -1 0 O 0 -1 0 O
1 0 00
01 0 0
’;J 00 0 0 :(€1a€2a0a0)7
00 0O

pri cemu je rang zadnje matrice ocito 2.
Opéenito m X n matricu A moZemo elementarnim transformacijama na
stupcima © recima svesti na oblik

(5.1) (e1,...,€r,0,...,0)

iz kojeg ocitavamo rang A = r.
Naime, ako matrica A tipa m X n nije nula, onda eventualnom zamjenom
stupaca i/ili redaka problem svedemo na slucaj a1y # 0. Sada podijelimo



124 5. POTPROSTORI VEKTORSKOG PROSTORA R™

prvi stupac s a7 i “eliminiramo” sve preostale elemente u prvom retku, a
potom i u prvom stupcu. Znaé¢i da smo dobili matricu

1 0 ... 0

0 of o,
22 - 2n
/ /

0 appe -0 Qpyy

i problem sveli na matricu tipa (m — 1) x (n — 1).
Primijetimo da su ey, ...,e, u (5.1) prvih r elemenata kanonske baze u
R™. Transponirana matrica ima “isti oblik”

(5.2) (e1,...,er,0,...,0)T = (e1,...,e.,0,...,0),

“jedino” §to je tipan x miey,..., e, na desnoj strani je prvih r elemenata
kanonske baze u R™. Na primjer

T

S O =
O = O
o O O
o O O
Il
SO O
o O~ O
o O OO

Buduéi da su stupci transponirane matrice A reci matrice A, a reci od
AT stupci od A, to mozemo “paralelno” svesti A na oblik (5.1), a AT na
oblik (5.2), te zakljuciti da je u oba slucaja rang matrice jednak r. Znaéi da
vrijedi:

5.3. Osnovni teorem o rangu matrica. rangA' = rangA.

6. Kanonski produkt na R” i dualne baze

6.1. Osnovno pitanje. Do sada smo se susreli s dvije “vrste” potpro-
stora vektorskog prostora R™: slike i jezgre linearnih preslikavanja. Slika
linearnog preslikavanja je linearna ljuska kona¢no vektora

(ag,...,ax).

Stovise, vidjeli smo da je svaki potprostor W tog oblika, ¢ak mozemo birati
linearno nezavisne vektore a1, ..., ax, odnosno bazu u W.

S druge strane, jezgra preslikavanja A je skup svih rjeSenja homogenog
sistema linearnih jednadzbi

{z | Az = 0}.

Osnovno pitanje na koje zelimo odgovoriti jest: Da li je svaki potprostor W
vektorskog prostora R™ tog oblika?
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6.2. Kanonski produkt vektora. Kanonski produkt® vektora
ai B
a = : i b= :
om B
iz R™ je broj
(a]b) =a1f1+ -+ anbh.

6.3. Primjer. Kanonski produkt vektora

2 1
a= |1 i b=|-1
1 0

je(a|b)y=2-14+1-(-1)+1-0=1.

6.4. Kanonski produkt na R". Kanonski produkt na R™ je preslika-
vanje

(1):R*xR® R, (a,b)— (a]|b).

6.5. Neka svojstva kanonskog produkta. Kanonski produkt je li-
nearan u prvom argumentu

Aa+ Nd' | b) =Xa | b)+ N{d"|b)
i linearan u drugom argumentu
(a | pb+p't') =pla|b) +p/{a| V).

Zmaci da je kanonski produkt bilinearno preslikavanje. Kanonski produkt je
simetrican: za sve a i b vrijedi

(a]b)=(b]a).

6.6. Kroneckerov simbol. Cesto ¢emo koristiti Kroneckerov simbol

)1 kadje 1=y,
Y10 kadje i#j.

Tako, na primjer, jedini¢nu matricu mozemo zapisati kao I = (d;5).

6.7. Kanonski produkt elemenata kanonske baze. Za elemente
e1, ..., e, kanonske baze u R™ ocito vrijedi

<ez’|ej>:5ija i,j:1,...,n.

IKanonski produkt vektora a i b u C™ definiran je istom formulom

<a|b>:a1ﬁ1+"'+(¥n6n-
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6.8. Biortogonalni vektori. Neka su ai,...,a, ib1,...,b, vektori u
R™. Ako je
(6.1) (a; | bj) = 0i5, i,j=1,...,n,
onda Su ai,...,an % by,...,b, baze u R".

DokAz. Dovoljno je dokazati da su, na primjer, vektori ay, ..., a, line-

arno nezavisni. Pretpostavimo zato da je
Atar + -+ Apan, = 0.

No tada, zbog linearnosti kanonskog produkta u prvom argumentu i pret-
postavke (6.1), za sve j = 1,...,n imamo

0=1(0]bj) = (Arar + -+ Anan | bj) = A(ar [ bj) + -+ + Anan | bj) = A;.
O
6.9. Biortogonalne baze. Za dvije baze a1, ...,a, 1b1,...,b, za koje

vrijedi (6.1) kazemo da su biortogonalne baze. Jos kazemo da je baza by, ..., by,
dualna bazi aq,...,a,. Oc¢ito je i baza ai,...,a, dualna bazi by, ..., b,.

6.10. Dualna baza i koordinate vektora. Prethodni argument po-

kazuje da su koordinate A; vektora
T =Mai+ -+ Aan

u bazi a1, ..., a, dane pomoéu dualne baze formulom
(6.2) )\j:(x|bj), jzl,...,n.

6.11. Svaka baza ima dualnu bazu. Neka je ai,...,a, baza u R™.
Tada postoji jedinstvena baza by, ..., b, takva da je
(6.3) (ai ‘ bj> :5ij7 ’i,j: 1,...,71,,

DokAz. Buduéi da je ay,...,a, baza, to je A = (ay,...,a,) regularna
matrica koja ima inverznu matricu

ATYA =T = (5;).
Stavimo
(bi,....by) =B =(A"HT.

Buduéi da su stupci matrice B jednaki recima matrice A1, to je “produkt
i-tog retka matrice A™! i j-tog stupca matrice A” upravo kanonski produkt

(bi | aj) = b

Jedinstvenost dualne baze B slijedi iz jedinstvenosti inverzne matrice A~!.
O
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6.12. Primjer. Lako je provjeriti da matrica

1 2 =2
(ar,a2,a3) =A=|(1 3 —4
2 4 -3
ima inverznu matricu
7T -2 =2
At=1-5 1 2
-2 0 1
Znaci da je
7 -2 —9\ ' 7 -5 —2
(b1,b2,b3) = | =5 1 2 =|-2 1 0
-2 0 1 -2 2 1

dualna baza baze a1, as, ag. Provjerite relacije (a; | bj) = d;j za i,j = 1,2, 3.

6.13. Zadatak. Izracunajte koordinate vektora v u bazi A,

3 1 2 =2
v=|-1], (a1,a2,a3) = A= |1 3 —4],
-2 2 4 -3

koriste¢i a) formulu (3.4.3) i b) formulu (6.2). U ¢emu je razlika?

6.14. Zadatak. Za svaku od baza (v1,v9) u R?,

w= () G5 @0 G ()

nadite dualnu bazu i svaki par biortogonalnih baza nacrtajte u ravnini.

6.15. Teorem. Neka je W potprostor v R", dimW = k. Tada po-
stoje vektori by, ..., bp_r u R™ takvi da je W skup svih rjesenja x sistema
jednadzbi

(b1 |z)=0, ..., (bp—r|x)=0.
Stavimo li A = (by,...,b,_i) ", onda je W = ker A.
Dokaz. Neka je

Un—k+15---,Un
baza potprostora W koju nadopunimo do baze

Vly vy Un—ks Un—kt1y -« s Un
od R™. Tada je

W={Guvi+ - +&uwn |[&1 =" =& =0}
Neka je by, ..., b, dualna baza. Tada zbog (b; | v;) = d;; imamo

<bz | glvl + - +£nvn> = £1<bz | Ul) + - +£n<bz | Un) = Eia

pa je
W=A{z|(b|z)=" = (bor|z) =0}
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(]

6.16. Primjer. Za matricu A iz tocke 3.5 elementarnim transformaci-
jama stupaca dobivamo

1 -1 0 2 1 0 00
1 2 3 -1 0 1 00

A=lyo 0 1 3|~ s 13 0 of =000
~1 0 -1 -1 —2/3 —-1/3 0 0

pa zakljuéujemo da je v, vs baza od im A. O&ito je vy, va, 3, e4 baza od R*
i lako je vidjeti
—1

1 0 00 1 0 00

0 1 00| | o0 100

5/3 1/3 1 0 ~—|-5/3 -1/3 1 0

—2/3 —1/3 0 1 2/3 1/3 01

Znaci da je

1 0 0 0\' /10 —5/3 2/3
| oo 1 oo [o1 —1/3 1/3
(b1, b2, b3, ba) = -5/3 —-1/3 1. 0] ~— (o o0 1 0
2/3 1/3 0 1 00 o0 1

dualna baza od v1,v2, €3, e4, pa je
W = mA= <U1,U2>
zadan sistemom jednadzbi (b3, z) = 0, (by,x) = 0, odnosno W je skup svih
rjeSenja sistema jednadzbi
—34 — 36+ & =0,
2a+36+4=0.



