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POGLAVLJE 4

Determinante

U ovom poglavlju sva su razmatranja napisana za vektorski prostor R",
no sve definicije i rezultati jednako vrijede i za vektorski prostor C™ ako
zamijenimo R sa C.

1. Determinanta kvadratne matrice

1.1. Determinanta 1 x 1 matrice. Determinanta 1 x 1 matrice o1
je sam taj broj a.

1.2. Determinanta 2 x 2 matrice. Determinanta 2 x2 matrice je broj

a11 12
det = (1122 — (x21(¥12.
Q21 Q22

1.3. Primjer.

0 1 -1 1
det(2 1):0-1—2-1:—2, det<2 1):—1-1—2-1:—3.

—1

1.4. Zadatak. Izracunajte det (01 1) i det <é \/§>

1.5. Determinanta 3 x3 matrice. Determinanta 3 x3 matrice je broj

Q11 Q12 Q3
det | o1 o2 o3
a3p Q32 (33

e (7)o (72 08) g (22 5).
22

Q32 (33 Q32 (33 Q93
1.6. Primjer.
1 -1 1
det |2 0 1] =det 01 — 2det -1l + 3det -1 =1.
5 9 1 2 1 2 1 0 1

-1 1
1.7. Zadatak. Izracunajte det | 0 1
2 1

w N =

89
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1.8. Oznake za brisanje stupaca i redaka matrice. Neka je A =

(aj;) matrica tipa n x n, zapisana po stupcima kao A = (a1,...,a,). Za
proizvoljne indekse j, k € {1,...,n} oznacimo s
k k k k
Aj = (ag ),...,a§21,a§£1,...,a%))

matricu tipa (n — 1) x (n — 1) dobivenu od matrice A brisanjem j-tog
stupca i k-tog retka u matrici A. Posebno, u matrici A;; nema

(k)

matri¢nog elementa oy;. NaSa oznaka a;’ znaci da je u prvom stupcu
a1 brisana k-ta koordinata. Matricu A, mozemo zapisati kao

(o NS R &) S ¢ ST
Q1 Qo2 ... D ... Qop
S Dy ... Dgj ... g ’
anl Qp2 ... Gij ... OQnp

gdje smo s oznakom & za prazan skup naznacili da je izostavljen j-ti stupac
i k-ti redak iz matrice A. Na primjer,

4 100 2 3

o120 12 w1 2
~— 1200 100 300 600 | 7 : 9 5

7 100 2 5)

1.9. Determinanta n X n matrice. Determinanta n X n matrice
A = (aj) je broj

det A = Z(—l)kJrlOékl det Aq.
k=1

U ovoj definiciji determinante n X n matrice A koristimo determinante
(n —1) x (n — 1) matrica Ay; dobivenih brisanjem prvog stupca i k-tog
retka u matrici A. Formulu si mozemo bolje predociti ako piS§emo

o192 ... A1n
a9 ... A2,
n
det A=Y (—1)""ag det | '
© Z( ) Ch1 GO S ... g
k=1 ) .
ap2 ... QOpp

Takoder valja uociti da sumiramo po svim elementima prvog stupca ma-
trice A i da predznaci u (—1)**'ay; alterniraju

n+1
oy, —oe1, 031, —041,..., (—=1)"Tag.

Valja primijetiti da je definicija za n = 2 i 3 u skladu s opéom definicijom
determinante n x n matrice.
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1.10. Zadatak. Rac¢unanjem pokazite da je det

S O ot o
N DO Ot

— = Ot
W N Ot =

1.11. Determinanta jedinicne matrice.
det I = det(eq,...,e,) = 1.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja je
ocita. Takoder je oc¢ito da brisanjem prvog retka i prvog stupca u jedini¢noj
n X n matrici I, dobivamo jedini¢nu (n — 1) x (n — 1) matricu I,,_1, pa iz
definicije slijedi

detl,=1-detl,_1=1-1=1.
O

1.12. Zadatak. Dokazite formulu za determinantu gornje trokutaste
matrice

a1 12 ... A
0 Qo9 ... (0577

det . . . = (1122 ...0nnp.
0 0 ... apn

2. Determinanta

2.1. Determinanta na skupu n x n matrica. Matrice tipa n X n su
po definiciji n-torke vektora (a,...,a,) u R™, pa skup svih n x n matrica
oznacavamo kao Kartezijev produkt

R" x -« x R" = (R™)™.
Determinanta je funkcija
det: (R™)" — R, (a1,...,ap) — det(aq,...,an)
koja svakoj matrici A = (ai,...,a,) pridruzuje broj det A. Ako Zzelimo

naglasiti o kojoj funkciji det govorimo napisat ¢emo det ,,.

2.2. Multilinearne funkcije. Za funkciju

f: R")" =R, (a1,...,ap) — f(ay,...,an)

kazemo da je linearna u i-toj varijabli ako je za svaki niz od n — 1 vektora
A1y, Qi—1,0i+1,-- -, 0y funkcija

x— flar,...,a;—1,2,a4i11,.-.,0n)
linearna funkcija na R". Kazemo da je funkcija n-linearna ili multilinearna
funkcija ako je linearna u i-toj varijabli za svaki indeks ¢ = 1,...,n. Ocito je
1-linearna funkcija linearna funkcija, a u slu¢aju 2-linearne funkcije govorimo
o bilinearnoj funkciji.
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2.3. Napomena. Bududi da za linearnu funkciju g vrijedi g(0) = 0, to
za, multilinearnu funkciju f vrijedi

f(alu s 7a’i71505ai+1) s 7an) =0.
2.4. Lema. Determinanta je multilinearna funkcija.

DokAz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Za n = 1 tvrdnja je
ocita jer je identiteta & — & linearna funkcija.
Pretpostavimo da tvrdnja leme vrijedi za n — 1, tj. da je

det, 1: (R"H"1 SR

multilinearna funkcija. Neka je indeks i € {2,...,n} i neka su dani vektori
A1y .y Qi—1,0Qi+1,---,0y, U R® Kao u tocki 1.8 ozna¢imo s z®) vektor u
R"~! dobiven iz vektora x u R™ brisanjem k-te koordinate &;,. Tada je
preslikavanje

2 o ®)

linearno preslikavanje sa R” u R"71. Iz toga slijedi da je i kompozicija

— det n_l(agk), .. ,al(.ﬁ)l, ,ag_]?l, . ,ag“))

k) k)

linearna funkcija jer je det,,—; linearna u (i — 1)-toj varijabli. No onda je i
suma linearnih funkcija

n
T — Z(—l)kﬂakl det n,l(agk), cel az(-]i)l, ) agi)l, e a(k))
k=1

linearna funkcija. Znaci da je
x—det(ay,...,a;-1,2,ai41,...,0,)

linearna funkcija. Preostaje pokazati linearnost determinante det,, u prvoj
varijabli. Neka su as, ..., a, vektori u R". Tada je

n

x — det(x,az,...,a,) = Z(—l)kak det n_l(agk), . alP)y
k=1

linearna funkcija. O
2.5. Alternirajuée multilinearne funkcije. Za multilinearnu funk-
ciju
. nyn
[+ (RM" - R, (a1,...,an) — flai,...,an)

kazemo da je alternirajuca ako za sve n-torke vektora ay,...,a, i sve parove
indeksa i < j vrijedi

f(ah ey A1, Ay A 1y e v e Aj—15, Qg A1y - - - 7an)

= _f(ah s A1, A5 At 1y - -+ 5 Aj—1, Ay Qg4 15 - - - 7an)-

Obic¢no (neprecizno) kazemo da zamjenom mjesta dvaju vektora u alterni-
rajucoj funkciji mijenjamo predznak.
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2.6. Lema. Determinanta je alternirajuéa multilinearna funkcija.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n > 2. Za n = 2 imamo

a a (0} (0}
det 1 12 = X112 — (119 = — det 12 H .
Qo1 (g2 Qo2 Q21

Pretpostavimo da tvrdnja leme vrijedi za n — 1. Ako su indeksi ¢ < j iz
skupa {2,...,n}, onda po pretpostavci imamo

det(al, ey A1, Ay Qi 1y e o5 Aj—15 Ay Aty - - ,CLn>

= Z(—l)k“akl det n,l(agk), . ,agk), . ,a§-k), ey ag“))
k=1

= Z(—l)kJrlO[kl(— det n—l(aék)a s 7a§‘k)7 ce 7az(k)? te aglk)))
k=1

= _det(ala sy Ai—1,05, At 1y - oo 5 Q=15 Gy Q415 - - - ,CLn).
Za indekse i = 1, j = 2 imamo

(2.1) det(ay,a9,as,...,a,)

n

(2.2) = Z(—l)k+1ak1 det n,l(agk), a:())k), . alP)y
k=1
(2:3) = (=)"lay (Z(_l)iﬂam det n—g(a:(ak)(i), ce a%k)(i))>
k i<k
(2'4) + Z(—l)k+1ak1 (Z(_l)i_1+1a12 det n72(a§k)(i)’ ) agp“»)
k i>k

(25) =3 (-D"am (Z<—1)i+1az‘2 det, a(af”", .., aff)(i))>
k

i<k

(26)  +> (-1 an (Dl)’f—l“akz det n2(a§”", .. ,a,,&’“(”))
7 k>i

27 = (D (a0 — apai) det n2(af??, .. D)
i<k

_ 4 \i+k+L Q51 Q2 (k) (@) (k) (3)

(2.8) = ;( 1) det (akl Oék2> det—2(ag M7, ..., ay"")

2.9 — -1 i+k+1d t <ai2 ail) det ,,_ (k) () o (k)(2)

( ) sz( ) € gy Qg1 € 2(a3 ) y Gy )

(2.10) = —det(ag, a1, as,...,an)

Ovdje je (2.2) definicija determinante (2.1). Zatim smo ponovo primije-

nili definiciju determinante na det n_l(aék), agk), . ,agk)) i dobili sume (2.3)
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i (2.4). U slucéaju i < k u matrici (agk),aék), e ,aglk)) krizamo i-ti redak
pocetne matrice A koji se nalazi na i-tom mjestu u matrici (aék), aék), ey a,(lk))
i zato je predznak (—1)""!. U sluéaju i > k u matrici (aék),agk), . ,a%k))
krizamo i-ti redak pocetne matrice A koji se nalazi na (i — 1)-tom mjestu
u matrici (aék), a:(gk), .. ,aﬂ“)), jer k-tog retka veé nema, i zato je predznak
(_1)i71+1.

Sume (2.5) i (2.6) su prepisane sume (2.3) i (2.4), jedino $to smo u
(2.6) umjesto indeksa sumacije ¢ pisali k, a umjesto k indeks . To nam je
omogudilo da ih objedinimo u jednu sumu (2.7) koju prepisujemo kao (2.8)
koristeéi oznaku za determinantu 2x 2 matrice. Buduéi da u toj determinanti
zamjena stupaca mijenja predznak, dobivamo (2.9). Na osnovu izvedene

jednakosti (2.1)=(2.8) zaklju¢ujemo da je (2.9)=(2.10).

Sada za indekse ¢ = 11 j > 2 vektor a; premjestamo na drugo mjesto
uzastopnom primjenom j — 2 zamjene

det(ay,az,...,a4,...,a,) = (—1)772 det (a1, Aj, 02, ..y GQj—1,Qj41,. .-, Q).
Zamjenom vektora a; i a; to je dalje jednako
—(—1)]'72 det(aj, 1,02, ..y Qj—1,0541, - - - y ).

Na kraju vektor a; premjestamo na j-to mjesto uzastopnom primjenom j—2
zamjene i dobivamo

det(ai, az,...,a;,...,an) = —(—1)2(3'*2) det(aj,a2,...,aj-1,a1,...,a,).

O

2.7. Lema. Ako su f i g multilinearne alternirajuce funkcije i A € R,
onda su funkcije f + g ¢ Af definirane “po tockama”

(f+9)ar,...,an) = flar,...,an) + glas,...,an),
(M) (a1, ... an) = Af(ar,...,an),

takoder multilinearne i alternirajuce.

DokAz. Provjeravanje linearnosti funkcije f + g u ¢-toj varijabli svodi
se na ¢injenicu da je suma linearnih funkcija linearna funkcija. Sli¢no tome,
provjeravanje linearnosti funkcije Af u i-toj varijabli svodi se na ¢injenicu
da je linearna funkcija pomnozena skalarom takoder linearna. Znaéci da su
f+ g i Af multilinearne.

Ako pri zamjeni mjesta dvaju vektora f(ai,...,a,) i g(a1,...,a,) mi-
jenjaju predznak, onda je jasno da mijenjaju predznak i f(ai,...,an) +
g(ar,...,an) i Af(a1,...,a,). Znaci da su f + g i Af alternirajuce. O
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2.8. Lema. Neka je g: (R™")" — R multilinearna alternirajuca funk-
cija. Ako je (a1,...,an) ~ (a},...,a,), onda postoji u # 0 takav da je
glay,...,an) = pg(dy,... al).
Doxkaz. Dovoljno je dokazati tvrdnju u slucaju elementarne transfor-
macije

(a1,...,an) — (d},...,a)).
U slucaju elementarne transformacije zamjene mjesta dvama vektorima ima-
mo p = —1 # 0 jer je g alternirajuca. U slucéaju elementarne transformacije

mnozenja i-tog vektora skalarom A\ # 0 imamo p = 1/ # 0 jer je g linearna
u ¢-tom argumentu. U slucaju elementarne transformacije dodavanja Aa;
vektoru a; zbog linearnosti u j-tom argumentu imamo

glar,...,as...,a5-1,a; + Aaj, ..., ap)
=g(ar,...,a;,...,a;-1,a5,...,an)
+Ag(ar, ... Q5. .., aQ5-1,04,...,0p)
=g(ar,...,a;,...,a;-1,a5,...,an),
pri ¢emu je g(ai,...,a;,...,aj-1,0a;,...,an) = 0 jer je g alternirajuca, pa je
pw=1#0. (]

2.9. Osnovni teorem o determinanti. Neka je f: (R™)" — R multili-
nearna alternirajuca funkcija. Tada je

flz1,...,xn) = fle1,...,en) det(z1,...,24).

Posebno, determinanta je jedinstvena multilinearna alternirajuca funkcija f
takva da je

fler,...,en) =1

DoxkAz. Veé smo dokazali da je det: (R")” — R multilinearna alterni-
rajuca funkcija i da je det I = 1. Stavimo

g=1[f—fler,... en)det.

Prema lemi 2.7 funkcija g je multilinearna alternirajuc¢a. Neka je ay,...,a,
niz vektora u R™. Ako su vektori ay, ..., ay izvodnice, onda je prema dokazu
teorema 1.7.7

(a1,...,ap) ~ (€1,...,€n),
pa prema lemi 2.8 postoji u takav da je
glat,...,an) = pgler, ... en)
=u(f(er,...,en) — fler,...,en)det(er, ..., en)).

Sada det(ey,...,e,) = 1 povladi g(ay,...,a,) = 0. Ako vektori aq,...,a,
nisu izvodnice, onda je prema dokazu teorema 1.7.7

(at,...,ap) ~ (c1,...,¢;,0...,0)
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za k < n, pa prema lemi 2.8 postoji p takav da je

glai,...,an) = pg(ci, ..., cx,0...,0).

Sada linearnost funkcije g u n-tom argumentu povlaéi g(aq,...,a,) = 0.
Znaéi da za svaku n-torku vektora ai,...,a, vrijedi g(ai,...,a,) = 0, od-
nosno

flai,...,an) = f(e1,...,e,)det(ay,. .. an).
Time je dokazana prva tvrdnja teorema. Ako je f(ey,...,e,) = 1, onda
slijedi da je f determinanta. ([l

2.10. Teorem. Matrica A je reqularna ako i samo ako je

det A # 0.
DokAz. Neka je A = (ay,...,a,) regularna matrica. Tada su vektori
ai,-..,an izvodnice od R™, pa je prema dokazu teorema 1.7.7
(a1, ...,an) ~ (€1,...,€p).

Prema lemi 2.8 postoji u # 0 takav da je
det A = det(ay,...,a,) = pdet(er,...,e,) = p #0.

Obrat. Neka A nije regularna. Tada vektori aq,...,a, nisu izvodnice,
pa je prema dokazu teorema 1.7.7

(a1,...,an) ~ (c1y...,¢k,0...,0)
za k < n. Prema lemi 2.8 postoji u takav da je
det A = det(ay,...,a,) = pdet(ci,...,cx,0...,0).

Sada linearnost determinate u n-tom argumentu povlac¢i det A = 0. (]

2.11. Primjer. Determinantu

0 -1
5 5
0 O
0 2

det

= = Ot
W N O =

mozemo racunati koristeéi formulu (2.8)

0 —1 1 2 0 -1 5 5
det< 5)det<1 3>—det<0 0>det<1 3)

ot

0 -1 5 5 5 5 11
+ det (0 9 ) det (1 2) + det (0 0) det (1 3)

5 5 11 0 0 11
—det <O 2> det (1 2) + det <O 2) det <5 5>

=5-1-0-10+0-54+0-2—-10-1+0-0= 5.
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2.12. Zadatak. Racunajuéi determinante pokazite da su

i 0 0o 1Y . 0 i
i=(o 1) = (ho) e (T0)

regularne matrice.

3. Determinanta matrice i elementarne transformacije

3.1. Racunanje determinante matrice pomocu elementarnih
transformacija. Osim u slu¢aju 2 x 2 matrica i (mozda) 3 x 3 matrica,
determinantu “konkretne” matrice ne raéunamo po formuli danoj u defi-
niciji determinante. Najefikasniji na¢in racunanja determinante “konkretne”
matrice je izvodenjem elementarnih transformacija

/ !/
(a1y...,an) — (ai,...,a,)
na stupcima matrice i koristenjem veze izmedu

det(ay,...,a,) i det(a},...,a,).

3.2. Zamjena mjesta dvaju vektora. Buduéi da je po definiciji
funkcija det alternirajuca, imamo

det(al, e ,ai_l,b, i1y ooy Aj—1,Ay Qjp1, - .,an)

= —det(al, vy Qi—1,0, Q547 - - .,aj_l,b, Qjt1y-- .,an).

3.3. Mnozenje jednog vektora skalarom A\ # 0. Bududi da je po
definiciji funkcija det multilinearna, imamo

det(ay,...,ai—1,Aa,air1,...,a,) = Adet(ay,...,ai—1,0,0i41,...,an).

3.4. Pribrajanje jednog vektora pomnozenog skalarom drugom
vektoru. Bududéi da je funkcija det multilinearna i alternirajuca, imamo

det(ay,...,ai—1,a,a;41,... yaj—1,b+ Aa,ajy1,. .. , )
= det(ay,...,a;—1,a,ai4+1,... ,aj—1,b,a541,. .. , Q)
+ )\det(al,. S T o TS I B I N G Q)
= det(ay,...,a;—1,a,ai4+1,... ,aj—1,b,a541,. .. , ).

(Ovdje smo zapisali slu¢aj i < j, no isto vrijedi i za ¢ > j.) Znaci da nakon
ove transformacije na stupcima matrice determinanta ostaje ista.

3.5. Racunanje determinante matrice. Racunanje determinante po-
mocu elementarnih transformacija svodi se, u sustini, na uzastopnu primje-
nu transformacije treéeg tipa: Odaberemo li jedan matricni element ay; # 0
u 1-tom stupcu a = a; matrice

A= (CLl, s Ai—1, A Qi 1y - -+ 5 A1, Qg5 Bty - - 7an)7
i odaberemo li A = —oyj/ o, onda u j-tom stupcu matrice

/
A =(a1,...,04i-1,0,ai41,...,0j-1,0 + AQ, Qj11,...,0p),
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vektor aj + Aa ima k-tu koordinatu jednaku o+ (—a;/aki)ow; = 0. Uzas-
topnom primjenom takovih transformacija dobijamo matricu u kojoj su svi
elementi u k-tom retku nula, osim pocetnog ay; # 0. Stavimo k1 = k i
i1 = 1. Na primjer,

1 -1 2 3 3 -1 2 3 3 -1 -1 3
1 2 -1 2 -3 2 -1 2 -3 2 5 2
det | 30| 7% 0 1 30T 0 1 0 0
1 1 2 5 -1 1 2 5 1 5 5

Ovdje smo odabrali ags = 1 # 0. U prvom koraku mijenjamo prvi stupac i
biramo A = —2. U drugom koraku mijenjamo treéi stupac i biramo A = 3.
Cetvrti stupac ne mijenjamo jer na treéem mjestu veé stoji 0. Stavimo
ki1=31id1 =2.

Nakon toga biramo ai; # 0, © # i1. Ako takav ne postoji, matrica
ima nul-stupac i determinanta je nula. Ako postoji, nastavimo postupak
kao ranije. Primijetimo da pritom necemo mijenjati postojeci ki-ti redak.
Stavimo ko = k i i = i. U naSem primjeru mozemo odabrati ay; = —1 # 0.
U prvom koraku mijenjamo drugi stupac i biramo A = 1. U drugom koraku
mijenjamo treéi stupac i biramo A = 5. U tre¢em koraku mijenjamo ¢etvrti
stupac i1 biramo A = 5. Stavimo ko =419 = 1.

3 2 _1 3 3 2 14 3
3 -1 5 2 3 1 —10 2
detf v 1 o of=%® o 1 0o o
10 5 5 10 0 5

3 2 14 18

et ] 1 -0 13

-1 0 0 0

Nakon toga biramo ayg; # 0, 1 # 11,42 itd. U postupku dobivamo ili nul-stupac
ili zavrsavamo s ag,,;, # 0. U potonjem slucaju primijenimo elementarne
transformacije drugog tipa i dobivamo

det A = agyiy Qgiy - - - Qi det(eo(l), e ,eg(n))
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za neku permutaciju o. Na kraju primijenimo elementarne transformacije

zamgene stupaca i svojstvo det(eq,ea,...,e,) = 1. U naSem primjeru
3 2 14 18 3 2 -=7/5 18
-3 -1 —-10 -13 -3 -1 1 —13
det 0 1 0 0 = —10det 0 1 0 0
-1 0 0 0 -1 0 0 0

—6/5 3/5 —7/5 —1/5
0o 0 1 0

=...=—10det 0 1 0 0
0
—6/5 3/5 —7/5 1
1 0
= (=10)(=1/5)d 0 0
0 0
0 0 01 0 0 01
0 010 0 010
=...=2det 0 1.0 0 = —2det 010 0
-1 0 0 0 1 0 00
0010 1 000
0 0 01 01 00
=(=2)(-Ddet [, | o ol =="2det| 0 5 =2
1 0 00 0 0 01
4. Cramerovo pravilo
4.1. Cramerovo pravilo. Neka je A = (ayq,...,a,) kvadratna matrica

idet A# 0. Tada za svaki b € R" sistem jednadzbi
§ra1 + -+ &pan =0

ima jedinstveno rjesenje & € R™. Stovise, koordinate & rjesenja = dane su
formulom
det(ay,...,ai—1,b,ai41,...,ay)

;= asve t=1,...,n.
S det(ay,...,an) sy Y

DoxAZ. Prema teoremu 2.10 pretpostavka det A # 0 povlaci da je A
regularna matrica, pa sistem Az = b ima jedinstveno rjeSenje x. Znaci da
postoje &1, ..., &, € R takvi da je

Zgjaj = glal ++€nan =b.
j=1
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Tada je
det(ai,...,a;—1,b,ai+1,...,an)

n
= det(al, ey g1, Z§jaj s i1y - - .,an)
j=1

n
= Zgj det(al, e ,ai,l,aj,aiﬂ, e ,an)
j=1

= fz det(al, ey Qp—1,Q5, A1,y - - - ,an).

Druga jednakost vrijedi zbog linearnosti determinante u ¢-tom argumentu.
Ako je j # i, onda se unizu ay, . ..,a;—1, aj, Git+1, . - ., Gy vektor a; pojavljuje
dvaput, pa zbog alterniraju¢eg svojstva determinante imamo

det(al, ey A1, Q5 At 1y - - - ,an) =0

i treéa jednakost vrijedi. Buduéi da je po pretpostavci det A # 0, imamo
formulu
_ det(al, ey g1, b, Qj41y - - ,an)

Si det(ay,...,ap)

4.2. Pitanje. Da li se sistem

0 -1 1 1\ /& 1
5 5 5 5] ([&]=12
0 0 1 2/ \& -3

moze rijeSiti Cramerovim pravilom? DA NE

4.3. Zadatak. Rijesite sistem

0 -1 1 1\ /& 1
5 5 5 5| (&l |2
0 0 1 2f|&|™|-3
0 2 1 3/ \& 1

Cramerovim pravilom i potom Gaussovom metodom.

5. Binet-Cauchyjev teorem

5.1. Binet-Cauchyjev teorem. Neka su A i B matrice tipa n X n.
Tada je

det(AB) = det A - det B.

DoxkAz. Definirajmo funkciju f: (R")" — R formulom

flor, ... vn) = det(Avy, ..., Avy).
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Buduéi da je A linearno preslikavanje i determinanta linearna funkcija u
i-toj varijabli, to je i kompozicija

x +— Az —det(Avy, ..., Avi_1, Az, Avitq,. .., Avy)
= f(Ul, ey U1, L, V41« - - ,’Un)

linearna funkcija. Znaci da je f multilinearna funkcija. Buduéi da je deter-
minanta alternirajuca funkcija, to je i f alternirajuca:

f(Ul, ey Vi—1,Q, V5415 - - ,’Ujfl, b, Uj+1, N ,’Un)
= det(Avl, cee ,A’Ul',l, Aa, A’Ui+1, ce ,A’Uj,b Ab, AUj+1, ce ,A’Un)
= - det(Avl, cee ,A’L)Z',l, Ab, AUiJrl, cen ,A?ijl, Aa, Aij, cee ,A’L)n)
= _f(vla sy Vi1, ba Vit+ly--+5Vj-1,Q, V541, - - 7Un)'
Prema teoremu 2.9 vrijedi
f(b1,...,bn) = fler,...,en)det(by, ... by),
odnosno
det(Aby, ..., Ab,) = det(Aeq, ..., Aey,) det(by,. .., by),
a to i jest Binet-Cauchyjeva formula det(AB) = det A det B. O
5.2. Determinanta je invarijanta. Ako je T regularna n xn matrica,

onda je prema Binet-Cauchyjevom teoremu za svaku n x n matricu A

det T 'AT = det T 'det Adet T = det T~ det T'det A
=det T 'T det A = det I det A = det A.

Zmaci da je funkcija det invarijanta linearnih operatora na R™.

5.3. Apsolutna vrijednost kompleksnog broja. Zapisemo li kom-
pleksni broj z = a + i3 kao realnu 2 x 2 matricu, onda je

det <g :f) =a?+ 3% = 2%

Tada iz Binet-Cauchyjevog teorema slijedi |z129| = |21]|22]-

5.4. Apsolutna vrijednost kvaterniona. Za kvaternione imamo

Y 3
det Z = det <ﬂ aﬁ> =l +|8]* = |22

Tada iz Binet-Cauchyjevog teorema slijedi |21 Z2| = | Z1]| Z2|.
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6. Determinanta i grupa permutacija

6.1. Predznak permutacije. Neka je o permutacija skupa {1,...,n}

i T, matrica permutacije'. Tada je
detT, = det(eo_(l), R ea(n)) e {1,—-1}.

Naime, u matrici (ea(l), . ,ea(n)) vektor e; mozemo premijestiti na prvo
mjesto zamjenom s prvim vektorom u matrici. Potom ey mozemo premijes-
titi na drugo mjesto, i tako redom sve dok ne dobijemo jedini¢nu matricu
I = (e1,...,e,). Buduéi da kod zamjene mjesta dvaju vektora mijenjamo
predznak alternirajucoj funkciji det, to je konaé¢ni rezultat (—1)° det I, gdje

je s broj izvrsenih zamjena. Buduéi da je det I = 1, konacni rezultat je £1.
Na primjer, za permutaciju 3241 imamo

det(es, e2, €4, 1) = —det(e1, €2, e, e3) = (—1)* det(er, €2, €3, e4) = 1.
To smo, doduse, mogli postié¢i i na drugi nacin
det(es, ez, eq,e1) = —det(es, e, e1,e4) = (—1)? det(es, e1, €2, e4)
= (—1)%det(ey, e3, e, e4) = (—1)*det(eq, €2, €3, €4) = 1,

ali rezultat je isti. Broj
e(o) = det Ty

zovemo predznakom permutacije o i ¢esto ga oznacavamo i kao (—1)?. Tako
je, na primjer, predznak permutacije 3241 jednak 1. Ocito je predznak
identitete 1, uz uvedene oznake piSemo

e(id) =det Tiqg = det I = 1.
6.2. Zadatak. Izracunajte predznak permutacije 32514.

6.3. Predznak produkta permutacija. Neka su ¢ i v permutacije
skupa {1,...,n}. Primjenom Binet-Cauchyjevog teorema na formulu (3.3.2)

TO’I/ = TO'TI/
dobivamo formulu za predznak produkta permutacija

detT,, = detT,detT,.

Kada je ov = id, odnosno v = ¢!

det Ty detT,—1 = 1.

, iImamo

Buduéi da je predznak permutacije jednak 41, dobivamo da su predznaci
permutacija o i o~ isti
detT,—1 = det Ty

6.4. Zadatak. Napisite inverz permutacije 32514 i izra¢unajte pred-
znak inverza.

Ldefinirane u tocki 3.3.14
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6.5. Indeksi s indeksima. Recimo da tri “opéa” vektora aq, as i ag
trebamo napisati u kanonskoj bazi. Tada bismo, u skladu s dogovorom,

pisali
n n n
a] = g Qi1€5, a2 = E Qi2€;, a3 = E Qj3€;4.
i=1 i=1 i=1

Ako kojim slucajem treba koristiti razli¢ite indekse sumacije, onda se odlu¢imo
za slova i, j i k i piSemo

n n n
a1 = E Q1€4, a2 = E Qj2€5, A3 = E QE3CE-
i=1 j=1 k=1

Birati tri razlic¢ita slova i, j i k je lako, ali sto ako treba birati sto razli¢itih
slova? Odgovor je u pisanju indeksa s indeksima: u nasem slu¢aju mozemo
birati tri razli¢ita slova j1, j2, j3 1 pisati

n n n
air = § : Qj11€5,, A2 = E : Ajy2€55, A3 = § , Qj33€53-
Jji=1 Jo=1 ja=1

6.6. Teorem. Neka je A = (o;) kvadratna n x n matrica. Tada je

(6.1) det A = Z 5(0’)040—(1)1 te Oéa(n)n.
oeS(n)

DokAz.
det A = det(ay,ag...,ay)

(6.2) = det Z @j11€515 Z Qja2€525 - -+ Z €, )
Jn

(6.3) = Zanl det eh,Zapgejz, . ~7Zajnn€jn)
Jn

(6.4) = Z @jr11 Z 2 det(ejy, €y, - Z j,n€j,,)
Jn

(6.5) = 2%12%2 'Zajnn det(ej,, €y, .-, €5,)

Jn
(6.6) = ZZ 2%11%22 “ajndet(eg s €y -y €5,)

Jji o J2
(67) = Z Qji110Gp2 Qg det(ejl y €jgy e ,ejn)

j17j27---7jn
(6.8) = ) Q)10 @)2 Camn det(es(r)s - - o))

oeS(n)
Ovdje smo u (6.2) napisali vektore aj,as ..., a, u kanonskoj bazi koriste¢i

razli¢ite indekse. Potom smo u (6.3) koristili linearnost determinante u
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prvom argumentu, u (6.4) linearnost u drugom argumentu i tako redom
do zadnjeg argumenta u (6.5). Koristeéi distributivnost mnozenja prema
zbrajanju dobili smo (6.6) i to prepisali kra¢e u (6.7) naznacivsi da svi
indeksi 71, jo, ..., jn poprimaju sve moguce vrijednosti iz skupa {1,...,n}.
Medutim, ako neka dva indeksa poprime istu vrijednost j. = js, onda je
det(ej,, €j, - - ., €j5,) = 0 jer ima isti vektor e;, = e;, na dva mjesta, r-tom i s-
tom. Znaci da je dovoljno napisati sumu za sve medusobno razli¢ite indekse
1,72, -+, Jn- No svaki takav izbor odreduje jedinstvenu permutaciju

o= (0‘(1),0‘(2), ,0'(71)) = (jlyj?a-- : 7jn)7

kako je i napisano u (6.8). Ovdje smo se odluéili pisati predznak permutacije
kao det(ey(1y; -+ €q(n)) = €(0). O

6.7. Teorem. Za kvadratnu matricu A = (oy;) vrijedi

det A = Z 6(7’)&17—(1) s Oém.(n).
T€S(n)

DokAz. Neka je A = (o;;). Prema teoremu 6.6

det A = Z 6(0)040—(1)1 © Qg (n)n-
ceS(n)

Bududi da je za permutaciju o skup vrijednosti o(1),...,0(n) ¢itav skup
1,...,n, to produkt
Cs(1)1 """ Qg(n)n

mozemo prepisati u drugom poretku
A17(1) " Opr(n)s

pri cemu je faktor a, i = Qpr(p) za o(k) = p ik = 7(p). Znaci da je
7 =01, pa formulu za determinantu mozemo prepisati kao

det A = Z 6(0’)&0(1)1 © Qo (n)n
oeS(n)

= Z 6(7-_1)0117'(1) © Qpr(n)

oeS(n)

T=0"1

= Z 5(7—)0417'(1) © Qpr(n)-
T7€S(n)

Zadnja jednakost vrijedi jer je svaki 7 oblika 7 = 0! za to¢no jedan ¢ = 7!

ijer je e(t7t) =e(r). O
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6.8. Transponirana matrica. Za matricu A = (a;) tipa m x n de-
finiramo transponiranu matricu AT = (oz;j) tipa n x m tako da stupci u
matrici A postaju reci u matrici AT, odnosno

/ — .
QG = Qi

Na primjer
-

(123)T_ ;l ;g _(123)
45 6 . - 45 6

6.9. Zadatak. Dokazite da za matricu permutacije vrijedi

W N =

(Es(1)s- o) (Co(1)s-- s Eo(my) =1,

o(l)s--+sCo(n) = o(l)s--+sCo(n)
(e eom)) " = (e Eo(n)) "
Na primjer,
0100\ /0010
_ 0 0 0 1 1 0 0 O
(e3,e1,e4,60) F = 1000l =loo o1 = (e2,e4,€1,€3).
0 010 01 0 0

6.10. Teorem. Za svaku kvadratnu matricu A vrijedi

det AT = det A.

DoKAz. Prema teoremu 6.6 i teoremu 6.7 imamo
det AT = Z z—:(a)a;(l)l e O/U(n)n = Z e(o)ais()  * Qpo(n) = det A.
oeS(n) oeS(n)
O

6.11. Funkcija det: AT — det AT je n-linearna alternirajuca funkcija
stupaca matrice AT. Buduéi da su stupci matrice AT reci u matrici A,
teorem 6.10 daje

Teorem. Funkcija det: A — det A jen-linearna alternirajuéa funkcija
redaka matrice A.

Zbog ovog teorema determinantu matrice mozZemo racunati i elementar-
nim transformacijama na recima, ili cak kombinacijom elementarnih tran-
sformacija po stupcima i recima.

7. Laplaceov razvoj determinante

Ovdje zadrzavamo oznake iz tocke 1.8. Posebno, matrica A, dobivena
je iz matrice A brisanjem j-tog stupca i k-tog retka.
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7.1. Teorem. Za svaki j € {1,...,n} za matricu A vrijedi Laplaceov
razvoj determinante od A po j-tom stupcu:

det A = Z(—l)j+kakj det Ajp.
k=1

Za svaki j € {1,...,n} za matricu A vrijedi Laplaceov razvoj determinante
od A po j-tom retku:

det A = Z(—l)j+kajk det Ay;.
k=1

DokAz.
det(al, sy A1, 05, Qi 41y 00y an)
n
(7.1) :det(al,...,aj_l, Zakjek ,aj+1,...,an)
k=1
n
(7.2) = Z ag;det(ar, ..., a1, €k, ajp1,...,a0n)
k=1
n .
(7.3) = Z(—l)Jflakj det(eg, aq, . .. 3 Aj—1, Gjtly - , )
k=1
(1) B ®®
(74) = Z(_l)]_l(_l)k_lakj det(al PR aj—17 aj+l7 R agzk))
k=1
n .
= Z(—l)JJrkakj det Ajk-

U prvom smo koraku (7.1) stupac a; zapisali u kanonskoj bazi, (7.2) vrijedi
zbog multilinearnosti determinante, (7.3) vrijedi zbog alternirajuéeg svoj-
stva determinante. Da bismo vidjeli (7.4) racunamo

det(eg, a1, ..., aj—1,aj41,...,0n)
0 a1 a1g ... G ... Qg
0 a1 oo ... G ... Qop
= det ) '
1 app ara ... Dj - Qi

0 ap1 apa ... i ... Qnp
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1 o apsy ... Di .. Qi
0 a1 a2 ... gj ... O1p
0 ao a9 ... Ji ... OQ2p
= (—=1)*tdet | : : : : :
0 ap1 ane ... Jj ... Qpp
iy a2 ... G0 Qg
a1 Q2 ... Dj ... Qop
—(—1)F et | ' '
( ) G Dg ... Brj ... G
Qpl Qp2 ... D5 ... Qpp

= (~1)F tdet(al™,..., a0l ) = (1) det Ay
Prema teoremu 6.11 determinanta je alternirajuca funkcija redaka matrice,
pa premjeStanjem k-tog retka na prvo mjesto dobivamo drugu jednakost.
Treca jednakost slijedi iz pocetne definicije determinante.
Time je dokazan Laplaceov razvoj determinante po j-tom stupcu. Po
teoremu 6.10 je det A = det AT, pa Laplaceov razvoj det A po recima slijedi

iz Laplaceovog razvoja det AT po stupcima. O

7.2. Primjedba. Primijetimo da matrica predznaka (—1)**7 pocinje
S 4+ na mjestu k = j = 1 i zatim “alternira”’. Na primjeru 3 x 3 matrice
imamo
+ - +
— + —
+ - +

7.3. Primjer. Laplaceov razvoj determinante matrice tipa 3 x 3 po
treéem stupcu je

o fiom

det [ e f[B2 72 | =71 det <a2 ﬁQ) —y det <a1 ﬁl) +v3 det <a1 51) ;
as B3 73 a3 3 ag 33 ay (o

a Laplaceov razvoj determinante po prvom retku je
o fiom

det | ag (B2 72 | =aidet (BQ 72) — 1 det <a2 72) oy det (042 52) ‘
a3 P33 B a3 73 a3 3

7.4. Napomena. Ponekad pravilo o Laplaceovom razvoju koristimo
za preglednije zapisivanje formula. Na primjer, ako su G1, G2 i GG3 vektori
iog,0;, € Rzai=1,2,3, onda izraz

(a3 — a3B2)G1 — (183 — az3B1)Ga + (12 — a2 f1)G3
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krace zapisujemo kao

ar B Gy
det | aa (2 G2 |,
as (B3 G3

misleéi pritom da treba primijeniti formulu (kao $to je ona) za Laplaceov
razvoj determinante po tre¢em stupcu.

8. Svojstveni polinom linearnog operatora

8.1. Teorem. Neka je A = (oy;) kvadratna n x n matrica. Tada je
funkcija
Py(z) = det (zI — A)
polinom n-tog stupnja oblika
Po(zx) =2" 4+ oz P+ 4 o124+ oy,
pri éemu je o1 = —trAd i o, = (—1)" det A.

DokAz. Prvo primijetimo da su x — «;; dijagonalni elementi matrice
xl — A, a da elementi —a;; van dijagonale ne sadrze x. Budu¢i da je deter-
minanta matrice suma produkata n matri¢nih elemenata pomnozenih s +1,
to je jasno da je det (I — A) polinom stupnja manjeg ili jednakog n.

Jedini nac¢in da u polinomu P4 (x) dobijemo potenciju =™ je da mnozimo
dijagonalne elemente, sto u formuli (6.1) odgovara sumandu za o = id i
e(id) = 1. Znaci da je P4(x) oblika 2™ + .. ..

Da bismo u polinomu P4 (z) dobili potenciju ™", moramo zbrojiti su-
mande u formuli (6.1) koji kao faktore imaju n—1 dijagonalnih elementa. No
to je opet moguce jedino ako mnozimo sve dijagonalne elemente. Znaci da

1

je Pa(x) oblika 2™ + o121 +. .., gdje je o1 koeficijent uz 2" ~! u polinomu
(r—a11) ... (T—amp) = 2o = " — (o1 +-- -—l—ann)x”_l—{—. e
Na kraju, o, = P4(0) = det(—A). O

Polinom Pj(z) = det(z] — A) zovemo svojstvenim polinomom matrice A.

8.2. Primjer. Svojstveni polinom matrice B = < 1) iz primjera 3.6.13

1 2
je
Pp(x) = det (a;_—12 x_—12> =(z—-2%-1=2%—4z+3.

8.3. Svojstveni polinom i invarijante. Naka je A linearan operator
na R™ i T uredena baza prostora R". Tada je za svaki z € R

ol — Ar = (¢ — A)p = T Hal — AT,
pa Binet-Cauchyjev teorem daje

Py, (x) =det (2] — Ar) = det (2] — A) = Pa(z).
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Zmnagi da su svojstveni polinomi matrica A i Ap jednaki. Buduéi da su koefi-
cijenti g; svojstvenog polinoma funkcije matriénih koeficijenata, to jednakost
polinoma daje

Ui(AT) = O'Z(A)
Znaci da su koeficijenti svojstvenog polinoma (shvac¢eni kao funkcije na
skupu n x n matrica)

o1 =—tr, o09,..., op-1, op=(—1)"det

invarijante linearnih operatora na R".



