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POGLAVLJE 3

Regularni operatori na R”

0.1. Pojmovi injekcije i surjekcije. Neka su A i B dva skupa i
f: A — B preslikavanje sa skupa A u skup B.

Kazemo da je preslikavanje f injekcija ako x # y povlaci f(x) # f(y).
Drugim rije¢ima, injekcija pridruzuje razli¢itim elementima iz A razlicite
elemente u B. O¢ito je preslikavanje f injekcija ako i samo ako f(x) = f(y)
povlacéi x = y.

Kazemo da je preslikavanje f surjekcija ako za svaki element b € B
postoji neki element a € A takav da je b = f(a). Drugim rije¢ima, pri
preslikavanju f svaki je element iz B slika nekog elementa iz A.

0.2. Bijekcija. Kazemo da je preslikavanje f bijekcija ako je injekcija i
surjekcija. Ako je f bijekcija, onda mozemo identificirati elemente skupa A
s elementima skupa B tako da element « identificiramo s njegovom slikom
f(a), pisemo

a «—— f(a).
Naime, zbog injektivnosti razli¢ite elemente x,y € A identificiramo s razli¢itim
elementima f(x), f(y) € B, a zbog surjektivnosti smo svaki element b € B
identificirali s nekim elementom a € A. Grubo govoredi, ako je f bijekcija,
onda skupovi A i B “izgledaju isto”.

0.3. Inverzno preslikavanje. Ako je f bijekcija, onda postoji inverzno
preslikavanje g: B — A koje elementima f(a) € B pridruzuje elemente
a € A, piSemo

g: f(a) — a.
Drugim rije¢ima, ako je b = f(a), onda je g(b) = a. O¢cito je inverzno
preslikavanje takoder bijekcija i vrijedi

9(f(a)) = a, f(g(b)) =b.

Inverzno preslikavanje g oznac¢avamo s f~1.

0.4. Identiteta i inverzno preslikavanje. Ako je f: A — B bijekcija
i g: B — A inverzno preslikavanje od f, onda je

gof=ida 1 fog=idp
jerje g(f(a)) =azasveac Ai f(g(b)) =bzasvebe B.
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64 3. REGULARNI OPERATORI NA R™

0.5. Lema. Neka su f: A — Big: B — A preslikavanja. Ako je
go f=ida,
onda je f injekcija i g surjekcija.
Dokaz. f(x) = f(y) povlaci x =y jer je
z=1ida(x) = (9o f)(x) = g(f(2)) = 9(f(y)) = (g0 f)(y) =ida(y) = v.

Znaci da je f injekcija. S druge strane, iz upravo izvedene formule x =
g(f(z)) vidimo da je svaki x € A slika g(y) elementa y = f(x), pa je g
surjekcija. ([l

1. Linearne surjekcije i injekcije

1.1. Linearne surjekcije. Neka je A: R™ — R™ linearno preslikavanje.
Kazemo da je A linearna surjekcija (sa R™ na R™) ako je preslikavanje A
surjektivno, tj. ako za svaki vektor b u R™ postoji neki vektor z u R™ takav
da je b = Ax. Drugim rije¢ima, linearno preslikavanje A je surjekcija ako i
samo ako sistem jednadzbi

Ax =1
ima rjesenje za svaki b € R™,

1.2. Teorem. Neka je A: R™ — R"™ linearno preslikavanje i e, ..., e,
kanonska baza uR™. Tada je A surjekcija ako i samo ako vektori Aeq, . .., Ae,
razapinju R™.

DoxkAz. Neka vektori Aey, ..., Ae, razapinju R”. Tada svaki y € R™

mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju
y = AAer + -+ A\ Ae,.
No zbog linearnosti preslikavanja A imamo
y=A(\e1 + -+ A\nen),

tj. y je slika vektora Aje; + - - - 4+ Apey, iz R™. Znadi da je A surjekcija.
Obrat. Pretpostavimo da je A surjekcija. Neka je y = Az za vektor

r=¢&er+ -+ &nen
iz R". Tada zbog linearnosti preslikavanja A imamo
y = A(£161 + T + gnen) == €1A61 + tee + é.nAeru

tj. y je linearna kombinacija vektora Aey,..., Ae,. Znaci da ti vektori
razapinju R™. ([

Prema teoremu 1.7.7 je broj izvodnica od R™ vedi ili jednak m, pa
u slucéaju linearne surjekcije imamo neposrednu posljedicu prethodnog te-
orema;

1.3. Korolar. Ako je A: R™ — R™ linearna surjekcija, onda jen > m.
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1.4. Pitanje. Da li je linearno preslikavanje zadano matricom
1 2
11
3 1
surjekcija? DA NE

1.5. Zadatak. Koristeé¢i elementarne transformacije dokazite da je li-
nearno preslikavanje zadano matricom

1 2 1
1 1 2
3 11
surjekcija.
1.6. Linearne injekcije. Neka je A: R™ — R™ linearno preslikavanje.

Kazemo da je A linearna injekcija (sa R™ u R™) ako je preslikavanje A
injektivno, tj. ako Ax = Ay povlaci x = y.

1.7. Teorem. Neka je A: R™ — R™ linearno preslikavanje. Tada je A
injekcija ako i samo ako homogeni sistem jednadzbi
Az =0
ima jedinstveno rjesenje x = 0.

DoxkAZ. Pretpostavimo da jednadzba Az = 0 ima jedinstveno rjesenje
x = 0. Neka je Au = Av. Tada je zbog linearnosti preslikavanja A

A(u —v) = Au— Av =0,

pa je rjesenje sistema x = u—wv = 0, odnosno v = v. Znaci da je A injekcija.
Obrat. Pretpostavimo da je A injekcija. Buduéi da je A0 = 0, to zbog

injektivnosti Az = 0 povlaci z = 0. O
1.8. Teorem. Neka je A: R™ — R™ linearno preslikavanje i ey, ..., e,
kanonska baza u R™. Tada je A injekcija ako i samo su vektori Aeq, ..., Ae,

linearno nezavisni.

DoxkAZ. Pretpostavimo da su vektori Aeq,..., Ae, linearno nezavisni.
Ako je Ax = 0 za vektor

z =&1e1 + -+ &nen,
onda je zbog linearnosti preslikavanja A
Ax =& Aer + -+ & Aey, = 0,

pa zbog linearne nezavisnosti vektora Aeq, ..., Ae, slijedi & =--- =&, =0,
tj. = = 0. Sada iz teorema 1.7 slijedi da je A injekcija.
Obrat. Pretpostavimo da je A injekcija. Ako je

flAel —+ -+ §nAen =0,
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onda je zbog linearnosti preslikavanja A
Ax = A(élel + o+ fnen) =0,

pa zbog injektivnosti preslikavanja A imamo x = £1eq + -+ + &ren, = 0, .
& =+ =&, =0. Znagi da su vektori Aey,..., Ae, linearno nezavisni. [J

Prema teoremu 1.8.7 je broj linearno nezavisnih vektora u R™ manji
ili jednak m, pa u slu¢aju linearne injekcije imamo neposrednu posljedicu
prethodnog teorema:

1.9. Korolar. Ako je A: R™ — R™ linearna injekcija, onda je n < m.

1.10. Pitanje. Da li je linearno preslikavanje zadano matricom
1 21
11 2

1.11. Zadatak. Koristeéi elementarne transformacije dokazite da je li-
nearno preslikavanje zadano matricom

injekcija? DA NE

W = =
)
e

injekcija.
1.12. Teorem. Neka je A: R™ — R™ linearno preslikavanje. Ako je A
bijekcija, onda je n = m.

DoKAZ. S jedne je strane A surjekcija, pa je prema korolaru 1.3 n > m,
a s druge je strane A injekcija, pa je prema korolaru 1.9 n < m. O

Prema teoremu 1.12 je linearno preslikavanje A bijekcija samo ako je
A: R" — R",

pa obi¢no govorimo o linearnoj bijekciji na R™. Naglasimo da je matrica
linearne bijekcije nuzno n x n matrica.

Neposredna posljedica teorema 1.2 i 1.8 je sljedeéi teorem:

1.13. Teorem. Neka je A: R™ — R"” linearno preslikavanje i ey, ..., e,
kanonska baza uR™. Tada je A bijekcija ako i samo ako su vektori Aeq, ..., Aey
baza u R"™.

Koristed¢i teorem 1.9.4 dobivamo i drugu neposrednu posljedicu
teorema 1.21 1.8:
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1.14. Teorem. Neka je A: R™ — R" linearno preslikavanje. Tada je
ekvivalentno:

(1) A je bijekcija,
(2) A je surjekcija,
(3) A je injekcija.

Ovo je jedan od najvaznijih teorema linearne algebre. Posebno je vazna
i korisna tvrdnja da injektivnost preslikavanja povlaci surjektivnost. Naime,
provjera da je A injekcija svodi se na provjeru da jedan sistem jednadzbi

Az =0

ima jedinstveno rjeSenje x = 0, a provjera da je A surjekcija svodi se na
provjeru da svaki od beskona¢no mnogo sistema jednadzbi

Ax = b, beR"
ima rjesenje.

1.15. Primjer. Za dokaz da je linearno preslikavanje zadano matricom

1 21
1 1 2
311

linearna bijekcija dovoljno je dokazati da su stupci matrice linearno nezavi-
sni.
2. Regularni operatori na R"
2.1. Inverz linearne bijekcije je linearno preslikavanje. Ako je
A: R" — R",
linearna bijekcija, onda je i inverzno preslikavanje
AL R S R
linearno preslikavange.

DoxkAzZ. Za proizvoljna dva vektora x i y postoje jedinstveni vektori a
ibtakvidajexz = Aaiy = Ab, odnosno a = A~ (z) i b = A~(y), pa
koristeéi linearnost preslikavanja A dobivamo
ANz +y) =AY (Aa+ Ab) = AL (A(a+ b)) =a+ b= A" z)+ A7 (y).

Na slican nacin dokazujemo i svojstvo linearnosti u odnosu na mnozenja
skalarom

A7 (Az) = A7 (M Aa) = A7H(A(a)) = da = M7 (2).
(]

Zbog ovog svojstva linearne bijekcije na na R™ zovemo invertibilnim ili
reqularnim linearnim operatorima na R™, a operator A~ zovemo inverzom

od A.
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2.2. Regularni operatori i regularne matrice. Ako je A regularan
operator, onda iz relacije

AA Tt =A"TA=1,
slijedi da je matrica preslikavanja A~! inverzna matrica matrice preslikava-
nja A. Obratno, ako matrica A ima inverznu matricu B, tj. ako je
AB=BA=1,
onda je linearno preslikavanje definirano matricom A bijekcija. Naime, po-

istovjetimo li matrice i pripadna preslikavanja, onda je prema lemi 0.5 zbog
relacije

AB=1
preslikavanje A surjekcija, a zbog relacije
BA=1

je preslikavanje A injekcija. Matrice koje imaju inverz zovemo invertibilnim
ili reqularnim matricama.

U skladu s prijasnjim dogovorom mi ¢emo ¢esto poistovjecivati regularne
operatore i regularne matrice

2.3. Teorem. Neka su A i B kvadratne matrice tipa n X n. Tada su
sljedece tri turdnje ekvivalentne:

(1) AB=BA=1,

(2) AB=1,

(3) BA=1.
Ako vrijedi jedna od tvrdnji, onda je B = A"' i A= B~

DoxkAz. Shvatimo matrice A i B kao linearna preslikavanja R” — R™.
Ako je AB = 1, onda je prema lemi 0.5 preslikavanje A surjekcija. No onda
je prema teoremu 1.14 preslikavanje A bijekcija i postoji inverz A~!. Sada
iz pretpostavke AB = I slijedi
B=IB=(A"'A)B=A"YAB)=A"1'T=471

pa vrijedi AB = BA = 1.

Ako je BA = I, onda je prema lemi 0.5 preslikavanje A injekcija. No
onda je prema teoremu 1.14 preslikavanje A bijekcija i postoji A~!. Sada iz
pretpostavke BA = [ slijedi

B=BI=BAA Y)Y =(BA)A ' =1A =471
pa vrijedi AB = BA = 1. O

o . .. 1 1\ /1 -1 10 o
2.4. Pitanje. Da li iz relacije (0 1> <0 1 ) = (0 1) slijedi

—1 —1
11 1 -1 1 -1 11
pr— 1 p— ?
(0 1) <0 1) ! <o 1) <o 1)' DA NE
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2.5. Teorem. Kvadratna matrica A tipa n X n je regularna ako i samo
ako postoje rjesenja by, ..., b, sistema jednadzbi

(2.1) Azi =ey, ..., Az, =e,,

pri ¢emu su desne strane sistema vektori kanonske baze u R™. Ako je A
regularna, onda je

A= (by, ..., by).

DokAZ. Veé¢ smo u tocki 2.6.10 primijetili da su stupci inverzne matrice
A1 rjesenja n sistema jednadzbi (2.1). Obratno, ako sistemi (2.1) imaju
rjesenja by,...,b,, onda je AB = I za matricu B = (b1,...,b,) i tvrdnja
slijedi iz teorema 2.3. (]

Primjedba. Ako su vektori by, ..., b, iz R" rjeSenja n sistema jednadzbi
(2.1), onda je (b1,...,b,) = A™!, pa zbog jedinstvenosti inverza slijedi da je
za svaki i = 1,...,n rjeSenje b; sistema Ax; = e; jedinstveno.

2.6. Primjer. Ocito su stupci matrice

1 1 2
A=10 1 -1
0 0 1

linearno nezavisni, pa je A regularna matrica. Tri sistema jednadzbi (2.1)
rijeSavamo istovremeno Gaussovom metodom:

11 2 | 100 1121100
(Aleeses)=[0 1 =1 | 01 0)—]01 0] 01 1|~
00 1 | 001 001|001
110] 10 =2 100 ] 1 -1 -3
01 0] 01 1)—=(0107]0 1 1]|=(]|bbsybs).
001]00 1 0010 0 1

1 -1 -3
Al=10 1 1
0 0 1

3. Opca linearna grupa GL(n,R)

3.1. Visestruki produkti operatora na R"™. Neka su A1, As, ..., AL
linearni operatori s R™ u R". Tada viSestruki produkt operatora definiramo
induktivno koriste¢i mnozenje dva po dva operatora:

A1AgAs = (A1 Ag)As, A1A2A3A, = (A1A2A3) A
i opéenito

A1Ag - A1 A = (A1Ag - - A1) A
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Produkt od k faktora A; = A zovemo k-tom potencijom operatora A i zapi-
sujemo kao AF.

3.2. Asocijativnost za viSestruke produkte. Zbog asocijativnosti
mnozenja operatora za sve r i § imamo

(3.1) (A A)(Argr - Apgs) = Ao Ay Argy -+ Aps.

Formulu dokazujemo indukcijom po r 4+ s = k koristeci svojstvo asocijativ-
nosti za produkt tri operatora

(A Ap)(Argr - Arys)

A A (Apgr - Args 1) Aris)
(A Ap)(Apgr - Args—1)) Args
= (A1 A Argy o Apps 1) Args
=Ay- A A A 1A

= (
= (

(tre¢a jednakost vrijedi zbog pretpostavke indukcije za r +s —1 =k — 1).
Formulu (3.1) zovemo svojstvom asocijativnosti za visestruke produkte ope-
ratora.

3.3. Produkt regularnih operatora. Ako su A i B regularni opera-
tori na R™, onda je i kompozicija AB reqularan operator i vrijedi

(AB)"'=pB7'A7!
jer je zbog asocijativnosti kompozicije
B'A'AB=B'IB=B"'B=1,
ABB'AT' = AIAT = AAT = 1L

Za viSestruke produkte regularnih operatora imamo
(AjAg - A1 Ap) = AP A - AT AT

Produkt od k faktora A; = A~! zapisujemo kao A~F.

3.4. Pitanje. Dalije (A1) 1=4"27? DA NE

. 1 1)\ . 10 ..

3.5. Zadatak. Neka je A = 0 1) 1 B = 1 1) Pokazite da
(AB)"1 #£ A-1B~ 1,

3.6. Opca linearna grupa GL(n,R). Na skupu svih regularnih ope-

ratora na R™ imamo operaciju mnozenja (kompoziciju preslikavanja) koja
je asocijativna, postoji jedinica I i svaki element A ima inverz A~'. Zbog
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toga kazemo da je taj skup grupa1 i zovemo ga opcom linearnom grupom
GL(n,R) (¢itamo “ge el en er”).

Za n > 2 mnoZenje nije komutativno. Na primjer, za n = 2 imamo
regularne operatore zadane matricama tako da je

LY (10Y (2 1y (10 (1) (11
01 1 1) \1 1 1 1)\0 1) \1 2/
Opéenitije, AB # BA za regularne n x n matrice
A=(er1,e1teze3,....6) 1 B=(e1+ez,e1,€3...,6n).
Zbog toga jos kazemo da je GL(n,R) nekomutativna grupa.
3.7. Uredena baza u R". Uredena baza v R™ je baza t1,...,t, shva-
¢ena kao niz vektora, tj. kao n-torka vektora (¢i,ta,...,t,) u kojem t;

zovemo prvim elementom baze, to zovemo drugim elementom baze itd. Prema
teoremu 1.13 uredena baza je regularna matrica

T=(t1,... 1)

¢iji su stupci baza t1,...,t, u R®. Zbog toga skup regularnih matrica
GL(n,R) mozemo “geometrijski” shvatiti kao skup svih uredenih baza u
R™. Na primjer, jedini¢nu matricu mozemo shvatiti kao kanonsku bazu

I=(e,...,en),

a matricu

0O ... 01

0 1 0

: : = (en,...,€1)

1 ... 00
kao uredenu bazu (ep,...,e1) u R™ kojoj je e, prvi element, ..., e; n-ti
element.

3.8. Matrica prijelaza iz kanonske baze u drugu bazu. Buduéi
da regularna matrica T predstavlja i linearno preslikavanje T koje vektore

kanonske baze eq, ..., e, prevodi u bazu

t1 :Tel,..., tn:Ten,
to regularnu matricu 7' = (1, ...,t,) ponekad zovemo i matricom prijelaza
1z kanonske baze u bazu tq,...,t,.

17a neprazan skup G kazemo da je grupa ako je zadana binarna operacija
*: GxG— G, (a,b)—axb,
tako da za sve elemente a, b, c € G vrijedi
(1) (axb)xc=ax(bxc) (asocijativnost);
(2) postoji jedinica e tako da je axe =exa = q;
(3) svaki @ € G ima inverzni element o' tako daje axa™' =a ' xa =e.

Binarnu operaciju u grupi ¢esto zovemo mnozenjem.
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3.9. Matrica prijelaza iz jedne baze u drugu bazu. Neka su
T=(t,...,tn) 1 S=1(s1,...,5n)

dvije uredene baze. Tada su matrice T' i S regularne, pa mozemo definirati
operatore

A=T1S"' i B=ST.
Tada je
AS = (TS™HS=T(S7'8) =TI =T,
ili zapisano kao mnozenje matrica
(As1y..., Asp) = (t1, ..., tn).
Zbog relacija
t1 = Asy, ..., tp, = Asy,

operator A zovemo operatorom prijelaza iz baze S u bazu T. Na sliCan nacin
vidimo da je B operator prijelaza iz baze T u bazu S:

Slthl,..., Sn:Btn.

3.10. Grupa permutacija S,,. Bijekciju
o:{l,....,n} = {1,...,n}
obi¢no zovemo permutacijom skupa {1,...,n} i obiéno zapisujemo kao niz
o(l),...,0(n).
Tako, na primjer, niz 2431 oznacava permutaciju
1—2 24, 3—3, 41

skupa {1,2,3,4}. Kompozicija permutacija o o v je permutacija koju zapi-
sujemo ov i zovemo produktom permutacija ¢ i v, a kompoziciju zovemo
mnozenjem.

Binarna operacija mnozenje permutacija je asocijativna, postoji jedinica
id i svaka permutacija o ima inverz 0!, pa kazemo da je skup permutacija
grupa. Grupu permutacija skupa {1,...,n} ozna¢avamo sa S,.

3.11. Pitanje. Da li niz 123123 predstavlja permutaciju u Sg 7 DA NE

3.12. Primjer. Za permutaciju o = 3412 je 0% = id. Naime

o*(1) =o(o(1)) = a(3) =1,
0%(2) = 0(0(2)) = o(4) =2,
0%(3) = 0(0(3)) = o(1) =3,
o’(4) =0(0(4)) =a(2) =4

3.13. Pitanje. Da li je 4231 inverz permutacije 4231 u S5 7 DA NE
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3.14. Matrice permutacija. Za permutaciju o skupa {1,...,n} defi-
niramo n X n matricu permutacije

To = (€x(1), - -+ Co(n))-

Drugim rije¢ima, matrica permutacije ¢ je matrica regularnog operatora T,
na R"™ definiranog na kanonskoj bazi relacijama

Taej:ea(j), j:1,...,n.

Na primjer, za permutaciju 4231 u S4 imamo 4 x 4 matricu permutacije

Ty = (ea,e2,€3,€1) =

= o o O
OO~ O
O = OO
OO O

a za identitetu id = 1234 je matrica permutacije jedini¢na matrica

Tid = (61, €9, €3, 64) = I.
3.15. Pitanje. Dali je (g(i)g) matrica permutacije? DA NE

3.16. MnozZenje matrica permutacija. Buduéi da za produkt per-
mutacija ov vrijedi

Tovej = eon)(j) = o)) = Touig) = To(Tveg),
to za matrice permutacija vrijedi formula
(3.2) Ty =15T1,.
Bududi da je Tiq = I, iz gornje formule slijedi I = T,7T,-1, odnosno

T,

g

1= (Tg)_l.

3.17. Primjer. Bududi da je 02 = id za permutaciju o = 3412, to je
2=1, (T, '=T1,,

ili zapisano pomoc¢u matrica

0 010 0010 1 000
0 001 0001 10100
1 000 1000 (0010
0100 0100 00 01
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3.18. Elementarne matrice. Matricu dobivenu nekom elementarnom
transformacijom stupaca jedini¢ne matrice zovemo elementarnom matricom.
Znaci da imamo tri tipa elementarnih n x n matrica

(33) (61,...,ei_1,ej,ei+1,...,ej_l,ei,ej+1,...,en) i<j,
(617"‘76’i—1aA6’i76i+17'"77671) )‘#07
(3.5) (e1,.--,€i-1,€i + Aej, €ip1,...,6n)  J F i

Na primjer, imamo 4 x 4 elementarne matrice

1 000 1 0 00 1000
0010 0 V2 00 0100
0100 (o o 10]” (00710
000 1 0 0 01 A0 01

3.19. MnozZenje elementarnom matricom je elementarna tran-
sformacija. Neka je

A= (ay,...,ap)

m X n matrica i E elementarna matrica (3.3). Tada je po definiciji mnozenja
matrica

AFE = A(el, <y €i-1,€5,€i41,.--,65-1,64, €541, ... ,en)
== (Ael, PN ,Aei_l,Aej,A(eHl, .. .,Aej_l,Aei,Aej_,_l, PN ,Aen)
= (alv sy @i—1, Q5,5 Q415 - - - Aj—1, Ajy Qjt1, - - - 7an)'

Zmnaci da je A — AF elementarna transformacija zamjene i-tog i j-tog stupca
matrice A.
Ako je E elementarna matrica (3.4), onda je

AE = A(elv'” 7e’i—17>\e’iaei+17"‘77en)
= (Ael, v ,Aei_l,A)\ei,AeH_l, ‘e ,Aen)
= (a17 s 7ai—17)\ai7ai+17 s 7CLn).

Znaci da je A — AFE elementarna transformacija mnozenja i-tog stupca
matrice A skalarom A # 0.
Ako je E elementarna matrica (3.5), onda je

AFE = A(el, e, 621,65 + )\ej,eiﬂ, .. .,,en)
= (Ael, R ,Aei_l,A(ei + )\ej),AeH_l, L ,Aen)
= (al,. co, Q1,05 + )\aj,aﬂ_l, . ,an).

Znaci da je A — AFE elementarna transformacija pribrajanja i-tom stupcu
matrice A j-tog stupca pomnozenog skalarom .
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3.20. Regularna matrica je produkt elementarnih matrica. Za
regularnu matricu T' = (¢1,...,t,) su vektori t1,...,t, izvodnice, pa iz do-
kaza teorema 1.7.7 slijedi T' ~ I. Znaci da postoji niz elementarnih tran-
sformacija

I—Iw—. . —T,

ili zapisano pomocu elementarnih matrica
I'—>IE1 l—>IE1E2l—>*—>IE1E2E5:T
Znaci da T mozemo napisati kao produkt elementarnih matrica

T =FEFE,...E;.

3.21. Primjer. Za niz elementarnih transformacija

1 1 2 1 1 3 1 1 0 1 0 0
A=101 -1}~ [0 1 0]— (0 1 O0)]— 1|0 1 0)=1
0 0 1 0 0 1 0 01 0 0 1
imamo inverzne transformacije
1 0 0 1 10 1 1 3 11 2
I=10 1 0]—~»{010]—~{|010]—~[|01 —-1]=A4
0 01 0 01 0 01 00 1
pa je
A=I1FEEyE; = 1(61,62 + 61,63)(61,62,63 + 361)(61,62,63 — 62).
Zmaci da je
1 10 1 0 3 1 0 O
A=|0 1 0 010 01 -1
0 01 0 0 1 00 1

4. Koordinatizacija u zadanoj bazi prostora R"

4.1. Koordinatizacija. Neka je T' = (t1,...,t,) uredena baza pros-
tora R™. Koeficijente u jedinstvenom prikazu vektora x kao linearne kombi-
nacije
(4.1) T=At1+ -+ Mt
zovemo koordinatama vektora x u bazi T, pri ¢emu \; zovemo prvom koordi-
natom, Ao zovemo drugom koordinatom itd. Koordinate Aq,..., A, vektora
x u bazi T ¢ine n-torku realnih brojeva xr koje zapisujemo kao vektor u R”

A1
T =

An
Bududéi da za svaki vektor x postoji jedinstveni zapis u bazi, to su za svaki
vektor x koordinate x7 u potpunosti odredene. Zato imamo dobro definirano

preslikavanje
T X7



76 3. REGULARNI OPERATORI NA R"

s R™ u R" koje vektoru z pridruzuje njegove koordinate u bazi 1. To
preslikavanje zovemo koordinatizacijom s obzirom na bazu T.

Shvatimo li uredenu bazu T = (1, ...,t,) kao regularnu n x n matricu,
onda je relacijom (4.1) definirano mnozenje matrice T' i vektora xp

(4.2) x=Txp.

Bududéi da je T regularna matrica, odavle dobivamo

4.2. Teorem. Za koordinata xp vektora x u bazi T vrijedi
(4.3) A A

Nadalje, koordinatizacija je linearna bijekcija T—1: R™ — R™.

4.3. Napomena. Nama ¢e biti zgodno zapisivati linearnost koordina-
tizacije T~! formulama

(4.4) (.r + y)T =x7 + YT, ()\ZL‘)T = \Tp.

4.4. Primjer. U uredenoj bazi T = (es3, e1, e2) prostora R? prva koor-
dinata vektora
&1
x= (& | =&esz+&ie1 +&aen
&3

je &3, druga koordinata je &1 i treca koordinata je &. Znaci da je koordina-
tizacija s obzirom na tu bazu preslikavanje

-1

&1 €3 010 & 00 1\ /&
r=|&|—er=(&]=(0 01 ]=[100[]&
&3 ) 1 00 &3 010 &3
4.5. Primjer. Neka je
1 -1 2
T = (t1,te,t3) = 1 2 -1
-1 1 1

Prema formuli (4.2) koordinate zp = (&1,&2,&3) vektora z = (—1,2,0) u
uredenoj bazi T' mozemo traziti kao rjeSenje sistema jednadzbi

&1t + &aota + E3t3 =,
odnosno
§1— & +25 =1,

§1+2 - &3 =2,
—§ 4+ +EG=0.
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5. Matrica operatora i promjena baze

5.1. Zadavanje operatora na bazi. Neka je ty,...,t, baza u R"
i neka je A: R™ — R"™ linearno preslikavanje. Tada je A u potpunosti
odredeno svojim vrijednostima

Aty, ... A,

na elementima baze t1,...,t,.
Naime, za svaki vektor z € R™ postoji jedinstveni zapis u bazi

T = Mty + -+ Ay,
pa zbog linearnosti preslikavanja A imamo formulu
Az = A()\ltl + -+ )\ntn) = MAt1 + -+ N AL,

kojom je vektor Ax izrazen pomocéu vektora Aty,..., At, i koordinata vek-
tora x.

Primijetimo da smo isti dokaz veé koristili u tocki 2.2.1 u sluc¢aju kanon-
ske baze. Isto tako mozemo ponoviti i razmatranje iz tocke 2.3.1 koristeci
linearnost koordinatizacije (4.4):

Neka je zadan niz vektora a1, ...,a, u R"™. Tada je preslikavanje

=Mt + -+ Mty —  A(z) = Mag + -+ May

linearno preslikavanje A: R™ — R" za koje je Aty = aq, ..., Aty = ay.

5.2. Primjer refleksije u ravnini. Neka je A: R? — R? zadano ma-

tricom
(0 1\ (&) _ (&
= (1) (8)- (&)

To preslikavanje mozemo interpretirati geometrijski kao refleksiju (ili osnu si-
metriju) u ravnini u odnosu na simetralu prvog i treéeg kvadranta odabranog
pravokutnog Kartezijevog sustava u euklidskoj ravnini (nacrtajte sliku!) jer

za vektore
1 . -1
n=() o= ()
imamo
(5.1) Aty =t; 1 Aty = —ty,

a za proizvoljan vektor x = A\1t; + Aoto u R? imamo (nacrtajte sliku!)
A(/\ltl + )\th) = At1 — Aoto.

Jasno je da smo refleksiju A mogli od pocetka zadati u uredenoj bazi

T = (t1,ts) = G _11)

relacijama (5.1).
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5.3. Primjer. Neka je B: R? — R? linearni operator zadan u uredenoj

bazi
T = (t1,t2) = G _11>
relacijama
(5.2) Bty =3ty 1 Bty = to.
Ocito je
er=1(t—t) 1 ex=1i(t+t),
pa je

Bep = B(%tl — %tg) = %3751 — %tQ = %3(61 +e9) — %(—61 + e2) = 2e1 + eo,
Bey = B(%tl + %tQ) = %3751 + %tz = %3(61 +e2) + %(—81 +e2) = e + 2ea.

Znaci da je matrica linearnog preslikavanja B u kanonskoj bazi

(Bei, Bey) — G ;) .

5.4. Matrica linearnog operatora u uredenoj bazi 7. Neka je

T = (t1,...,t,) uredena baza u R™ i neka je
A:R" - R"”

linearano preslikavanje. Tom linearnom preslikavanju pridruzujemo matricu
tipa nm X n ¢iji su stupci koordinate vektora Atq, ..., At, u bazi T
(5.3) Ar = ((At1)r, ..., (Atp)7).
Ako je A = (), onda dogovor o matrici operatora u bazi T znaci

n
(5.4) At; = Z%’jtz‘y za j=1,...,n.

i=1

Buduéi da je linearno preslikavanje A u potpunosti odredeno vektorima
Aty,..., At,, to je A u potpunosti odredeno i matricom Ar koju zovemo
matricom operatora A u uredenoj bazi T.

5.5. Primjer. Za linearne operatore A i B i uredenu bazu T iz primje-
ra 5.2 1 5.2 imamo matrice

Ar = <(1) —01> t Br= <g (1)>
5.6. Teorem. Matrica operatora A u bazi T je produkt matrica
(5.5) Ap =T 'AT.
DokAz. Koriste¢i formulu (4.3) za vektore At; dobivamo
Ar = ((At)r, ..., (Aty)r) = (T Aty, ..., T At,,)
= (T 'ATe,y,..., T ATe,) = T1 AT.
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5.7. Primjer. Za operatore A= (9})1i B = (%1) i uredenu bazu T iz
primjera 5.2 i i 5.2 imamo
1 1
-1_1
m=i(40);

pa prema teoremu 5.8 imamo
A= 1 1 1\ /0 1 1 -1\ (1 0
=2\ -1 1)\1 oJ\1 1) \0o —-1)°
B 1 1 1\ /2 1 1 -1y (3 0
72\ -1 1)\ 2)\1 1) \o1

(8to smo, doduse, veé znali).

5.8. Teorem. Koordinate vektora Az u baziT racunamo kao mnoZenje
matrice operatora Ar u bazi T i koordinata vektora x u bazi T, tj.

(56) (A.%)T = AT xTT.

DoKAZ. Zbog linearnosti operatora A i linearnosti koordinatizacije (4.4)
imamo

(Aa;)T = (A (i )\th>> = (Zn: /\zAtz> = i )\i (Ati)T .
i=1 T i=1 T =1

No zadnji izraz je upravo definicija mnozenja matrice ((At1)p, ..., (Aty)r)
i n-torke koordinata z7. O

5.9. Kompozicija operatora i mnozenje matrica. Ako je T uredena
baza prostora R™ i

A:R" - R" B:R"— R"
linearna preslikavanja, onda je matrica kompozicije BA u bazi T jednaka
produktu matrica operatora B i A u bazi T, tj.

(5.7) (BA)r = BrAr.

DokAz. Koristeéi definiciju matrice operatora i formulu (5.6) za j-ti
stupac dobivamo

(BAtj)r = Br(Atj)r = Br(Ar(tj)r) = (BrAr)e;.
S lijeve strane je po definiciji j-ti stupac matrice (BA)rp, a s desne strane je

formula za j-ti stupac u produktu matrica By i Arp. O

Napomena. Prethodna dva teorema pokazuju da pri racunanju s ko-
ordinatama vektora u bazi T i matricama operatora u bazi T Kkoristimo
ista pravila mnozenja matrica i vektora koja koristimo u kanonskoj bazi. U
slucaju kad je T kanonska baza, tj. T = I, onda je

ry=x 1 A=A,
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pa formula (5.6) glasi da koordinate vektora Az ra¢unamo mnozenjem ma-
trice A i vektora x, a formula (5.7) glasi da je matrica kompozicije preslika-
vanja jednaka produktu matrica preslikavanja.

Ponekad je racunanje s matricama operatora u nekoj bazi T mmnogo
jednostavnije od racunanja u kanonskoj bazi, §to ilustrira sljedeé¢i primjer:

5.10. Primjer. Zamislimo si da za linearan operator B iz primjera 5.2
trebamo racunati
100
pgloo _ (21
1 2 ’
Mozemo rac¢unati redom
5 4 : 14 13 41 40
2 3 _ 4 _
w=(15) 7= 11) = (o 1)

Potencije matrice By za bazu T = (i *11) je lakse racunati

30 9 0 3100 o
BT:(O 1)7 B%:(O 1))”‘7 B’%’OO:<O 1100)'

Buduéi da je
B=TB;T ',
to za prirodan broj n
B" = (TBrTY'=TByT'TByTt-- - TBrT'TBrT7,
pa zbog T~ T = I imamo
(5.8) B" =T(Bp)"T~ L.

b0 )G

2 1\'" (30041 3100
1 2 T 2\310 1 3100419/

Napomena. Za brojeve 3 i 1 ima smisla govoriti o potencijama 3" i

1" = 1i za realne brojeve n = 3 ili n = /2. Formula (5.9) pruza nam

Zmaci da je

(5.9) G ;)n _

a posebno

N[

moguénost da definiramo potencije matrice B™ i za realne brojeve n = 1

ili n = V2 ’
(2) =16 )0 o),
EEO I TON]

(5.10)

D=
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5.11. Zadatak. Pokazite da za matricu v/B definiranu prvom relacijom
u (5.10) vrijedi
(VB)? =VBVB =B.

6. Trag i invarijante linearnih operatora na R"

6.1. Trag matrice. Trag kvadratne n x n matrice A = (;;) je suma
njezinih dijagonalnih elemenata, tj.

trA = a1 + oo + -+ - +
Na primjer,
0

- 11
m<_11>:3+1:¢ tr{-1 1 2] =0+14+0=1.
5 00

6.2. Zadatak. Pokazite da je trag linearna funkcija na vektorskom
prostoru n X n matrica, tj. da vrijedi

tr(A+ B) = trA + trB, tr(AA) = AtrA.

6.3. Osnovno svojstvo traga za produkt dvije matrice. Za dvije
n x n matrice A = (a;5) 1 B = (8i5) je

trAB =) ( Oéikﬂki) = Y @b
k=1

i=1 \k= i k=1
n n n
trBA = Z (Z ﬁkiaik> = Z BriCtik-
k=1 \i=1 k=1
Znaci da je
(6.1) trAB = trBA.

6.4. Pitanje. Dali formula (6.1) ima smisla za n x m matricu Aimxn
matricu B?

6.5. Teorem. Za matricu operatora A u bazi T je

trAr = trA.

Doxkaz. Koristedi teorem 5.6 i formulu (6.5) dobivamo

trAp = tr(T7H(AT)) = tr((AT)T™1) = tr(AI) = trA.

6.6. Primjer. Za Ar i A iz primjera 5.7 imamo

1 0 0 1
et 0)=u(® D)=
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- (1)

ne postoji uredena baza S takva da

1 0
= (o %)

Naime, da postoji, imali bismo

6.7. Primjer. Za matricu

4=trB =trBg = 0.

011
6.8. Pitanje. Da li za operator C' = (—51 [1) (2)) postoji baza S tako da

je Cg = (3‘115)? DA NE
500

6.9. Invarijante linearnih operatora na R™. Funkciju f na skupu
svih realnih n x n matrica koja svakoj matrici B pridruzuje realan broj f(B),
piSemo

f: B~ f(B),

zovemo invarijantom linearnih operatora na R™, ili samo invarijantom, ako
za svaki operator A i svaku uredenu bazu T vrijedi

f(Ar) = f(A).

Drugim rijec¢ima, f je invarijanta ako za svaku matricu A i svaku regularnu
matricu 7' vrijedi

F(TTIAT) = f(A).
6.10. Trag i invarijante. Prema teoremu 6.5 trag
f(A) =trd

je invarijanta. No onda je za svaku funkciju g kompozicija g(f(A)) invari-
janta. Na primjer, funkcije

f2(A) = (trA)?,  f3(A) = (trA)3,  fi(A) = (trAd), ...

su invarijate. Iz relacije (5.7) slijedi (A¥)r = (A7), pa je tr(Ar)* = trA*.
Zmaci da su funkcije

ho(A) = tr(A?), h3(A) =tr(A3), hy(A) =tr(AY),. ..

invarijante. Veoma vazna invarijanta je determinanta operatora (koju ¢emo
proucavati kasnije).
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6.11. Determinanta 2 x 2 matrice. Determinanta 2 x 2 matrice

A= (: g) je broj det A = ad — 3.

Na primjer

1 0 01 2 1 3 0
det <O _1>—det (1 0)-—1, det (1 2>—det <O 1)-3

6.12. Zadatak. Dokazite da je za 2 X 2 matricu
det A = L(trA)? — 1tr(A?).
6.13. Primjer. Za matricu
2 1
o-(1 2)

postoji uredena baza T takva da

30
5= 1)

i ne postoji uredena baza S takva da

1 0
pe- (1 9).
Zato se mozemo pitati za koje sve A i u postoji uredena baza S takva da
A0
= ?
By <O M) .
Bududéi da su trag i determinanta invarijante, mora biti
A+ p=trBg =trB =4, A-p=det Bg =det B =3,

pa iz Vieteovih formula vidimo da A i p moraju biti rjeSenja kvadratne
jednadzbe

2 —4x+3=(r—3)(z—1)=0.
6.14. Primjer. Za matricu
01
(0 0)
ne postoji uredena baza S takva da je
A0
= (0 u>
za neke A i u. Naime, da postoji, imali bismo

A4+ pu=trNg =trN =0, A-u=det Bg =det B =0,

pa bi iz Vieteovih formula slijedilo da A i g moraju biti rjeSenja kvadratne
jednadzbe
22— 0z +0=2>=0.
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0 0
NS_(O 0)‘0’

pa biza N # 0 bilo N = SNgS~! = 505~ = 0.

No A = p =0 daje

Napomena. Gornji argument je trebao ilustrirati kako mozemo koristiti
invarijante. U konkretnom primjeru mogli smo do istog zakljucka doé¢i i na
drugi nacin: Prvo uoc¢imo da je

N? =0.

A0
NS - <0 > )
s jedne strane bi zbog (5.7) bilo (Ng)? = (N?)s = 05 = 0, a s druge strane
2
s (A 0\ _ /X 0

Sada A2 = p? = 0 daje A = p = 0, pa zaklju¢ujemo kao prije da je N = 0,
suprotno N # 0.

Da je u nekoj bazi S

=

7. Kompleksni brojevi kao 2 x 2 realne matrice

7.1. Kompleksni brojevi. Kompleksni brojevi su uredeni parovi («, 3)
realnih brojeva koje zapisujemo kao

z=a+ 1.

Operacije zbrajanja i mnozenja kompleksnih brojeva definirane su formu-
lama

(a+if) + (o' +if) = (a + o) +i(B + F),

(a+if) - (! +if) = (ad’ — BF) + i(af + fa).
Skup svih kompleksnih brojeva s tako definiranim operacijama zbrajanja i
mnozenja oznacavamo sa C.

7.2. Skup C kao R?. Kompleksne brojeve x = &1 4ify mozemo zapisati
kao vektor-stupce
_ (&
$‘<@

u R2. Tada je zbrajanje kompleksnih brojeva 2’ + z” zbrajanje vektora u
R?, a mnozenjem kompleksnog broja = = &; +4&; realnim brojem A = A +40
dobivamo

Az = (A +1i0)(&1 +1i62) = (A& — 062) + i(A& + 061),
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(&) (A
er ()= (1), aen

Znadci da je skup C vektorski prostor R? s operacijama zbrajanja i mnozenja
realnim brojevima A. Kanonsku bazu oznac¢avamo s

() -0

7.3. Mnozenje kompleksnim brojem je linearni operator na R2.
Bududi da je mnozenje kompleksnih brojeva distributivno prema zbrajanju
te asocijativno i komutativno, za kompleksni broj z vrijedi

Sto zapisujemo kao

2o +a2")=z-2 + 22", z-(Az) = ANz - x),

pa je preslikavanje

(7.1) 22R2oR? zez-ox
linearan operator. Za kompleksni broj

z=a+1i0
suz-1=a+ifiz-i=—0+ia vrijednosti linearnog preslikavanja (7.1)

na kanonskoj bazi, pa je

a —f
0 «
matrica tog linearnog preslikavanja.

7.4. Kompleksni brojevi kao 2 x 2 realne matrice. O¢ito mozemo
identificirati kompleksne brojeve i realne 2 x 2 matrice oblika

a+if — (g :f) .
Pri toj identifikaciji zbrajanju kompleksnih brojeva z+ 2z’ odgovara zbrajanje
preslikavanja po tockama
(z+2) r=z-2+7 2
dakle zbrajanje matrica
(a+i8) + (o/ +if) «— (g _aﬂ> + <gj _05)/> ;
a mnozenju kompleksnih brojeva z - 2’ odgovara kompozicija preslikavanja
(-2 x=2-(¢"2),

dakle mnozenje matrica

(a+if) - (o +if) <g f) <§: _C*ﬁ'/)‘
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7.5. Kompleksni brojevi jesu 2 x2 realne matrice. Svo gornje raz-
glabanje mogli smo preskociti da smo rekli da kompleksni brojevi naprosto
jesu realne 2 x 2 matrice oblika

(g _C\fﬂ> 9y a?/g E R?

s operacijama zbrajanja i mnozenja matrica. Pri tome bi trebalo provijeriti
da je suma i produkt takvih matrica istog oblika i da za

— . M o _1 1
(g aﬁ> # 0 imamo inverz (g f) :M(—aﬁ g)

Sva ostala svojstva zbrajanja i mnozenja kompleksnih brojeva, ukljucujuci
komutativnost mnozenja, slijede iz op¢ih svojstava zbrajanja i mnozenja
kvadratnih matrica.

8. Kvaternioni kao 2 x 2 kompleksne matrice

8.1. Skup kvaterniona. Kvaternioni su kompleksne 2 x 2 matrice

oblika B
(g ‘f>, aBeC,

pri ¢emu je & kompleksno konjugiran broju «. Na primjer, matrice

0 —i 0 —1 —i 0
e (85) am9) ()

su kvaternioni, a tzv. Paulijeve matrice nisu kvaternioni

(01 (0 i /1 0
“@={10) " \i o) 27\o0 —1)
8.2. Pitanje. Da li je matrica (9 §) kvaternion? DA NE

8.3. Kvaternioni ili hiperkompleksni brojevi. Ocito je

(a —6) +<o/ —,6’):<oc+a’ —(ﬁ+ﬁ’))
B @ g a g+ (a+da) )’

pa na skupu kvaterniona imamo definirano zbrajanje. Pomnozimo li dva
kvaterniona dobivamo kvaternion

<a —B) <o/ —ﬂ’) _ [aa = BB —(Ba’ +af)
g« pa pa’ +ap  (ad —pF) )’
pa na skupu kvaterniona imamo definirano mnozenje. Skup kvaterniona

s operacijama zbrajanja i mnozenja matrica ozna¢avamo s H i zovemo ga
algebrom kvaterniona ili algebrom hiperkompleksnih brojeva.
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8.4. Svojstva zbrajanja i mnozenja kvaterniona. Operacija zbra-
janja kvaterniona ima sva svojstva zbrajanja kvadratnih matrica: asocija-
tivnost, komutativnost, imamo kvaternion nula

=5 0

i svaki kvaternion Z ima suprotni —Z. Operacija mnozenja kvaterniona ima
sva svojstva mnozenja kvadratnih matrica: asocijativnost, distributivnost
mnozenja prema zbrajanju i imamo jedinicu

10
I'= (O 1) ‘
Stovise, iz relacije

(% D (6 D) =tar+ism(p 9)

vidimo da svaki kvaternion Z # 0 ima inverz Z !

a —f3 _ a B
Z:<5 @>’ 77 = e (—ﬁ 04)'

2

Mnozenje kvaterniona nije komutativno®, na primjer

(%G )G D0 D)6 %

8.5. Pitanje. Mozemo li rijesiti sistem jednadzbi
AnZy + A19Zs = By,
A Zy + AgaZs = Bo,

gdje su zadani kvaternioni A;; i B;, a nepoznanice su kvaternioni Z;?7

8.6. Konjugacija kvaterniona. Za kvaternion Z definiramo konjugi-

rani kvaternion Z*
_(a B . (a B
7 = (ﬂ a ) , 7% = (5 a) )

Ocito je (Z1+ Z2)* = Z7 + Z;. Bududi da mnozenje nije komutativno, vazno
je primijetiti da je

(Z122)" = Z3 23
28 2y, 75 € H.

2Operacije zbrajanja i mnozenja kvaterniona imaju sva svojstva u definiciji polja osim
komutativnosti mnozenja. Zato H nije polje.
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8.7. Apsolutna vrijednost kvaterniona. Za kvaternion Z defini-
ramo apsolutnu vrijednost (ili normu) |Z| relacijom

Z = (g :f) ;121 = o +|8]? = det Z.

Ocito je |Z] = 0 ako i samo ako je Z = 0. Takoder vrijedi
| Z12| = | Z1]| 22
va 74, Z € H.

8.8. Skup kvaterniona kao R*. Kvaternion mozemo zapisati kao

Z:<Ozo+ia1 a2 + iag

s+ ics o — ia1> =aol + a1 J1 + agda + a3Js

gdje je (ap, a1, ag, ) Getvorka realnih brojeva u R* i

0 0 1 0 i
p=(o 1) (ho) e=(T0)

U ovom zapisu kvaterniona imamo

(Ozo[ + o1 + agdy + Oz3J3)* = ool — a1 J1 — asdy — aJs,

|Z| = \/a%+a%+oz§+a§,

1
) (Oéo[ — CY1J1 — OQJQ — OZ3J3).

Z7' =
B+t a3t
0 1 2 3

8.9. Imaginarne jedinice. Kvaternione Jy, Js, Js zovemo imaginar-
nim jedinicama jer je
|1 =[] = [J5] = 1

i vrijede relacije

JP=—1, J2=—1, J2=-I,

8.1
(8.1) JiJo=—JoJ1 =J3, JoJz=—J3Jo=J1, J3J1=-J1J3=J>.

8.10. Zadatak. Dokazite sve nedokazane tvrdnje o kvaternionima.



