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POGLAVLJE 1

Vektorski prostor R"

0.1. Pojam preslikavanja. Neka su A i B dva skupa. Ako svakom
elementu a skupa A pridruzimo neki element f(a) skupa B, pisemo

o f(a),
onda kazemo da je zadano preslikavanje f sa skupa A u skup B i piSemo
fiA— B.
Kazemo da su dva preslikavanja f: A — Big: A — B jednaka ako je
fla) = g(a)
za sve elemente a skupa A.
0.2. Konaéni nizovi elemenata u skupu. Neka je S neki skup. Tada
preslikavanje f: {1,2,...,k} — S zovemo nizom od k ¢lanova u skupu S,

ili samo komnacénim nizom u S. Preslikavanje f je u potpunosti zadano ako
ZNamo

fQ)=s1, f(2)=s2, fB)=s3 ..., [f(k)=s,
pa obi¢no kazemo da je
S1,892,83,...,8 il (s1,$2,83,..-,Sk)
niz u S, a elemente s1, s2, S3, ..., S skupa S zovemo ¢lanovima niza.

Takoder kazemo da je prvi élan niza s1, drugi ¢lan niza so itd. Iz opce
definicije jednakosti preslikavanja slijedi da su nizovi

fAL2,.. k=S i g:{1,2,....k} = S
jednaki ako i samo ako je

f)=g1), f(2)=92), fB)=9@3), ..., f(k)=g(k).

Nizove (s1,...,s;) od k ¢lanova u skupu S zovemo i uredenom k-torkom
elemenata iz S. Skup svih k-torki elemenata iz S oznacavamo sa S* i ¢itamo
“skup es na katu potenciju” ili samo “es na katu”.
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6 1. VEKTORSKI PROSTOR R™

0.3. Primjer. Za skup S = {0, 1} imamo niz
0,0,0,1,0,1,1

od sedam c¢lanova, pri ¢emu je prvi ¢lan niza 0, drugi ¢lan niza isto 0 itd.
Jasno je da je

1,0,1,1,0,0,0

drugi niz u skupu S jer se radi o drugom preslikavanju {1,2,...,7} — S.

0.4. Razlika izmedu skupa od n elemenata i niza od n ¢lanova.
Kad govorimo o skupu {s, $2,...,s,} od n elemenata, onda podrazumije-
vamo da su svi elementi tog skupa medusobno razli¢iti i ne podrazumije-
vamo nikakav poredak medu njima. Kad govorimo o nizu (sy, so, ..., s,) od
n ¢lanova, onda podrazumijevamo da je s; prvi ¢lan niza, so drugi ¢lan niza
itd, a ne podrazumijevamo da su ti ¢lanovi medusobno razliciti.

1. Vektorski prostor R"

1.1. Skup R". Neka je n fiksan prirodan broj. Elementi skupa R"
(Gitamo “er na entu” ili samo “er en”) su sve uredene n-torke realnih bro-
jeva (a1,aq,...,ay). Uredenu n-torku realnih brojeva a = (a1, ag, ..., ap)
obi¢no zovemo tockom ili vektorom u R™, a realne brojeve a1, a9, ..., ay
koordinatama vektora (tocke) a.

1.2. Primjer. (0,1,1,—1,v/3)i(0,1,1, —1,0) su dvije razlicite petorke
realnih brojeva, ili dvije razli¢ite tocke u R®.

1.3. Skupovi R” javljaju se u geometriji i analizi. Skupove R!,
R? i R? mozemo si predociti geometrijski. Tako si, na primjer, skup R? svih
uredenih parova realnih brojeva a = (a1, @2) mozemo zamisliti kao skup
tocaka a u euklidskoj ravnini s koordinatama a; i as u odabranom Kartezi-
jevom sustavu koordinata. Na slican si na¢in uredene trojke realnih brojeva
(a1, ag, a3) iz R3 zamisljamo kao tocke euklidskog prostora s koordinatama
a1, ag 1 az u odabranom Kartezijevom sustavu koordinata. U slucajun > 3
za skup R™ nemamo neposredne geometrijske predodzbe, no jos uvijek neka
svojstva tog skupa interpretiramo “geometrijski”, po analogiji s R? i R3.

Skupovi R™ javljaju se prirodno u matematickoj analizi i njenim primje-
nama kao skupovi parametara (o kojima ovise neke veli¢ine). Tako je, na
primjer, brzina vjetra (v, vy, v;) u trenutku ¢ u tocki prostora s koordina-
tama x,y, z “totka” (vg, vy, vzt 2,y,2) u R,

1.4. Zapisivanje uredenih n-torki brojeva. U matematickoj ana-
lizi i geometriji je obi¢aj uredene n-torke brojeva a € R" zvati tockama i
zapisivati ih kao retke

a=(a1,a2,...,0n),
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a u linearnoj je algebri obicaj uredene n-torke brojeva a € R™ zvati vekto-
rima i zapisivati ih kao stupce, kazemo wvektor-stupce

Mi ¢emo, prema prilici, koristiti oba nacina zapisivanja. Kasnije ¢emo go-
voriti i o vektor-recima

az(al az ... Oln),

Sto su takoder n-torke brojeva.

1.5. Primjer.
0
1
1
-1 -1
V3 0

su dva razli¢ita vektora u R®.

1.6. Zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarom. Na skupu
R™ definiramo operaciju zbrajanju po pravilu

Qg B a1+ 3

(o) B2 ag + (32
a+b= +1 . 1= .

(679} ﬁn Qg + ﬁn

Takoder definiramo operaciju mnozenja vektora realnim brojem A, obi¢no
kazemo skalarom X, po pravilu

(65} AO&l

a9 AO&Q
Aa =\ =

o, pYe™

Ponekad je zgodno pisati A - @ umjesto Aa, kao na primjer 1 - a umjesto la
kad Zelimo naglasiti da vektor ¢ mnozimo brojem 1. Kada na skupu R”
koristimo operacije zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarom, onda je
obicaj elemente od R” zvati vektorima, a ne tockama. Da bismo u formu-
lama odmah vidjeli zbrajamo li vektore ili brojeve, bit ¢e zgodno vektore
oznacavati malim latinskim slovima, na primjer a,b, ¢, ili malim latinskim
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slovima s indeksima, na primjer a1, a9, a3, a brojeve i koordinate vektora

malim grékim slovimal.

1.7. Primjer. U R?* imamo

1 3 1+3 4 1 3-1 3
2| 3 23 | 1] g2 o [3 2|
0 5 0+5 50771 o 3-0 0
2 -1 2+ (—1) 1 2 3.2 6

1.8. Algebarska svojstva zbrajanja i mnozenja skalarom. Bu-
duéi da je operacija zbrajanja vektora a + b definirana kao zbrajanje odgo-
varajuc¢ih koordinata «; + [3;, to iz svojstava asocijativnosti i komutativnosti
za zbrajanje brojeva slijede svojstva asocijativnosti

(a+b)+c=a+(b+c)
i komutativnosts
a+b=b+a
za zbrajanje vektora. Na primjer, zbog komutativnosti zbrajanja brojeva
vrijedi

aq B a1 + 3 B+ o B a1

Qo B2 ag + (B2 B2 + ao B2 fo%)
o B B : = : =1 T -

(6773 /Bn ay + ﬂn 671 + ay, ﬁn (679

To smo mogli krace zapisati provjeravajuéi samo jednakost i-te koordinate
i+ fi = fi + o

u vektorima a+bib+azasvakii=1,2,...,n.
Vektor kojemu su sve koordinate nula zovemo nul-vektorom ili nulom u
Rn

0
0
0=1.
0
IMala grcka slova
@ alfa L iota 0,§ sigma
Jé) beta K kapa T tau
¥ gama A lambda v ipsilon
1) delta I mi , b fi
€,€ epsilon v ni X hi
¢ zeta 13 ksi P psi
n eta ks pi w omega
¥, 0 theta P, 0 j70)
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Tako je 0= (§) nula u R?, a 0= (§> je nula u R3. O¢ito je za vektore a i
0 iz R"
a+0=04+a=a.

Takoder je ocito da svaki vektor ¢ u R™ ima jedinstveni suprotni element

aq —Qq

a9 — Q9
—_—a = — g

Qp —0lp

sa svojstvom
—a+a=a+(—a)=0.
Kao i za brojeve, obi¢no pisemo a — b umjesto a + (—b).
S druge strane, operacija mnozenja skalarom naslijeduje neka svojstva
mnozenja brojeva:

lra=a,  Apa)=(Aua,

te
0-aq (—1) a1 A0
0-as (—1) - o A0
0-a= =0, (-1)-a= =—a, X0= =0
0-an (—1) - oy A0

Zbog distributivnosti mnozenja brojeva prema zbrajanju imamo dvije
distributivnosti mnoZenja skalarom: u odnosu na zbrajanje u R i u odnosu
na zbrajanje u R"

A+ p)a=ra+ pa, Ma+b)=Aa+ \b.

Zbog navedenih svojstava zbrajanja vektora i mnozenja vektora skalarom
skup R"™ zovemo wektorskim prostorom R™. Grubo govoreéi, s vektorima
racunamo “kao s brojevima”.

1.9. Pitanje. Da li svojstvo komutativnosti zbrajanja vektora u R”
glasi da za neke vektore a i b u R” vrijedia+b=0+a? DA NE

1.10. Pitanje. Dali je 0 u R? jednaka 0 u R3? DA NE
1.11. Pitanje. Dali za vektor a u R" vrijedi a = —(—a)? DA NE
1.12. VisSestruke sume vektora. Operacija zbrajanja vektora je bi-

narna operacija, $to zna¢i da je definirano zbrajanje dva vektora. Imamo li
viSe vektora aq,as,...ar u R"™, onda definiramo

ar+az+---+ap=_(..((a1 +az2)+az)+...+ap_1) + ag.
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Buduéi da smo na isti na¢in definirali i viSestruke sume brojeva, sumu vise
vektora racunamo tako da ra¢unamo odgovarajuce sume koordinata. Na
primjer, za Getiri vektora u R? imamo

2 1 1 59y  (2+1+1+5\ (9
1)+ () 0)+ ) - G555 - ()
1.13. Asocijativnost za viSestruke sume vektora. Za sve prirodne
brojeve k i m i vektore aq,...,axrm € R™ vrijedi
(a1 +ag+ - +ag) + (aks1 + ago + - + Appm)
=artaz -+t ag+ g1+ Qg2 o F Qppme

To svojstvo vrijedi zbog analognog svojstva brojeva. Na primjer

2 1 1 5\  [(2+1 1+5\ (9
()= () (0)+ () -(20)+ (18 - ()
1.14. Komutativnost za viSestruke sume vektora. Za sve permu-
tacije 2 o skupa {1,2,...,k} i vektore a1, ...,a, € R" vrijedi
Ug(1) T Ao(2) T T Ao(k) = Q1 + A2 + - - + .
Tako je, na primjer,

as + a3z +a; =ay + as + as.

1.15. Oznaka za viSestruke sume vektora. Kao i za brojeve, vise-
struke sume vektora mozemo zapisati pomoc¢u znaka sumacije »

k
Zaj:a1+a2+---+ak.
j=1

Podsjetimo se da nije vazno koji indeks sumacije koristimo:

k
Zai:a1+a2+---—|—ak.
=1

1.16. Distributivnost za viSestruke sume. Za visestruke sume bro-
jeva ili vektora vrijede svojstva distributivnosti mnozenja skalarom prema
zbrajanju.

k k k k
(Z )\i> a= Z Aia, A <Z ai> = Z Aa;.
=1 =1 =1 =1

2Permutacija o skupa {1,2, ..., k} je bijekcijao: {1,2,...,k} — {1,2,...,k}. Na pri-
mjer, 0(1) =2, 0(2) = 310(3) =1 je permutacija skupa {1, 2, 3} koju obi¢no zapisujemo
kao niz brojeva 231.
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2. Geometrijska interpretacija vektorskih prostora R? i R?

2.1. Geometrijska interpretacija R'. Vektorski si prostor R! = R
zamisljamo kao pravac u euklidskoj ravnini s uobi¢ajenim operacijama zbra-
janja i mnoZenja realnih brojeva. Obi¢no si broj a zamisljamo kao vektor-
strelicu ().a), zbrajanje brojeva a + (8 kao zbrajanje vektor-strelica Oa + O—ﬁ),
a mnozenje skalarom A kao “produljivanje strelice A puta”.

2.2. Geometrijska interpretacija R2. Vektorski si prostor R? zami-
Sljamo kao euklidsku ravninu u kojoj smo izabrali pravokutni Kartezijev
koordinatni sustav, pa uredeni par brojeva a = (a1, as) € R? predstavlja
koordinate tocke a u ravnini. Obi¢no si tocku a u ravnini zamisljamo kao
vektor-strelicu 0a Tada zbrajanje vektora a 4+ b u R? odgovara zbrajanju
vektor-strelica Oa + 0b u ravnini po “pravilu paralelograma”, a mnozenje
skalarom A kao “produljivanje strelice A puta”. Tako je, na primjer, zbroj

vektora u ravnini
2 n 1y (3
1 1/ \2

dobiven konstrukcijom paralelograma s vrhovima

b 00 G

S druge strane, mnozenje vektora (?) skalarom 3 geometrijski interpretiramo
kao produljivanje tog vektora za faktor 3:

(1) =)

2.3. Geometrijska interpretacija R3. Vektorski si prostor R? zami-
Sljamo kao euklidski prostor u kojem smo izabrali pravokutni Kartezijev ko-
ordinatni sustav, pa uredena trojka brojeva a = (a1, oo, a3) € R? predstavlja
koordinate tocke a u prostoru. Obi¢no si tocku a u prostoru zamisljamo kao
vektor-strelicu (Yz Tada zbrajanje vektora a + b u R? odgovara zbrajanju
vektor-strelica Oa + Ob u prostoru po “pravilu paralelograma”, a mnozenje
skalarom A kao “produljivanje strelice A puta”.

3. Linearne kombinacije vektora u R"

3.1. Linearne kombinacije vektora u R". Ako su zadani vektori a1,
asz, ..., as u R™igkalari A\i, Ao, ..., \s, onda mozemo racunati vektor
A1a1 + Agag + - - + Agas.

Takav izraz ili vektor zovemo linearnom kombinacijom vektora ay,ao, ..., as
s koeficijentima A1, Ao, ..., As. Tako je, na primjer, vektor

(o) =2()+(4)-()



12 1. VEKTORSKI PROSTOR R™
linearna kombinacija vektora

1) () ) 0

u R? s koeficijentima 2, 1, —1 i 0. U ovoj kombinaciji (namjerno) nismo
pisali sumand 0- (2) = 0.

3.2. Zadatak. Izracunajte linearnu kombinaciju vektora
2 1 1 . )
1) \=1) \1) ' 6
s koeficijentima 0, 0, 2 i 2.

3.3. Trivijalna linearna kombinacija vektora. Linearnu kombina-

ciju

0ay + - -+ + Oas
vektora ai,...,as u kojoj su svi koeficijenti nula zovemo trivijalnom line-
arnom kombinacijom vektora aq, ... ,as. OCito je trivijalna kombinacija vek-

tora jednaka nuli, tj.
Oa; +---+ 0ags = 0.

3.4. Netrivijalna linearna kombinacija vektora. Kazemo da je li-
nearna kombinacija vektora

A1a1 + Aeag + - - - + Agas.
netrivijalna ako je barem jedan od skalara A; # 0. Tako je, na primjer,
lai + Oasg - - - 4+ Oas

netrivijalna kombinacija vektora aj,ag,...,as.

3.5. Pitanje. Da li je linearna kombinacija
0 0 0
°(0) - (0) ()

3.6. Primjer. Moze se dogoditi da netrivijalna linearna kombinacija
vektora bude jednaka nuli:

(1)) ()= ()

netrivijalna? DA NE
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4. Kanonska baza u R" i pojam baze u R"

4.1. Kanonska baza u R". Skup vektora u R" oblika

1 0 0

0 1 0
eL=1.1, e&=|.}|, --- €en=

0 0 1

zovemo kanonskom bazom wektorskog prostora R™. Primijetimo da vektor
kanonske baze e; ima j-tu koordinatu 1, a sve ostale 0. Na primjer, skup
vektora

1 0 0
e1=10]), e=[|1], e3=10
0 0 1

je kanonska baza vektorskog prostora R3.
Svaki vektor x u R™ moZemo na jedinstveni nacin prikazati kao linearnu
kombinaciju vektora kanonske baze

xr = 5161 +§2€2 + - +§nen‘

Koeficijente &1, &5 ..., &, u toj linearnoj kombinaciji — zapravo koordinate od
x — zovemo jos i koordinatama vektora x u kanonskoj bazi. Krace kaZemo
da smo vektor x prikazali ili zapisali v kanonskoj bazi.

Na primjer, vektor z u R3 mozemo zapisati u kanonskoj bazi kao

&1 &1 0 0
s=|&l={0]+|al+]o
&3 0 0 &3
1 0 0
=6 |0 +& 1] +8 0] =E&er + e+ E3e3.
0 0 1

4.2. Primjer.

1 1 0 0 0
-2 0 1 0 0

a= =11, +(-2) ol TO 1] +2] | = —2e2+0es+2e,
2 0 0 0 1

pa je u kanonskoj bazi e, ea, e3, e4 od R* prva koordinata vektora a jednaka
1, druga koordinata je —2, treca koordinata je 0 i ¢etvrta koordinata je 2.

4.3. Zadatak. Prikazite vektor

— = O

~1
V3
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u kanonskoj bazi prostora R5.

4.4. Definicija baze u R". Kazemo da je skup vektora ai,as,...,as
baza uw R™ ako svaki vektor x u R"™ mozZemo na jedinstveni nacin prikazati
kao linearnu kombinaciju

Atar 4+ Asag + -+ Asas, A, ..., A €R.

Pokazat ¢emo (teorem 9.2) da svaka baza u R™ ima n elemenata, tj. da
mora biti s = n.

4.5. Primjer. Vektori

() ()

¢ine bazu u R?. Naime, za vektor z € R? uvjet * = \ja; + A2as mozemo

zapisati kao
51 _ 1 1 _ )\1 + )\2
()= ()2 (4) = (123).

Zapisano po koordinatama to je sistem jednadzbi
G=M+X L=Mh—-X

s nepoznanicama A1 i Ao koji za svaki izbor koordinata &7 i £ ima jedinstveno
rjeSenje
A= (&1 +&2)/2, A2 = (& —&2)/2.

Tako, na primjer, imamo jedinstveni zapis vektora ( 3’2) = %al + %ag.

4.6. Zadatak. Pokazite da vektori by = () iba = (1) ¢ine bazu u R?.

4.7. Uredena baza u R". Ako je ai,ao,...,a, baza u R", onda su svi
vektori baze medusobno razli¢iti. Naime, da je, na primjer, a; = a9, onda
bi za vektor a = a; = as imali viSe od jednog prikaza

a = la; + Oas + Oas + - - - + Oa,, = 0aq + las + Oag + - - - + Oay,,

suprotno pretpostavci da za svaki element u R™ imamo jedinstveni prikaz.
Uredena baza u R™ je je baza shvacena kao niz vektora, tj. kao kao skup
vektora ai,ase,...,a, ukojem a; zovemo prvim elementom baze, az zovemo
drugim elementom baze itd. Koeficijente A; u jedinstvenom prikazu vektora
x kao linearne kombinacije

T = Aai+ Xag + -+ Apan

zovemo koordinatama vektora x u bazi aq,ao,. .., a,, pri ¢emu A; zovemo pr-
vom koordinatom, Ao zovemo drugom koordinatom itd. Tako su, na primjer,
koordinate vektora

u bazi



5. KONACNI NIZOVI VEKTORA U R” I MATRICE TIPA n x k
jednake A\ = % 1A=

3-

5. Konaéni nizovi vektora u R" i matrice tipa n x k
5.1. Konaéni nizovi vektora u R". Neka je a1, ao,

..., a niz vektora
uR™. Obicaj je da koordinate tih vektora (u kanonskoj bazi) pisemo koristeéi
(odgovarajuée) malo grcko slovo s dva indeksa

11 12 aig
021 22 Qof
al = . ) az = ) ) ar =
anl Qp2

Dogovor je da o;; oznacava i-tu koordinatu j-tog ¢lana niza a;.
5.2. Matrica tipa n x k. Konacan niz vektora aq,ao,...,ar u R”, ili,
Sto je isto, k-torku vektora

(a1,a2,...,a)

zovemo i matricom realnih brojeva tipa n X k. Zapisujuéi koordinate vektora
imali bismo previse (suvisnih) zagrada i zareza

a1l

12 aig
a2] e5)) QoL
) ) M M
Qnl (079 Ak
pa radije piSemo samo
Q1] 2 a1k
Q21 (22 Qg
anpl  Op2 Ank

Kazemo da matrica (a1,

.,ay) ima n redaka i k stupaca. Ponekad matricu
(a1, ...,ar) krace zapisujemo kao

(aij)i=1,...,n ili samo (aw)
j=1,...k

u i-tom retku i j-tom stupcu.

Za i-tu koordinatu «;; vektor-stupca a; obi¢no kazemo da je element matrice
latinskim slovima, na primjer

Obi¢no ¢éemo matrice oznacavati velikim

A=
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o117 12 ... a1k

o921 Q9 ... Q2
A pu—

an1 Op2 ... Ank

5.3. Pitanje. Da li je matrica

1 00 1
0 11 0
-2 2 3 V3
tipa 4 x 37 DA NE
5.4. Jednakost matrica. Za dvije matrice A = (a1,...,ax) i B =
(b1,...,by) istoga tipa n x k kazemo da su jednake i pisSemo A = B ako su
im pripadni vektor-stupci jednaki:
al :bl,...,ak Zbk.
5.5. Nul-matrica. Matricu (0,...,0) kojoj su svi stupci nul-vektori
zovemo nul-matrica ili nula i oznacavamo je s 0:
00 ... 0
00 ... 0
0=(0,0,...,0)=1. . )
00 ... 0

5.6. Kvadratne matrice. Matrice tipa n x n zovemo kvadratnim ma-
tricama. Elemente a1,. .., ap, kvadratne matrice A = () zovemo dija-
gonalom od A, elemente «;j, i < j gornjim trokutom od A, a elemente a;;,
1 > j dongim trokutom od A. Elemente donjeg trokuta, dijagonale i gornjeg
trokuta 4 x 4 matrice mozemo si predociti kao zvjezdice

% . . . . k

6. Elementarne transformacije

Na konaCnim nizovima vektora iz R™ mozemo provoditi elementarne

transformacije

/

/
UVlyo ooy U = U1y e e, Upy,

definirane na sljedeéi nacin:
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6.1. Zamjena mjesta dvaju vektora. Za proizvoljne indekse i < j
definiramo transformaciju
Vlyeey Ui—1,0,Vig1y---,VU5—1, b, Vjtly--+5Um
= U1y...,0i—1, b, Vitly++-5Uj—1,0,Vj415--.,Um,
gdje smo stavili @ = v; i b = v;. Ova transformacija je sama svoj inverz; dva

puta primijenjena daje identitetu.

6.2. Mnozenje jednog vektora skalarom razlicitim od nule. Za
proizvoljni indeks 7 i skalar A # 0 definiramo transformaciju
Vlye ooy Vi1, Vitly -5 Um 2 U1,y .- ,’Ui_l,)\a,’Ui_A,_h <o Um,

gdje smo stavili @ = v;. Ova transformacija ima inverznu istoga tipa; za isti

indeks biramo skalar %, pa sa ¢ime smo prije mnozili, s time sada dijelimo:

1
ULy ooy Vim15 G Vig 1y oy U F2 ULy ooy Vie 1y 5 Gy Vit 1y - -+, Uy

6.3. Pribrajanje jednog vektora pomnozZenog skalarom drugom
vektoru. Za proizvoljne indekse ¢ # j i skalar A definiramo transformaciju

Vlyeeoy Ui—1,Q,Vig1y---,V5—-1, ba Vjtly---5Um
= U1,y Vim1, Gy Vgl - - -5 Vj—1, b+ Aa, Vjtly- -y Umy
gdje smo stavili a = v; i b = v;. Ova transformacija ima inverznu istoga tipa;
za iste indekse biramo skalar —\, pa §to smo prije dodali sada oduzmemo:
U1y Vi—1,0,Vi41,---,Uj-1, ba Vj+15--+yUm
= U1,y Vim1, Gy Vigdy - - o5 V=1, 0 — AQ, Vj41, . - ., Uy
6.4. Elementarne transformacije na stupcima matrice. Bududi
da je matrica tipa n X m niz od m vektora iz R", elementarne transfor-

macije mozemo primijeniti i na stupce matrice. Tako, na primjer, imamo
elementarnu transformaciju zamjene prvog i treéeg stupca matrice

1 00 1 00 1 1
0 11 0|~¢(1 1 0 O

-2 2 3 V3 3 2 -2 V3
6.5. Pitanje. Dali je

1 0 01 1 0 01
01 1O0)]—~10110
1 2 3 1 1 2 3 1
elementarna transformacija? DA NE
6.6. Pitanje. Dali je
1001 100 3
01 10)]—~1]0T1T1F0
1231 123 3

elementarna transformacija? DA NE
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6.7. Primjer. Elementarna transformacija (a,b,c,d) — (a — ¢, b,¢,d)
daje

1 0 0 1 1 0 0 1
01 10|—=[-1110],
1 2 3 1 -2 2 3 1
a njoj inverzna transformacija (a, b, c,d) — (a + ¢, b, ¢,d) daje
1 00 1 1 0 01
-1 1 1 0]l—1{(0 1 1 0
-2 2 31 1 2 3 1
6.8. Kompozicija elementarnih transformacija. Za pocetni niz
vektora (vi,...,v,) uzastopnom primjenom elementarnih transformacija
dobivamo novi niz vektora (wi, ..., wp):
(U1, oy Um) = (U], vl = (W W)
Cinjenicu da je (w1, ... ,wy,) dobiven iz (vy,...,v,) kompozicijom elemen-

tarnih transformacija zapisujemo krace kao relaciju

(V1,.e oy Um) ~ (W1, .o Wey).

Ocito vrijedi svojstvo tranzitivnosti relacije ~
(U1, ey Um) ~ (Wi Wiy) 1 (W1, W) ~ (UL, ey Upy)

povlaci  (v1,...,0m) ~ (U1, ..., Up)-

Buduéi da elementarne transformacije oblika 6.2 za A = 1 i transformacije
oblika 6.3 za A = 0 daju identitetu?, to relacija ~ ima svojstvo refleksivnosti

(V1. 0m) ~ (V1,0 Um),

a zbog toga Sto svaka elementarna transformacija ima inverznu, vrijedi i
svojstvo simetricnosti relacije ~

(U1, ey Um) ~ (Wi, ..oy Wey)  povlall  (wi,..., W) ~ (V1,...,Un).

6.9. Svodenje matrice na trokutastu formu primjenom elemen-
tarnih transformacija. Kod rjeSavanja niza problema u linearnoj algebri
primijenjivat ¢emo kompozicije elementarnih transformacija tako da konacan
rezultat bude “trokutasta matrica”, kao Sto je kompozicija elementarnih
transformacija iz primjera 7.5

1 1 2 1 0 2 1 0 0 1 0 O
2 -1 1]l~12 -3 1}—12 -3 -3|—~12 -3 0
1 -1 2 1 -2 2 1 -2 0 1 -2 2

3Zbog toga je na pitanje 6.5 odgovor DA, a u tom primjeru je odgovor DA i zbog
transformacije oblika 6.1.
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Za n X k matricu

a1 192 e a1k

a91 a9 e QoL
(a1,a2,...,a) =

anp1 Op2 ... Ank

je postupak sljedeci:

1) Ako je aj; # 0, onda prvi stupac matrice mnozimo s 1/aq; i dobivamo

@11 12 ... O1k 1 a1 ... A1k
/
Q21 G922 ... QO9k Qo1 Q22 ... Q2 ,
= . . . :(a‘lva‘Qv"':ak)'
!
anp1 Op2 ... QOpk Q1 Qp2 ... Qnpk

Nakon toga, koristeéi 1 iz prvog stupca, “eliminiramo” redom sve preostale
elemente iz prvog retka dodavanjem —aj2a) drugom stupcu, —aq3a) treem
stupcu, ..., —alka’l zadnjem stupcu:

1 Q12 ... a1k 1 0 e 0
/ / / /
0421 Oé22 “e OéQk; 0621 a22 “ e Oé2k ’ ’ ’
: : e [ : : = (aj,ag,...,a).
/ / / /
Oénl OénQ P Cknk anl OC,,,LQ “ e ank

Sada postupak nastavljamo na n x (k — 1) matrici

0o ... 0
/ /
/ a22 DY a2k
(a,2, . ’ak) — . .
/ /
aly ...oal,
Valja primijetiti da elementarne transformacije na stupcima aj, . .., aj, nece

“kvariti” ve¢ dobivene nule u prvoj koordinati.

2) Ako je a1 = 01 aq; # 0 za neki indeks stupca j, onda zamijenimo prvi i
j-ti stupac i nastavimo kao pod 1).

3) Ako je ¢itav prvi redak nula, tj.

0 0o ... 0
a21 Gy ... Q9
(CLhCLQ,...,ak): . . . ;
an1 Qp2 ... Qnk
onda smo gotovi ako je matrica nula, a ako (a1, as, ..., ax) nije nul-matrica,

onda postupak provodimo za prvi netrivijalni redak kao u 1) ili 2).

Konagni ée rezultat biti u trokutastoj formi (5;;) kod koje je B;; = 0za i < j.
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6.10. Primjer svodenja 2 x 4 matrice na trokutastu formu.

1215}_}}_}1000}_}}_}1000
11 -1 6 1 -1 -2 1 110 0)°

6.11. Primjer svodenja 4 x 2 matrice na trokutastu formu.

11 1 0 1 0
2 1 2 —1 2 1
1 —1]7 1 -2 1 2
5 6 5 1 5 —1

7. Izvodnice vektorskog prostora R"

7.1. Izvodnice vektorskog prostora R". Za vektore* vy, ..., v, ka-
zemo da razapinju vektorski prostor R", ili da su izvodnice ili generatori
vektorskog prostora R™, ako je svaki vektor v iz R™ linearna kombinacija
vektora vy, ..., U, tj.

v=A01 4+ + AnUm

za neke koeficijente A1, ..., Ay, pri ¢emu taj zapis nije nuzno jedinstven.

7.2. Baza i izvodnice od R". Po definiciji je baza skup izvodnica koji
ima dodatno svojstvo: jedinstvenost zapisa

V=AU + "+ AnUm

za svaki vektor v. Vidjet ¢emo da je baza “najmanji moguéi” skup izvodnica
i da za bazu mora biti m = n.

7.3. Prosirivanje skupa izvodnica. Ako su vektori vy, ..., v, izvod-
nice od R™ i a proizvoljan vektor u R™, onda i vektori

Viyeoo 3y Um, Q@
razapinju R” jer za svaki vektor v imamo prikaz
V=AU + A Um = Av1 + -+ AU + Oa.

Zmaci da je lako prosiriti skup izvodnica. Nama ¢e posebno zanimljiv slucaj
biti kad kanonsku bazu prosirimo nulama do niza izvodnica:

€1y.-y€n,0,...,0.

4Bilo bi bolje reéi: za skup vektora {vi,...,vn} ili niz vektora (vi,...,vm), jer éemo
nekad misliti na skup vektora v1,...,vm, a nekad na niz vektora vi,...,vUm.
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7.4. Lema o izvodnicama od R" i elementarnim transformaci-

jama. Neka je niz vektora vy, ..., v], uR™ dobiven elementarnom transfor-
macijom iz niza v, . . ., V. Tada vektori vy, ... v, razapinju R™ ako i samo
ako vektori vy, ..., vy, razapingu R™.
DokAz. Pretpostavimo da su vektori vy, ..., v, izvodnice od R" i da
smo proveli elementarnu transformaciju oblika
/ / /

V] = V1 + Uv2, V9 =V2,..., Uy, = Unm.

Tada je
_ / ! 0
V] = U] — (W, V2 = Vg,..., Uy = U,

pa za svaki vektor v € R™ imamo zapis
V= A1+ Av2 + - -+ AU,
= A (V] — pvh) + Avh + -+ Al
= M)+ (A2 = A p)vh + -+ Apvl,.

/

Znadi da vektori v], ..., v], razapinju R". Na slican nacin i za elementarne

transformacije tipa 6.1 i 6.2 dokazujemo da su vektori v}, ..., v, izvodnice

ako su vy, ...,V izvodnice. Buduéi da svaka elementarna transformacija

ima inverznu, to su vektori vy, ..., v, dobiveni elementarnim transformaci-

/ /

jama iz niza v}, ..., v}, pa su vektori v1, ..., vy, izvodnice ako su vf,...,v

m
izvodnice. O

7.5. Primjer. Mozemo se zapitati da li vektori

1 1 2
V1 = 2 , U2 = -1 , U3 = 1
1 -1 2

razapinju R3? U ovom primjeru niz vektora v1, va, v3 mozemo elementarnim
transformacijama prevesti u kanonsku bazu eq, es, e3. Jedan od nacina je da
prvo ponisStavamo elemente u gornjem trokutu matrice

1 1 2 1 0 2 1 0 0 1 0 O
2 -1 1]l-~12 -3 1]l~12 -3 -3]—12 -3 0
1 -1 2 1 -2 2 1 -2 0 1 -2 2

U prvom i drugom koraku izvodimo elementarne transformacije (a,b,c) —
(a,b—a,c) i (a,b,c) — (a,b,c — 2a) koristeéi prvi stupac da bismo dobili
nule u prvom retku. U treéem koraku izvodimo transformaciju (a,b,c) —
(a,b,c — b) koristeéi drugi stupac da bismo dobili nulu u drugom retku, ne
“kvarec¢i” pritom veé¢ dobivene nule u prvom retku. Zatim nastavljamo s
elementarnim transformacijama, prvo “popravljajuéi” treéi stupac transfor-
macijom tipa 6.2, a potom poniStavajuéi elemente u donjem trokutu matrice
u tre¢em retku koristeéi treéi stupac

1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
2 3 0]—12 3 0]—(2 -3 0]—12 -3 0
1 -2 2 1 -2 1 1 0 1 0 0 1
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Pomoéu drugog stupca dovrsimo postupak

1 0 0 1 00 1 00
2 -3 0]—1(210])]~1[010
0 0 1 0 01 0 01

Buduéi da ey, e, e3 razapinju R3, to prema tocki 7.4 i v1,v2,v3 razapinju
R3.

7.6. Lema. Vektori by,...,b, su izvodnice od R™ ako i samo ako su
elementt kanonske baze e1,. .., e, linearne kombinacije vektora by, ..., by,.

DokAz. Pretpostavimo da je

e = ixg%h e = A
=1 3

Svaki vektor  mozemo zapisati u kanonskoj bazi, pa imamo
z=~E§1e1+ -+ &nep

=& Emj AVl + -+ & i A,
=1

i=1

=S @AY+ e
=1

Znaci da je svaki x linearna kombinacija vektora by, ..., by,.

Obrat. Ako su vektori by, ..., b, izvodnice, onda se svaki vektor u R"
moze izraziti kao linearna kombinacija vektora bi,...,b,,, pa onda i svi
vektori kanonske baze. O

7.7. Teorem. Neka su by,...,by,, izvodnice od R™. Tada je
m > n.

DokAz. Indukcijom po n dokazat ¢emo viSe:

(1) Ako su by, ..., by, izvodnice od R™, onda je m > n i
(b1y...,bm) ~ (e1,...,€n,0,...,0).
(2) Ako by,...,by, nisu izvodnice od R™, onda je
(b1y...,bm) ~ (c1,...,¢k,0,...,0) za neke c1,...,cp, k < n.
U slu¢éaju n = 1 izvodnice by, ...,by, su brojevi i o¢ito bar jedan od
njih nije nula. Znaci da je m > 1. Koristeéi broj b; # 0 i elementarne
transformacije dobivamo

(b1,...,bpm) ~ (e1,0,...,0),

gdje je e; = 1. Znagi da tvrdnja (1) vrijedi za R = R. Ako by,...,b,, nisu
izvodnice od R, onda mora biti

(b1,...,bm) =(0,...,0),
pa vrijedi i tvrdnja (2).
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Pretpostavimo sada da tvrdnja (1) vrijedi za R"~!. Neka su

bi,...,by izvodnice od R"™; zapiSimo taj niz vektora kao matricu
Bri o Brm— B1,m
(71) (blv"'abm) = : : :
Bn-11 -+ Ba—tm-1 Bn-1m
ﬂn,l LIRS ﬂn,mfl /gn,m
Bududi da je vektor e, linearna kombinacija vektora b1, ..., b,, i da je njegova

n-ta koordinata 1, to m-ta kordinata (3, ; barem jednog vektora b; mora
biti razli¢ita od nule. Zbog jednostavnijeg zapisivanja pretpostavimo da je
Bnm # 0. Koristec¢i elementarnu transformaciju tipa 6.2 za m-ti stupac,
dobivamo

ﬁLl Ce /Bl,m—l /Bi,m
(7.2) (b1, ..., bm) — : | ;
Br-11 -+ Bn-tm—1 Bh1m
ﬁ'”al . /Bn,m—l 1

Koriste¢i kompoziciju elementarnih transformacija tipa 6.3 za m-ti stupac i
ponistavajuéi elemente u n-tom retku dobivamo

Bii - Brm—t Blm Biai - Blm Blm
: : - : : : :
Ba-11 - Bn—tm-1 Bn_im ne11 - Bnotme1 Baoim

Bai - Bamet 1 0o ... 0 1
ozna¢imo dobivene vektore s b}, ...,b),. Prema lemi 7.4 ti vektori razapinju
R™ pa za svaki j =1,...,n — 1 imamo linearnu kombinaciju

e =AY 4 Ay AGy

No n-te koordinate vektora e; i b},...,b,, ; su nula, pa relacija

0=2 04+ A9 04201
()

daje Ay’ = 0. Znaci da za svaki j = 1,...,n—1 imamo linearnu kombinaciju
e = AP 42D e
Odavle slijedi da su elementi kanonske baze ei,...,e,—1 u R*"! linearne
kombinacije vektora
Pii o Blma
(7.3) : : )
/8;7,71,1 54171,17171

pa iz leme 7.6 slijedi da ti vektori razapinju R”~!. Sada po pretpostavci
indukcije imamo m — 1 > n — 1, odnosno

m > n.
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Stovise, po pretpostavci indukcije imamo
/ /
Bipg - Brm-
N(el,...,en_l,o,...,o),
/ /
n—1,1 ~--- n—1m—1
pa primjenjujuéi istu kompoziciju elementarnih transformacija na prvih

m — 1 stupaca matrice (b},...,b/,_4,b],) dobivamo

( /1,..., ;n717b;n) ~ (61,...,€n_1,0,...,O,b;n).
Na kraju, koristeéi jedinice u prvih n — 1 redaka i stupaca, mozemo ponistiti
J J p
prvih n — 1 elemenata u m-tom stupcu
(e1,..yen-1,0,...,0,00 )~ (e1,...,en_1,0,...,0,¢e,).
Elementarnom transformacijom tipa 6.1 dobivamo
(1,...,en—1,0,...,0,e,) ~ (e1,...,en_1,€n,0,...,0)

i tvrdnja (1) slijedi iz tranzitivnosti relacije ~ .
Time je dokazana i tvrdnja teorema.

Pretpostavimo sada da tvrdnje (1) i (2) vrijede za R"! i da by,..., by
nisu izvodnice od R". Zapisimo taj niz vektora kao matricu (7.1).

Ako je zadnji redak matrice (7.1) nula, onda brisanjem tog retka dobi-
vamo (n — 1) x m matricu (b3, ...,b;,) za koju vrijedi, bilo zbog (1) ili zbog
(2),

(07,...,b0) ~(c3,...,¢3,0,...,0), k<n-—1.
No primjenjujuéi istu kompoziciju elementarnih transformacija na matricu
(b1,...,by) dobivamo

(bl,...,bm)N(Cl,...,ck,o,...,O), k‘gn—l,

pa vrijedi tvrdnja (2).

Ako zadnji redak matrice (7.1) nije nula, onda je elementarnim tran-
sformacijama mozemo prevesti u matricu (7.2) i potom “eliminirati” prvih
m — 1 elemenata u zadnjem retku. Stupci dobivene matrice (7.3)

/ /
Bra o Bima

( o o o . .

IR m—l) - : :
/ /
n—1,1 - n—1,m—1
ne razapinju R”~!. Naime, u suprotnom bi, zaklju¢ujuéi kao gore, dobili

(bl,...,bm) ~ (61,...,€n,0,...,0)

i prema lemi 7.4 bi vektori b1, ..., b, bili izvodnice, suprotno pretpostavci.
Buduéi da (b5,...,b2, ;) ne razapinju R"~!, po pretpostavci indukcije (2)
imamo

(B2, b8, ) ~ (¢S y,0,...,0), k—1<n—1.
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No primjenjujuéi istu kompoziciju elementarnih transformacija na prvih

m — 1 stupaca matrice (b},...,b),) dobivamo
(b, ... 0, 1, 0) ~ (e1,y .oy cho1,0,...,0,00 ), k—1<mn-—1,
pa vrijedi tvrdnja (2). O

Napomena. U dokazu teorema opisan je i postupak kojim mozemo utvrditi
da li dani niz vektora by, ..., b,, razapinje ili ne razapinje R™.

7.8. Pitanje. Jesu li vektori

izvodnice od R3? DA NE

7.9. Primjer. Mozemo se zapitati jesu li vektori

—1 2 3
-1
1 0 -1

by =

w
S
no
Il
DO
S
w
|

izvodnice od R3? Postupamo kao u postupku opisanom u dokazu prethodnog
teorema:

-1 2 3 -1 2 -3 2 2 =3 0 2 =3
3 2 -1|—(3 2 1 |—1[2 2 1 ]—{0 2 1
1 0 -1 1 0 1 00 1 0 0 1

Znaci da je (b, ba, bs) ~ (c1,c2,0). No prema teoremu dva vektora ¢y, co ne
mogu razapinjati R, pa iz leme 7.4 slijedi da (b1, bo, b3) ne razapinju R3.

8. Linearna nezavisnost vektora u R"

8.1. Definicija linearne nezavisnosti vektora u R". KaZemo da su
vektori vy, ..., v, uR™ linearno nezavisni ako je samo trivijalna kombinacija
tih vektora jednaka nuli, tj. ako

)\101+"'+)\p11p:0
povlaci
A =0,...,2,=0.

KazZemo da su vektori vi,...,v, u R" linearno zavisni ako nisu linearno
NezZavisni.
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8.2. Neposredne posljedice definicije linearne nezavisnosti. Ve-
zano uz definiciju primijetimo sljedece:

1. Ako je v # 0, onda je v linearno nezavisan. Naime, Av = 0 za
netrivijalnu linearnu kombinaciju, tj. A # 0, daje

v=1-v=(3Av=3(\)=30=0,

S§to je suprotno pretpostavei v # 0.
2. Ako su vektorivi, ..., vy, linearno nezavisni, onda su i vektorivi, ..., v,
linearno nezavisni za p < m. Treba samo provjeriti da

Avr + -+ Apup =0

povlaci Ay = 0,...,\, = 0. No iz gornje jednakosti “dodavanjem nule”
dobivamo
A1+ -4 Avp + 0vpit + - 4 Ovy, = 0,

pa sad iz pretpostavke da su vektori vy, ..., v,, linearno nezavisni slijedi da
su svi koeficijenti u kombinaciji nula, posebno A\ =0,..., A, =0.

3. Vektori 0,v1, ..., vy nisu linearno nezavisni. Naime, imamo netrivi-
jalnu kombinaciju

1-040vy+ -4+ 0vy, = 0.

Posebno, ako su v,...,v, linearno nezavisni, onda je v; # 0 za sve j =
1,...,m.
8.3. Baza i linearna nezavisnost vektora. Svaka baza vi,...,v, u

R™ je linearno nezavisan skup. Naime, iz relacija
AMvr+ -+ A, =0 1 Ovp+---+0v,=0

i jedinstvenosti zapisa vektora 0 slijedi Ay = 0,...,A, = 0. Vidjet ¢emo da
je baza “najve¢i moguéi” linearno nezavisan skup i da za bazu mora biti
p=n.

8.4. Primjer linearno nezavisnih vektora u R3. Pitanje da li su
vektori

1 1 2
V1 = 2 s Vo = -1 5 V3 = 1
1 -1 2
linearno nezavisni svodi se na pitanje da li relacija
1 1 2 AL+ Ao+ 23
AU +Xova+Azv3 = A [ 2]+ =1 |+X |1 ] =21 =X+ A3 =0
1 -1 2 A1 — A2+ 2)3

povlaci A\; = 0, Ao = 0, A3 = 0, ili drugim rije¢ima, da li sistem linearnih
jednadzbi
AL+ A2+ 2X3 =0,

2M1 — A2+ A3 =0,
Al — A2+ 2X3 =0,
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ima jedinstveno trivijalno rjesenje A1 = 0, Ao = 0, A3 = 07 RjeSavanjem tog
sistema moze se vidjeti da je odgovor potvrdan.

8.5. Lema o linearnoj nezavisnosti vektora i elementarnim
transformacijama. Neka je niz vektora vf,.. .,vl’o u R™ dobiven elemen-
tarnim transformacijama iz niza vy, ..., vp. Tada je vy, ... ,vz’7 linearno ne-
zavisan ako 1 samo ako je vi,...,v, linearno nezavisan.

DokAz. Pretpostavimo da su vektori vq, ..., v, linearno nezavisni i da
smo proveli elementarnu transformaciju oblika

/ /
V] = U1 F JU2, Vg =V2,..., U, = Up.

Neka je
Aoy + Agvh 4 -+ - + Ay, = 0,
odnosno
A1 4 (A4 A2)va + Asvs + -+ -+ Apvp, = 0.

Sada linearna nezavisnost vy, ..., v, povlaci
A1 :)\1M+)\2:)\3:"':)\p:0.

No tada je Ay = A2 = --- = )\, = 0, Sto dokazuje linearnu nezavisnost
vektora vf,...,v,. Na slican nacin i za druge elementarne transformacije
dokazujemo da linearna nezavisnost vektora v1,...,v, povlaci linearnu ne-
zavisnost vektora v, ... ,UIIJ. Buduéi da svaka elementarna transformacija
ima inverznu, to su vektori v, ..., v, dobiveni elementarnim transformaci-
jama iz niza vi,...,v,, pa linearna nezavisnost vi,...,v, povlaci linearnu

nezavisnost vi,...,vp. [l

8.6. Primjer. Napisimo vektore v1,v2,v3 u 8.4 kao stupce u matrici i
provedimo elementarne transformacije na stupcima

1 1 2 1 0 2 1 0 0 1 0 O
2 -1 1]l~12 -3 1}—12 -3 -3]—12 -3 0
1 -1 2 1 -2 2 1 -2 0 1 -2 2

Za vektore stupce na desnoj strani lako je ustanoviti da, pri utvrdivanju
njihove linearne nezavisnosti, odgovarajuci sistem jednadzbi

>\l = 07
21 —3X2 =0,
Al —2X3 +2X3 =0,
ima jedinstveno trivijalno rjesenje \; = 0,A2 = 0,3 = 0. Znaéi da su

vektori stupci na desnoj strani linearno nezavisni. Iz leme 8.5 slijedi da su
vektori vy, v, v3 u naSem primjeru 8.4 linearno nezavisni.
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8.7. Teorem. Neka suay,...,a, linearno nezavisni vektori u R"™. Tada
je
p<n.

DokAz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po n. Za n = 1 je tvrdnja
istinita, jer bi inace imali bar dva linearno nezavisna elementa a;,as u R,
a; # 0 za i = 1,2, (vidi primjedbu 8.2) i netrivijalnu linearnu kombinaciju
asa1 — ajas = 0, suprotno pretpostavci.

Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za R®~!. Zapisimo linearno neza-

visne vektore aq,...,a, u R" kao matricu
i1 e a1 p—1 alp
((11, aap) =
Qp—-11 - Qpn-1p-1 CQn-1p
Qn 1 e Qn p—1 Qnp

Ako su svi elementi u n-tom retku nula, tj.
On,1 =" " =0pp-1=0Qpp = 0,
onda se lako vidi da su vektori

1,1 . a1,.p—1 a1.p

Op—11 .-+ Qp-1p-1 Qn-1p

u R"~! linearno nezavisni, pa po pretpostavci indukeije vrijedi p < n — 1.
Preostaje slucaj kad nisu svi elementi u n-tom retku nula. Zbog jednostav-
nosti zapisa pretpostavimo da je oy, # 0. Koristeéi elementarnu transfor-
maciju tipa 6.2 za p-ti stupac, dobivamo

/
i1 e a1 p—1 O[Lp
(a1, ’ap) = ,
Qp-11 ... On—1p-1 Oy 1,
On,1 . Qpp—1 1

Koriste¢i kompoziciju elementarnih transformacija tipa 6.3 za p-ti stupac i
ponistavajuéi elemente u n-tom retku, dobivamo

/ / / /
05171 . e 0417p_1 aLp a171 e Oélypil Otl’p
~ :
/ / / / ’
Qn—-11 .- CQn-1p-1 an—l,p an—l,l c an—l,p—l an—l,p
Qn,1 . Qn.p—1 1 0
oznac¢imo dobivene vektore s ay,...,a;, q,a;,. Prema lemi 8.5 ti su vektori

linearno nezavisni, a onda su, prema primjedbi 8.2, i vektori aj,...,a; 4
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linearno nezavisni. Lako se vidi da su onda i vektori
/ /
04171 “. Oél7p_1
/
Qp_11 -+ OQp_1p-1
u R"~! linearno nezavisni, pa po pretpostavci indukcije vrijedi p—1 < n—1.

To povlagi tvrdnju teorema p < n. O

8.8. Pitanje. Jesu li vektori

() () ()

linearno nezavisni? DA NE

9. Dimenzija vektorskog prostora R"

9.1. Druga definicija baze prostora R". Skup vektora vi,...,vs je
baza vektorskog prostora R™ ako i samo ako

(1) vi,...,vs Tazapinju R™ i
(2) v1,...,vs je linearno nezavisan skup.

DokAz. Ako vrijedi (1), onda svaki vektor v € R™ mozemo zapisati kao
neku linearnu kombinaciju

(9-1) v=2_§v + -+ &sus.
Zbog linearne nezavisnosti (2) taj je prikaz jedinstven. Naime,

V=ML Vs = §u1 A+ -+ EsUs

povlaci
(771 - fl)vl +ot (775 - gs)vs =0,
pa pretpostavka da su vektori linearno nezavisni daje m = &1,...,ns = &s.
Obrat. Ve smo primijetili da baza razapinje R™ i da je linearno nezavi-
san skup. O

9.2. Teorem. Svaka baza u R"™ ima n elemenata.

Dokaz. Neka je vy, ...,vs baza u R". Bududi da je to skup izvodnica,
prema teoremu 7.7 imamo

s > n.
No to je i linearno nezavisan skup, pa prema teoremu 8.7 imamo
s < n.

Znaci da je s = n. O
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9.3. Dimenzija vektorskog prostora R™. Buduéi da je broj eleme-
nata svake baze u R" jednak n, taj broj n zovemo dimenzijom vektorskog
prostora R™ i piSemo

dimR" = n.
Osnovno je svojstvo dimenzije da je broj elemenata svakog linearno nezavi-
snog skupa vektora manji ili jednak od dimenzije n i da je broj elemenata
svakog skupa izvodnica vedi ili jednak od dimenzije n. U tom je smislu
svaka baza “najveéi mogué¢i” linearno nezavisni skup i “najmanji moguéi”
skup izvodnica. Vidjet ¢emo da teoremi 7.7, 8.7 i 9.2 imaju niz vaznih
posljedica.

9.4. Teorem. Neka je vy,...,v, € R™. Tada je ekvivalentno:
(1) vi,..., v, Tazapinju R™ i
(2) v1,...,vy je linearno nezavisan skup.
Doxkaz. (1) povlaci (2): Neka su vektori vy, ..., v, izvodnice od R™.

Tada pretpostavka da ti vektori nisu linearno nezavisni vodi do kontradikcije:
ako postoji netrivijalna linearna kombinacija
Av1 + Agvg + - 4+ Aoy, = 0,
recimo da je A\; # 0, onda je
1
)

Izrazimo li proizvoljan vektor x kao linearnu kombinaciju izvodnica
v1,v2,. .., U, dobivamo

(*)\2’02 — s — )\nvn)

U1

1
r =&+ 85Ut + 6, = 51)\—1(—)\21)2 — = Ap) + v+ -+ &,

1z tog izraza vidimo da se vektor x moze izraziti kao linearna kombinacija
vektora vs, ..., Un, pa slijedi da n— 1 vektora razapinje R", suprotno tvrdnji
teorema 7.7.

(2) povlagi (1): Neka su vektori vq,...,v, linearno nezavisni. Tada
pretpostavka da ti vektori nisu izvodnice od R" vodi do kontradikcije: ako
postoji vektor v u R™ koji nije linearna kombinacija vektora vy, ..., v,, onda
su vektori

V, V1, ..., Up
linearno nezavisni. Naime, ako je
A4 Ao + -+ Ao =0,

onda mora biti A = 0, jer bi u suprotnom imali da je v linearna kombinacija

v——ﬁv— —ﬁv
ot P

No A =0 daje
Avp+ o+ Ao, =0,
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pa zbog linearne nezavisnosti vektora vy, ..., v, slijedi Ay = --- = A, = 0.
Znaci da imamo n + 1 linearno nezavisnih vektora v,vq,...,v,, suprotno
tvrdnji teorema 8.7. O

10. Kompleksni brojevi

10.1. Skup kompleksnih brojeva. Kompleksni brojevi su uredeni
parovi (a, ) realnih brojeva koje zapisujemo kao

z=a+1if.
Takoder piSemo a« = a+7-0, 2 =0+¢-1te¢f =0+1-75. Prviclan «
zovemo realnim dijelom kompleksnog broja z, a drugi ¢lan para (3 zovemo
imaginarnim dijelom kompleksnog broja z. Skup svih kompleksnih brojeva
je R2.
10.2. Zbrajanje i mnozenje kompleksnih brojeva. Operacije zbra-
janja i mnozenja kompleksnih brojeva definirane su formulama

(a+if) + (o' +if) = (a+ o) +i(B + ),
(a+if) - (o' +if) = (e’ = B3') +i(af + Bd).
Produkt z - w kompleksnih brojeva z i w obi¢no zapisujemo kao zw. Skup

svih kompleksnih brojeva s tako definiranim operacijama zbrajanja i mno-
Zenja oznacavamo sa C.

10.3. Svojstva zbrajanje i mnozZenje kompleksnih brojeva. Iz
definicije zbrajanja vidimo da se radi o zbrajanju vektora u R?, pa je ope-
racija zbrajanja asocijativna i komutativna, imamo nulu

0=0+7%-0
i svaki kompleksni broj z = a + ¢ ima suprotni
—z=—a+i(—0)
kojeg zapisujemo kao —z = —a — if3.
Lako je provjeriti da je operacija mnozenja asocijativna i komutativna,
imamo jedinicu
1=1+4¢-0

sujemo kao % ili z=!. Operacija mnozenja je distributivna prema zbrajanju

z(u+v) = zu + 2v.

Znaci da operacije zbrajanja i mnozenja kompleksnih brojeva imaju ista
svojstva® kao i operacije zbrajanja i mnozenja realnih brojeva.

5Da bi bilo sasvim jasno na koja svojstva mislimo uvodi se pojam polja: Kazemo da
je skup K polje ako na tom skupu imamo definirane dvije binarne operacije, zbrajanje i
mmnozenje,
+: K x K — K, (a, B) — a+ B,
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10.4. Realni brojevi kao kompleksni brojevi. Ako realan broj o
identificiramo s kompleksnim brojem a + i - 0, onda je

RcC

i operacije zbrajanja i mnozenja na C prosiruju operacije zbrajanja i mnozenja
na R.

10.5. Konjugiranje kompleksnog broja. Za kompleksan broj z =
a—+13 definiramo kompleksno konjugirani broj z = a—¢3. Osnovna svojstva
kompleksnog konjugiranja su:

10.6. Apsolutna vrijednost realnog ili kompleksnog broja. Ap-
solutnu vrijednost kompleksnog broja z = a + ¢8 definiramo kao

|z| = Va2 + (2.
Imajuéi u vidu identifikaciju u tocki 10.4, apsolutna vrijednost realnog broja
« je
la| = Va2

Ovdje drugi korijen oznaava nenegativan realan broj. Osnovna svojstva
apsolutne vrijednosti su:

(1) |z| >0, |z| = 0 ako i samo ako je z = 0,
(2) |21 - 22 = |z1] - [zl
(3) |21 + 22| < |z1| + |22| (nejednakost trokuta).

K x K — K, (a,8) — - B,
takve da vrijede sljedeca svojstva za sve elemente «, 3,7 € K:

(1) (¢ +B)+v=a+ (B+7) (asocijativnost zbrajanja),

(2) postoji jedinstveni element 0 € K takav da je
a+ 0 =0+ o = «a (neutralni element za zbrajanje),

(3) za svaki a postoji jedinstveni element —a € K takav da je
a+ (—a) = (—a) + @ = 0 (suprotni element za zbrajanje),

(4) a+ B =B+ a (komutativnost zbrajanja),

(5) (a-B)-v=a-(8-7v) (asocijativnost mnozenja),

(6) postoji jedinstveni element 1 € K, 1 # 0, takav da je
a-1=1 o= a (neutralni element za mnozenje),

(7) za svaki a # 0 postoji jedinstveni element a! € K takav da je
a-(a!) =(a!)-a=1 (reciprocni element za mnozenje),

(8) a-f = p-«a (komutativnost mnozenja),

9) a-(B+7) =a-B+a-7, (B+1)-a=F-a+7-a
(distributivnost mnozenja prema zbrajanju).
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10.7. Inverz kompleksnog broja razli¢itog od nule. Bududi da za
kompleksan broj z # 0 imamo |z| > 0, to iz formule z - Z = |z|? slijedi
z 1
z-— =1
|22
Znaéi da je reciproéni element dan formulom z=! = z/|z|2.

10.8. Eksponencijalni zapis kompleksnog broja. Obicaj je pisati
€' = cos @ + isin .

Tada iz definicije mnozenja kompleksnih brojeva i adicionih teorema za funk-
cije sinus i kosinus slijedi

Pt — ilety)

11. Vektorski prostor C"
11.1. Skup C". Skup svih n-torki kompleksnih brojeva

(215, 2n)
oznacavamo sa C™. Obiéno kazemo da je (21, ..., 2,) tocka u C™, a kompleks-
ne brojeve z1, ..., z, zovemo koordinatama tocke. Buduéi da su kompleksni

brojevi z = aj + ik u stvari parovi realnih brojeva (g, B;), to n-torku
kompleksnih brojeva

(Oll + i,@l, N Zﬁn)
mozemo shvatiti i kao 2n-torku realnih brojeva

(alaﬁh ceey anvﬁn)'

Znaci da skup C" mozemo shvatiti i kao skup R?".

11.2. Primjer. Tocku (1,3 — iv/2) u C? mozemo shvatiti i kao tocku
(1,0,3,—v/2) u R

11.3. Zbrajanje u C" i mnozenje kompleksnim brojem. Na skupu

C" definiramo operacije zbrajanja
(215 oy 2n) + (Wi, wy) = (21 F Wiy e oy 20 + W)
i mnozenja kompleksnim brojem
w(2z1, ..y 2n) = (W21, ..., W2y).
11.4. Primjer. U C? imamo sumu vektora
(1,3 —ivV2) + (=2 +14,1) = (—1 +i,4 — iV/2)

i vektor (—2+ 4, 1) pomnozen kompleksnim brojem 1 — 4

(1—i)-(=244,1) = (=1 +3i,1— ).
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11.5. Vektorski prostor C". Operacije zbrajanja u C” i mnozenja
kompleksnim brojem nasljeduju neka svojstva operacija zbrajanja i mnozenja
kompleksnih brojeva: zbrajanje je komutativno i asocijativno, ima nulu

0=(0,...,0)
i svaka n-torka a = (z1,..., z,) ima suprotni element
—a=(=21,...,—2n).

Operacija mnozenja kompleksnim brojem ima svojstva

1z, oy2zn) = (21,5 20)y v(w((21,...,20))) = (vw)(z1,. .., 2n)

i imamo distributivnosti mnozenja prema zbrajanju brojeva i zbrajanju n-
torki

(v+w)(z1y. o y2n) =0(21, ..oy 2n) Fw(21, .00y 20),
v((21y ey 2n) + (Wi, wy)) = 0(21, .0y 20) F0(W1 .. Wwh).

Zbog tih svojstava operacija zbrajanja i mnozenja kompleksnim brojem
kazemo da je C" kompleksni vektorski prostor.

Kada na skupu C" koristimo operacije zbrajanja i mnozenja kompleks-
nim brojem, onda je obi¢aj njegove elemente zvati vektorima u C", a ne
tockama. Isto tako je obic¢aj kompleksne brojeve zvati skalarima.

Znaci da operacije zbrajanja i mnozenja skalarom na C™ imaju ista
svojstva® koja imaju operacije zbrajanja i mnozenja skalarom na R™.

11.6. Zapisivanja vektora u C" i skalara u C. Da bismo u formu-
lama odmah vidjeli zbrajamo li vektore ili brojeve, vektore u C" oznac¢avamo
malim latinskim slovima, a skalare malim grékim slovima. Kao i u slucaju
n-torki realnih brojeva, vektore u C™ zapisujemo kao stupce.

6Da bi bilo sasvim jasno na koja svojstva mislimo uvodi se pojam vektorskog prostora
nad danim poljem: Kazemo da je skup V wvektorski (ili linearni) prostor nad poljem K
ako na V imamo zadanu binarnu operaciju zbrajanja

+:VxV =V, (fig)— [+,
i operaciju mnoZenja skalarom
KXV =V, N A,
za koje vrijede sljedeca svojstva za sve f,g,h € Vi ue€ K:
(1) (f+9)+h=f+(g+h) (asocijativnost zbrajanja),
(2) postoji element 0 € V' takav da je
f+0=0+ f = f (neutralni element za zbrajanje),

(3) za svaki f postoji element —f € V takav da je
f+(=f)=(=f)+ f =0 (suprotni element za zbrajanje),
f+g=g+ f (komutativnost zbrajanja),

1. f = f (mnozenje jedinicom iz polja),
A (p- f) = (Aw) - f (kvazi-asocijativnost mnozenja skalarom),
A

(f+g)=A-f+X-g At+p)-f=xf+p-f
(distributivnost mnozenja prema zbrajanju).
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Tada formule za zbrajanje vektora u C" i mnozenje vektora skalarom iz-
gledaju isto kao formule u tocki 1.6 za zbrajanje vektora i mnozenje vektora
skalarom u R"

o1 B a1+ 3 a1 Aag

% B2 ag + B2 Qs Ve
a+b= . + . = . s Aa=A : = : ’

O ﬁn Qp + ﬁn Qp Ad,

jedina je razlika Sto su sada koordinate vektora i skalar A kompleksni brojevi.

11.7. Linearna algebra za C". Buduéi da u dosadasnjem proucavanju
vektorskog prostora R™ nigdje nismo koristili “prirodu” realnih brojeva, veé
samo svojstva’ zbrajanja i mnozenja realnih brojeva i svojstva® zbrajanja
i mnozenja skalarom na R", to isto mozemo ponoviti i za C™ jer kompleksni
brojevi imaju ista svojstva’ zbrajanja i mnozenja, a C" ista svojstva'’
zbrajanja i mnozenja skalarom. Na primjer, imamo istu definiciju baze:

Kazemo da su vektori ai,ao, ..., as baza u C™ ako svaki vektor x u C™
mozZemo na jedinstveni nacin prikazati kao linearnu kombinaciju
Ataq + Agag + -+ - + Agas,  Ai,..., A5 € C.

1 imamo isti teorem 9.2:

Svaka baza uw C™ ima n elemenata.

7
8

Imislimo na svojstva polja
10

mislimo na svojstva polja
mislimo na svojstva vektorskog prostora

mislimo na svojstva vektorskog prostora
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