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POGLAVLJE 1

Polje realnih brojeva

Mi pretpostavljamo poznavanje realnih brojeva. Svrha ovog kratkog poglavlja
je sazeto ponavljanje svojstava operacija zbrajanja i mnozenja i relacije uredaja na
skupu realnih brojeva.

1. Prirodni i cijeli brojevi

1.1. Zbrajanje i mnozenje. Na skupu prirodnih brojeva N i skupu cijelih
brojeva Z,

N={1,2,3,...} cZ={...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...},

imamo operacije zbrajanja + i mnozenja -. Obje operacije su asocijativne, tj. (za
sve brojeve k, m, n) vrijedi jednakost

kE+ (m+n)=(k+m)+n, k-(m-n)=(k-m)-n,
i komutativne, tj.
m+n=n-+m, m-n=mn-m,
i vrijedi distributivnost mnozenja u odnosu na zbrajanje, tj.
k-(m+n)=k-m+k-n.

Broj 1 je neutralan element za mnozenje, a broj 0 u skupu Z je neutralni element
za zbrajenje, tj.
l-n=n-1=n, 0+n=n+0=n.
U skupu Z svaki cijeli broj n ima jedinstveni suprotni element za zbrajanje —n, tj.
broj —n sa svojstvom
n+(—n)=-n+n=0.
Tako, na primjer, broj —2 ima jedinstveni suprotni element 2, tj. —(—2) = 2.

U skupu prirodnih brojeva N i skupu cijelih brojeva Z element n # 0 opéenito
nema suprotni element za mnozenje', ali vrijedi zakon kracenja s brojem n # 0, tj.

n-m=mn-k povlati m=k.

1Za element n # 0 suprotni element za mnoZenje obi¢no zovemo recipro¢nim elementom
kojeg zapisujemo kao % ili n—1.
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1.2. Relacija uredaja. Na skupu prirodnih brojeva N i skupu cijelih brojeva
Z imamo relaciju uredaja <. Ako je m < n i m # n, onda piSeemo m < n ili
n > m. Tako je 2 < 3, ali vrijedii 2 < 3.

Svaka su dva broja usporediva, tj. uvijek vrijedi m < n ili n < m. Relacija
uredaja je antisimetri¢na, tj.

n<m 1 m<n vrijedi ako i samo ako je n=m,
i tranzitivna, tj.
Ek<m 1 m<n povlaci k <n.
Operacija uredaja je u skladu sa zbrajanjem, tj. za svaki broj n
k<m povlaci k+n<m+n,
i u skladu je s mnozenjem, tj. za svaki broj n > 0

k<m povlaci k-n<m-n.

1.3. Decimalni zapis prirodnih i cijelih brojeva. Navedena svojstva?
zbrajanja, mnozenja i uredaja omoguéuju nam da svaki prirodan (ili cijeli) broj
mozemo zapisati u decimalnom sustavu, npr. 1028 =1-10340-102+2-10+38, i da
u tom zapisu mozemo izvoditi operacije zbrajanja i mnozenja na uobicajeni nacin.

2. Polje racionalnih brojeva

2.1. Skup racionalnih brojeva. Skup racionalnih brojeva ozna¢avamo slovom
Q. Svaki racionalni broj a € Q predstavljen je razlomkom?® %7, gdjejepe ZiqeN,

i svaki razlomak predstavlja neki racionalni broj. Po definiciji dva razlomka % i ’Z—:

predstavljaju isti* racionalni broj a ako i samo ako je
(2.1) p-qd=p-q
U tom slucaju pisemo

p/
g ¢

23va svojstva prirodnih brojeva, ukljuc¢ujéi i operacije zbrajanja i mnozenja s navedenim
svojstvima, mogu se izvesti iz Peanovih aksioma:
(1) 1 je prirodan broj.
(2) Svaki prirodan broj n ima to¢no jednog sljedbenika n* u skupu prirodnih brojeva.
(3) Uvijek je nt # 1, tj. 1 nije sljedbenik nijednog prirodnog broja.
(4) Iz nt = m™T izlazi n = m, tj. prirodan broj moze biti sljedbenik samo jednog ili
nijednog prirodnog broja.
(5) Princip potpune indukcije. Svaki podskup M skupa prirodnih brojeva N koji sadrzi
broj 1 i koji sadrzi sljedbenika svakog svojeg elementa, sadrzi sve prirodne brojeve, tj.
M =N.
Operacija zbrajanja definirana je induktivno: m +1 =m*, m +nt = (m 4+ n)T. Nakon toga se
induktivno definira i mnozenje: m -1 =m, m-nt = m-n +m, vidi [Md, Teorem 3, I. §3.1, str.
42] ili [B, 1. §3, str. 25].
3Razlomak % je u stvari uredeni par (p,q), pri ¢emu prvi ¢lan para p zovemo brojnikom, a
drugi ¢lan para g zovemo nazivnikom razlomka (p, q).
4Pitanje: Ako razlomci % i Z—; predstavljaju isti racionalni broj i ako razlomci Z—i i #

17
predstavljaju isti racionalni broj, da li onda i razlomci % i % predstavljaju isti racionalni broj?

Odgovor je da, no koje nam je svojstvo prirodnih (cijelih) brojeva potrebno da to dokazemo?
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Tako, na primjer, razlomci %, % i 1—50 predstavljaju isti racionalni broj “jedna polo-
vina”.
Fraza “racionalni broj predstavljen je razlomkom” ne kaze Sto racionalni broj
“u stvari jest”. Tu nedore¢enost mozemo izbjeéi ako kazemo da je racionalni broj
skup svih razlomaka “koji ga predstavljaju”, npr. racionalni broj “jedna polovina”
: 5
je skup
{1 23 1037 )
2747677772074
2.2. Zbrajanje i mnozenje racionalnih brojeva. Zbrajanje i mnozenje
definirano je formulama

a c a-d+c-b a c a-c

by TaT T bd 0 bd b
Pritom treba dokazati da zbroj a+ 3 i produkt « - 8 ne ovise o razlomcima kojima
su racionalni brojevi « i 8 predstavljeni. Tako, na primjer,
1,2 1-4+2-2 8 . 5 5 5-10+5-10 100

217 21 § ' 10710  10.10 100
predstavljaju isti rezultat 1 = %

2.3. Polje racionalnih brojeva. Primijetimo da su operacije zbrajanja i
mnozenja racionalnih brojeva definirane pomoc¢u zbrajanja i mnozenja cijelih bro-
jeva.

Operacije zbrajanja i mnozenja racionalnih brojeva imaju niz svojstava naslije-
denih od svojstava zbrajanja i mnozenja cijelih brojeva: Obje su operacije asoci-
jativne i komutativne i mnozenje je distributivno u odnosu na zbrajanje. Nadalje,
obje operacije imaju neutralne elemente nulu % i jedan %, a s obzirom na zbrajanje
svaki o = % ima suprotni element —« = %p.

5Neka je S skup. Binarna relacija ~ na S je podskup od S x S, tj. skup nekih uredenih
parova (a,b) elemenata a,b € S za koje onda pisemo a ~ b. Kazemo da je ~ relacija ekvivalencije
ako vrijedi:

(1) a ~ a zasvaki a € S (refleksivnost),
(2) a ~ b povladi b ~ a (simetri¢nost),
(3) a~bib~ cpovladi a ~ ¢ (tranzitivnost).
Za relaciju ekvivalencije ~ definiramo klase ekvivalencije — podskupove od S oblika
E,={xz€S|x~a}

Ako je presjek FE, i Ep neprazan, onda je E, = Ej. Naime, za ¢ € E, N Ep imamo ¢ ~ a i
c ~ b, pa je zbog simetri¢nosti i tranzitivnosti a ~ b. No onda je E, C Ep jer x ~aia ~ b
povlaéi & ~ b. Slicno dokazujemo E, C Ej. To znaci da su dvije klase ekvivalencije ili jednake
ili disjunktne. Zbog refleksivnosti je a € E, za svaki a € S, pa je skup S disjunktna unija svih
klasa ekvivalencije. Ukratko, svaki a € S nalazi se u jednoj i samo jednoj klasi ekvivalencije. Jos
kazemo da je a predstavnik klase kojoj pripada.

Skup ¢iji su elementi klase ekvivalencije zove se kvocijentni skup od S po relaciji ~ (usp. [H1,
§1.6]) kojeg obi¢no zapisujemo kao S/ ~, tj.

S/ ~={E4|a€S}.

Sada mozemo reéi da je racionalni broj « klasa ekvivalencije u skupu svih razlomaka

{% | p € Z,q € N} =Z x N po relaciji ekvivalencije definiranoj relacijom (2.1):

/
Ewp—/ ako i samo akoje p-¢ =9 -q.
q q

Skup racionalnih brojeva Q je kvocijentni skup (Z x N)/ ~.



8 1. POLJE REALNIH BROJEVA

Medutim, operacija mnozenja ima svojstvo koje cijeli brojevi nemaju: svaki
racionalni broj o = g # 0 ima reciproéni element a~! (jednak % za p > 0ili :—Z za
p < 0).

Zbog navedenih svojstava zbrajanja i mnozenja govorimo da je skup racionalnih
brojeva polje (vidi nize definiciju 5.1).

2.4. Relacija uredaja. Za racinalne brojeve a = % i 8= 7" definiramo

a<p ako i samo ako je p-n<m-q.

Naravno, prije svega bismo trebali provjeriti da ova definicija ne ovisi o razlomcima
koji predstavljaju racionalne brojeve i (.

Primijetimo da je relacija uredaja < na skupu racionalnih brojeva definirana
pomocu operacije mnozenja i relacije uredaja < na skupu cijelih brojeva. Tako je

§<% jer je 3-71<31-7.

Relacija uredaja < na skupu racionalnih brojeva ima niz svojstava naslijedenih
od relacije uredaja na skupu cijelih brojeva: svaka su dva racionalna broja uspore-
diva i relacija je antisimetri¢na i tranzitivna. Nadalje, relacija je uskladena s ope-
racijama zbrajanja i mnozenja na skupu racionalnih brojeva. Zbog svih navedeenih

svojstava kazemo da je skup racionalnih brojeva QQ uredeno polje.
2.5. Apsolutna vrijednost. Za racionalan broj « definiramo apsolutnu vri-
jednost |a tako da je
ol « ako je «a >0,
ol =
—a akoje a<0.
Ocito je |a| > 01 |a] = 0 ako i samo ako je & = 0. S obzirom na zbrajanje imamo
tzv. relaciju trokuta
la+ ] < laf + 3],
a s obzirom na mnozenje imamo jednakost

la- 8] = laf - [B].

2.6. Racionalni brojevi sadrze cijele brojeve. Cijele brojeve n € Z mo-
zemo shvatiti kao racionalne brojeve predstavljene razlomcima . Primijetimo da
je identifikacija

n
n «—— —
1

u skladu s operacijama zbrajanja i mnozenja, s jedne strane na Z, a s druge strane
na Q:

m-+n m n m-n m n
m+n<— =—+ =, meme— — = — - — .
1 1 1 1 1 1
Ta je identifikacija u skladu i s relacijama uredaja: m < n u Z ako i samo ako je

T < T uQ. Zbog toga skup cijelih brojeva Z shva¢amo kao podskup racionalnih

brojeva

7ZCQ

s operacijama zbrajanja i mnozenja racionalnih brojeva i relacijom uredaja na
racionalnim brojevima. Ponekad jo$ kazemo da operacije zbrajanja i mnozenja
i relacija uredaja na QQ proSiruju operacije zbrajanja i mnozenja i relacija uredaja
na Z.
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2.7. Rjesavanje linearnih jednadzbi. Promatrajmo linearnu jednadzbu
a-x+p8=0,

gdje su zadani racionalni brojevi o # 0 1 3, a trazi se racionalni broj z (obi¢no
kazemo nepoznanica x) takav da vrijedi jednakost. Ako takav x postoji, onda
dodavanjem suprotnog elementa —3 objema stranama dobivamo na lijevoj strani

(a-2+B)+(-B)=a-a+(@+(-B)=a-z+0=a-z

(pri cemu smo koristili asocijativnost zbrajanja, svojstvo suprotnog elementa i svoj-
stvo nule u polju racionalnih brojeva), a na desnoj strani dobivamo

04+ (=8)=-8
(pri ¢emu smo koristili svojstvo nule u polju racionalnih brojeva). Znagci da je
a-x=-—0.

Sada obje strane pomnozimo s recipro¢nim elementom o ~!, pa na lijevoj strani
dobivamo

o)y z=1-z=2

al(a-z)=(a
(pri cemu smo koristili asocijativnost mnozenja, svojstvo recipro¢nog elementa i

svojstvo jedinice u polju racionalnih brojeva), a na desnoj strani dobivamo

a”t- (=)
Znaci da, ako postoji, rjeSenje x mora bit dano formulom
r=a"' (=p).

Sada “uvrstimo” taj x u lijevu stranu jednadzbe i provjerimo da je to zaista rjesenje:
aztf=a-(@ (=B +B=(a-a) (=B +B=1-(=p)+B=—-B+8=0

(pri ¢emu smo koristili asocijativnost mnozenja, svojstvo reciproénog elementa,
svojstvo jedinice i svojstvo suprotnog elementa u polju racionalnih brojeva).

Poanta ovog razmatranja je dvostruka. Kao prvo, mozemo zakljuciti da line-
arna jednadzba “u polju racionalnih brojeva” uvijek ima jedinstveno rjeSenje koje
dobivamo jednostavnim ra¢unom, koristeéi pritom svojstva zbrajanja i mnozenja u
polju racionalnih brojeva.

No takoder primijeéujemo da kod naSeg racuna nije bilo bitno da se radi o
racionalnim brojevima, veé da bi isti rezultat vrijedio za bilo kakve “brojeve” kod
kojih operacije zbrajanja i mnoZenja imaju ista svojstva!

Jedan od osnovnih problema linearne algebre je rijesavanje sistema jednadzbi s
viSe nepoznanica. Vidjet ¢emo da postupak rijeSavanja sistema nije bitno drugaciji
od postupka rijeSavanja gornje jednadzbe. Zbog toga jedan dio linearne algebre
nece ovisiti o “brojevima” s kojima racunamo, ve¢ samo o svojstvima zbrajanja i
mnozenja koja za te “brojeve” vrijede.

3. Polje realnih brojeva R
Pitanje sto su realni brojevi rijeSeno je na zadovoljavajuéi nac¢in tek krajem 19.

i pocetkom 20. stolje¢a’. Postoji vise ekvivalentnih? pristupa:

67a iscrpne komentare o razvoju pojma realnog broja kroz povijest vidi [MK].
Tvidi [Md, I. §4. Jedinstvenost i postojanje realnih brojeva)
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3.1. Geometrijski pristup. Skup realnih brojeva je (bilo koji izabrani) pravac
p u euklidskoj ravnini na kojem su izabrane (bilo koje) medusobno razlicite tocke
01 1. Tocke na tom pravcu p zovemo realnim brojevima.

Zbroj a + 3 realnih brojeva «, 8 € p definiramo tako da odmjerimo usmjerenu
duzinu (strelicu, vektor) 08 i prenesemo njen pocetak na tocku «, a kraj te prene-
sene usmjerene duzine proglasimo zbrojem o + 3.

Mnozenje realnih brojeva definiramo koriste¢i teorem o sli¢nosti trokuta: Neka
su «, 8 € p. Odaberemo drugi pravac ¢, ¢ # p, koji sije¢e pravac p u tocki 0. Na
pravcu ¢ odaberemo tocku 1’ tako da su duljine 01 i 01’ jednake, te tocku 3’ € g
tako da su duljine 03 i 03 jednake, pazeéi pritom da su 1’ i 4’ na istoj strani (zraci)
pravca ¢ u odnosu na 0 ako i samo ako su 1 i 8 na istoj strani (zraci) pravca p u
odnosu na 0. Sada povucemo pravac r kroz tocke 1’ € ¢ i a € p 1 njemu paralelan
pravac s kroz tocku 3’ € q. Tada pravac s sijeée pravac p u jednoj tocki X, koju
proglasimo umnoskom X = «a -3 € p. Zbog teorema o sli¢nosti trokuta vrijedi
03 :01 = 0X : 0a, §to i jest motivacija nase definicije mnozenja.

N
Visekratnim nanoSenjem usmjerene duzine 01, pocevsi od tocke 0, dobit ¢emo

brojeve 1,2,3,.... Dakle N C R. NanoSenjem na drugu stranu usmjerene duzine
=
10 dobit ¢emo —1,—2,.... Dakle Z C R. Koristenjem teorema o sli¢nosti trokuta
mozemo konstruirati racionalne brojeve %, ili %, ili bilo koji g. Dakle

QCR,

pri ¢emu operacije zbrajanja i mnozenja na R prosiruju operacije zbrajanja i mnozenja

na Q.

Geometrijski definirane operacije zbrajanja i mnozenja na R su asocijativne
i komutativne i mnozenje je distributivno u odnosu na zbrajanje. Nadalje, obje
operacije imaju neutralne elemente nulu i jedan. S obzirom na zbrajanje svaki
realni broj a ima suprotni element —a, a s obzirom na mnozenje svaki realni broj
broj a # 0 ima reciproéni element o~ *.

Zbog navedenih svojstava zbrajanja i mnozenja govorimo da je skup realnih
brojeva polje (vidi nize definiciju 5.1).

Za realan broj a piSemo « > 0 ako i samo ako se nalazi na zraci s pocetkom
u tocki (broju) 0 koja prolazi totkom 1. Opéenito pisemo a > (3 ako i samo ako
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je a — 3 > 0. To je relacija uredaja ne skupu realnih brojeva: svaka dva realna
broja su usporediva i relacija uredaja je antisimetri¢na i tranzitivna i uskladena je
s operacijama zbrajanja i mnozenja.

Apsolutna vrijednost realnog broja a definira se na isti nacin kao i u slucaju
racionalnih brojeva:

ol « akoje a >0,
ol =
—a akoje a<0,

a geometrijsko znacenje apsolutne vrijednosti | — 3| je udaljenost izmedu tocaka
aif.

Jedna od poteskoca s geometrijskom definicijom realnih brojeva je sto pret-
postavlja poznavanje euklidske geometrije. Medu inim, jedno od svojstava pravaca
u euklidskoj geometriji je i svojstvo potpunosti® koje glasi: svaki Cauchyjev niz
realnih brojeva je konvergentan ili, ekvivalentno, svaki neprazan odozdo omedeni
skup realnih brojeva A ima najveéu donju medu inf A.

3.2. Aksiomatski pristup. Drugi na¢in da “definiramo” realne brojeve je
da pobrojimo sva svojstva koja ih odreduju (vidi [K2, §1.9 Skup realnih brojeva
R kao potpuno uredeno polje] ili [Md, I. §2. Realni brojevi]). Svojstva operacija
zbrajanja i mnoZenja navedena u definiciji polja (vidi nize definiciju 5.1) je samo dio
aksioma za realne brojeve. Motivacija za aksiome realnih brojeva dolazi iz njihove
geometrijske interpretacije.

Iz aksioma za skup realnih brojeva R slijedi da R sadrzi skup svih prirodnih
brojeva, skup svih cijelih brojeva i skup svih racionalnih brojeva predstavljenih
razlomcima. Posebno

QcCR.

3.3. Konstrukcija realnih brojeva iz racionalnih brojeva. Zamislimo si
realne brojeve geometrijski, kao pravac u euklidskoj ravnini. Tada je “jasno” da je
realan broj a u potpunosti odreden skupom svih racionalnih brojeva veéih od «,
mogli bismo pisati

a—{reQla<r}.
Kljuéna Dedekindova ideja® bila je da takve skupove proglasimo realnim brojevima.
Evo Dedekindove definicije: Kazemo da je poskup o C Q prerez'® ako
(1) « nije prazan skup i « nije ¢itav skup Q;
(2) akojer cais>r, s € Q, ondaje s € o
(3) u skupu a nema najmanjeg'! broja.

Sada skup realnih brojeva R definiramo kao skup svih (Dedekindovih) prereza.

Zbroj a + @ dva prereza « i 3 definiramo kao
at+p={r+s|reascp}

(Lako se vidi da je tako definirani skup ponovno prerez.) Primijetimo da u defini-
ciji zbrajanja prereza koristimo zbrajanje racionalnih brojeva. Ocito je da tako

8u euklidskoj geometriji to se svojstvo pretpostavlja, zovemo ga Cantorovim aksiomom
potpunosti.
9vidi povijesni i geometrijski prikaz u [Mk, §18]
YOusp. [B], [Md], [MK]
To znaci da nema racionalnog broja r € a takvog da je r < s za svaki s € a.
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definirano zbrajanje prereza naslijeduje dva dobra svojstva zbrajanja racionalnih
brojeva: asocijativnost i komutativnost. Neutralni element za zbrajanje je

0={reQ|r>0},

a nesto je teze vidjeti postojanje suprotnog elementa —« za zadani prerez a.

Za prerez « pisemo « > 0 ako i samo ako je r > 0 za svaki r € a. Opcenito
pisemo o > 3 ako i samo ako je a — [ > 0. To je relacija uredaja ne skupu
svih prereza: svaka dva prerza su usporediva i relacija uredaja je antisimetri¢na i
tranzitivna i uskladena je s operacijom zbrajanja.

Apsolutna vrijednost prereza « definira se na isti na¢in kao i u slu¢aju racional-
nih brojeva:

o akoje a >0,

lof = {—a akoje a<0.

Produkt dva prereza o > 01 3 > 0 definiramo kao

a-f={r-s|rea,secp}

a opcenito stavljamo

a- 0 akoje a>0,8>0,
—la|-8 akoje a<0,8>0,
—a-|f] akoje a>0,8<0,
laf - |8] akoje «a<0,8<0.

a-fB=

Ovako definirano mnozenje je asocijativno i komutativno i ima jedinicu

1={reQ|r>1}

Nadalje, svaki o # 0 ima reciproéni a~!, mnozenje je distributivho u odnosu na

zbrajanje i relacija uredaja je uskladena s mnozenjem.

Zbog svih navedenih svojstava kazemo da je skup svih prereza R uredeno polje.
No taj skup ima i svojstvo potpunosti: za neprazan odozdo omedeni skup realnih
brojeva A najveéa donja meda inf A dana je formulom'?

inf A= U Q.
a€cA

Drugim rije¢ima, u pristupu realnim brojevima pomoc¢u Dedekindovih prereza svoj-
stvo potpunosti se dokazuje, za razliku od aksiomatskog ili geometrijskog pristupa
gdje se potpunost pretpostavlja. No u konstrukciji realnih brojeva pomoc¢u Dedekin-
dovih prereza pretpostavljamo neke druge stvari iz teorije skupova, pa na koncu
ispada da su sva tri pristupa logicki i matematicki ekvivalentna.

Na kraju primijetimo da, u skladu s pocetnom idejom, svaki racionalni broj s
odreduje prerez

s——{reQls<r},
pa racionalne brojeve mozeno shvatiti kao prereze, a skup racionalnih brojeva kao
podskup skupa realnih brojeva:
Q C R)

S
128imbol acA @ oznacava uniju svih skupova (prereza) a koji su elementi od A. Ta unija
se sastoji od svih racionalnih brojeva r takvih da je r € o za neki prerez a € A. Lako se vidi da
je taj skup prerez.
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pri cemu operacije zbrajanja i mnozenja na R prosiruju operacije zbrajanja i mnozenja

na Q.

3.4. Realan broj v/2. Opée je poznato da ne postoji postoji racionalan broj
o takav da je a? = 2. No postoji realan broj « takav da je o? = 2, oznacavamo ga
a = /2. Egzistenciju tog broja mozemo dokazati na razne nacine:

U geometrijskom pristupu je broj v/2, po Pitagorinom poucku, duljina dijago-
nale kvadrata sa stranicom duljine 1.

U aksiomatskom pristupu egzistencija broja v/2 slijedi primjenom aksioma pot-
punosti: skup

A={reQ|2<r?}

je neprazan odozdo omedeni skup, pa po aksiomu potpunosti postoji inf A € R.
Lako je dokazati da je inf A = /2, tj. da je (inf A)% = 2.

U pristupu realnim brojevima pomoéu Dedekindovih prereza realan broj v/2
konstruiramo: skup

a={reQ|2<r?}
je prerez, tj. a € R. Lako je dokazati da je o = /2, tj. a? = 2.

3.5. Zasto nam trebaju realni brojevi? Buduéi da sui Q i R polja, veliki
dio linearne algebre vrijedi jednako i za racionalne i za realne brojeve. Medutim,
ne postoji racionalan broj r takav da je r? = 2, pa ne postoji ni funkcija z — /z
definirana na skupu pozitivnih racionalnih brojeva s vrijednostima u Q. S druge
strane, aksiom potpunosti za realne brojeve osigurava egzistenciju funkcije x — v/
definirane na skupu pozitivnih realnih brojeva s vrijednosti u R. Jo$ je vaznije
da, zbog potpunosti, postoje trigonometrijske funkcije sin i cos i eksponencijalna
funkcija exp na skupu realnih brojeva, tj. kao funkcije R — R, a koje ne postoje
na skupu racionalnih brojeva, tj. kao funkcije Q — Q. Jedna je od posljedica
egzistencije takvih funkcija da “realna ravnina” R? ima rotacije oko ishodista za
svaki kut ¢, dok “racionalna ravnina” Q2 ima rotacije samo za kuteve +5 i
Stoga je geometrijska struktura R? puno bogatija od geometrijske strukture Q2.

4. Polje kompleksnih brojeva C

4.1. Skup kompleksnih brojeva. Kompleksni brojevi su uredeni parovi
(c, B) realnih brojeva koje zapisujemo kao z = a+14f. (Takoder pisemo i = 0+i-1
te i = 0+ - [3.) Prvi ¢élan o zovemo realnim dijelom kompleksnog broja z, a
drugi ¢lan para  zovemo imaginarnim dijelom kompleksnog broja z. Skup svih
kompleksnih brojeva oznacavamo sa C.

4.2. Zbrajanje i mnozenje. Operacije zbrajanja i mnozenja definirane su
formulama

(a+if) + (o/ +if) = (a+ ') +i(B+5),
(a+if) - (¢ +if) = (aa — BF') +i(ap’ + ).
Skup C svih kompleksnih brojeva s tako definiranim operacijama zbrajanja i mnoze-

nja je polje (vidi niZe definiciju 5.1). Stovise, ako identificiramo realan broj a s
kompleksnim brojem a+ -0, onda je R C C i operacije zbrajanja i mnozenja na C
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prosiruju operacije zbrajanja i mnozenja na R. S obzirom na operacije zbrajanja i
mnozenja, nase razmatranje mozemo rezimirati formulom:

(4.1) NCZcQcCRCcC.

4.3. Konjugiranje kompleksnog broja. Za kompleksan broj z = a + i3
definiramo kompleksno konjugirani broj z = a—1i3. Osnovna svojstva kompleksnog
konjugiranja su:

(1) z =z,
(2) zZ1 + 20 =Z1 + 22 22,
(3) Z1 22 = Zl 22,
(4) z-z2=0a%+ 32

4.4. Apsolutna vrijednost realnog ili kompleksnog broja. Apsolutnu
vrijednost kompleksnog broja z = a + i definiramo kao

|z] = Va2 + 2.

Imajuéi u vidu identifikaciju (4.1), apsolutna vrijednost realnog broja « je
la| = Va2,

Ovdje drugi korijen oznacava realan broj > 0. Osnovna svojstva apsolutne vri-
jednosti su:

(1) |z] >0, |z| = 0 ako i samo ako je z = 0,

(2) |21+ 22| = [21] - |22],

(3) |21 + 22| < |z1| + |22| (nejednakost trokuta).

Na skupu kompleksnih brojeva nemamo uredaj koji bi bio analogan uredaju na
skupu realnih brojeva. U slu¢aju kompleksnih brojeva, osim operacija zbrajanja i
mnozenja, osnovnu ulogu igra apsolutna vrijednost. Stovise, apsolutna vrijednost
moze preuzeti temeljnu ulogu i u proucavanju realnih brojeva'®. No valja primijetiti
da je osnovno svojstvo apsolutne vrijednosti — nejednakost trokuta — izrazeno u
terminima uredaja na R.

4.5. Inverz kompleksnog broja razli¢itog od nule. Buduéi da za kom-
pleksan broj z # 0 imamo |z| > 0, to iz formule z - z = |2|? slijedi
z
Zzr—s =1
|22
Znadi da je reciproéni element z~! (ili %) kompleksnog broja z # 0, kojeg obi¢no
zovemo inverznim elementom, dan formulom

L3Koristeéi apsolutnu vrijednost mozemo definirati konvergentne i Cauchyjeve nizove
racionalnih, realnih ili kompleksnih brojeva. Svojstvo potpunosti realnih brojeva naslijeduje i
C: svaki Cauchyjev niz kompleksnih brojeva ima limes u skupu kompleksnih brojeva. Svojstvo
potpunosti realnih i kompleksnih brojeva garantira egzistenciju eksponencijalne funkcije

X Lk
exp: C—C, zr—e*= o
k=0
Veza kompleksne eksponencijalne funkcije s realnim funkcijama dana je formulom

e®TB = ¢%(cos B + isin B).
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4.6. Osnovni teorem algebre. Bududi da je a®+1 > 1 za svaki realan broj
@, to ne postoji realan broj x takav da je P(x) = 22 + 1 = 0, obi¢no kazemo da
v/—1 nije realan broj.

Naravno, u polju kompleksnih brojeva imamo i? 4+ 1 = 0, pa je i nultocka poli-
noma P(z) = 2%2+1, tj. P(i) = 0. Jedno od najvaznijih svojstava polja kompleksnih
brojeva je da svaki polinom P(z) s kompleksnim koeficijentima, stupnja > 1, ima
bar jednu nultocku u C, tj. da postoji bar jedan A € C takav da je P(A\) = 0. To
je tzv. osnovni teorem algebre, a neposredna posljedica je da za polinom oblika

Px)=a"+ap_ 12" ' 4+ F a1z +ag
postoje (ne nuzno razli¢iti) kompleksni brojevi Aq,. .., A, takvi da je
Plz)=(x—X) (= A\p).

Na primjer, u slucéaju P(z) = 22 + 1 imamo P(z) = (z —4)(x + ).

Ve¢ smo rekli da je jedan od osnovnih problema linearne algebre rijesavanje
sistema jednadzbi. Drugi osnovni problem linearne algebre je problem nalazenja
nultoc¢aka svojstvenog polinoma linearnog operatora. U rjesavanju tog problema
kompleksni brojevi i osnovni teorem algebre igraju presudnu ulogu.

5. Pojam polja

U linearnoj algebri, barem na pocetku, zanimaju nas prije svega algebarska
svojstva realnih i kompleksnih brojeva, tj. svojstva operacija zbrajanja i mnozenja
i njihove posljedice. Osnovna svojstva pobrojana su u definiciji polja.

5.1. Definicija polja. Kazemo da je skup K polje ako na tom skupu imamo
definirane dvije binarne operacije, zbrajanje i mnozenje,

+: KxK— K, (o, ) — a+ 03,

K xK— K, (o, B) — - 3,
takve da vrijede sljedeca svojstva za sve elemente «, 3,v € K:
(1) (a+B)+v=a+ (B+7) (asocijativnost zbrajanja),
(2) postoji jedinstveni element 0 € K takav da je
a+0 =0+ a = a (neutralni element za zbrajanje ),
(3) za svaki a postoji jedinstveni element —a € K takav da je
a+ (—a) = (—a) + a =0 (suprotni element za zbrajanje),
4) a+ 0 = p+ a (komutativnost zbrajanja )
5) (a-B)-v=a-(8-7) (asocijativnost mnoZenja),
6) postoji jedinstveni element 1 € K, 1 # 0, takav da je
a-1=1-a=«a (neutralni element za mnozZenje),
(7) za svaki a # 0 postoji jedinstveni element a~! € K takav da je
a-(a™t) = (a™t) - a =1 (reciproéni element za mnoZenje),
(8) a- B =0« (komutativnost mnoZenja ),
9) a-(B+ty)=a-B+a-vy, (B+y)-a=pa+7 «a
(distributivnost mnoZenja prema zbrajanju).

5.2. Jedinstvenost neutralnog i suprotnog elementa. U nasoj definiciji
polja zahtijevali smo jedinstvenost neutralnog elementa i jedinstvenost suprotnog
(odn. reciproénog) elementa za operaciju zbrajanja (odn. mnozenja). Pokazimo da
je to bilo suvisno:
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5.3. Lema. Neka je na skupu G zadana binarna asocijativna operacija
*:GxG—G, (a,b)— axb.
(1) U skupu G postoji najvise jedan element e takav da je
axe=exa=a zasvaki a€ G.

(Ako postoji, zovemo ga jedinicom u G.)
(2) Neka je e jedinica u G. Za svaki element a € G postoji najvise jedan
element b € G takav da je

axb=bxa=e.
(Ako postoji, zovemo ga inverzom od a.)

DOKAZ. Pretpostavimo da je axe = exa=aiaxe = e xa = a za svaki
a € G. Tada vrijedi ¢/ xe =exe' =€’ iexe’ =€’ xe = e, Sto povlaci € =e.

Pretpostavimo da je e jedinica u Gidajeaxb=bxa=ciaxb =b xa=ce.
Tadajeb=bxe=bx(axl) = (bxa)xb =exb =V O

5.4. Primjeri polja. Primjeri polja su polje racionalnih brojeva Q, polje re-
alnih brojeva R i polje kompleksnih brojeva C.

U algebri, teoriji brojeva i teoriji kodiranja postoje drugi vazni primjeri polja.
Najjednostavniji primjer (konacnog) polja je skup {0,1}; element 0 je “par”, ele-
ment 1 je “nepar”. Na tom skupu zbrajanje definiramo kao par + par = par, par
+ nepar = nepar itd., a mnozenje kao nepar X nepar = nepar, par X nepar =
par itd. Lako je provjeriti da je s tako definiranim zbrajanjem i mnozenjem skup
{0, 1} polje koje se cesto oznacaval® kao Z/27Z. Za to polje ne vrijede neka svojstva
na koje smo nauceni na primjeru realnih brojeva. Tako, na primjer, u polju Z/27Z
imamo svojstvo da 1 je suprotan element od 1, tj. —1 = 1.

5.5. Injekcija, surjekcija, bijekcija. Neka su A i B dva skupa i f preslika-
vanje sa skupa A u skup B, piSemo f: A — B.

Kazemo da je preslikavanje f injekcija ako za x,y € A, x # y vrijedi f(z) #
f(y). Drugim rije¢ima, injekcija pridruzuje razlicitim elementima iz A razlicite
elemente u B.

Kazemo da je preslikavanje f surjekcija ako za svaki element b € B postoji neki
element a € A takav daje b = f(a). Drugim rije¢ima, pri preslikavanju f je svaki
element iz B slika nekog elementa iz A.

Kazemo da je preslikavanje f bijekcija ako je injekcija i surjekcija.

14Naime, radi se o kvocijentnom skupu Z/ ~ od Z po relaciji ekvivalencije
n~m akoisamoakoje n—me2Z={...,-4,-2,0,2,4,...}
za koju postoje samo dvije klase ekvivalencije
Eo={...,—4,-2,0,2,4,...} i E1={...,-3,-1,1,3,... }.
Definirajte zbrajanje i mnozenje klasa tako da zbrajate i mnozite predstavnike klasa, tj.
En+ Em = Entm, En - Em = Enm,

pritom treba pokazati da tako uvedene operacije ne ovise o predstavnicima klasa! Buduéi da za
zbrajanje i mnozenje predstavnika vrijedi asocijativnost, komutativnost distributivnost itd., ta
svojstva vrijede i za klase. Buduéi da Z opcéenito nema inverznih elemenata za mnozenje, taj dio
svojstava za Z/2Z treba posebno provjeriti.
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Ako je f bijekcija, onda mozemo identificirati elemente skupa A s elementima
skupa B tako da element a identificiramo s njegovom slikom f(a):

a +— f(a).

Naime, zbog injektivnosti razli¢ite elemente x,y € A identificiramo s razli¢itim
elementima f(z), f(y) € B, a zbog surjektivnosti smo svaki element b € B identifi-
cirali s nekim elementom a € A. Grubo govoredi, ako je f bijekcija, onda skupovi
A1 B “izgledaju isto”.

Ako je f bijekcija, onda postoji inverzno preslikavanje g: B — A koje elemen-
tima f(a) € B pridruzuje elemente a € A:

g: f(a) —a,
tj. ako je b = f(a), onda je g(b) = a. Ocito je inverzno preslikavanje takoder
bijekcija i vrijedi
g(f(a)) =a,  f(g(b)) =0

Inverzno preslikavanje g oznacavamo s f 1.

5.6. Definicija izomorfizma polja. Neka su K i F' dva polja. Kazemo da
je bijekcija f: K — F izomorfizam polja ako je

fla+B)=fl@)+f(B8) i fla-B)=fla)- f(B)

za sve a, 3 € K.
Drugim rije¢ima, ako je f izomorfizam polja, onda mozemo identificirati ne
samo elemente skupova K i F:

a— fla), B f(B),

nego i operacije na tim skupovima:

a+fe— flat+p)=fla)+f(B), a b fla-f)=fla) f(B)

Grubo govoredi, ako je f izomorfizam polja, onda ne samo skupovi K i F', nego i
operacije na njima “izgledaju isto”. O¢ito jei f~': F — K izomorfizam polja.

Kazemo da su dva polja K i F izomorfna® ako postoji neki izomorfizam polja
fi+ K — F. Tada obi¢no pisemo K = F.

Primjer izomorfnih polja su dvije konstrukcije realnih brojeva: geometrijske i
one pomoc¢u Dedekindovih prereza.

Primjeri polja koja o¢ito nisu izomorfna su Q i Z/2Z (jer Q ima vise od dva
elementa), Q i R (jer Q nema v/2), Ri C (jer R nema /—1).

5.7. Mnozenje s 0 i —1 u polju. U polju K vrijedi 0-aa=0i (-1)-a = —«
za svaki a € K.

DoxkAz. Stavimo 8 = 0 - a. Zbog svojstva (2) u definiciji polja 5.1 za nulu
imamo 0+0 = 0 i, koriste¢i distributivnost (9), imamo 0-a = (0+0)-a = 0-a+0-«,
tj. 8 = B+ 8. Dodamo li objema stranama element —f, koji prema (3) postoji,
dobivamo 0 = f 4 (=f) = (B+ ) + (=6) =+ (B+ (=P)) = 6+ 0 =( (ovdje u
prvoj jednakosti koristimo svojstvo suprotnog elementa (3), u treéoj asocijativnost
zbrajanja (1), u ¢etvrtoj ponovo (3) i u petoj jednakosti (2)). Dakle 5 = 0.

15iz0morfan = istog oblika
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Da bismo dokazali drugu tvrdnju, prvo primijetimo da (zbog veé dokazane
relacije 0 - a = 0, svojstva suprotnog elementa i distributivnosti) imamo:

0=0-a=0+(-1) - a=a+(-1) -«
0=0-a=((-1)+1)-a=(-1)-a+a.

Buduéi da suprotni element od o mora biti jedinstven, to je (—1) - @ = —a. [l

U slucaju polja Q, R ili C znamo i za neka druga uobic¢ajena pravila koja
nisu popisana u definiciji polja. Tako, na primjer, opéenito vrijedi —(—a) = «
i (a™1)~! = a zbog jedinstvenosti suprotnog i recipro¢nog elementa. Takoder
preuzimamo obic¢aj da pisemo a— 8 umjesto a+ (—/3). Naravno, vrijedi —(a+3) =

—a—f.

5.8. VisSestruke sume i produkti. Operacije zbrajanja i mnozenja u polju
su binarne operacije, §to znaci da je definirano zbrajanje i mnozenje samo dva
elementa polja. Imamo li vise elemenata o, as, ... a,, onda definiramo

agtas+-ta,=(..((c1+az)+az)+...+an_1)+ an,

ag-ag-ran=(..((a1 a2) az) ... Qp_1) " Qn.
Na primjer, 1+2+3+4=3+3+4=6+4 = 10. Primijetimo da je po definiciji

(5.1) (1 + s+ -+ ap) + ant1
=((..((a +a2)+ag)+... +an_1) + ) + ang1
= tag+ o+ apga.

5.9. Lema. Za sve prirodne brojeve nimielemente ay, ..., a,t, € K vrijedi

(5.2) (1 +ag+ -+ an) + (anp1 + anga + -+ Qpgm)
:al+a2+"'+an+an+1+an+2+"'+an+m~

DokAz. Dokaz provodimo indukcijom po broju sumanada n+m. Zan+m = 2
imamo (a1) + (a2) = a1 + ae. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi kada je broj
sumanada jednak N — 1 > 2 i pretpostavimo da je n +m = N. Ako je m = 1,
onda je (5.2) upravo formula (5.1). Ako je m > 2, onda imamo (koristenjem (5.1),
asocijativnosti za tri elementa, pretpostavke indukcije i (5.1)):

(a1 +az+ - +op)+ (a1 + -+ Qg1 + Qg
=(a+az+--+ap) + (g1 + -+ pgm—1) + ¥ngm)
= (a1 +az+-Fan) + (g1 4+ + ngm-1)) + Qngm
=(atat - tantanir+ o+ gm-1) + Gnim
=artay+- gt Gnpme1 + Qe
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5.10. Asocijativnost za viSestruke sume i produkte. Iz leme 5.9 slijedi
da visestruka suma ne ovisi o redoslijedu'® kojim izvodimo binarnu operaciju zbra-
janja. Tako, na primjer

o1+ oo+ az+ oy

= ((a1 + ) +a3) + oy

= (a1 + (a2 +a3z)) + oy

= (a1 +az) + (a3 + aq)

= a1 + ((@2 +a3) + aq)

= a1 + (a9 + (a3 + aq)).
Na primjeru (o + aa) + (a3 + ) vidimo da je svejedno kojim smo redom rac¢unali
brojeve 8 = a1 + as i v = a3 + a4, no svakako smo sumu 3 + - ra¢unali na kraju.
I u opéem slucaju za sume elemenata aq,as,...,q, s proizvoljno postavljenim

zagradama postoji jedinstvena operacija zbrajanja koju izvodimo na samom
kraju, ta zadnja operacija zbrajanja je oblika

(a1,...,as sa zagradama i zbrajanjem)+(as41, . - ., a, sa zagradama i zbrajanjem).
Po pretpostavci indukcije za manji broj sumanada zaklju¢ujemo da je to jednako
(a1+"'+as)+<as+l+"'+an)a
a primjenom leme 5.9 vidimo da je rezultat jednak a; + --- + a,.
5.11. Primjedba. Budué¢i da smo u ovom razmatranju koristili samo svoj-

stvo asocijativnosti binarne operacije +, to isti zakljucak vrijedi i za svaku drugu
asocijativnu binarnu operaciju, a posebno i za mnozenje brojeva:

5.12. Lema. Za sve prirodne brojeve n i m i elemente aq,...,0p1m € K
vrijedi
(oq-ag-...-an)~(o¢n+1-an+2~...-an+m)
=01 02 ... Oy O] " Opy2 oo Oty

5.13. Komutativnost za viSestruke sume i produkte. Prouc¢imo sada
posljedicu komutativnosti zbrajanja u ra¢unanju visestrukih suma: Neka je
o:{1,2,...,n} — {1,2,...,n} permutacija’” skupa {1,2,...,n} — preslikavanje
za koje je svaki k € {1,2,...,n} slika o(j) jednog i samo jednog elementa j €
{1,2,...,n}. Permutaciju ¢ mozemo zapisati i kao niz o(1),5(2),...,0(n). U tom
zapisu je 1,3, 2 permutacija skupa {1,2,3} zakojul— 1,2+ 3,3 — 2.

16p, dogovoru, jedan par zagrada ( ) uvijek obuhvaéa broj dobiven zbrajanjem ve¢ ranije
izraCunata dva broja. Na taj smo nac¢in zagradama oznacili redoslijed kojim izvodimo operaciju
zbrajanja dva po dva broja, pritom ne mijenjajuéi poredak elemenata a1, as2,...,a, u zapisu
operacija zbrajanja.

17Permutacija je drugi naziv za bijekciju o: A — A na konac¢nom skupu A.
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5.14. Lema. Za sve permutacije o skupa {1,2,...,n} ielemente ay,..., a, €

K vrijedi
Q1) T Qg2) &+ O0gn) =1 + 02+ -+ ap.

DokAz. Zan =1 je tvrdnja ocigledna. Pretpostavimo sada da tvrdnja vrijedi
za sume od n — 1 sumanada. Ozna¢imo s k element kojeg permutacija o preslikava
un, tj. o(k) =n. Tada je, koristeéi lemu 5.9,

Og(1) T Qp(2) + + Og(n)
= (o) T+ Qo(k-1)) + Qo) T (Qo(kt1) T+ Ao(n)
= (ag) + -+ A1) + an + (A@r1) T + Qo))
= (A1) + -+ Qok—1)) + (Qo(hr1) + -+ Qo)) + n
(ag(l) + ot O (k-1) T Qo(kt1) + o F Oég(n)) + an
(1 +as+-+ap_1)+a,
=1 +a+ -+ ap.
Komutativnost smo koristili u dokazu treée jednakosti, a predzadnja jednakost vri-

jedi zbog pretpostavke indukcije, jer je o(1),...,0(k —1),0(k +1),...,0(n) neka
permutacija skupa {1,2,...,n— 1}. O

5.15. Primjedba. Buduéi da smo u ovom razmatranju koristili samo svojstva
asocijativnosti i komutativnosti binarne operacije +, to isti zakljucak vrijedi i za
svaku drugu asocijativnu i komutativnu binarnu operaciju, a posebno i za mnozenje
brojeva:

5.16. Lema. Za svaku permutaciju o skupa {1,2,...,n}isve elemente aq,. ..
ay € K vrijedi

)

Qg(1) " Qg(2) " -+ Qg(p) = Q1 Q2 ...  Qp.

Na primjer, a1 g -3 = ap-Q3-Qi9 = Qg1 -3 = Qg Q3-Q] = Q3-Q1 Qg = Q3-Q2 Q1.

5.17. Oznake za viSestruke sume i produkte. Kasnije ¢emo ponekad ko-
ristiti oznake

> ag =01t az+-+an, [[or=a1-az- o,
k=1

koje ¢itamo “suma (elemenata) alfa ka za ka ide od jedan do en” i “produkt (ele-
menata) alfa ka za ka ide od jedan do en”.

U sumi >_;_; oy indeks k zovemo indeksom sumacije. Taj indeks ima “pomoéni
ulogu” — “pomaze” nam da oznac¢imo elemente koje sumiramo: oy za k = 1 (tj.
1), ap zak =2 (tj. ag), ..., ap zak =n (tj. ayp). Za tu ulogu mogli smo odabrati
i neko drugo slovo. Na primjer, elemente koje sumiramo mozemo oznaciti i ovako:
ajzaj=1{j 1), a;2aj=2(tj. o), ..., a; zaj=n (tj. o). Zato je

n n
E ap = E Q.
k=1 j=1
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Naravno, nije nuzno da indeksi budu brojevi. Na primjer, imamo li indekse a, b, ¢, d
pomocu kojih uvodimo “nova slova” ag, ap, o, g, onda nam oznaka

>
k=a,b,c,d
oznacava sumu elemenata oy za k = a (tj. aq), ar za k=15b (tj. ap), ap za k =ci
ap za k =d (tj. ag), odnosno o, + ap + . + ag.
5.18. U daljnjem (uglavnom) neéemo pisati mnozenje u polju kao a - 3, veé

uobicajeno af.

5.19. Distributivnost mnozenja u odnosu na visestruke sume. Dokazite
indukcijom da vrijedi distributivnost mnozenja u odnosu na visestruke sume:

A (i ak> = i)\ak, (i Oék> A= iak)\.
k=1 k=1 k=1 k=1

5.20. Produkti viSestrukih suma. Uzastopnom primjenom distributivnosti
za mnozenje visestrukih suma dobivamo
n m n m n m
(So) () 3o (300 ) -3 = X
k=1 j=1 k=1 j=1 k=1j=1 k=1,...,n
j=1

Ponekad kazemo da smo primijenili pravilo mnozenja “svakog sa svakim”: svaki oy
mnozili smo sa svim 3; i te produkte zbrojili.

5.21. Razliciti indeksi kod produkta viSestrukih suma. Valja primijetiti
(Sooc) () - 33w # oo
k=1 k=1 k=1

k=1j=1
Stoga kod mnozenja visestrukih suma treba koristiti medusobno razlicite indekse.

Na primjer,
n r n
E Qe = E Ay Oy ** Ol
k=1 E1,ka,... kp=1
Ovdje smo medusobno razli¢ite indekse oznacili s k1, ks, ..., k.

5.22. Kroneckerov simbol. Cesto ¢emo koristiti Kroneckerov simbol
{1 kad je i = j,

ij =

0 kadje i#j.

Tako je, na primjer,

SO okjonBi =Y b
k=1

k=1 j=1
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